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Die Herausgabe einer Ueberſezung in franzoͤſiſcher, engliſcher und anderen 
modernen Sprachen wird vorbehalten. 
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Vorrede zur erften Auflage. 


Nicht ohne Zagen ſchicke ich hier den erften Theil meiner elementaren Bes 
arbeitung der Ingenieur- und Mafchinenmehanik in die Well. Obwohl id) 
mir fagen kann, daß ich bei diefer Schrift mit aller möglichen Sorgfalt und 
Bedachtſamkeit zu Werke gegangen bin, ſo befürchte ich dennoch, den Wins 
ſchen Aller in ihr nicht entfprechen zu können. Die Anfichten, Witnfche und 
Anſprüche find num einmal jo jehr verichieden, daß e8 nicht möglich ift, fie 
alle zu befriedigen. Mancher wird das eine Capitel zu ausführlich, Mancher 
wird es zu kurz finden; Einige werden in der Behandlung geroifjer Mlaterien 
eine höhere Wiflenfchaftlichkeit vermiflen, während Andere vielleicht gerade 
hierin eine größere Popularität gewünſcht hätten. Indeß vieljährige Studien, 
vielfacher Unterricht und mannigfaltige Beobachtungen und Erfahrungen ha⸗ 
ben mich nım einmal auf die Methode geführt, nach welcher da8 vorliegende 
Wert bearbeitet ift, und welche ich für den beabfichtigten Zweck als bie ans 
gemefienfte halte. 

Mein Hauptbeftreben bei Bearbeitung dieſes Werkes war darauf ge- 
richtet, die größte Einfachheit bei der Entwidelung und Beweisführung zu 
erzielen und alle in der Anwendung auf die Praxis wichtigen Säge nur mit 
Hülfe der niederen Mathematit abzuhandeln. Wenn man beridfichtigt, 
welche mannigfache Kenntniffe ein Techniker ſich anzueignen hat, um in fei- 
nem Fache etwas Tüchtiges zu leiften, jo muß e8 uns, al8 Lehrer und 
Scriftfteller für Techniker, eine Pflicht fein, das gründliche Studium der 
Wiſſenſchaft durch Bereinfahung im Vortrage, durch Befeitigung alles 
Ueberflüffigen und durch die Anwendung der befannteften und zugänglichiten 
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Hiffslehren zu erleichtern. Ich habe deshalb auch in dem vorliegenden 
Werke die Anwendung der Differenzial- und Integralrechnung gänzlich ver- 
mieden. Wenn auch jet die Gelegenheit zur Erlernung diefer Rechnung 
nicht fo felten mehr ift, jo ift es doch eine unbeftreitbare Thatfache, daß ohne 
immerwährende Hebung die nöthige Wertigkeit in Handhabung derjelben fehr 
bald verloren geht, und e8 deshalb manchen übrigens fehr titchtigen Praftifer 
giebt, welcher mit der frliher erlernten Differenzial- und Integralrechnung 
nicht mehr umzugehen verſteht. Da ich mit manchen Schriftftellern, welche 
in populären Schriften die ſchwierigeren Süße ohne Beweife mittheilen, nicht 
einerlei Meinung bin, fo babe id) e& vorgezogen, praftifch widjtige Süße 
ftet8 auf elementarem, wenn auch zuweilen etwas weitläufigem Wege abzu⸗ 
leiten oder zu beweilen. Man wird daher im diefem Werfe nur felten eine 
Formel ohne ihre Begründung hingeftellt finden. Einige ganz allgemeine 
Kenntniffe gewiller Lehren aus der Naturlehre, zumal aber eine gründliche 
Kenntniß der reinen Elementarmathematik, müſſen wir allerdings bei dem 
Studium dieſer Schrift vorausſetzen. Vorzüglich bin ich bemüht geweſen, 
bei Bearbeitung dieſes Werkes die rechte Mitte zwiſchen Generaliſiren und 
Specialiſiren zu halten. Obwohl ich die Vorzuige des Generaliſirens nicht 
verfenne, fo bin ich doch der Meinung, daß man in diefem Werke, wie bei 
jedem elementaren Bortrage, das allzu große Generalifiren zu vermeiden habe. 
Das Einfache kommt ja in der Praris häufiger vor als das Zufanımen- 
gefegte. Auch ift nicht zu leugnen, daß in der Betrachtung des allgemeinen 
Falles oft die tiefere Kenntniß des fpecielleren Falles verloren geht, und daß 
es nicht felten Leichter ift, aus dem Einfachen da8 Zufammengefegtere abzu- 
leiten, al8 aus dem Allgemeineren das Einzelne herauszuziehen. 

Man erwarte in der Ingenieur- und Maſchinenmechanik feine Mafchinen- 
baulehre oder Dlafchinenbaufunft, jondern nur die Einleitung oder Vorberei= 
tungswiſſenſchaft zu diefer. Die Mechanik fol fi) infofern zur Mafchinen- 
baufunft verhalten, wie die darjtellende Geometrie zum Mafchinenzeichnen. 
Nach Erlangung der Kenntniffe der Mechanik und der darftellenden Geome— 
trie fcheint e8 am zweckmäßigſten zu fein, den Unterricht iiber Maſchinenbau⸗ 
funft und den über Maſchinenzeichnen in einem Curſe zır vereinigen. 

Bielleicht wird noch in Zweifel gezogen, daß es zweckmäßig fei, die In— 
genieur- und Maſchinenmechanik in zwei Theile, in einen theoretifchen und 
in einen angewandten, zu theilen. Wenn man beriidjichtigt, daß dieſes 
Wert Unterricht über alle mechanifche VBerhäftniffe der Bau⸗ und Maſchinen⸗ 
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lehre ertheilen foll, jo ſtellt fich die Nützlichkeit, oder vielmehr die Nothwen⸗ 
digkeit diefer Eintheilung von felbft heraus. Um ein Bauwerk und zumal 
um eine Maſchine vollftändig beurtheilen zu können, find oft die verſchieden⸗ 
ften Lehren der Mechanik, 3. B. die der Reibung, die der Feſtigkeit, die der 
Trägheit, des Stoßes, des Ausfluffes u. ſ. w. in Anfprud zu nehmen, es 
ift alfo das Material zum mechaniſchen Studium eines Bau⸗ oder Mafchinen- 
werke faft aus allen Theilen der Mechanik zufanmenzulefen. Da es mm 
aber fiir den praftifchen Gebrauch viel zweckmäßiger ift, die mechanifchen 
Lehren über jede Mafchine im Zuſammenhange ſtudiren zu können, als fie 
aus faft allen Theilen der Mechanik zufammentragen zu müflen, fo möchte 
die Nüglichkeit der gemachten Theilung außer allem ‚Zweifel fein. 

Immer die Anwendung im Praftifchen vor Augen habend, bin ich beim 
Aufſetzen diefes Werkes ftetS bemüht gewefen, die vorgetragenen Yehren durch 
paflende Beifpiele aus dem Leben foviel wie möglich zu erläutern. Mit 
Recht kann ich aber auch behaupten, daß ſich diefes Werf durch die große 
Anzahl und pafiende Auswahl Durchgerechneter Beifpiele vor vielen ähnlichen 
Werken auszeichnet. Nächſtdem hoffe ic) auch, daß die große Anzahl der 
forgfältig ausgeführten Figuren dem beabjichtigten Zwecke diefer Schrift ſehr 
förderlich fein werde. Endlich muß id) e8 der Berlagshandlung noch befon- 
ders Dank willen, daß fie dem Werke in aller Hinficht die vorzüglichfte Aus» 
fattung hat zu Theil werden lafien. Auf die Richtigkeit der Rechnungen 
ift eine bejondere Sorgfalt verwendet worden; in der Kegel ift jedes Beiſpiel, 
und zwar nicht von einer und derjelben Perſon, dreimal durchgerecjnet wor- 
den. Es möchte daher nicht jo leicht fein, mefentliche oder anſehnliche Feh⸗ 
ler in denfelben aufzufinder. In den Beifpielen fowie in den Formeln 
babe ich immer da8 preußifche Maaß und Gewicht zu Grunde gelegt, in der 
Erwartung, daß die größere Zahl ber Leſer mit diefem zu rechnen gewohnt 
jein werde. Aber auch in Hinficht auf die Correctheit des hier jo ſchwieri⸗ 
gen Drudes möchte wenig zu wünſchen übrig bleiben. Die bis jegt gefun- 
denen Schreib- und Drudfehler find dem Buche beigefllgt. Ich glaube nicht, 
daß noch eine größere Ergänzung zu diefem Verzeichniſſe nöthig fein werde. 
Eine nähere Prüfung der Zeichnungen wird die Ueberzeugung herbeiführen, 
daß auch bei Ausführung diefer mit Sorgfalt zu Werke gegangen iſt. 
Größere Zeichnungen, und zumal folhe, welche Gegenftände nach allen drei 
Raumbdimenfionen abbilden, jind nach der von mir zuerft abgehandelten aro⸗ 
nometrifchen Projectionsmethode (f. polytechn. Mittheilungen, Band I., Tübin⸗ 
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gen 1845) ausgeführt. Dieſe Zeichnungsmethode hat mit der iſometriſchen 
Perſpective gleiche Vorzüge, zeichnet ſich aber von dieſer noch dadurch aus, 
daß ſie nicht nur ſchönere, ſondern auch ſolche Bilder liefert, welche die Vor⸗ 
ſtellung des abgebildeten Gegenſtandes leichter erwecken, als die iſometriſche 
Perſpective. In der Regel find die Zeichnungen im Buche fo ausgeführt, 
daß die Breiten- ober Tiefendimenjionen bei gleicher Größe im abgebildeten 
GSegenftande nur halb fo groß ericheinen, als die Yängen- und Höhendimen- 
fionen. 
MWefentlich zur Correctheit diefes Werkes haben die Kevifionen des Herrn 
Ernft Röting, Studirenden an ber hiefigen Bergakademie, beigetragen, 
weshalb ich nicht unterlaffen fann, meinen Dank Hier öffentlich auszufpredjen. 
Endlich ift es nöthig, dem Lefer noch anzuzeigen, daß er in dem Buche viel 
Neues und manches dem Verfaſſer Eigenthiimliches vorfinden wird. Ohne 
mic auf viele Heine Artikel, die faft in jedem Capitel vorkommen, einzulaffen, 
will ich den Leſer nur auf folgende umfaflendere Gegenftände aufmerkſam 
madyen. Eine allgemeine und leicht ausführbare Beftimmung der Schwer: 
punkte ebener Flächen und ebenflädhiger Polyeder wird man in den Paragra⸗ 
phen 107, 112 und 113 finden, eine angenäherte Formel fir die Ketten- 
linie in dem Paragraphen 148; Ergänzungen zur Arenreibung in den Para- 
graphen 167, 168, 169, 172 und 173. Die Yehre vom Stoße wird na= 
mentlich durch die Paragraphen 277 und 278 eine wejentliche Ergän- 
zung erhalten haben, da man feither den Stoß unvollfommen elaftifcher Kör⸗ 
per zu wenig beriidjichtigt, und den Fall, wenn ein volltommen elaftifcher 
Körper mit einem unvolllommen elaftifchen Körper zufammenftößt, gar nicht 
betrachtet hat. Die meiften Ergänzungen und zum Theil ganz neue Geſetze 
wird man allerdings in der Hydraulik mitgetheilt finden, da ich diefen Theil 
ſchon feit einer Reihe von Jahren zu einem Gegenftande meiner fpeciellen 
Studien gemacht habe. Die Gefege der vom Verfaſſer zuerft beobachteten 
unbollfommenen Contraction der Waflerftrahlen treten hier zum erften Male 
in einem Lehrbuche der Mechanik auf. Ebenfo werden die fitr die Praxis 
ſehr wichtigen Hauptrefultate der Verſuche des Verfaſſers über den Ausflug 
des Waſſers durch Schieber, Hähne, Klappen und Ventile mitgetheilt. End- 
fich führt der Verfaſſer auch die Hauptergebniffe feiner neueften Verſuche, be- 
treffend den Ausfluß des Waſſers durch fchiefe Anſatzröhren, gebrochene, 
krumme und lange gerade Röhren u. f. w. hier auf, obgleich das dritte Heft 
feiner diefe Verſuche umfaflenden „Unterfuhungen im Gebiete der 
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Mechanik und Hydraulik“ dem Drude noch nicht hat übergeben werben 
können. Den Capiteln iiber die fließenden Wafler, über das Waflermeffen 
und über den Waflerftoß find ebenfalls durch den Verfafler einige Bereiches 
rungen zu Theil geworden. Die Theorie der Reaction des außfließenden 
Waſſers, fowie die des Waflerftoßes, nach dem Principe der merhanifchen 
Arbeit, ift ganz neu. 

Uebrigens kann ich dem Leſer nicht bergen, daß ich jett, nad; Beendigung 
des erften Bandes, auch hin und wieder Einiges anders aufgefaßt oder bes 
handelt zu haben wünſche; doch muß ich Hinzufligen, daß ſich wefentliche 
Mängel mir noch nicht herausgeftellt haben. Wenn hie und da noch Mans 
ches vermißt wird, fo muß ich auf den zweiten Band verweifen, welcher nicht 
bloß zufällig, ſondern meift abfichtlih Ergänzungen zum erften Bande nad) 
bringen wird, wie auch, ſchon im erften Bande an vielen Stellen angedeutet 
wird. Der Drud des zweiten Bandes wird num feinen ununterbrochenen 
Sortgang haben, 70 daß fich erwarten läßt, daß das ganze Bud, am Ende 
diefed Jahres in den Händen der Leſer fein werde. Auch wird nun bald 
das ımter dem Namen „der Ingenieur“ in der Mechanik citirte Hulfsbuch, 
welches in einer Sammlung von Yormeln, Regeln und Tabellen der Arith- 
metif, Geometrie und Mechanik befteht, erjcheinen. 

Es follte mir eine große Beruhigung und Freude gewähren, wenn mit 
dieſem Werke das erreicht wird, was ich damit bezielt habe, nämlich Prafti- 
tern ein nitglicher Rathgeber in Fällen der Anwendung, Lehrern der pralti- 
ſchen Mechanik ein brauchbarer Leitfaden beim Unterrichte, und Studirenden 
des Ingenieur⸗ nnd Mafchinenwejens ein willlommenes Hilfsmittel zur Er- 
lernung der Mechanik zu fein. 


Greiberg, den 19. März 1846. 


Julius Weisbad. 
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Die vorliegende zweite Auflage vom erften Bande der Ingenieur und 
Maſchinenmechanik ift in der Methode und Anordnung nicht weſentlich von 
ber erften Auflage verfchieden. Nur der innere Ausbau diefes Werkes hat 
mit diefer zweiten Auflage manche Veränderungen und Bervollftändigungen 
erlitten, auch ift die Ausdehnung deflelben nicht unbedeutend größer geworben. 
Ueberdies hat ſich der Verfaffer bemüht, die bemerften Mängel und Unrid)- 
tigfeiten jo viel wie möglich in diefer zweiten Bearbeitung zu bejeitigen. 
Die größere Ausdehnung diefer Auflage ift beſonders aus drei Zugaben 
erwachfen. Die erfte derfelben befteht in einer gebrängten und möglichſt 
populären Darftellung des fogenannten Infinitefimalcalchl8 am Kopfe bes 
ganzen Werkes, und ift befonders deshalb hinzugefügt worden, um verwidelte 
und zu gekünftelte Eutwidelungen mittels des niederen Caleüls zu vermeiden, 
und um zugleich dem Lefer mehr Selbftftändigfeit in der Mechanif zu ver- 
ſchaffen und ihn auf einen höheren Standpunkt in biefem wichtigen Gebiete 
zu ftellen. Durch Anwendung der in diefem Voreurs enthaltenen Lehren 
aus der Analyfis tft e8 möglich geworden, auch foldje praftifch wichtige 
Gegenftände mit in den Vortrag aufzunehmen, welche ſich entweder gar nicht 
oder nur fehr unvollftändig mittels der elementaren Algebra und Geometrie 
behandeln laffen. Um aber Denjenigen, welche ſich mit den vorausgejchidten 
Elementen der Differenzial- und Integralrechnung nicht befannt gemacht 
haben, keine Störungen zu bereiten, find alle diejenigen Paragraphen, in 
welchen die Anwendung diefes Calcüls vorkommt, durd eine Parenthefe ( ) 
befonder8 ausgezeichnet worden. 
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Die zweite Zugabe befteht in einem neuen Capitel in der Hydroftatif, und 
behandelt die Molecularwirktungen des Waſſers. Da die Kenntniß der 
Molecularkräfte (Sapillarität) bei hydraulifchen und pneumatiſchen Beob⸗ 
achtungen und Meffungen von Wichtigkeit ift, fo bat es der Verfaſſer für 
zweimäßig gehalten, in einem bejonderen Kapitel die Hauptlehren über 
diefe Kräfte des Waſſers hier einzufchalten. Endlich ift dem ganzen Werte 
noch ein Capitel über die Schwingungen und Wellenbewegungen ald Anhang 
beigegeben worden. Der Verfaſſer hat ſich dazu beivogen gefunden, weil 
eine nähere Kenntniß der Schwingungen fiir den Ingenieur von großer 
Wichtigkeit iſ. Der große Einfluß, welchen die Schwingungen auf den 
Gang und auf die Haltbarkeit und Dauerhaftigkeit ber Mafchinen und ans 
derer Bauwerke ausüben, ift ein Gegenftand, dem man nicht zu viel Auf- 
merkſamkeit ſchenken kann! Ueberdies verdanken wir den Schwingungsbeob- 
ahtungen die neueften Beftimmungen der für die Praris fo fehr wichtigen 
Efaftiertätsmodeln. Auch der magnetifchen Kraft habe ich in dem Anhange 
gedacht, vorzüglich weil biefelbe dem Ingenieur beim Orientiven in unterir⸗ 
diichen Räumen und an Orten, welche feine freie Ausficht gewähren, fehr 
wichtige Dienfte leiftet. Die Theorie der Waflerwellen, weldye den Schluß 
diefed Bandes ausmacht, gehört ganz in die Hydraulik; ihre Aufnahme in 
dieje Schrift bedarf daher keiner weiteren Rechtfertigung. Leider läßt fie nur 
noch Bieles zu wünſchen übrig! | 

Was den Übrigen Theil diefer Schrift anlangt, jo hat vorzüglich das Ca⸗ 
pitel über die Elafticität und Feſtigkeit umfänglichere Veränderungen und 
Ergänzungen erfahren; nächſtdem ift aber auch der Hydraulik durch die fort 
geſetzten Berfuche des Berfaflerd manche Ergänzung und Berichtigung zu 
Theil geworben. 

Möchte auch diefe zweite Auflage ſich der Beachtung und bes Beifalles 
erfreuen, womit die erfte Auflage aufgenommen und der Berfafler in der 
weiteren Bearbeitung diejes Werkes aufgemuntert worden ift. 


Freiberg, den 15. Mai 1850. 


Julins Weisbach. 


Vorrede zur dritten Auflage. 


Die dritte Auflage von dem erften Bande meiner Ingenieur- und Maſchi⸗ 
nenmechanit, welche ich hiermit der Deffentlichfeit übergebe, hat im Vergleich 
zu ihren Vorgängerinnen nicht allein mehrfache Verbeſſerungen, fondern auch 
vielfache Ergänzungen und Zufäge erhalten. Es find biefelben vorzüglich 
aus den Hortichritten ber Wiffenfchaft und zumal aus den Ergebniffen neue— 
ver Forſchungen hervorgegangen. Den hier und da ausgefprochenen Win- 
ſchen in Betreff dieſes Werkes habe ich fo viel wie möglich Folge geleiftet; 
wert es nicht immer gefchehen ift, fo hatte ich hierzu gewiß hinreichende 
Gründe. Da ic; wegen des auferorbentlichen Beifalles, welchen dieſes Werk 
in» und außerhalb Deutjchlands, ſowie dieſſeits und jenfeits des Oceans ges 
funden bat, hoffen konnte, daß dafjelbe in der Methode und im Umfang den 
Wunſchen des größeren Publicums, für welches e8 beftimmt ift, entipreche, fo 
mußte bei Bearbeitung diefer neuen Auflage mein Beftreben nur dahin ge- 
richtet fein, die bemerften Fehler und Mängel aus demfelben zu entfernen, 
und die vollftändigeren und ficheren Ergebniffe neuerer Unterfuchungen dem 
Buche, in der demfelben eigenthiimlichen Behandlungsweife und mit möglich- 
fter Einſchränkung des Raumes, einzuverleiben. Leid thut mir e8, bemerken 
zu milffen, daß dem Buche auch ganz umgerechte Vorwürfe gemacht worben 
find. So zeigt 3. B. Herr Profeffor Wiebe in Berlin, in einer Anmerkung 
auf Seite 245 und 246 feine Werkes über „die Lehre von der Befeftigung 
der Mafchinentheile* (Berlin 1854) an, daß ich die Zorfionscoefficienten 
fir quadratifche Schäfte fowohl in meiner „Mechanik“ (I. Aufl) als auch 
im „Ingenieur“ 16mal größer als die Morin’fchen angegeben habe. Hier⸗ 
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bei hat aber Herr Wiebe überſehen, daß dafür auch in meinen Formeln 
wie in beiden Schriften ausdrücklich geſagt wird, die vierten Potenzen der 
halben Seitenlängen vorkommen, während die Formeln von Morin und 
Wiebe, ſowie auch die der zweiten Auflage meiner „Mechanik“ (von 1850) 
die vierten Botenzen der ganzen Seitenlänge des quadratifchen Quer⸗ 
ſchnittes enthalten. Da nun aber 24 glei, 16 ift, jo läuft diefe Anzeige 
des Herrn Wiebe anf einen Irrthum feinerfeits hinaus. 

Auf den partheitfchen, aus einer jehr anfpruchsvollen Weder gefloflenen 
Zabel in Grunert's Archiv, erwidere ich hier nichts, um an dieſem Orte 
nit einen unnligen Streit zu führen. Uebrigens hat der Herr Profefior 
Grunert in feinem Archiv der Mathematif aus ber phyfifchen und prakti⸗ 
ſchen Mechanik ſchon Unſinn genug druden faffen — wie ic) leicht beweifen 
kann — , um dadurd) feine Unfähigfeit zur Beurteilung praftifch- mechani⸗ 
ſcher Schriften an den Tag zu legen! Das Buch ift für ein praftifches 
Fubficum gefchrieben, und würde ficherlich nicht den Beifall gefunden haben, 
welchen e8 gefunden hat, wenn ic) ihm, was mir allerdings viel leichter 
geworden wäre, ein ganz wiljenfchaftliches Gewand gegeben hätte. Bon 
einem anderen Standpunfte aus läßt fid) allerdings das Buch leicht, jedoch 
eben fo ſehr auch ungerecht, tadeln. Wer ſich nur etwas in der Praris um⸗ 
gejehen hat, wird wahr genommen haben, wie wenig diejelbe noch von der 
Theorie Gebrauch macht, und wie nicht felten die Theorie von den Praftifern 
hinten angefegt wird und in Mißeredit fteht. Daran hat gewiß die foge- 
nannte gelehrte Unterrichtsmethode, welche e8 als ein Verbrechen anfieht, Die 
Wiſſenſchaft ihrer Anwendung wegen zu ftudiren, ihren größten Antheil ! 

Außer vielfachen kleineren Ergänzungen erftreden fich die Erweiterungen 
diefer neuen Auflage vorzüglich auf eine ganz neue Bearbeitung der Lehre 
von der Elafticität und Feftigfeit, und auf die Einfchaltung der Ergebniffe 
der neneften hydraulifchen Verſuche. Aber nicht allein durd) ihren Inhalt, 
jondern auch burd ihre Ausftattung zeichnet fic) diefe neue Auflage der In- 
genieur- und Majchinen - Mechanik vor ihren älteren Schweſtern aus, zumal 
da diefelbe lauter neu geftochene und ſchönere Abbildungen erhalten hat. Der 
Trud der dritten Auflage des zweiten Bandes geht ohne Unterbrechung fort. 


Sreiberg, im Juli 1856. 


Julius Weisbad. 
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Die vierte Auflage meiner Ingenieur⸗ und Mafchinen» Mechanik, welche ic) 
hiermit der Deffentlichfeit itbergebe, hat weder in ber Methode, noch in ber 
Anordnung des Stoffes eine Beränderimg erlitten. Der ziemlich fchnelle 
Abſatz von drei ftarken Auflagen des Werkes und das Erfcheinen zweier 
Ausgaben deffelben im englifcher Sprache, und zwar in England und Nord 
Amerika, fowie Die Ueberſetzungen dieſes Werkes in das Schwediſche, Polnifche 
und Huffifche laſſen mich wohl Hoffen, daß mit diefer Schrift den Wünjchen 
und Bedürfniſſſen des größeren praftifchen Bublicums, für welches fie beftimmt 
it, entiprochen worden ift. Deshalb habe ich mich bei Bearbeitung diefer 
neuen Auflage nur darauf beſchränkt, die bemerkten Mängel und Fehler aus 
dem Werke zu entfernen und die neuen praftifch wichtigen Erfahrungsrefultate 
und theoretifchen Errungenſchaften demfelben einzuverleiben.. So habe id) 
3. 3. im Capitel über die Reibung die Refultate der neueften Verſuche von 
Bochet mit aufgenommen, und den Abſchnitt Über die Elafticität und Feſtig⸗ 
feit dem bdermaligen Standpunkte der Wiſſenſchaft und Pragis entſprechend 
neu bearbeitet, und hierbei die neueren Schriften von Lame, Rankine, 
Breſſé u.f.w. benutzt. Vielfache Ergänzungen, Zufäge und Berbefferungen 
bat endlich auch der Abſchnitt Über die Hydraulik erlitten. Gier haben vor- 
züglich die Ergebniffe der neueren Forſchungen des Berfaflers einen Pla 
gefunden. Namentlich find es die Verjuche iiber den Ausfluß des Waflers 
unter hohem und ſehr hohem Drude, fowie die iiber die Steighöhe |pringen- 
der Waflerftrahlen, ferner die Verfuche iiber das Ausftrömen der Luft und 
die vergleichenden Berfuche über den Stoß von Lufte und Waflerftrahlen, 
weiche dem Buche zugefügt worden find, Das Capitel liber den Ausflug der 
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Luft ift gänzlich umgearbeitet worben, weil ber Verfafler die Ueberzeugung 
bat, dag die gewöhnlichen Formeln über den Ausflug der Luft bei höherem 
Drude das Ausflußgefeß nicht richtig darftellen. Die gewonnenen Formeln 
find deshalb fehr einfach ausgefallen, weil ich hier, ohne die Genauigkeit inner- 
halb ziemlich weiter Grenzen zu beeinträchtigen, in ber befannten Wärme- 





formel 
1 + Ör, — (& 0,43 
1-+ödr 2) 
den Erponenten 0,42 in 0,50 umgeändert, alfo 
1 Ör 1 /yı 
1 = —* — > gefegt habe (ſ. $. 461). 


Es hängt ja die Brauchbarfeit einer Formel nicht davon ab, ob fie in den 
äußerften Grenzen noch richtig iſt, ſondern nur davon, ob fie fid) innerhalb 
gegebener Grenzen mit hinreichender Genauigkeit an die Refultate der Er- 
fahrung anſchließt. 

Mehrere neue Paragraphen find auch den analytifchen Hilfslehren der 
Phoronomie und Asroſtatik zugefligt, auch ift in der Hydraulik der ‘Drud 
des durch Röhren fließenden Waflers in zwei neuen Paragraphen ($. 439 
und $. 440) wegen feiner praftiichen Wichtigkeit befonders abgehandelt wor⸗ 
den. Werner habe ich in dem Kapitel iiber die Kraft und den Widerftand 
des Waſſers die Theorie des einfachen Neactionsrades, jowie die Anwendung 
diefer Mafchine als Mittel zur Prüfung der Theorie des Stoßes und ber 
Reaction des Waſſers abgehandelt. Auch find noch die neueren Wafler- und 
Gasmeſſer mit aufgenommen worden, weil biefe Inftrumente durch die 
Reaction einer ausftrömenden Flüffigfeit in Umdrehung gejegt werden, deren 
Größe nad) der vorausgegangenen Theorie leicht zu beurtheilen ifl. 

Endlich hat noch der Anhang durd) das Referat der neueren Forſchungen 
des Herrn Geh. Dberbaurath Hagen über die Wafferwellen eine Heine Er⸗ 
gänzung erhalten. 

Die äußere Ausftattung diefer neuen Auflage möchte wohl faum Etwas 
zu wünſchen übrig laſſen, die Abänderungen in den Ueberfchriften und den 
Marginalien gereichen bem Gebrauch des Buches gewiß nur zum Vortheil; 
insbefondere wird durch die Angabe der Paragraphennummern in ben Lieber» 
ſchriften da8 Auffuchen von citirten Stellen ſehr erleichtert. 

Wenn ſich hier und ba eine Stimme vernehmen läßt, welche behauptet, 
daß es dem Zweck des Buches förberlicher getwejen wäre, wenn es ein 
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wiſſenſchaftlicheres Gewand und die höhere Analyſis zur Grundlage erhalten 
hätte, fo muß ich hierauf entgegnen, daß das Buch insbefondere zum Privat: 
udium und Nachſchlagen für Praktiker gefchrieben ift, und dag im Allge⸗ 
meinen bei bdenfelben die Kenntniß und Wertigkeit in Handhabung ber 
Differenziale und Integralrechnung nicht vorausgefegt werden kann. Nachdem 
ich ein Denfchenalter lang als Lehrer an einer technifchen Kehranftalt gewirkt 
umd Bierbei ſtets in vielfachem Verkehr mit ber Praris geftanden, ſowie 
auch auf Reifen mannichfaltige Fachſtudien gemacht habe, Tann ich mir 
wohl über dieſen Gegenftand ein fichere® Urtheil zutrauen! Wenn enblid) 
meine Ingenieurs und Mafjchinen- Mechanik bis in die neuefte Zeit nod) in 
verwandten Schriften vielfach benugt worden ift, fo kann ich mich, da mir 
Iiterarifche Ehre viel höher fteht als pecuniärer Vortheil, nur darüber freuen, 
wenn aber in einigen Schriften von meiner Ingenieur und Maſchinen⸗ 
Mechanik vielfacher Gebrauch gemacht wird, ohne biefelbe an irgend einer 
Stelle zu citiren, fo fann ich wohl mit Recht deshalb an das Urtheil des 
Publicums appellizen. 


Sreiberg, im Mat 1863. 
Julius Weisbad. 
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XVI Vorrede zur vierten Auflage. 


Luft ift gänzlich umgearbeitet worben, weil ber Berfafler die Ueberzeugung 
bat, daß die gewöhnlichen Formeln über den Ausflug der Luft bei höherem 
Drude das Ausflußgefeß nicht richtig darftellen. Die gewonnenen Formeln 
find deshalb ſehr einfach ausgefallen, weil ich hier, ohne die Genauigkeit inner- 
halb ziemlich weiter Grenzen zu beeinträchtigen, in der befannten Wärme- 


formel 
1 +07 _ (y\® 
1+ö7 (5) 
den Erponenten 0,42 in 0,50 umgeändert, alfo 


1+6 
1 = * = v% geſetzt habe (f. 8. 461). 


Es hängt ja die Brauchbarkeit einer Formel nicht davon ab, ob fie im den 
äußerften Grenzen noch richtig ift, fondern nur davon, ob fie ſich innerhalb 
gegebener Grenzen mit binreichender Genauigkeit an die Refultate der Er- 
fahrung anſchließt. 

Mehrere neue Paragraphen find auch den analhtiſchen Hülfslehren der 
Phoronomie und Asroſtatik zugefligt, aud) ift in der Hydraulik der Druck 
des durch Röhren fließenden Waſſers in zwei neuen Paragraphen ($. 439 
und $. 440) wegen feiner praftifchen Wichtigfeit beſonders abgehandelt wor⸗ 
den. Werner habe ich in dem Capitel über die Kraft und den Widerftand 
des Waſſers die Theorie des einfachen Neactionsrades, ſowie die Anwendung 
diefer Mafchine ale Mittel zur Prüfung ber Theorie des Stoßes und ber 
Reaction des Waſſers abgehandelt. Auch find noch die neueren Waſſer⸗ und 
Gasmeſſer mit aufgenommen worden, weil diefe Inſtrumente durch die 
Reaction einer ausftrömenden Flüffigfeit in Umdrehung geſetzt werden, deren 
Größe nad) der vorausgegangenen Theorie leicht zu beurtheilen ift. 

Endlich Hat noch der Anhang durch das Referat der neueren Forſchungen 
des Herrn Geh. Oberbaurath Hagen über die Wafferwellen eine Heine Er⸗ 
gänzung erhalten. 

Die äußere Ausftattung diefer neuen Auflage möchte wohl kaum Etwas 
zu wilnfchen übrig lafjen, die Abänderungen in den Ueberfchriften und den 
Marginalien gereihen dem Gebrauch des Buches gewiß nur zum Vortheil; 
insbejondere wird durch die Angabe der Paragraphennummern in den Ueber⸗ 
ſchriften das Auffuchen von citirten Stellen fehr erleichtert. 

Wenn fich hier und da eine Stimme vernehmen läßt, welche behauptet, 
daß es dem Zweck des Buches förderlicher gewefen wäre, wenn es em 
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wiſſenſchaftlicheres Gewand und bie höhere Analyſis zur Grundlage erhalten 
hätte, fo muß ich hierauf entgegnen, daß das Buch insbefondere zum Privat- 
ſtudium und Nachſchlagen für Praktiker gefchrieben ift, und daß im Allges 
meinen bei denfelben die Kenntniß und Fertigkeit in Handhabung ber 
Differenzial- und Integralrechnung nicht voransgefegt werden kann. Nachdem 
ih ein Menfchenalter lang als Lehrer an einer technifchen Rehranftalt gewirkt 
und hierbei ſtets in vielfachen Verkehr mit ber Praris geftanden, ſowie 
auch auf Reifen marnmichfaltige Fachftudien gemacht habe, kann ich mir 
wohl über diefen Gegenftand ein ficheres Urtheil zutvauen! Wenn endlich 
meine Ingenieur» und Maſchinen⸗Mechanik bis in die neuefte Zeit noch in 
verwandten Schriften vielfach benutzt worben ift, jo kann ich mich, da mir 
Iterarifche Ehre viel höher fteht als pecuniäirer Vortheil, nur darüber freuen, 
wenn aber in einigen Schriften von meiner Ingenieur⸗ und Maſchinen⸗ 
Mechanik vielfacher Gebrauch gemacht wird, ohne biefelbe an irgend einer 
Stelle zu citiren, fo kann ich wohl mit Recht deshalb an das Urtheil des 
Publicums appelliren. 


Freiberg, im Mai 1863. 
Julius Weisbach. 
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Hälfslehren aus der Analyfis. 


Art. 1. Die Abhängigkeit einer Größe y von einer anderen Größe x 
wird durch eine mathematifche Formel, 3. B. y = 3x2, ober y —= a" 
a. |. w. angegeben. Man ſchreibt allgemein y — f(x) oder z — p(y) 
u. ſ.w, und nennt y eine Function von z, fowie z eine Function von y. 
Die Zeichen f, ꝙ u. f. w. deuten nur allgemein an, daß y von x, oder 2 
von y abhänge; fie lafjen die Abhängigkeit diefer Größen von einander ganz 
unbeftimmt, fchreiben aljo die algebraifche Operation, durch welche y aus r, 
oder z aus y hervorgeht, nicht vor. 

Eine Function y — f(e) ift eine unbeftinnmte Gleichung; e8 giebt un- 
endlih viele Werthe von x und y, welche derfelben entfprechen, giebt man 
jedoch die eine (x), fo ift die andere (y) durch die Function beftimmt, und ver- 
ändert man die eine, fo erleidet die andere ebenfalls eine Veränderung. Man 
nennt deshalb bie unbeftimmten Größen x und y Bariablen oder verän- 
derlihe Größen, dagegen die gegebenen oder als gegeben anzujehenden 
Größen, welche aljo die Operation vorfchreiben, durch welche y aus x hervor- 
geht, Eonftanten oder beftändige Größen. Bon den veränderlichen Grö- 
Ben heißt diejenige, welche willkürlich anzunehmen ift, die Urvariabfe, und 
dagegen diejenige, welche als Function der leßteren durch eine beftimmte Ope- 
ration aus diefer beftimmt wird, die Abhängigvariable.e Iny=ax” 
find a und m die Conftanten und es ift © die Ur-, dagegen y die Abhängig 
variable. 

Die Abhängigkeit einer Größe z von zwei anderen x und y wird Durch 

Beisbad, Lehrbuch der Mechanik. 1. 1 


2 Hülfslehren aus der Analyfis. [Art. 2. 


da8 Zeichen 2 — f(x, y) ausgedrückt. Es ift in diefem Falle z Function 
von z und y zugleich, und man hat e8 daher hier mit zwei Urvariablen zu 
thun. 

Art. 2. Jede durch eine Function oder Formel y — f(x) ausgedrildte 
Abhängigkeit einer Größe y von einer andern Größe x läßt ſich durch eine 
ebene Curve oder frumme Linie APQ, Fig. 1 nnd Fig. 2, darftellen; den 


Fig. 1. Fig. 2. 





verjchiedenen Werthen der Urvariablen x entſprechen die Abfciffen AM, 
AN u. ſ. w., und den verjchiedenen Werthen der Abhängigvariablen y die 
Drdinaten MP, NQ u. |. w. der Curve. Die Koordinaten (Abfciflen 
und Ordinaten) der Curve ftellen alfo die beiden Bariablen der Function vor. 
Die graphifche oder bildliche Darftellung einer Function oder die 
Zurüdführung derjelben auf eine Curve vereinigt mehrere Bortheile in fich. 
Sie liefert und erſtens einen Meberblid über den Zuſammenhang zwiſchen 
zwei veränderlichen Größen; fie erſetzt und zweitens die Stelle einer Tabelle 
oder eines Inbegriffes von je zwei zufanmengehörigen Werthen einer Function, 
und fie verfchafft uns drittens die Kenntniß von den mannigfaltigften Eigen- 
Ichaften und Beziehungen der Yunctionen. Der mit dem Halbmefler CA 
— CB= r beidriebene Kreis ADB, Fig. 3, weldjer der Function 
Fig. 3. y—V2re — a entipricht, worin x und y Die 
Goordinaten AM und MI bezeichnen, gewährt 


D 
KT ung 3. B. nidjt allein eine Ueberficht über die ver- 
N fchiebenen Werthe, welche diefe Function annehmen 
A J B fann, ſondern macht uns auch mit anderen Eigen- 
_\ thitmlichfeiten biefer Function befannt, da Die 


Eigenfchaften des Kreiſes aud) ihre Bedeutung in 

der Junction haben. Wir wiflen 3. B. hiernach, 
ohne weitere Unterfuchungen, daß y nicht allein fir <= 0, fondern aud) 
für x = 2r zu Null wird, daß ferner y ein Marimum und zwar — r 
wird, wenn 2 = r it, u. |. w. 


Art. 3.] Hülfslehren and der Analplis. 3 


Art. 3. Die Naturgefege laſſen fi in der Regel durch Functionen 
zwilchen zwei oder mehreren Größen ausbrüden und find deshalb aud) meift 
einer graphiichen Darftellung fähig. 

(1) Beim freien Fallen der Körperim luftleeren Raume hat man 
;. D. fir die Hallgefchwindigkeit 7, welche der Fallhöhe x entfpricht, y — Veyr; 
diefe Formel ſtimmt aber auch mit der Gleichung y — V pr der Barabel 
überein, wenn man den Parameter (p) der letzteren gleichſetzt der doppelten 
Beſchlennigung (2 9) der Echwere; daher läßt jich aud) das Fallgeſetz durch 
eine Barabel APQ, Fig 4, mit dem Parameter p — 29 graphiſch dar: 

Fig. 4. ftelen. Die Abfcifien AM, AN. . dieſer 
Curve find natürlich die Fallräume, und die 
entfprechenden Ordinatn MP,NGQ.. die zu: 
gehörigen Geſchwindigkeiten. 

(2) If a ein gewifles Lufwolumen unter 
der Preflung von 1 Atmojphäre, jo hat man, 
dem Mariotte'ſchen Geſetze zufolge, das 
Bolumen derfelben Yuftmenge unter der Preſ—⸗ 


fung von z Atmofphären: y — — 





zur æ — 1, iſt y S , fire, y=— fir=4y=7, 


a a 
fr r—10, if y- 7, frr= 100, y— og fit 2t—0,y—0; 


man jieht alfo, daß das Volumen immer Feiner und Feiner wird, je größer 
die Spannung ift, und daß, wenn dad Mariotte’fche Gefeß bei allen 
Spanmungen richtig bliebe, einer unendlich großen Spannung r ein unend- 
lih Fleines Volumen y entjpräche. 


Ferner: & — 1, gebt y—= 2a, z— 1! gebt y— Aa, 
z—=N0 „ y=-1a, 2 = 0 ,„ y=X.ıa, 
je feiner hiernad) die Spannung wird, defto größer fällt dagegen das Bolunten 
aus, und wer die Spannung unendlich Hein ift, fo ſtellt ſich das Volumen 
unendlich groß heraus. 

Die Curve, welche dieſem Gefege entjpricht, ift in Fig. 5 (a. f. ©.) ab- 
gebildet; AM, AN... find die Spannungen ober Abfciffen r, MP, NQ.. 
die entfprechenden Volumina oder Ordinaten y. Man fieht, diefe Curve nä- 
bert fi allmälig den Aren A X und A Y der Coorbinaten, ohne fie je zu 
erreichen. 

(3) Die Abhängigkeit der Erpanſivkraft y des gefättigten Waffer- 
dampfes von der Temperatur x läßt ſich wenigftens innerhalb gewifler 
Grenzen durd) die Formel: 


1* 


4 Hülfsiehren aus der Analpfis. (Art. 3. 


7, 





En m 
y= ( — ) Atmofphären 
ausdrücken, und es ift erfahrungsmäßig, wenigftens innerhalb gewifler Gren⸗ 
zen, a — 75,b = 175 nd m —= 6. Wenn wir biernad) 


— 


175 


Fig. 6. 


Fig. 5. 
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ſetzen und eine unbefchränfte Richtigkeit diefer Formel annehmen, jo erhal⸗ 








ten wir: 
175\6 
sure — 10", 9 — 2) — 1,000 Atmojphäre, 
125 \6 
.— 50, = (175 — 013 „, 
75 6 
„= 09, v= (15) — 0,006 n 
B M 
„ = --DI, — (-) — 0,000 n 





195 \6 
ferner für <= 1209, Y = ( ) — 1,914 n 
5Ne 
>) — 4517 , 
275 \® 
— 0 — — — nor 
„ = 200°, ‚= (7) — 15,058 „ 
Die entfprechende Curve führt 2 Q, Fig. 6, vor Augen; man fieht, die- 


felbe geht in einem Abftande AO — — 75 vom Anfangspuntte A der 
Coordinaten durd) die Abfciffenare, und in einem Abftande AS = 0,006 





1 
„ = 150°, ‚=( 


Art. 4.) Huͤlfslehren ans der Analyſis. 5 


von eben diefem Punkte dur) die Ordinatenare; ferner einer Abfcifie 
AM <- 100 entſpricht eine Ordinate MP unter 1 und einer Abfcifle 
AN > 100 gehört die Ordinate NQ > 1 zu; auch ift wahrzunehmen, 
daß nicht nur y mit z ing Unenbliche wächlt, fondern auch, daß die Curve 
immer fteiler und fteiler anfteigt, je größer x wird. 

Art. 4. Eine Function z = f(x,y) mit zwei Urvariablen läßt 
jich durch eine Frumme Fläche BCD, ig. 7, darftellen, in welcher bie 
Umariablen z und durch die Abfcifien AM und AN auf den Aren AX 
und AY, und die Abhängigvariable z durch die Ordinate OP eines Bunt: 
tes P in der Fläche ABC repräfentiren. Giebt man bei einem beftimmten 
Werthe von x, y verichiedene Werthe, fo erhält man in z die Ordinaten der 
Punkte einer mit der Coordinatebene YZ parallel laufenden Curve EPF, 
nummt man dagegen bei einem beftinımten Werthe von y für x verfchiebene 
Werthe an, fo ergeben ſich in z die Ordinaten der Punkte einer mit der Coor⸗ 
dinatebene X Z parallel laufenden Curve GPH. Es läßt ſich folglich die 
ganze krumme Fläche BCD als eine ftetige Verbindung von mit den Goor- 
dinatebenen parallel laufenden Curven anfehen. 


Das Mariotte-Gay-Luſſac'ſche Geſetz z — N, wonach 


ſich das Volumen z einer Luftmenge aus der Preſſung x und Temperatur y 
deilelben beredjnen läßt, ift durch) die frumme Fläche CK PH, "ig. 8, gra- 
phifch darzuftellen. Es ift AM die Preifung z, ANMO die Temperatur 
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yund OP das entſprechende Volumen z, ferner geben die Koordinaten der 
Cure PGH die Bolumina bei einer und derfelben Temperatur AN = y, 
fowie die der Geraden KP die Volumina bei einer und derjelben Preflung 
AM=xra. 








6 Hülfslchren aus der Analyfie. [Art. 5. 


Art. 5. Wenn man die lirvariable einer Function oder Abfciffie AM= «, 
Fig. 9 und Fig. 10, der entiprechenden Curve um cine unendlich Fleine, 
Hinftig durch 9x zu bezeichnende Größe MN wachſen läßt, jo geht die 
entiprechende Abhängigvariable oder Ordinate MP—=y in NQ = yı Über, 
und wird um den durch Oy zu bezeichnenden unendlich Heinen Werth RQ 
— NQ — MP größer. Beide Wadjsthiimer Ox und Oy von z und y 
nennt man Differenziale oder Elemente der Veränderlihen oder Coordi- 
naten z und y, und es ift num unfere Hauptaufgabe, für die am häufigſten 
vorfommenden Yunctionen die Differenziale, oder vielmehr die Verhältniſſe 
zwifchen den zufammengehörigen Elementen ihrer Variablen x und y zu fin- 
den. Setzt man in der Junction y — f(x), wo x die Abſciſſe AM und y 
die Ordinate MP vorftellt, 

fatx: +02 = AM+ MN = AN, ſo erhält man 
ftatty; y+0y= MP RQ=NNQ, alle: 
y+oy=f(c + 29), 
und zieht man hiervon den erften Werth von y ab, fo bleibt da8 Element 
oder Differenzial der Variablen y, d. i.: 


y=o/W)=fa@ +92) — fi) 
Big. 9. Fig. 10. 


übrig, 





T MN x 


Dies ift die allgemeinfte Kegel zur Beſtimmung des Differenzialee 
einer Junction, aus welcher fi) durd, Anwendung auf verfchiedene Functio— 
nen wieder andere mehr ober weniger allgemeine Regeln ableiten Laflen. 

Iſt z. B. y = x, fo hat man: 

0y= (+ 9 — -, 


(«+ 9) = x + 2x0 + 92 


oy= 21204022 — (2x + Or) dr; 
und einfacher, da 9x als unendlich Feine Größe gegen 2x verfchwindet, 
ober 2 x durd) Hinzutritt von Or nicht angebbar verändert wird und des- 
halb unbeadhtet gelaffen werden kann: 
0y = d(r)? = 2x0. 


oder, da 


zu ſetzen ift: 


Art. 6.) Hülfslehren aus der Analpfie. 7 
Es entipridt y = x dem Inhalte eines Quadrate ABUD, Sig. 11, 


Big. 11. dejlen Cette AB = AD = x iſt, und es läßt ſich 
auch aus der Figur entnehmen, daß durch Zunahme 
N PQ derSeiteun BM = DN = dr, das Quadrat um 


-40 zwei Rechtecke BO und DP = 2r0r und um ein 
Quadrat OP — (d.r)? wächſt, daß alfo bei einem 
unendlid) kleinen Wachstum O.c von x das Duadrat 
I y= x um dad Element 2 20x zunimmt. 
A BM Art. 6. Die gerade Linie TPQ, Fig. 9 und 10, 
welche durch zwei unendlich nahe Tiegende Punkte 
und Q einer Curve geht, heißt Tangente oder Berührungslinie diefer 
Curve und beftinunt die Richtung derfelben zwifchen diefen Punkten. Man 
giebt die Richtung der Tangente durch den Winkel PTM —= « an, unter 
welchen die Abfciflenare A X von diefer Linie gefchnitten wird. Bei einer 
concaven Cume wie APQ, Fig. 9, liegt die Tangente außerhalb der 
Curve und Abfciffenare; bei einer converen Curve APQ, Fig. 10, hin: 
gegen befindet fie ſich zwifchen der Enrve und Abfciffenare. 
In dem unendlich Heinen vechtwinteligen Dreiecke POR, Fig. 9 und 10, 
mit den Katheten PR —= 9x und EQ —= 9% ift der Winkel QPR gleich 
dem Tangentenwinfel PTM —= «, und da 





QL 
fang. = 
ang. QPR PR 





ift, fo hat man aud;: 


x’ 


— 09 
tung. —= 5 
ed giebt aljo da8 Berhältnig oder der Quotient aus den beiden 
Elementen Oy und Ox die trigonometrifche Tangente des Tan— 
gentenwinfels an. 

3.2. für die Parabel, deren Gleichung y? = px ilt, hat man, wenn 
man y? — px —= 2 Set: 
e=ytoW—yY=y+2y0y+ co —yP=2yoy+oy, 
oder, da Oy? gegen 2 y0y, oder, was auf eins herausfommt, Oy gegen 2 y 
verſchwindet: 


und ebenſo: 


02 = 2y0y, 


08 —=p(£ + 09x — por. 
Es iſt hiernach 2 y0y — px, und daher für den Tangentenmwintel der 
Parabel: 


8 Hülfslehren aus der Analyfis. [Art. 7. 


In der Kegel nennt man das beftimmte Stüd PT der Berührungslinie 
zwifchen dem Berührungspunkte P und dem Durchſchnittspunkte 7’ mit der 


Big. 13. 





1“ — x ⸗ ——— 


Abſciſſenaxe Tangente, und die Projection 7’M deſſelben in der Abſciſſen⸗ 
are Subtangente, und hat daher: 
sublang. = PM cotang. PTM 


0X 
= ycotang.a —=y 5 


3. B. bei der Parabel: 
9 
subtang. — y. = 2. 


Es ift aljo hier die Subtangente der doppelten Abfciffe gleich, und Hier- 
nad) die Yage der Tangente für jeden Punkt P der Parabel leicht anzugeben. 

Bei einer frummen Fläche BCD, Fig. 7, find die Neigungswinfel « 
und B von ben Zangenten PT und PU an einem Punkte P durd) die 
Tormeln 

fang.a ⸗ = und fang. ß = F 

beſtimmt. 

Die durch PT und PU gelegte Ebene PTU ift Tangentialebene der 
frummen Fläche. 

Art. 7. Für eine Function y— a + mf(x) hat man: 
oy=la+mfe +29] — [a + mf(@)] 
=u—a+mf(e +0r) — mf(r) 

u = m[f@ +22) Fol; 
.L: 


l) . 22.2. lat mflo)] = mOf(e), 
z. B.: 
065 +32) = 3 [( + 02) — ) = 3.2r0ı = 6rOQr. 
Es ıft ebenfo: 
U - dd kla ton 
— — 1(0? + 32202 + 32002 + 02? — vr‘) 


— — 1.302702 = — %220x. 
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Kir fönnen hiernach folgende wichtige Regel aufftellen: Die conftan- 
ten Glieder (a, 5) einer Function verfhwinden beim Diffe- 
renziiren, und die conftanten Factoren (m,3) bleiben hierbei 
unverändert. 

Tie Richtigkeit diefer Regel läßt ſich auch graphifch darthun. Für die 
Gume APQ, Fig. 14, deren Goordinaten ein Mal AM = x um 
gig. 14. Big. 15. 

Q 


N 





Ar N, 


MP — y=f(x), und ein andere Mal A AM =ı und MP=a-ty 
— 4 f(r) fd, iſt PR=9r und RQ = 29y=9f(r) und auch 
=2d(a+y)=9 [a + /(x)]; und für die Curven AP, Q, und APQ, 
dig. 15, deren zufammengehörige Ordinaten MP, und MP, fowie N Qı 
und N Q ein gewijjes Verhältniß zu einander haben, ift aud) das Verhält⸗ 
mp zwilchen den ‘Differenzialien 

RQA=NQ — MP, und RQ= NQ— MP beftändig daflelbe; denn 
jest man MP = m. MP und NQ, =m.Nd, fo folgt: 

J Ri i =NQ — MP =m(NQ — MP)=m.OQR, 

.L: 


0 [mf(a)] = mof(«). 

Iſt ferner y = uw ©, alfo die Summe von zwei Variablen x und 

c, jo hat man 
oy=utoutrv+tcr — (u+ ro), d. i. nad) Art. 5: 
N)... eo w+tı)=6u-+ 0v; ebenfo: 

OU» + PA =9d) + Pl). 

Es ift alfo das Differenzial von der Summe aus mehreren 
sunctionen gleid der Summe von den Differenzialien der 
einzelnen Junctionen; 3. B.: 

(2 r-+ 317? — 1,29) = 20904 619.7 — 3/2702 —= (2 46.2 — 3,r2)Or. 

Die Richtigkeit diefer Regel iſt auch aus der Betrachtung einer Curve 
APQ, Fig. 15, abzuleiten. Iſt MP=f(r) und PP, =9(r), jo 
bat man: 

MP =y=f/@) + pl) un: 
y=RA=RhS+SQA =RQH+HSA =9fK) +9p), 
da Pı S parallel zu PQ gelegt und deshalb RRLS—=RQ und QS—=PP: 
gefegt werden kann. 
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Art. 8. Iſt „— ur, alſo da8 Product zweier Variablen, z. 2. 
der Inhalt eines Rechteces ABCD, Fig. 16, mit den variablen Seiten 
AB=um BC = vo, fo hat man: 

o%y —=(u+t 9u)(r +9) - uvr—=uv+tu9v +vou + Ou0v— ur 
— uov + vou + Oudv = udv + (v + Ov)u. 
Fig. 16. Nun ift aber in v + 09, Ov unendlich Flein ge- 
p gen v, daher läßt ſich 
v+9dv—=v ud (v + Ov)du = vOu. 
ſowie 
E uov + (v + 90) 9u = udv + vOu 
B M fegen, fo daß 






“ UL). . . (a) =udv + vou, 
jowie 
nt oa). Pa) = FA pl) + PO) 
olgt. 


Es ift alſo das Differenzial eines Productes zweier Va— 
riablen glei der Summe aus den Producten von je einer 
und dem Differenziale der anderen Bariablen. 

Wenn die Seiten des Rechteckes ABCD, Fig. 16, um BM du und 
DO=0v wachſen, fo nimmt der Inhalt y—= AB. AD —= uv beflelben 
um die Redtede CO —= udv, CM —= vOu und CP = Oudv zu, wo⸗ 
von das letztere als unendlich Hein gegen die erfteren verſchwindet, und 
es ift daher das Differenzial diefes Ylächenraumes nur gleich der Summe 
uov + vOu ber Inhalte der beiden Kechtede CO und CM zu fegen. 

Diefer Kegel zu Folge ift z. B. für y—=x(32? + 1): 
oy=x209(32?2 +1) + (322 +1)9r=3r0(e) +4 (37? + 1)9x 

= 31.2202 + 32209 + 0r=(9x° + 1)0:. 
derner ift, wenn zo einen dritten variablen Factor bezeichnet : 
oluvw) = uO(vw) 4 vwdu, 
oder, da lvo) = vow + wdr if, 
%luvo) = uvow + uwdv + vwdu; ebenſo 
O(uvwe) = uvwdg 4 uvedw + uwzOv-tvweöu. 


tu—=v—w— z fo folgt 9 (u) = 4u?du, fowie allgemein: 


VW) . 2... ...0(&”) = mam-1dx, 
wenn der Erponent m eine ganze pofitive Zahl ift. 
3.%2.: (x) = 7769, jowie 0 (2/28) = 6.110. 


Iſt in y — 27”, m wieder eine ganze pofitive Zahl, fo hat man auch: 
y —= 1, und d(ya”)=0, d. i. 
yolz”) 4 z”Oy — 0, und daher 
m — m zen — 1 
= I x mr 0% x, 
x x 
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oder, wenn man — m —n feßt: 
(x) = nı* 10x. 
Es gilt alfo die Regel (IV) auch flir Potenzen mit ganzen negativen 
Erponenten. Z. B.: 


_ an 30x 
(x 3) — — 3r = 
ehenfo: 
12r0or 
i 2 -2— — 2(322 Be) — I. 
032°? +1)’—= (322 + 1)79(3 x) GzLiy 


Iſt in / — er, — irgend ein Bruch, deilen Nenner » und Jähler m 


ganze Zahlen find, io hat man auch y* — x”, nd C(y)—09(xrr) d. i.- 
ny 1oy = mx"!0Or, daher 
m am 10x m ıa"lox mn! 


oy — — a — 
—1 
n ," n zn = n 





Setzt man — = p», fo folgt: 
o%y = 0O(x?) = pxrr1dx, alſo ebenfalld entfprechend der nun 

allgemein als richtig anzufehenden Regel IV. 

Auch ift O (u?) = pur1ou, wenn u irgend eine abhängige Function 
von x bezeichnet. 

Hiernadh ift 3. B. o(V x?) = dc) = ®y.a* 9x = ?/, Vz os, 
oV2rz — == 0Vu = ou) = u "ou 
oO (ar — 22) _2r0xr — 2r02 — 5)0 


u aVu  Varı-ıa 


Um das Differenzial eines Duotienten y = — zu finden, ſetze man 


= If 


u = vy, wonad) dann du = voy + y0v, folglid) 


uud du — 0 
ay= — Hi 
2 V 
v) 56 — — Lo. folgt. 
Hiernach ift 3. B. 
2 -I-)= (e +2)8 (2 — 1) — (? — Vol -+ 2) 
z +2 (x + 2)2 


_(@+ 2).2x202 — (0 — 1).02 _ - (Ar "oz. 
— (x + 2): G + 3): 
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Auch ift 
ir? X 
(>) = - er; 8.0(5) = — ae _ _ 38x, 
Ü T 


xt x3 








Art. 9. Die Function y = x" tft die wichtigfte der ganzen Analyfis, 
weil man faft bei allen Unterfuchungen auf diefelbe ftößt. Wenn man dem 
Erponenten » alle möglichen Werthe, pofitive und negative, ganze und ge- 
brochene u. f. w., beilegt, fo liefert fie auch die verjchiedenartigiten Curven, 
wie durch Fig. 17 veranſchaulicht wird. Es ift hier A der Null- oder 
Anfangepunkt der Coordinaten-, X X die Abfciffen- und Y Y die Ordinatenare. 

Trägt nıan zu beiden Seiten ber Coordinataren in den Abftänden z— + 1 
und y= + 1 von A bie zu diefen Aren Parallelen X, X, X, ı Yı 
und Y, Y, auf, und verbindet man die Durchſchnittspunkte Pi, PP; und P, 
derfelben nod) durch die Transverfalen ZZ, Z, Z,, fo erhält man dadurch 
ein Diagramm, an welches ſich ſämmtliche der Gleichung y — x” entfpre- 
chende Curven mehr oder weniger anſchließen. Uebrigens ift flir jeden 
Punkt der Abfciffenare X X, y — 0, fowie für jeden Punkt der Ordinaten- 
are YY, x = 0; ferner für die Punkte in den Aren X, X, und X, X,, 
y=-+ 1, und für die Bunkte in den Axen Vy und V, 1. 

Setzt man in der Gleichung y — x", x = 1, fo erhält man, was auch 
der Erponent n für eine Zahl fein möge, ſtets y — 1. und nur für gewiſſe 
MWerthe von rn, überdies noch y = — 1; e8 gehen folglich aud) alle der 
Gleichung y — x" angehörige Curven durch den Punkt Pi, deſſen Coorbi- 
naten AM = 1 ud AN = 1 find. 

Nimmt man n = lan, feßt man alfo y — x, fo befommt man die 
von beiden Axen X X und YY gleichviel abweichende Gerade (ZA Z), welche 


auf der einen Seite von A unter dem Winkel von 45 Grad (#) auf», und 


auf der anderen Seite unter demfelben Winkel abfteigt. ‘Dagegen erhält man 
für y= — x die unter dem Winkel von 45 Grad auf der einen Seite 
von A nieber-, und auf der andern Seite auffteigende Gerade ZA Z.. 

ft dagegen n > 1, fo fällt / — x” für x < 1, Meiner und dagegen 
für x > 1, größer ale x aus, und iftn < 1, fo ftellt fih y —= x" für 
x < 1, größer und dagegen fiir x > 1, Heiner als x heraus; dem erfteren 
Falle (n > 1) entſprechen convere Curven, welde anfangs unter, von 
P, aus aber über der geraden Linie (ZAZ) hinlaufen, und dem zweiten 
Valle (n < 1) concave Eurven, bei welchen da8 limgefehrte ftattfindet. 

Wenn im erften Falle der Exrponent » immer Tleiner und Heiner und 
endlich verfchwindend Mein oder nahe Null angenommen wird, fo nähern ſich 


Art. 9.] Hülfdlchren aus der Analyſis. 13 


die Ordinaten dem conftanten Werthe y — 2° — 1. und die entſprechenden 
Curven über AX der gebrocdjenen Linie AN P, X, immer mehr und mehr; 


Fig. 17. 





wenn dagegen im zweiten Falle der Erponent n immer größer und größer 
wird, fo nähern fid) die Ordinaten allmälig dem Grenzwerthe y — ı” 
= 2° — ©, dagegen die Abſciſſen nach und nach der Grenze z — y® 
— 1, und e8 rüden deshalb die entſprechenden Kurven der gebrochenen Linie 
AMP, Y, immer näher und näher. 


Nimmt mann = — Lan, fest man alſo / — 5 — n jo iſt für 


⁊ — 0, y — 0o und für — ©,y=— 0, und man Hat e8 mit einer 
aus Art. 3 bekannten und in Fig. 5 abgebildeten Curve (1P, 1) zu thun, 
welche fich einerfeitS immer mehr und mehr der Ordinaten- und andererfeits 
immer mehr und mehr der Abfcifienare nähert, jedod) diefe Aren nie wirklich 
erreicht. 





14 Hülfslebren aus der Analyſis. [Art. 9, 
ll. 
Iſt der Erponent (— rn) der Function y = 2" = FL ächter Bruch, 


fo fällt fr x < 1, y< _ und dagegen fir x > 1, y> _ aus, und 
ift dieſer Exponent größer als die Einheit, fo hat man umgefehrt, für z<{1, 
y> _ und firrx > 1, y< * Die der Function y = x” ent- 


fprechenden Curven laufen alfo, je nachdem » Heiner oder größer als Eins 
ift, anfangs unter oder über, und fpäter von Punkte P aus, über oder unter 
der Cimey—ı'—= — hin. Während überhanpt die Eurven, welche 
pofitiven Merthen von entſprechen, fid) anfangs unter, und von P, aus 
iiber der Geraden {X, X,) hinziehen, laufen die Curven, welche aus negati- 
ven Erponenten (— n) hervorgehen, erft über und von jenfeits P, unter 
(X, Xı) hin. Bei jenen Euren ift fir z— 0, ud y—0, und für 
r — © and) y — ©, bei diefen hingegen fir 2 — 0, y— ©, und für 
ze—= 2,y—0. Denn fid jene innmer mehr und mehr von den Coor⸗ 
dinatenaren X X und YY entfernen, je weiter man fie von den Anfange: 
punfte A aus verfolgt, nähern ſich diefe immer mehr und mehr einerfeits 
der Are X X und andererfeits der Are YY, ohne diefe Geraden jedoch wirf- 
(ich zu erreichen. 


Uebrigens ritden die letzten Curvenſyſteme entweder der gebrochenen Yinie 
YN Pı X,, oder der gebrochenen Linie Y, P, MX immer näher und näher, je 
nachdem fich der Erponent der Grenze n — 0 oder n = © immer mehr 
und mehr nähert. 


Stiny= m m eine ganze ungerade Zahl (1,3,5,7...), 
jo hat y mit x daffelbe Zeichen; pofitiven Werthen von x entfprechen auch 
pofitive Werthe von y und negativen Werthen von :r auch negative Werthe 
von y. Iſt Hingegen m eine ganze gerade Jahl (2,4,6...), fo 
fällt fowohl fir pofitive al8 auch für negative x, y pofitiv aus. Die Eur: 
ven im erften Falle, wie 3. ®. (3 Pı AP, 3) oder (1 P,1, 17,1), laufen 
folglich) auf der einen Seite der Ordinatenare Über und auf ber anderen 
unter der Abfeifienare X AX bin; die Curven im zweiten Falle, wie z. 2. 
(2P,AP,2) oder (2 Pı2, 2 Pı2), ziehen fid) dagegen nur über ber Abfcif- 
jenare hin und nehmen folglich auch nur den erften und vierten Ouadran- 
ten ein. Jene entfprechen fiir — + © den Grenzlinien Y, MAM, V. 
und X MYı, XM; Ya, diefe hingegen den Grenzlinien MAMı Y, und 
XMY,XM}.. 
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tin y — Pu n eine ganze ungerade Zahl, fo hat y mit r 
einerlei Zeichen, und iſt eine ganze gerade Zahl, fo giebt jedes pofi- 
tive x für y zwei Werthe einen pofitiven und einen gleich großen negativen, 
und es ift dagegen fllr jedes negative r, y imaginär ober unmöglich. Die 
Euren, wie 3. B. (/3 PL AP; !/s), welche dem erften Falle entfprechen, be 
finden id daher aud) nur im erften und dritten Duadranten, und die Curven 
für den zweiten Fall, 3.8. (13 Pı AP, !/a), nur im erften umd zweiten Qua⸗ 
dranten; jene haben fir m oo die Grenzlinien X, NAN, X, und X, NY, 
X, N, Y, diefe die Grenzlinin X, NAN, X, und X, NY, X, MY. 

24 
Dda y — , — * bedingt, ſo folgt, daß das letzte Curvenſyſtem 


(v=:*") in 

y—= x ") von dem vorhergehenden (y —x ) nur in der Tage gegen 
das Arenfreuz abweicht, und daß durch Drehen und Wenden die Curven des 
einen Syſtems mit denen des anderen zum Zufammenfallen gebracht werden 
fönnen. 


m 1\m 1 
D,Ly=.ı" — (5) — (z")” iſt, fo kann man den Lauf der ent⸗ 
Iprechenden Curve nad) dem Borftehenden im Allgemeinen ftet3 angeben. 
3.8. die Curve für u 
v=ı=(*'=(Vz) 


hat fowohl filr pofitive al8 aud) für negative x, pofitive Drdinaten. Da- 


gegen die Curve für _ 
y= a = (#4)? = (V2)' 
hat mır für pofitive x, reelle Ordinaten, und zwar je zwei entgegengefegte. 
derner bei der Curve für _ 
y= 2" = (Vz) 
hat ymit x ſtets einerlei Zeichen, da weder die fünfte Wurzel noch der Cubus 
das Zeichen der Grundzahl ändert. 


m 


Endlich find die Curven, welche der Gleichung y = — x" entfprechen, 
mr durch die entgegengejegte Rage gegen die Abfciffenare X X von denen der 


Gleichung y — x” verjdjieden, und bilden die fymmetrifchen Hälften eines 
Ganzen. 

Art. 10. Aus der wichtigen Formel 9(2") — na" "Or folgt aud) bie 
sormel für den Tangentenwinfel der entfprechenden und in ig. 18 
ka. }. ©.) abgebildeten Curven; e8 ift nämlich: 


oY 
t . « nf" 
ang. ru, , 
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und daher die Subtangente diefer Curven 
ER LANE AU. 
— oy nm nm 


Hiernady hat man z. B. für die fogenannte Neil’fche Parabel, deren 


3 
Sleihung ay? — x?, oder y — — ift: 
— _ 1 ya, Vz 
tanq. = —— — — —— 3,2 3 * 


und die Subtangente — ?/5 2. 


2 
Ferner ift für die ſchon aus dem Obigen bekannte Curve y — _—_a — 


T 
(c)) a? a\? 
— a? — — — — — — — 
tang. = - = 65. 
und die Subtangente — — — — x. (Bergl. Fig: 5.) 


Big. 18. 
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Holglich wird fir 2 — 0, tang.e = — @,alfoa — 90°, 
ferner für x = u, tang. « — — 1, alfo a — 135° 
»und für —⸗ 2,lang.a — 0, alſo « — 0%, u. f. w. 


At. 11. Wenn eine gerade Yinie AO, Fig. 19, die Abfcifienare 
unter dem Winkel VAX — a fchneidet, und vom Goordinatenanfangspunft 
Cum CK=n abfteht, fo ift die Gleichung zwiſchen den Goordinaten 
CH=NP=zw CN = MP = yeimes Punktes 7 in derfelben, 
dan—= MR — ML, und MR — y cos.a, fowie ML — z sin. « ift, 

Yyc08.% — zsin.a — n. 


dir z = 0 nimmt y den Beth OB=db— —— an; daher iſt auch 


n = beos. c, und /cos. æ — rsin.a—bcos. a, oder y—=b-+- x tang.«. 
Gewöhnlich nennt man die Linien CA und ('B, um welche die Durd)- 
Ihnittspunfte A und B der Geraden mit den Koordinatenaren &X und UY 
Fig. 19. von dem Anfangspuntte C abftehen, 

bie Barameter ber Geraden, und 
bezeichnet fie durch die Buchitaben « 
und b. Der Figur entiprechend ift 


CA= — a, daher: 
fan a2 _2 
ey Ba a 


und folglich die Gleichung der Ge— 





raden: y—=b— er oder: 


— + s — 1 (f. Ingenieur Seite 164). 


Denn. jic) eine Curve einer Geraden, weldye um eine endliche Größe vom 
Coordinatenanfangspunkt abfteht, bis in® Unendliche immer mehr und mehr 
nähert, ohne daß fie diefelbe je wirklich ganz erreicht, fo heißt diefe Gerade 
die Aiymptote der Curve. 

Die Afymptote läßt ſich als Tangente oder Berührungslinie für einen 
unendlich entfernten Bunft der Curve anfehen. Ihr Neigungswinkel & ges 
gen die Abſciſſenaxe ift daher beftimmt durd) 

Oy 
tang.a = 52’ 
und ihr Abftand rn von dem Nullpunkt dev Coordinaten, durch die Gleichung 
n —= YCc08.0 — zsin.a — (y — rtang.e) cos. 


y— r tang.a >) V 2) 
= F—— — — z=I\Y — I 7]: 1 —), 
Vı -Flang.o)2 X 4 (= 

2 


Weisebach's Yebrbuhb der Mebanif. 1. 


18 Hülfsichren aus der Analyſis. [Art. 12. 


. . yolg..a — r 
ſowie durch nn — (ycootg.a — v) sin.a — — — 


VI —+- c(cotq. a)? 


0x V O2\2 eo 
wenn man darin z und y — © feßt. 
Damit eine Tangente fiir einen unendlich entfernten Berührungspunkt 
eine Afymptote fei, ift nöthig, daß für x oder y = ©, 9 — rtang.a oder 
ycotg.c — x nicht unendlich groß ausfalle. 





. . 1. 
Für eine Curve von der Gleichung y — 12" — m iſt 





m m m m-+1 
tang.a — — — und y — ztang.a — x Fr 
x x 
ſowie ycog.a — a = — 5— Eee (m 4 1) 7 daher 
1) fuür x — ©, 0, tang.a —=0, y— tonq —- O und — 0, 
und 


2) fr y— 2, 70, tang.a—=@,yedg.. — 2 — O und — 0. 

Den Bedingungen &— 0 und n — 0 entſpricht aber die Abfeiflenare XX. 
und den Bedingungen « = © und » — 0 die Drdinatenare VF, daher 
find diefe Aren zugleich Afynıptoten von den Curven, welche der Gleichung 
y — x” entſprechen. (Vergl. die Curven 1P,1, 2P 2 md 1, Pt, 
in Fig. 18, Seite 16.) \ 

Art. 12. Die Gleichung einer Ellipfe ADA, Di, Fig. 20, läßt ſich 
aus der Gleichung: 

| + = a? 
Big. 20. des Kreiſes ABAıB,, deſſen 

Halbmeſſer CA=UB—= UP 
— a ımd Koordinaten OM—r 
und MP — yı find, fogleich ab- 
leiten, wenn man in Betracht 
zieht, daß die Ordinate MO — y 
der Ellipfe in demfelben Berhält- 
x niffe zur Ordinate MP — yı 
des Kreiſes (bei gleicher Abſciſſe) 
fteht, wie die fleine Halbare 
CD = b der Ellipfe zu dem der 
großen Halbare derjelben gleichen 
Kreishalbmeflr CB —= a. Es 
ift alfo: 


2 
y und a+Zy= a?, d. i.: 





8 


b 
—_— — 7 daher Yı = 


Art. 12.] Hülfsichren and der Analnfie. 19 
_ y? 
at 1, die Gleichung der Ellipſe. 
Sept man in diefer Gleichung ftatt — 5°. — 2. fo erhält man bie 
Bleichung 
mp? 
a m 
der aus zwei Zweigen PA Qund P, A, Qı, ig. 21, beftehenden Hyperbel. 
Henn wir in der hieraus folgenden Formel: 


b - 
= Va? — ar. 
r unendlid) groß nehmen, » verſchwindet a? Ki r2. und es iſt: 
y— IV — — + zu + r tang. æ 


— 1 


die Gleichung von zwei buch den Coordinatenanfangspunkt C gehenden ge- 
raden Yinien CT und CV. Da fidh die Ordiuaten 


+ - r— Ve und — Vz — a? 


— 


Fig. 21. 





immer mehr und mehr der Gleichheit nähern, je größer 7 genommten wird, 
jo folgt, daß die geraden Yinien CU und CV Alymptoten der Hyper— 
bei find. 

Rimmt man CA — a, fowie die Perpendifl AB — —+.b md 
AD— — b, fo beftimmt man dadurch die beiden Afymptoten; denn es iſt 
für die Winfel + ©, unter welchen die Abfciffenare von den Afynıptoten ge- 
ſchmitten wird: 

tang. ACB= AB d. ı. fang. — K2 und ebenfo: 
“ da’ a’ 
tang. ACD= I, d. i. lang. (— a) = — 2 


Nimmt man die Afymptoten UU md VV ale Coordinatenaren an; 
2 ha 


20 ' Hülfslehren aus der Analyfis. IArt. 12. 


fegt man die Abfciffe oder Coordinate CN in der einen Arenridhtung — 1, 
und die Ordinate oder Goordinate NP in der anderen Arenrichtung — v, 
jo hat man, da die Richtung von w um den Winkel «, und von v die um 
den Winkel — « von der Abſciſſenaxe CX abweicht, die Abſciſſe: 
CM=x=(CNco.a—+ NP co.a= (uw?) cos.o, 
und die Ordinate: 
MP—=y= CN sin.a — NPsin.a= (u — v) sin.a; 
bezeichnet man nun noch die Hypotenuſe CB — Va? + b2 durch e, fo 
hat man: 











a b 
608.0 —= — und sin.a = —, 
e e 
. cos. & sin. & 1. 
folglid): —- =7-7 und 
. — 2 
ze’ — 3 — (u? + 2uv + 2%) cos. ꝰ — (u? — 2uv + ©) sın. a3 
a? b2 a? b2 
_W@+2uv+V w—2urtev _4ur 5 
— e? — eꝛ a 
woraus die fogenannte Afymptotengleichung der Hyperbel: 
2 2 
uv = . oder — To hervorgeht. 
Hiernach ift die Hhperbel zwifchen den gegebenen Ajymptoten leicht zu 
€ 
zeichnen. Die Coordinaten fir den Sceitl Aid CE= EA= rw 
Fig. 22. U 
—-V NS \ \y | ws 
N N 
r B, BI 
7 
EI 
-X X 238 * 7 X 
N Pa \ 
Pu 
Q, „DD D n 
Y 
-U v 
dagegen die Coordinaten für den Punkt X fd CB=emd BK— re 
e 


ferner find für die Abfeifien 2e, 3e, Leu. ſ. w. die Ordinaten 1), rw 


€ ‚ee 
a 4’ Ay u. ſ w. 


Art. 13.) Hülfslehren aus der Analyfis. 21 


Art. 13. Wenn man in dem Elementenverhältniß es oder in ber For⸗ 


mel für die Tangente tang.cx des Tangentenwinkels, für x nad) und nach 
verichiedene Werthe fett, jo erhält man durch diefelbe die verfchiebenen Lagen 
von der Berüihrungslinie der zugehörigen Cure, Nimmt man x —= 0, fo 
erhält man die Tangente des Tangentenwinkels im Coordinatenanfangspunkte, 
nimmt man dagegen 2 — oo, fo ergiebt ſich diefelbe für einen unendlich ent- 
femten Punkt der Curve. Am wichtigften find die Punkte, wo die Tangente 
einer Curve mit der einen oder ber anderen Coorbinatenare parallel Läuft, weil 
hier in der Regel die eine oder bie andere der Koordinaten z und y ihren 
größten oder kleinſten Werth hat, oder, wie man fagt, ein Marimum 
oder Minimum ift. Sir den Parallelismus mit der Abfciffenare hat man 
e = 0, alfo aud) tang. « — 0, und für den mit der Orbinatenare 
a — 909, alfo tang.« = »; und hiernad, folgt die Regel: Man 
findet diejenigen Werthe der Abfciffe oder Urvariablen z, 

Big. 23. welchen die Marimal- oder Minimalwerthe 
der Ordinate oder Abhängigvariablen y 
entfprehen, wenn man das Differenzial- 


verhältniß d⸗ — 0, und = w ſetzt, und die 
0% 


erhaltenen Gleihungen in Hinficht auf x 
auflöft. 

3. 2. für die Gleichung -— 62 — 9 a? -+x3, 
welche der Curve APQOR in Fig. 23 entfpricht, ift: 
2 =6-9: +39 =3@—3:+m)=3 (1-2) (2-2), 
und es erfolgt durch Nulljegen von 2. 

1 = 0(!md2 —-ı=(, 
.Lr=lwr—2. 

Diefe Werthe in die Formel: y = 6x — 22? + x? gefegt, ergiebt 
fh der Marimalwertö von : MPP—=6 — ’r +1=°, und be 
Minimalwerth: NO = 12 — 18 +8 = 2. 

Ferner für die Curve KOPOR, Fig. 24 (a. f. ©.), deren Gleichung 

y—=ıH V(e— 1)? ift, hat man 








0Y _ — — 1)? —1 2 
32 tang. a—=1 + ?/; (@ ) + 3Va_r 

und wm = 0, m — — 1], d. i. uür AM =ı= 1 — (2/,)? 
zwar f 3Ve—ı 


— 19/, —= 0,7037, dagegen = », fr AN=z 1. Dem erfteren 
dalle entfpricht der Marimalwerth: 





22 Hülfslchren aus der Analyjis. [Art. 14. 


MPz=wm—=l— 9) = le = 1148, 
und dem legteren der Minimalwerth: NO — , —1. 
Big. 24. Auch iſt nod) für 20, AO 
KR, =y = 1, dagegen y —= 0 für 
die Abfeiffe AK x, welche ber 
enbifchen Stleihung x? —+ x2 
— 2x2 4 1 entipricht und den 
Beth — — 2,148 hat. 
Art. 14. Sowie bei einer von 
Anfangspunkte A aus aufftei- 
: | genden Gurve y mit x wächſt, 
! \ und deshalb Oy pofitiv ift, bei 
-2 —1 AOMN +2 eier niederfteigenden hinge- 
gen y abnimmt, wenn © größer wird, und deßhalb Oy negativ ausfällt, 
und”endlid) an der Stelle, wo die Curve mit der Coordinatenaxe AX pa: 
vallel Läuft, Oy Null ift, ebenfo find die gleichen Abſciſſen-Elementen € x 
= MN=NO=PS=VT... entſprechenden Ordinaten-Elemente: 
SQ = PS tung. QPS di oy = 0x. tung.d,, 
TR= QT tuny. RQT,d. i. öy = 6x. tung.ay u. |. w. 
und aljo auch die Tangentenwinkel «,, @, u. ſ. w. bei einer converen 
Curve APR, ig. 25, im Wachfen und bei einer concaven Curve 
dig. 25. Fig. 26. Sig. 27. 

















A 





Ä No 
APR, 19.26, im Abnehmen begriffen; es ift folglich im erſten Falle: 
d (tung.a) — © (2) pofitiv 
und in zweiten 0 (lung.a) — © (22) negativ, und man hat endlid) aud) 


fir den Infleriong: oder Wendepunkt Q, Fig. 27, d. i. für die Stelle 
Q der Curve, wo Comverität in Concavität übergeht, oder das Umgelehrte 
ftattfindet, au) SQ — TR, und daher: . 


, 0y 
(tang.«) = 0 ( * Null 


Art. 14.] Hülfslehren aus der Analpfie. 23 


Es gilt alfo die Regel: Ift das Differenzial der Tangente des 
Zangentenwinfels pofitiv, fo befigt die Curve Gonverität, 
iftes negativ, fo hat diefelbe Concavität, und ift es Null, 
jo dat man es mit einem Wendepunkte der Curve zu thun. 

Auch ift hiernach leicht Folgendes zu ermeſſen. Die Stelle, wo die Curve 
parallel mit der Abfciffenare läuft, fiir welche alfo tung.« — 0 ift, ent- 
Ipricht entweder einem Minimo, oder Marimo, oder Wendepunkte 
der Curve, je nachdem diefe Curve conver, oder concad, oder feines von 
beiden, aljo 

o (tung. a) pofitiv, oder negativ, oder Null ift. 

Tagegen die Stelle, wo eine Curve mit der Ordinatenare parallel läuft, 
aljo tung. & — iſt, entſpricht entweder einen Minimo, oder Marimo, 
oder Wendepunkte der Curve, je nachdem diefelbe concav oder conder oder 
theils concad, theils conver, alſo d (tany.«) vor und nad) diefer‘ Stelle 
negatid oder pofitiv ift, oder vor dieſer Stelle ein anderes Zeichen 
hat als nach derjelben. 

Ein Curvenſtück mit Wendepunft Q der erften Art führt dig. 28, und ein 
jolhes mit einem Wendepunkt der zweiten Art Fig. 29 vor Augen. Dan 
jieht, die entfprechende Ordinate N Q ift weder ein Maximum, noch ein Dini- 
mum; denn es find in keinem alle beide benachbarten Ordinaten MP und 
OR größer oder Heiner ald N Q. 

Big. 28. dig. 29. 





In der Seontetrie, Phyſik, Mechanik u. ſ. w. ift die Ausmittelung von Mari- 
mal und Minimal> oder fogenannten eminenten Werthen einer Function 
oft von großer Wichtigkeit. Da "in der Folge vielfache Beftimmungen 
ſolcher Zunctionswerthe vorfommen werden, fo möge hier nur noch folgende 
geometrifche Aufgabe diefer Art zur Yöfung gebracht werben. 

Es find die Dimenfionen eines geraden Kreischlinderd AN, Fig. 30, 
anzugeben, weldjer bei einen gegebenen Inhalte V die Hleinfte Oberfläche O 
dat. Bezeichnen wir den Durchmefler der Bafis diefes Cylinders durd) x, 
und die Höhe deflelben durch 3, fo haben wir: 


v=—uy und 


die Oberfläche oder den Inhalt der beiden Grundflächen plus den Inhalt des 
Mantels: 


24 HülfsiIchren aus der Analyfis. [Art. 14. 


2 
TE Laen, 
oder da der erften Gleichung zufolge, 


0-2 





ay —= ‚ alfo zxy —= 4 Vx7! gejegt werben kaun: 


2 
0 — * +4 Ver, 
und folglich, da wir O und x als Goordinaten einer Curve behandenl 
fünnen: ‚ 


tung. « = * — nrı — 4VIC. 


Setzen wir nun dieſen Quotienten Null, fo erhalten wir die Beſtim⸗ 
mungsgleichung: 
4V 
ne —= — oder zu? = AV, 


deren Auflöfung auf: 


— Von und 


„— _ Ver m _ - VY- v 
9 * — 1617 
führt. 


Da noch 0 (tany.e) — ( + =) Ox pofitiv ift, fo führt diefe 


Beftimmung auf das gefuchte Minimum. 

Diefe Beſtimmung findet aud) ihre Anwendung, wenn es darauf ankommt, 
die Dimenfionen eines cylindrifchen Gefäßen zu finden, meldyes bei einent 
gegebenen Faſſungsraume die kleinſte Menge an Material erfordert. Zie 
entfpricht diefem (Falle unmittelbar, wenn dag Gefäß außer feinem freisför- 
migen Boden aud) noch einen ſolchen Deckel erhalten fol; wenn aber der 
letztere nicht gefordert wird, jo hat man: 


—E 7* PAVMAI, ſolglich: 


TX 














ve = 
7 und y — Fr — -VF= Inx 
folgt. 


Während alfo im erften alle die Höhe gleich der Weite des Cy— 
linders zu nehmen ift, hat man im zweiten Falle diefelbe nur der halben 
Cylinderweite gleid zu machen. 


Art. 15.] Hülfsichren aus der Analnfie. 25 


Art. 15. Durch fucceffives Differenziiren einer Tsunction y = f(r), 
findet man eine ganze Reihe neuer Functionen der Urvariablen x, und zwar 





fi (x) = =. = Le) ; 
ya ER um 


3.8 füry—=/(X) = a folgt 

ea) = % x, A) =, wu, AA) — Yn x” u. |. m. 

Für eine Function, welche in einer nad) Potenzen von x mit pofitiven 
ganzen Erponenten fortfchreitenden convergenten Reihe 

y=-/)=4+ Aız + A222 + A, + Art :-- 
dargeftellt ift, erhält man 
= A + 242 +32 44h + 
la) = 2A +2.34x: 3. 4 42? + --- 
Aa)= 2.34 +2.3.44,r?-+--uf.m. 

Sept man nun in diefen Reihen x — Null, fo erhält man dadurch lauter 
zur Beſtimmung der conftanten Soefficienten Ag Aı, Ay... geeignete Aus: 
drüde, nämlid): 
f0) = Au ı(0) = 1A1, (0) = 2 A, (0) = 2.3.4; u. ſ. w. 
und es folgen daher diefe Coefficienten felbft: 


= 0), A = 0), A = 1,0) = zz) 


A= 53 AO) u fm 


Es ift hiernach eine Function in folgende, nah Mac Lauriu benannte 
Reihe: 
Se) =f) .. Eu ts: 0). 75; th 


+f (0)- en +... zu verwandeln. 


Fur die Binomialfunction y= fa) = (1 + v* ift 
AVdeEr +, Adern —- )A+ 9"? 
Sen nm — N) (n — 2) 1 +0" fm, 

wenn man daher 2 — Null fest, fo erhält man: 
SV =1LAO) = nA) — 1) 


SO) — I(n -V) (n — 2) uf. w. 
und e8 folgt die binomiſche Reihe: 


26 Hülfslehren aus ber Analyfie. [Art. 15 
n n n(n — 1) 
I.) a 
n(n — 1) (n — 2) 2 m 
+ Tas Fr 


Auch ergiebt fid): 


Rn 


n(n—1) , nn Ym—2 .L.. 


ai jetrgg 00123 
u "a+D +2) 

n n 1 N N 23 
ar» 1 - —OT.2.3 re 








_ 1 x 
Ferner 1 +.e= (1-2) =— „gelegt, folgt 2— ; * und 


4 n(a + 1) 22 


aA+"=(il-)"=1-4+n 9 


na +1) (+2 R 
+ — 1.2.3 rn 








N 1 2 
1) a4r=141( et 5) 


era) + 


1.2.3 
Die Reihe unter I. ift eine endliche fir ganze pofitive, und die unter II. 
für ganze negative Werthe von u. 3.2. 


A+D= 14524 100 4 102° + 50° 4 2%, und 
(+: 9 =1-5( +0 (2) - 10(-) 
+ (1 nn) - (+: a) 
Datr—a ( =) ift, fo folgt auch 
weetagjerbeiß 
Sri 
nm — 1) 


III.) (a + x)" — u” + ar X + — a"? 2 


Art. 15.] Huülfslehren aus der Analyfis. 21 
3,8. V 10092 = (1000 + 9)% — 100 (1 + 0,009)* 
2/, (2/, — 1 
— 100 (1 + 2%. 0,009 + —. (00094 ---) 
— 100 (1 + 0,006 — 0,000009) —= 100,5991. 
Auch ift: 
n n n— an — 1 n-; 
+ =" tn + eu "te... 
daher für fehr große Werthe von c annähernd : ° 
+ nen. 

Hiernach folge rt — errze 


“— yo Me 


‚ ferner: 





% 
_ (x — 1)" — (x — 2)" 
— YyRn-1— 000007 
(2 — 2) n 2 
eg ALM -eoHn 
n 
und zuletzt: 
1-1 — 2n — 1r 


"N 
Durch Addition zu beiden Seiten der Gleichheitszeichen folgt nun: 
IHE-DIHRB- IHRE NH. + 


_ @+ — ır 
N ’ 


eder — lI—=maloa—m-+ 1 geſetzt und die Reihe in umgekehr⸗ 
ter Ordnung geſchrieben: | 
_ et 


12 Im zn Pa rn [73 7 — — — 
+ + + + (x 1) 4 * m + 1 

| Roh kann man, da x fehr groß, eigentlich unendlich groß fein fol, 

(e + 1Petl — zetl feßen, weshalb die Summe der Botenzen der 

natärlihen Zahlenreihe folgt: 


„gatl 


IV.) 1° + 2” + En Seen 12 
Ve +V22 +V3: + V42+...+ 10002 annähernd 


1000 


SI eh V 10005 —= 60000. 


28 Hitlfslehren aus der Analyfis. [Art. 16. 


Art. 16. Die der Abfciffe AO — x, Fig. 31, entfpredhende Ordinate 
Fig. 31. OP — y läßt fi) aus unendlich vielen 
P_ungleicjen Elementen Oy wie FB, GC, 
1...) HD, KE... zufammenfegen, die lauter 
| gleichen Elementen or = AF—= FL= 
LM= MN... der Abſciſſe entfprechen. 

- u -- --- -|- 

— — N ı - 









Wäre daher %y — P (x). Or gegeben, 
jo wiirde man y durd) Summation aller 
derjenigen Werthe von dy finden, die ſich 
herausftellen, wenn man in @ (x). 0x 
ftatt x nad) und nad) Cr, 20r, 30x, 
4+02...b8 ndx — x einfeßt. Diefe Summation deutet man durd) das 
Jogenannte Integralzeichen, [ an, welches man vor den allgemeinen Aus- 
drud fir die zu fummirenden Elemente ſetzt, ſchreibt aljo ftatt: 
y=[p(l) + yYARe) +YyBOd) ++ ya] or 
y=/[P() or. 
Auch nennt man in diefem Falle y da8 Integral von P(x)d.r, fowte 
p(r) Cr das Differenzial von y. 

Zuweilen kann man das Integral f y(r)dx durd, wirkliches Summiren 
der Reihe P(d.r), (20x), y (30x) u.f.w. beftimmen; viel einfacher ift es 
jedoch, bei Ausmittelung eines Integrals eine der im Folgenden entwidelten 
Regeln der fogenannten Integralrehnung in Anwendung zu bringen. 

It n die Anzahl der Elemente 0x von x, alfo ce —= nOr, oder cx 





A 


Rn 
- fo kann man jeßen: 


KOSIEORRIFROFREROE 


Fur das Differenzial 9y = ardr hat man z. B. das Integral: 
y — fardx —=a0dxz (dr + 20x 4302 +---+ nor) 


—=(1+2+3+:.:.: + mM)adr, 
oder, da nach Art. 15, IV, für n— ©, die Summe der natitrlichen Zahlen: 


+2 
reihe 2 +3 +. nn =? und O0 = > ft, 
y= urcı = Uın?a z — War. 
Auf ähnliche Weife findet man: 


— or [FIE —ferHa22p+ 32224 Ha 


= a +2 484. 4m, 





Art. 17] Hiülfslehren aus der Analyſis. 29 


wenn z — nOx gelegt, oder aus n Elementen Or beftehend angenommen 
wird. Nun ift aber nach $. 15, IV, fra «, 


1 +22 +32 +...4 =, daher folgt: 
j% __m 02 (nö) = 








— — 


a 3 a 3a 3a 

Kt. 17. Aus der Formel O[a + mf(r)] = mÄflr) ergiebt ſich 

duch Umkehrung Sm of) =a+mf() =ıaH+ m (ef), 
oder of(z) = P (x). 6x gelebt, 
1) [mp J)Or=a+ m/p (x)0r, 

md hieraus folgt, daß der conftante Factor m beim Integriren fowie 
beim Tifferenziiren unverändert bleibt, und daß durch bloßes Inte⸗ 
griren ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nicht beftimmt 
werden fann; daß alfo das Integriren allein ein noh unbeftimmtes 
Integral liefert. 

Um das conftante Glied zu finden, müffen zwei zufanmengehörige Werthe 
von zumd y — /YP(x) Or befannt fein. Hfre—=cy—k md 


hat man y— S Plz)Ex = a —+ f(x) gefunden, jo muß aud): 
k=a-+f(o) 
fein, und e8 giebt daher die Subtraction: y — k = f(x) — fe), 
aljo in diefem Falle: 
yv=fpWdz=k+W)-SO=F)H+K— fü); 
und man hat hiernach die Conſtante a —= k — f(c). 
Wenn man 3. B. weiß, daß das unbeftimmte Integral: 


2 
v= [z02- 52-193 gibt, 


fo Hat man die nöthige Conftante a — 3 — 1/, — °/2, und daher das 
Integral: 
y= [zoa=a+ 2-8, 

Selbſt die Eonftantenbeftimmung läßt das Integral noch unbeftimmt, 
weil noch für x als Urvariable, jeder beliebige Werth angenommen werben 
tann; will man aber einen ganz beftimmten Werth %, des Integrals haben, 
der einem beftimmten Werth c, von x entipricht, jo muß man noch diefen in 
dad gefimdene Integral ein=, aljo kk —= k + fc) — fe) fegen. 
5+ x 

92 L 

Meift ift derjenige Werth von x bekannt, bei welchem y — 0 ausfällt; 
in diefem Falle hat man alfo k — 0, und e8 führt daher das unbeſtimmte 








& get, 9. y = [202 für =5,y=15. 





20 Hülfslehren aus der Analyfis. IArt. 12. 


jet man die Abfciffe oder Coordinate CN in der einen Arenrihtung — u, 
und die Ordinate oder Coordinate N P in der anderen Arenrichtung — v, 
lo bat man, da die Richtung von u um den Winkel «, und von v die um 
den Winfel — « von der Abfeiffenare C X abweicht, die Abfciffe: 

CM=x==[(Ncos.a—+ NPcos.a= (u e) cos. a, 
und die Ordinate: 

MP=y= (N sin.a — NPsin.a = (u — v) sine; 
bezeichnet man nun noch die Hypotenufe CB— Va? + db? durch e, fo 
hat man: 

b 








a . 
08.0 —— und sin.a — —, 
e e 
. c08. & sin. 1 
folglid) : —- = 7-7 und 
2 etw) ua _ Ze tN ana 
a » a? b? 
_a+2ur+v we — 2ur +0 _4ur 
mg —56 
woraus die fogenannte Aſymptotengleichung der Hyperbel: 
e? e? 
s— — nv — t. 
uv rw oder © im’ hervorgeh 
Hiernach iſt die Hyperbel zwiſchen den gegebenen Aſymptoten leicht zu 
€ 
zeichnen. Die Coordinaten für den Scheitel A fd CE= EA= ru 
ig. 22. 
Fig. >. 


—_V.\ 


Sy y 


re 


— 


-U v 
dagegen die Coordinaten fr den Punkt X fin OB= eund BK— 





, 


aa „ 


ferner find für die Abfeiffen 2e, 3e, Leu. f. w. die Ordinaten 1/, 


4 


e ‚, € 
Us 4’ AT u. . w. 


Art. 13.) Huͤlfslehren aus der Analyſis. 21 


Art. 13. Wenn man in dem Clementenverhältnig J oder in der For⸗ 


mel für die Tangente kang. des Tangentenwinkels, für x nad) und nad) 
verichiedene Werthe fett, jo erhält man durch diefelbe bie verjchiedenen Lagen 
von der Berührungslinie der zugehörigen Cume. Nimmt man x = 0, fo 
erhält man die Tangente des Tangentenwinfeld im Coordinatenanfangspunkte, 
nimmt man dagegen 2 — , fo ergiebt ſich diefelbe für einen unendlich ent 
fernten Punkt der Curve. Am wichtigften find die Punkte, wo die Tangente 
einer Curve mit der einen ober der anderen Goordinatenare parallel läuft, weil 
hier in der Regel die eine ober die andere der Coordinaten z und y ihren 
größten oder Eleinften Werth hat, oder, wie man fagt, en Marimum 
oder Minimum ift. Für den PBarallelismus mit der Abfciffenare hat man 
a = 0, alfo auch tang. « — 0, und fiir den mit der Ordinatenare 
a— 90°, aljo tang. a — x; und hiernad) folgt die Kegel: Man 
Findet diejenigen Werthe der Abfciffe oder Urvariablen z, 

Big. 23 weldhen die Marimal- oder Minimalwerthe 
der Ordinate oder Abhängigvariablen y 
entfprehen, wenn man das Differenzial- 


verhältniß 2 — 0, und = w feßt, und bie 
erhaltenen Gleihungen in Hinſicht auf x 





auflöft. 
lg 3.2. fir die Gleichung = 67 — a2? +, 
A MN welche der Curve APQOR in fig. 23 entfpridtt, ift: 
= 6 — Ic +3? —=3 (2 — 3 +2)=3 (1—») (2—2), 


und e8 erfolgt durch Nullfegen von 2. 
1 = (!mw2 — 0, 
d. . — — 1 und — — 2. 

Dieſe Werthe in die Formel: y=6r — ’hn2? — geſetzt, ergiebt 
fh der Maximalwerth von y; MP=6— 1, und ber 
Minimalwerth: NQ= 12 — 8 +8 = 2. 

Ferner für die Curve KOPOQR, Fig. 24 (a. f. ©.), deren Gleichung 

y=:s+t Ve— 1)? ift, hat man 








öy 2 —15 — 
— — „am — 1 — 1 ——; 
* tang. a1 + ?/, (x ) + av, 
und zwar — 0, fur — — — 1,d1fraM=ı=1 — (%,)? 


3Vx—ı 


— 1, — 0,7037, dagegen — », fir AN= x = 1. Dem erfteren 
Falle entjpricht der Marimalwertä: 


22 Hülfslehren aus ber Analyfis. [Art. 14. 


MP = Ym = 1 — (2/,)? +: (2/5)? — Pr — 1,148, 
und dem legteren der Minimalwerth: NO = , = 1. 
dig: 24. Auch iſt noch für MO, AO 
R, — = 1, dagegen y — O für 
die Abfciffe A K= x, welche ber 
cubiſchen Gleihung x — x? 
— 20-4 1 entipridht und den 
Werth x = — 2,143 bat. 

Art. 14. Sowie bei einer vom 
| Anfangspunkte A aus aufftei- 
| genden Gurve mit x wächlt, 
* und deshalb Oy poſitiv iſt, bei 

22 —1 A MN +2 einer niederfteigenden Hinge- 
gen y abnimmt, wenn 2 größer wird, und deßhalb Oy negativ ausfäilt, 
und”endlid) an der Stelle, wo die Curve mit der Coordinatenaxe AX pa: 
vallel läuft, Oy Null ift, ebenfo find die gleichen Abſciſſen-Elementen or 
= MN=NVO=PS=QT... entſprechenden Ordinaten-Elemente: 

SQ = PS tung. QPS di 0m = 0%. tung. ,, 
TR= QT tany. RQT, di. Oy = 0x. lung.ay u. |. w. 
und alfo aud) die Tangentemwinkel «,, a, u. |. w. bei einer converen 
Curve ALL, ig. 25, im Wachfen und bei einer concaven Curve 
Fig. 25. Big. 26. Fig. 27. 














A A 


Ä NO 
APR, %ig.26, im Abnehmen begriffen; es ift folglich im erſten Falle: 
0 (tang.a) —= 6 (2#) pofitiv 


n 
und im zweiten 0 (lany.a) = © (*) negativ, und man hat endlich auch 


für den Infleriong- oder Wendepunkt Q, Fig. 27, d. i. für die Stelle 
Q der Curve, wo Converität in Concavität Übergeht, oder dag Umgekehrte 
ftattfindet, auch SQ — TR, und daher: x 


[4 ’ © y 
I (tk . — 4 =) >=: 9 . 
0 (tung. «) (22 Null 


Art. 14.] Hülfslehren aus der Analpfie. 23 


Es gilt alfo die Regel: Ift das Differenzial der Tangente des 
Tangentenwintels pofitip, fo befigt die Curve Converität, 
ift es negativ, fo hat diefelbe Concavität, und ift es Null, 
jo dat man e8 mit einem Wendepunkte der Curve zu thun. 

Auch ift hiernach leicht Folgendes zu ernieffen. Die Stelle, wo die Curve 
parallel mit der Abſciſſenaxe läuft, fiir welche aljo tung. — 0 ift, ent- 
fpricht entweder einem Minimo, oder Marimo, oder Wendepuntte 
der Curve, je nachdem diefe Curve conver, oder concav, oder feines von 
beiden, aljo 

0 (tung. a) pofitiv, oder negativ, oder Null ift. 

Tagegen die Stelle, wo eine Curve mit der Ordinatenare parallel läuft, 
aljo fang. a — iſt, ent|pricht entweder einem Minimo, oder Marimo, 
oder Wendepunkte der Curve, je nachdem diefelbe concav oder conver oder 
theils concav, theild conver, alfo d (lany.«) vor und nad) dieſer Stelle 
negativ ober poſitiv ift, oder vor diefer Stelle ein anderes Zeichen 
hat als nad) derjelben. 

Ein Curvenſtück mit Wendepuntt Q der eriten Art führt dig. 28, und ein 
ſolches mit einem Wendepunkt der zweiten Art Fig. 29 vor Augen. Dan 
jieht, die entjprechende Ordinate N Q ift weder ein Marimum, noch ein Dlini- 
mum; denn es find in keinem alle beide benachbarten Ordinaten MP und 
OR größer oder Heiner als N Q. 

Fig. 28. Fig. 29. Fig. 30. 





KMNo* 

In der Geometrie, Phyſik, Mechanik u. f. w. ift die Ausmittelung von Mari⸗ 
mal und Minimal: oder fogenannten eminenten Werthen einer Junction 
oft von großer Wichtigkeit. Da "in der Folge vielfache Beitimmungen 
ſolcher Functionswerthe vortommen werden, jo möge hier nur nod) folgende 
geometrifche Aufgabe diefer Art zur Yöfung gebracht werden. 

Es find die Dimenfionen eined geraden Kreischlinders AN, Fig. 30, 
anzugeben, welcher bei einen gegebenen Inhalte V die kleinſte Oberfläche O 
hat. DBezeichnen wir den Durchmeſſer der Bafis dieſes Cylinders durch x, 
und die Höhe defielben durch y, jo haben wir: 


Vv= — 22y und 


die Oberfläche oder den Inhalt der beiden Grundflächen plus den Inhalt des 
Wantels: 


24 Hülfsichren aus der Analyfis. [Art. 14. 


er 
+ 2.07, 


oder da der erften Gleihung zufolge, 


0= 





2y —= „alſo xy = 4 Vr7! geſetzt werden kann: 


2 
0=”—-+4Var, 


und folglich, da wir O und x als Goordinaten einer Curve behanden 
fönnen: ' 
00 __ u 
tung.a = — — 7 7 4Vx”. 


Segen wir nun diefen Quotienten Null, jo erhalten wir die Beſtim— 
mungsgleichung: 


4 
nn oder xx? = 4V, 


deren Auflöfung auf: 


ve — 7 und 


- Ver. vo m - VI, 
= Fr 3 1602 x 
führt. 


Da noch 0 (taug. ) = (r 4 ar Ox pofitiv ift, fo führt biefe 


Beftimmung auf das gefuchte Dinimum. 

Diefe Beſtimmung findet aud) ihre Anwendung, wenn es darauf ankommt, 
die Dimenfionen eines cylindrifchen Gefäßes zu finden, welches bei einem 
gegebenen Faſſungsraume die Kleinfte Dienge an Material erfordert. Zie 
entfpricht diefem Falle unmittelbar, wenn dag Gefäß außer feinen kreisför— 
migen Boden auch noch einen ſolchen Deckel erhalten fol; wenn aber der 
legtere nicht gefordert wird, fo hat man: 


0— * 4 VAM, folglich: 


UL 4 V 
= ‚ woraus num: 


3 2 3/yv 
._.V? ud y — v VI: 


3 
folgt. 
Während alfo im erften alle die Höhe gleich der Weite des Cy— 
Iinders zu nehmen ift, hat man im zweiten alle diefelbe nur der halben 
Gylinderweite gleid) zu machen. 


Art. 15.] Hülfsiehren aus der Analyfis. 25 


Art. 15. Durch fucceffives Differenziiren einer Function y — f(r), 
findet man eine ganze wen neuer Functionen der Urvariablen x, und zwar 





a —* —XE re uf. w. 


3.8. füry—=f(e) = 2®, folgt 

I) = hi, EN ERS) — Ya u. ſ. w. 

Für eine Sunction, welche in einer nad) Potenzen von x mit pofitiven 
ganzen Erponenten fortjchreitenden convergenten Reihe 

v=/d=At+Art AR + AR +At+ 
dargeftellt ift, erhält man 
Aa) = Aı + 24x + 3A 22 + 4Ar + 
J(&) = 24, 42.342 +3.4 402 + -- 
Sd=2.3,: +2.3.44r + --ufm. 

Setzt man nım in diefen Reihen z — Null, fo erhält man dadurch lauter 
zur Beſtimmung der conftanten Coefficienten Ay, Aı, A; ... geeignete Aus: 
drüde, nämlid): 

(0) = Au, (0) = 141, fa(0) = 2 Ay, fs (0) = 2.3.4; u. f. w. 
und es folgen daher diefe Coefficienten felbft: 


= f(0), Aı = /fı (0), 4 = 1A (0), 4, = > 
A= 44 (0 u. ſ. m. 


Es ift hiernach eine Function in folgende, nad Mac Yaurin benannte 
Reihe: 


fo) =ft(0) +fı ” T 44 (0) - 135 trA0: 


+f4(0): 5 +. zu verwandeln. 





1 
3 Is (0), 


Bir die Binomialfunction y=f(@) = (1 + v* ift 
Ader lt +, Adern )A+N"", 
Soden nm — ) m — 2) 1 +2” "ufm, 

wenn man daher 2 — Null fett, jo erhält man: 
I/V)=1f() = ml) =n(n — 1) 


, (0) = nl — 1) (n — 2) uf. w. 
und es folgt die binomiſche Reihe: 
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I.) a+g=1+Tr ——— 
nn — 1) (n — 5 
+ 1.2.38 z + 
Auch ergiebt fi): 


W n(n—1) , n(a — 1)(n — 2) , 
a-!eln- jet” a, ar 
fowie: 

_ 1 2 
Ad+y)"=ı- ne EN ar. 





— -ı _ 1 —7 
Ferner 1 p— (1— 2) =17;, „gelebt, folgt =; I und 





a+f'=u-j"=ırn — 
n(a +1) 42) 23 
+ 1.2.3 + 
_ n(n + 1) 
N)a+y=ı+t ——— I u) 


ın@a@H4+ 1) en 4 2) x \3 
+ 1.2.3 —E re 


Die Reihe unter I. ift eine eudliche für ganze pofitive, und die unter II. 
für ganze negative Werthe von u. 3. 2. 


A+9J=1+5r+ 10024 10x + 5rt + xt, nd 
ua+t+j)’=ı1-b (>) + 10 () — 10 (5) 
+: 
BBatıa ( 4 —) ift, fo folgt auch 
(+ "= u" ( 4 =) — u J 4 (2) 


II) + "= « = ac — a’ 
n(n — 1) (nr — 2) ge 
+ 1.2.3 "te 


Art. 15.] Hülfslehren aus der Analyfis. 27 
38. V 10092 — (1000 + 9)” = 100 (1 + 0,009)": 
2/, (2/, — ] 
— 100 (1 + 2/, .0,009 + Fa ( . (0,009): -+ -) 
— 100 (1 + 0,006 — 0,000009) = 100,5991. 
Auch ift: 
n n n— nn — 1) „-; 
+ =r.+n' + „on "’t...; 
daher für jehr große Werthe von .c annähernd: ' 
ct =u# tn! 








Hiernach folgt „"! — errze, ferner: 
(2 — ya HE m 
m Lion. 
(x — gr EIVSLIM 
eg rn enn 
und zuletzt: u 
m _ oh 





Rn 
Durch Addition zu beiden Seiten der Gleichheitezeichen folgt nun: 
HE NAHER PIE It 
.G+- 9 — 1! 
—e ———; 
oder a — 1 = m, alfo n = m + 1 gefeßt und die Reihe in umgefehr- 
ter Ordnung gefchrieben: 


+ He den ENT 


Rod kann man, da x fehr groß, eigentlid) unendlich groß fein fol, 
(+ Yet! — et! fegen, weshalb die Summe der Botenzen ber 
natürlihen Zahlenreihe folgt: 

url 


IV.) 1° + 2m + "+ Het, gm RP 
Vı + V 22 +Y3 + Ve +... + V 10002 annähernd 


1000% — 
— — ?/, V 10005 60000. 


Bl, 
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Art. 16. Die der Abſciſſe AO — x, Fig. 31, entfprechende Ordinate 
Fig. 81. OP — y läßt fi) aus unendlich vielen 

ungleichen Elementen oy wie FB, GC, 
HD, KE... zuſammenſetzen, die lauter 
gleichen Elementen oc = AF= FL= 
LM= MN... ber Abſciſſe entfprechen. 
Wäre daher %y —= P (x). dx gegeben, 
jo wilrde man y durd) Summation aller 
derjenigen Werthe von 0 y finden, die ſich 
herausftellen, wenn man in @ (x). 0x 
ftatt x nad) und nah dr, 20r, 30x, 
+09r...biendr = x einfeßt. Diefe Summation deutet man durch das 
jogenannte Integralzeichen, / an, welches man vor den allgemeinen Aus: 
drud fir die zu fummirenden Elemente fett, fchreibt alſo ftatt: 

y=[p(r) + Ye) +YPyBOr) ++ pP] or, 

Yy — /p(@) Or. 
Aud) nennt man in diefem Falle y das Integral von P(x)d.r, fowie 
P(x) Cr das Tifferenzial von y. 

Zumeilen kann man das Integral / P(x)d.xr durch wirkliches Summiren 
der Reihe P(O«), P(20r), (3er) u. ſ. w. beftimmen; viel einfacher ift es 
jedoch, bei Ausmittelung eines Integrals eine der im Folgenden entwidelten 
Regeln der fogenannten Integralrehnung in Anwendung zu bringen. 

tn die Anzahl der Elemente Ox von x, alſo ce = nOr, oder cr 





L 
-n jo fann man fegen: 


x 2X 3X nı\|z 

Po) 

Für das Differenzial Oy = ardx hat man z. B. das Integral: 

y — fardx — ade @r +20r +30c+--- + nor) 

—(1+2+3-+:...+mM)aoıR, 
oder, da nach Art. 15, IV, fir n— ©, die Summe der natürlichen Zahlen- 
2 

tie +2 +34. tn mon — * iſt, 
y=farxrer — ur n? a = = War, 

Auf ähnliche Weife findet man: 

2Or 

y=/Yp (x) 0x = /® er = [(er? +(20.2)?+30x2)32+ --- Honda) 


0x? 


=A+2+32+4..+m9)—, 





Art. 17.] Hülfslebren aus ber Analyfie. 29 


wenn 7 — nOx gefeßt, oder aus n Elementen Cr beftehend angenommen 
wird. Nun ift aber nach $. 15, IV, fürn ©, 


2 
1+22 + 3? +...+ =, daher folgt: 
fr n? 02% (nd) _ =? 


a 3a 3 3a 

Art. 17. Aus der Formel Ofa + mf(r)] = mef(r) ergiebt fi 

durch Umkehrung Sm fd) =atmfe) =a+tmfofß), 
oder of) = (). Cr geickt, 
I.) [mp (@) cr=a- m [y (z)0x, 

und hieraus folgt, daß der conftante Factor m beim Integriren fowie 
beim Differenziiren unverändert bleibt, und daß durd) bloßes Inte⸗ 
griren ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nicht beftimmt 
werden fann; daß alfo das Integriren allein ein nod) unbeftimmtes 
Integral Liefert. 

Um das conftante Glied zu finden, müffen zwei zufammengehörige Werthe 
von zund y 9(6) dx befannt fein. Iſt für æ — c,y— k, und 


at man y—= fp(r)öz = a + f(x) gefunden, fo muß aud): 
k=a-f(e) 
fein, und e8 giebt daher die Subtraction: y — k = f(2) — S(e), 
aljo in diefem Falle: 
y=/yDer=k + -SO=ISD)+k— Co); 
und man hat hiernach die Sonftante a — k — f(c). 
Wenn man z. B. weiß, daß das unbeftimmte Integral: 


2 
v= [z02= fl = 1,43 giht, 


jo hat man die nöthige Conftante a — 3 — 4 — °j2, und daher das 
Integral: 
. 2 5 4 2 
y— [rt =a+ 3777" 

Selbſt die Conftantenbeftimmung läßt das Integral noch unbeftinmt, 
weil noch für x als Urvariable, jeder beliebige Werth angenommen werden 
fann; will man aber einen ganz beftimmten Werth k, des Integrals haben, 
der einem beftimmten Werth c, von x entfpricht, jo muß man nod) diefen in 
das gefundene Integral ein=, alfo kk —= k + f(cı) — fc) feken. 


2 
So giebt 3. 8.9 [ea -°t+2 








‚fre=d5,y=15. 


Meift ift derjenige Werth von x befannt, bei welchem y — O ausfällt; 
in biefem Falle hat man alfo Ak — 0, und es führt daher das unbeſtimmte 





30 Hüffslehren aus ber Analyfie. [Art. 18. 


Integral f Plr)or — fr) auf das beftimmte kı —= (a1) — (c), das 
alfo gefunden wird, wenn man in den Ausdruck /(r) file das unbeftimmte 
Integral die beiden gegebenen Grenzwerthe c1 und ce von x einſetzt, und die 
erhaltenen Werthe von einander fubtrahirt. Um dies anzudeuten, Ira 


man ftatt / g(x)Or, / E (7) x, wenn alſo z. B. / p(x)0r —[ ift, 


[2 oe? — 2 
J —. 
2 


Die Umkehrung der Differenzialformel OL) + 6)] = OF) 
—09 (67) giebt die Integralformel: f [öfl) HEY) =) + PAR). 
oder wenn man Af(x) = Y (r) Er wbop() —x (ed) Or ſetzt: 
1) /Ie@)dr +1?) = fe@dr + fı)?r.- 
Es ift alfo Hiernad) das Integral von einer Summe meh- 
rerer Differenzialien gleid) der Summe von den Integralen 
der einzelnen Differenzialien. 


3. B./6 + 52)02x— [30x + [5r0r = —=3r-+ Pja2?. 


Art. 18. Die wichtigfte Differenzialformel IV des Artikels 8: 
0 (a") —nnM"lor, 
führt durch Umkehrung auf die ebenfalls jehr wichtige Integralformel. Es ift 
hiernach [n am10x — a", oder n far 10x = a", daher 





el or— =. 
n 

fest man alfo an — 1 — m, und hiernach — m + 1, fo erhält man 
folgendes wichtige Integral: 
am+1 
m+-1' 
welches in Anwendung minbeftens ebenfo oft vorkommt, ale alle übrigen 
zufammen. 

Die Form diefes Integrales weift auch darauf hin, daß e8 dem in Art. 9 
abgehandelten und in Fig. 17 abgebildeten Curvenſyſteme entjpricht. 

Hiernad) iſt z. B. [Son —5 far — at; ferne: 


Ir tor — [am2: — 3 a — 3, V r®: 
eva — 
= [erde = ai, =V8; 


St — 62? + 52°) 9x = fax — [62205 + [5rt0r 
=4/for —6fwrorx Höfetdr = Ar — 20° +25; 


aMnOr — 





At. 19] Hilfslehren aus der Analnfis. 31 


Pe P ⸗ en 
jener, wm man 3r — 2 — u, alo 307 = vn, dror — ru 


einſetzt: 
— — — 1, 37, —= 7, Vw 
' 2 
= 2), V@r—2)}; 
dlih, wenn 2°? — 1 —u, alſo Ards = dubireea — . 
geleßt wird: 
Bror - / 50u 5 / a _5 ° 
rer Ir re Ana a 
15 vn 15 Y Ian 
Durch Hinzufligung der Grenzwerthe laſſen ſich die unbeftimmten Inte 
grale fogfeich in beſtimmte verwandeln, 3. B.: 
— J— — ya — 19 =. (16 — 1) = 18/. 


[375 =? -Vi= ' 


[vr =3.0.= Wie — Vm neu 


Wäre z. B. /(4 — 6? + 521)dr —= 17 für x — 0, fo hätte man 
allgemein: (4 — 61? +-5N)0o0r—=7+4r — 27 +. 

At. 19. Die fogenannte Erponentialfunction 4 — a”, welde 
in einer Botenz mit variablen Erponenten befteht, läßt ſich mittels Pac 
Yaurin’8 Theorem wie folgt in eine Reihe verwandeln, wobei aud) zugleich 
das Differenzial derfelben mit gefunden wird. 

Seht man a — As + Arzt + Az? + Asa? + - - -, ober, ba 
fir z — 0, a? den Werth a’ — 1 annimmt, alfo An — 1 ausfällt, 

e— 14 Arc + 4224 Ar? - >, ſo hat man and): 
adz — 1 + A Oz + 4022 +4 4,079 + - ---, und daher 
(a) — art” — aaa, —a” — a (a — 1) 
— a (A0ds + 09° + 402° + --) 
— a (Aı + 40r +: - )Or = Aarde. 
Nun folgt durch fucceffives Differenziiven der Reihe 
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YPzy—=1l— (+ ln = 1,148, 
und dem legteren der Minimalwerth: NO = , —= 1. 
Big. 24. Auch ift noch für 20, AO 
R, =, = 1, dagegen y — 0 für 
die Abſciſſe A KX= r, weldye der 
cubiſchen Gleichung x3 + x2 
— 25-4 1 entfpridht und den 
Werth x = — 2,148 hat. 

Art. 14. Sowie bei einer vom 
Anfangspunkte A aus aufftei- 
ı genden Qurve y mit x wädjft, 

Bu |. und deshalb 9y pofitiv ift, bei 

-2 —1 A MN +2 einer niederfleigenden Binge: 

gen y abnimmt, wen © größer wird, und defhalb Oy negativ ausfällt, 

und”endlich an der Stelle, wo die Curve mit der Coordinatenaxe AX pa- 

rallel läuft, Oy Null ift, ebenfo find die gleichen Abſciſſen-Elementen 0x 

— MN=NO=PS=)OQT... entſprechenden Ordinaten-Elemente: 

SQ = PS tung. VS, d. i. VVi = 0%. tung. a, 

TR= QT tuny. RQT,d. 1. Oy% = 0x. tung.ay u. |. w. 

und aljo aud) die Tangentenwinkel @,, a, u. |. w. bei einer couveren 

Curve APR, Big. 25, im Wachſen und bei einer concaven Gurve 

Big. 25. Big. 26. Sig. 27. 








A 5 —J ALMNo X 


Ä “NO 
APR, dig. 26, im Abnehmen begriffen; es ift folglich im erſten Falle: 
0 (tung.a) — € (&*) pofitiv 


ur Ce 
und tm zweiten oO (lung.a) — O0 (*) negativ, und man hat endlich auch 


für den Infleriong- oder Wendepunkt Q, ig. 27, d. i. fir die Stelle 
Q der Curve, wo Gonverität in Concavität übergeht, oder das Umgekehrte 
ftattfindet, auch SQ — TR, und daher: 


. [fcy 
0 (tany.a) — =) = Nu 
(tany. «) Q (2 u 


. 
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Es gilt alfo die Regel: Ift das Differenzial der Tangente bes 
Zangentenwinfels pofitiv, jo befigt die Curve Gonverität, 
ift es negativ, fo hat diefelbe Coucavität, und tft es Null, 
jo bat man es mit einem Wendepunktte der Curve zu thun. 

Auch ift hiernach leicht Folgendes zu ermeſſen. Die Stelle, wo die Curve 
parallel mit der Abfciffenare läuft, für welche aljo kung. « — 0 ift, ent: 
jpricht entweder einen Minino, oder Marimo, oder Wendepunkte 
der Curve, je nachdem diefe Curve conver, oder concav, oder feines von 
beiden, aljo 

© (tung. a) pofitiv, oder negativ, oder Null ift. 

Tagegen die Stelle, wo eine Kurve mit der Drdinatenare parallel Läuft, 
aljo any. « — & ift, entjpricht entweder einem Minimo, oder Marimo, 
oder Wendepunkte der Curve, je nachdem diefelbe concav oder conver oder 
theild concad, theild conver, aljo d (lang. c) vor und nad) dieſer Stelle 
negativ oder pofitiv ift, oder vor diefer Stelle ein anderes Zeichen 
hat ala nach derjelben. 

Ein Curvenſtück mit Wendepunkt Q der erften Art führt Fig. 28, und ein 
ſolches mit einem Wendepunkt der zweiten Art Fig. 29 vor Augen. Man 
ſieht, die entſprechende Ordinate N Q ift weder ein Marimum, noch ein Mini— 
mum; denn es find in feinem alle beide benachbarten Ordinaten MP und 
OR größer ober Heiner ald NQ. 

Fig. 28. Fig. 29. Fig. 30. 





In der Geontetrie, Phyfil, Mechanik u. |. w. ift die Ausmtittelung von Mari⸗ 
mal und Minimal» oder fogenannten eminenten Werthen einer Junction 
oft von großer Wichtigkeit. Da "in der Folge vielfache Beitimmungen 
ſolcher Zunctionswerthe vorfommen "werden, fo möge hier nur nod) folgende 
geometrifche Aufgabe diefer Art zur Löſung gebracht werden. 

Es find die Dimenfionen eines geraden Kreischlinders AN, Fig. 30, 
anzugeben, welcher bei einen: gegebenen Yuhalte V die Fleinfte Oberfläche O 
hat. Bezeichnen wir den Durchmeffer ber Bafis diefes Cylinders durch x, 
md die Höhe deflelben durch 4, fo haben wir: 


v-Zry und 


die Überfläche oder den Inhalt der beiden Grundflächen plus den Inhalt des 
Mantels: 
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+ a2ıy, 
oder da der erften Gleihung zufolge, 


a 
0 — 





any = J ‚alfo T = 4 V oT! geſetzt werben kann: 


2 
0=——-+4Ve, 


und folglich, da wir O und x als Coordinaten einer Curve behandenl 
können: 
tung.a = = = a2 — 4Vı”. 


Segen wir nun diefen Duotienten Null, fo erhalten wir die Beftim- 
mungsgleichung: 


4V 
ee ge oder zı3 = 44V, 


deren Auflöfung auf: 


x — vr und 


„„I_Vyern. X _War_, 
IT n3 16V? A 
führt. 


Da noch 0 (tany.«) — (r 4 I: ox pofitiv ift, fo führt diefe 


Beſtimmung auf das gefuchte Dinimum. 

Diefe Beſtimmung findet aud) ihre Anwendung, wenn ed darauf ankommt, 
die Dimenfionen eines cylindrifchen Gefäßes zur finden, welches bei einen 
gegebenen Faſſungsraume die Eeinfte Mienge an Material erfordert. Zie 
entfpricht diefem Falle ummittelbar, wer das Gefäß außer feinen kreisför— 
migen Boden aud) nod) einen foldyen Dedel erhalten foll; wenn aber der 
legtere nicht gefordert wird, fo hat man: 


0= ni + 4 Var, folglich : 


x Le _ 47 
, woraus nun: 


vs 2 3 7 
7 und 4 “ — — 75 72 — — VI Inx 
folgt. 


Während alfo im erften alle die Höhe gleich der Weite des Cy— 
linders zu nehmen ift, Hat man im zweiten Falle diefelbe nur der halben 
Cylinderweite gleid) zu machen. 


Art. 15.] Hülfslehren aus der Analyfie. 25 


Art. 15. Durch fucceffives Differenzüiren einer Function y — f(x), 
findet man eine ganze Reihe neuer Sunctionen der Urvariablen x, und zwar 


oy _ _ Of(e) 
Ak) = a2 By ’ 
pe) = EI, = AR um 
3.8 füry=f(e) = ı*, folgt 
A) = "a z*, Ja (x) — 10), 2 Ka) — Ya g u. ſ. w. 


Für eine Function, welche in einer nach Potenzen von x mit pofitiven 
ganzen Erponenten fortfchreitenden convergenten Reihe 
‚=-/)=-A+Arst+AhRr +++ 
dargeftellt ift, erhält man 
Al) = Aı +24: +34 +44, + --- 
Aka) = 2A+t2.342+3.4 A422 + --- 
Pl) = 2.34; 2. 3. 44. .. uf. m. 

Setzt man nun in dieſen Reihen x — Null, fo erhält man dadurch lauter 
zur Beftimmung der conftanten Coefficienten As, As, A, ... geeignete Aus: 
drüde, nämlich: 

(0) = Ay, fı(0) = 14,1, fa(0) = 2 Ar, fs (0) = 2.3.4; u. f. w. 
md es folgen daher diefe Coefficienten felbft: 


4 = f(0), Adı = fi (0), Ar = "fr (0), A;= 2 





540), 
A= 7.0 u. ſ. w. 


Es iſt hiernach eine Function in folgende, nah) Mac Laurin benannte 
Reihe: 
S)=fO)+A- = +40 - 73 t+r%0- 


x* 
+ /,(0)- 1233 — ++. zu verwandeln. 


Für die Binomialfunction y= fl) = (1 + v)* ift 
der +9", Adnan — ı) (+ "", 
. () (a — m — 2) 1 + "uf. m, 
wenn man daher 2 — Null fest, fo erhält man: 
JSV=-LAV)=enAhO)=nn — 1) 


SO) =n(n — 1) (n — 2) u ſ. w. 
und es folgt die binomifche Reihe: 
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n — 1 
I.) a+9'=1+7% — 
u ei + m. 


.2.8 
Auch ergiebt fid): 





1) „_na-)a-29) , 
(1 — x)" — 1 — or + N Heer +, 
fowie: 

1 
— + tee url, ‚er! —8 2) nt... 
Ferner 1 tx (1 — P — — gefett, folgt — * und 
aA+j"=l—-)"=140 a + ed 
aa +) a +2) ,\... 
+ 1.2.3 are 











II) A + =1 + we +re+D ——— 


63 ) Bu 
+ 1.2.3 1-+x% + 
Die Reihe unter 1. ift eine endliche für ganze pofitive, und die unter II. 
für ganze negative Werthe vonn. 3.8. 


1+9°=1+45%0+ 1022 +4 1022 +50 4 2%, und 
rt (1) 06) 
(1 
Tatra (1 + =) ift, fo folgt auch 
regel 
++ J— 


IL) (a +" = u + ac ‚ey a 
n(n — 1) (n — 2) Pr 
+ 1.2.3 "re 
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3.8. V 10092 = (1000 + 9)” = 100 (1 + 0,009)" 
2/, (2/, — 1) 
— 100 (i + 2% . 0,009 + ——— (0,009) + ) 


— 100 (1 + 0,006 — 0,000009) = 100,5991. 
Auch ift: 
n n n— an — 1) „-: 
Hart + He 


daher für fehr große Werte von „ annähernd : 
«+ D ne, 


Hiernach folgt ! — erVor, ferner: 
ya eo 


30 


an _ &— N" — (a — 2)" 

(a 21 — —. 
1 _ ae 
eye —. 


und zulegt: 
2n — 1* 
— 
Tuch Addition zu beiden Seiten der Gleichheitszeichen folgt num: 
MILE IHRE PIE HH 


1*-1 — 





— (x + 1)" — 1" 
— n ’ 


oder — 1 — m, alſo = m + 1 gelegt und die Reihe in umgelehr- 
ter Ordnung gefchrieben: 
(+ 1ypH—ı 
1* m 2 en 2 __ 11 I ep — — — —. 
4243 4 + 6 1) +% m 1 
Noch kann man, da x fehr groß, eigentlich unendlich groß fein ſoll, 
(e + et! = zWtl feßen, weshalb die Summe der Potenzen der 
netürliden Zahlenreihe folgt: 
IV.) 7% 9m m Mn — aut B 
4 4 3 4 .oe + J — m+ 1’ z. 
VV + Va2 . . . - V 10002 annähernd 


1000% 77575 
— — 3/, V 10005 == 60000. 


57, 
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Art. 16. Die der Abfeiffe AO — x, Fig. 31, entfprechende Ordinate 
Fig. 31. OP — y läßt ſich aus unendlich vielen 
ungleihen Klementen oy wie FB, GC, 
HD, KE... zufammenjegen, die lauter 
gleichen Elementen oc = AF= FL= 
LM=MN... der Abfeiffe entfprechen. 
Wäre daher %y — P (x). 0x gegeben, 
jo wirde man 9 durch Sununation aller 
derjenigen Werthe von Ay finden, die ſich 
herausftellen, wenn man in @ (x). 0% 
ftatt x nad) und nad) Or, 20r, 30x, 
+02...bie ndx == x einjegt. Diefe Summation deutet man durch dag 
fogenannte Integralzeihen, [ an, welches man vor den allgemeinen Aus- 
drud für die zu fummirenden Clemente fegt, fchreibt alfo ftatt: 
y=[9(dr) + gyl2er) + PB0%x) ) Or, 
y=/p() or. 
Auch nennt man in diefem Falle y das Integral von P(x)O.r, fowie 
p (x) ©.r das Tifferenzial von y. 

Zumeilen kann man das Integral f p(X)d x durch wirfliches Summtiren 
der Reihe P(d.r), P(20r), (300) u.f.w. beftimmen; viel einfacher ift es 
jedoch, bei Ausmittelung eines Integrals eine der im Folgenden entwidelten 
Regeln der fogenannten Integralrehnung in Anwendung zu bringen. 

Iſt n die Anzahl der Elemente Ox von x, alfo x = nOrx, ober ©x 





A FLMN 


L 
=— jo kann man fegen: 


x 2X 3X næ x 
a =|leG)+r)+r() ++ (a )|%- 
Für das Differenzial Oy = axdxr hat man z. B. das Integral: 
Y — farörx — a0ı (dx +202r 4+30xr +--- + nöOr) 
—(1+2+3+:-.:-+ Mao, 
oder, da nah Art. 15, IV, für n— ©, die Summe der natürlichen Zahlen- 


2 
+2 + er il 





y=faxror — lYın?a z — Marl. 
Auf ähnliche Weife findet man: 
20r 
— [FE er Her +302 + Hndaynz 


= a+2 +84 4m, 
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wenn z — n0x gelegt, oder aus n Elementen Or beftehend angenommen 
wird. Nun ift aber nad) 8. 15, IV, fr — ©, 


1 + 2? + 3?-+. +02 = I, daher folgt: 
I _ m 08 (no 








— 


a 3 a 3a 3a 

Art. 17. Aus der Formel [a + m/(z)] = meflr) ergiebt ſich 

duch Umkehrung Im of) =atmf() =at+tm S ef(?), 
oder of() = Pr). Cx gelebt, 
L) [m$ (e) 0r=a-+ m [Y (z2)0x, 

md hieraus folgt, daß der conftante Factor m beim Integriren fowie 
beim Tifferenziiren unverändert bleibt, und daß durch bloßes Inte— 
griren ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nicht beftinmt 
werden kann; daß alfo das Integriren allein ein noch unbeftimmtes 
Integral Liefert. 

Um das conftante Glied zu finden, müſſen zwei zufammengehörige Werthe 
von rund y —= Pr) 6x befannt fein. It fire—=c,y==k, mb 


hat man y — [P(r)dz = a + f(x) gefunden, jo muß auch: 
k=a+f(o) 
fein, und e8 giebt daher die Subtraction: y — k= f(x) — fe), 
alfo in diefem Falle: 
y=S[y)dz =k+ fd) SID) Hk— flo); 
und man bat hiernach die Konftante a —= k — f(c). 
Denn man 3. DB. weiß, daß das unbeftimmte Integral: 


2 
y= 0, = flta=1,y— 3 giebt, 


jo hat man die nöthige Conftante a — 3 — 1/, — ®/2, und daher das 
Integral: 
. 22 — 5 + +2 
= [z0r=a+® = — 

Selbſt die Conſtantenbeſtimmung läßt das Integral noch unbeftimmt, 
weil noch für x als Urvariable, jeder beliebige Werth angenommen werden 
tm; will man aber einen ganz beitimmten Werth %, des Integrals haben, 
der einem beftimmten Werth c, von x entjpricht, ſo muß man noch diefen in 
das gefundene Integral ein=, alfo kk —= k + f(cı) — Sc) Segen. 

2 
Zu fte=6y= 15. 

Meift ift derjenige Werth von z befannt, bei welchem y — O0 ausfällt; 

in diefem Galle hat man alfo A —= 0, und es führt daher das unbeſtimmte 








So giebt +8. y= [e02= 
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Integral SP ()er — f(x) auf das beftimmte kı — f(cı) — (©), das 
alfo gefunden wird, wenn man in den Ausdruck /(r) fir das unbeftimmte 
Integral die beiden gegebenen Grenzwerthe +, und ce von x einfeßt, und die 
erhaltenen Werthe von einander fubtrahirt. Um dies anzudeuten, fchreibt 


eı 2 
man ftatt / p(x)ox, / ꝙ (7) ), wenn alſo z. B. f p(x)0x —Z ift, 


a ce? — e? 
/ p(r)Ar= 1 . 
r 2 


Die Umkehrung der Differenzialformel Alf) + Pal = of) 
——+0gp(r) giebt die Integrafformel: / [löf@) HP) =Fd + PA) 
oder wenn man Af(r) = u () er ımdop(d)—=x (ln) Er seht: 
1) V—IvGov + Wr] = @dr + fd °r- 
Es ift alfo hiernach das Integral von einer Sunme meh- 
verer Differenzialien gleid) der Summe von den Integralen 
der einzelnen Differenzialien. 


3.8./@ +5n)0r— f30r + f5z02x =3r + 'jı2. 


Art. 18. Die wichtigfte Differenzialformel IV des Artikels 8: 
oa) =nMdor, 
führt durch Umkehrung auf die ebenfalls fehr wichtige Integralformel. Es ift 
hiernad) [ nar-19d2 — a", oder n f ar-19x — a*, daher 


’ gr 
ao —; 
N 





fegt man alfo a — 1 — m, und hiernach —= m + 1, fo erhält man 
folgendes wichtige Integral: 
zm+l 
m-+-1' 
welches in Anwendung mindeftens ebenfo oft vorfommt, als alle übrigen 
zufanmen. 

Die Form diefes Integrales weift auch darauf hin, daß es dem in Art. 9 
abgehandelten und in Big. 17 abgebildeten Curvenſyſteme entſpricht. 


Hiernach ift z. B. /b as O —= 5 [ardr — 'urt; ferner: 
[V#?: — [:%0r =’, 2b — 3.V x"; 


0% / aa — 
— —N dr — — 5. 
J37 5 7 fa 1/; V⸗ ; 
/« — 62? + rt) dr — [a0 — [62202 + fört0x 
—=4/for — 6/0 + 5fxtde — Ar — 22? + 25; 


mot — 
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ferner, wenn man 3r — 2 —u, alfo Zöor — fu, oder or — 2 
einſetzt: 

V3r _32 % — 
/ 32 — 2 N) 0x — fer ou — 1, u ze 2/5 Vm 
3 3), ‘ 

— ?ı V@r—2%; 

. 0 

endlich, wenn 22°? — 1 — u, alſo 4rfr — fudirer— * 


geſetzt wird: 
5707 ö no aes 
— [208 Ir — who — — _ 
Var—ı 4Vu 4 23 
15 15 — 1 
= T Vu: — Fu F 2? — 1)2. 


Dur Hinzufügung der Grenzwerthe laſſen ſich die unbeſtimmten Inte: 
grale ſogleich in beſtimmte verwandeln, z. B.: 


— J — 3, — 19 = >). (16 — 1) = 18%), 


[ays VE -Ve=ı | 
IR V3r —- 2.9: — 2/,(V 163 — V») —2), (64—1)= 14. 


Bäre z. B. /(4 — 62? + 521)0r — 7 fir x — 0, fo hätte man 
allgemein: (4 — 61? +5r)0r = 7 +4r — 27 + 2°. 

Art. 19. Die fogenannte Erponentialfunction y = a”, welde 
m einer Potenz mit variablen Erponenten befteht, läßt fich mittel? Mac 
Laurin's Theorem wie folgt in eine Reihe verwandeln, wobei auch zugleich) 
das Differenzial derfelben mit gefunden wird. 

Sept man — A + Ar 4 Ar? + Ar? + - - -, ober, ba 
fit z — 0, a? den Werth a’ — 1 annimmt, alfo Ao — 1 ausfällt, 
a — 1-+ Aıc+ Ar? + Ar+ *., ſo hat man aud): 
az — 1 + A dr + 4092? -+ 4,07? + - ---, und daher 
0 (a) — ar da — a—a’ar — a: — a! (a?r — 1) 
= a? (A, 0x + A,0x? + 4,0x? + .. ) 
— ar (A. + Aaꝛde + -- )Oxr AL-O. 
Run folgt durch fucceffives Differenziiren der Reihe 
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S/Q=e«=1+A:+Ak® +40 +---, 





je) = — Aa®@—=A+t24r+3Ar-+ ---, 

So) — Nae—= 242.3. Ar+:- 
0(A°ar 

ya UN Near. ut 


feßt man daher x — 0, fo folgt: 
4, — A, 24 = 45,2.3.4=A+ 
daher | 


1 1 il od , 
=, mAh AA gf ulm, 
und es nimmt die Eworeni alrihe die so 
a3 
I.) e—1+ A + 4} 13747773 


Fries 


4 _ — ... 
FOREN an. 


Der conftante Coefficient A, ift natürlich eine beftimmte Function der 
conftanten Grundzahl, ſowie legtere eine Junction des erjteren, giebt man 
daher die eine von beiden Zahlen, jo tft dadurch die andere auch beſtimmt. 
Die einfachfte oder fogenannte natürliche Botenzenreihe erhält man 
für A, — 1, deren Grundzahl (a) in der Folge mit e bezeichnet wird. Es 
iſt alſo: 

23 x* 


L 3 
I) e=1+7 +75 +7735 t735 3 .3+" 


und fegt man x — 1, fo ergiebt fid) die Grundzahl der natürlichen 
Potenzenreihe: 


el — — 1+1 4 +4, + lat: -= 2,7182828... 
Segt mar ce — a”, oder a — €", fo ift Um = Log. nut. a, der fo: 
genannte natürliche oder hyperboliſche erh von a, und 


Il) «=(”r7=e"=1+- (2) + +73 2 26 


1 7 
6 ri 
Da diefe Reihe der Form nad) mit der unter I. übereinſtimml, fo ift auch 


1 
A, = —, um 
m 
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IV) da) = Aaron — © 


V.) Ole) = eör. 
3.2. 0(er+)) = edit! 9(3x + 1) — 3eitt!dr. 





= Log.nat.a.. a”dx, fowie 


Sept man y — u? — er, fo hat man umgefehrt: 
x —= 109. y und — — Log.nat.y, daher 
Lvg..y — m Log.nat.y, ſowie umgekehrt 
Log. nat. y oder Log..y — — L09..%. 


Die Zahl m Heißt der Modul des der Grundzahl a entiprechenden 
Yogarithmenfyftenes. Es läßt fich alfo mit Hülfe defjelben der natitrliche 
Logarithme in jeden fünftlichen, und umgekehrt, ein folder in den natür- 
lichen verwandeln. Für da8 Brigg’fche Logarithmenſyſtem ift die Baſis 
a= 10, daher !m — Log.nat. 10 = 2,30258...., und umgekehrt, 
der Modul 

1 


MT Toog.nat. 10 


— 0,43429 ... 


Es ift alſo: 
Log.y = 0,43429 Log.nat.y, und 
Log.nat.y — 2,30258 Log.y. 
(Bergl. Ingenieur, ©. 81 u. f. w.) 


Art. 20. Der Lauf der Curven, welde den Crponentialfunctionen 
= e* und y — 10° entſprechen, wird durch Fig. 32 (a. f. S.) veran- 
ſchaulicht. Fur x — 0 ift in beiden Fällen y — e' — a! — 1; deshalb 
gehen denn auch beide Curven OQS und OQ, S, durch denfelben Punkt 
(6) m der Ordinatenare AY. Für x = 1, ift: 

y=e — 2718...,un 
y— 107 = 10, 
für — 2, giebt: 
y— e* — 2,718? = 7,389 und 
y= 10 — 10? — 100 u. ſ. w.; 


es jteigen alfo auf ber pofitiven Seite der Abſciſſenaxe beide Eurven, zumal 


aber die letztere, ſehr ſtark an; dagegen ift für & — — 1: 
- 1 
Tel ⸗ — — — .. 
met gg, 0868. um 
10° — 10-1 — 0,1; 
ferner für 2 — — 2: 


Beisbach’s Yebrbub der Mechauik Br. 1. 8 
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ee —e?’ — 


endlich für x = — © geben beide Glei 
1 


Hülfslehren aus der Analyſis. (Art. 12. 


1 
2,718: 


0 — — — 
€ 


— no — 






—— —— — — —— 


N; ------ ---- 07-7... 00-0 


— 0,135 und 10° — 10? —= 0,01; 
chungen: 


1 


=. 


Es nähern ſich alfo beide Curven 
auf der negativen Seite der Ab- 
fciffenare diefer Are immer mehr 
und mehr, und zwar die leßtere 
ftärfer als die erftere; jedoch findet 
ein wirfliches Zuſammentreffen 
mit diefer Are nie ftatt. 

Da aus 

y=— e, x = Log.nat.y 
und ebenjo aus 

y= a”, æ — L0g.aY 
folgt, fo geben diefe Curven aud) 
eine Scala der natlirlihen und 
Brigg’fchen Logarithmen ab; es 
find nämlich die Abſciſſen die Lo— 
garithmen der Ordinaten; fo iſt 
z. B. 

AM — Log.nat.MP 
— Log. MPı 
u. ſ. w. 
Nach der Differenzialformel 


- IV. des legten Artikels ift der Tan⸗ 


gentenwinfel & der Erponential- 
curve durch die einfache Formel: 
oy_  a*’ox 


tang. — * = 7 
— — — 
=. =, y Log.nat.a 
beftimmt. 


Bei der Curve OP, Qı Sı, Fig. 32, ift folglid) die Subtangente 
— ycotg.a—m, alfo conftant, und bei der Curve OPQS tft fie ſtets — l, 
3. 2. für den Punkt Q, Al = 1, für den Punft A, 12 = 1 uf. w. 


Art. 21. 


Iſt x — or, fo hat man aud) 


0 = O(a’) — 


avoy 





Mm 
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und umgefehrt, 
mor m x 
a ı 








oy= 
Nun ift aber auch „— Log.„ x, d.i. der Logarithme der variablen Potenz x 
bei der conftanten Grundzahl u, daher hat man auch folgende Differen- 
zialformeln der logarithmiſchen Functionen 
y = Log..xz und y = Loy.nat.r: 
MCH 1 
x "Tog.nata © 


11.) 6(Log.nat.x) = —. 


1.) cıLog.as) == =, fowie 


It « der Tangentenwinkel der Curve, welche der Öleihung y— Log.a ı 


entipridjt, fo hat man tang.ua = *. und die Subtangente 
— 
= ycolg.a = — 
ycoıg m’ 


alfo proportional dem Inhalte xy eine® aus den Seiten z und y zu con⸗ 
ſtruirenden Rechteckes. 
Mittels der gefundenen Differenzialformeln J. und II. erhält man: 
oVx 6l(a% ‚eo 
1) (Log.nat. V x) Ir ed. —— 
oder au — © (1/, Log.nut.x)—1,0(Log.nat.x)—= 1, ‚28 





2) © Log. nat. (27 + —)= —=0[Log.(2+ x) — Log. x?] 


— € Log. (2 + x) — 0 Log. ꝰ) 
0x ger __ 9) 


arte "Tr TO Eat) 
3) 0 ( Log. nat. =) — 0 [Log.nat.(er — 1)] — O[Log.nat.(e+-1)] 
| le) Le) ede edz erde 


— 








TE nn de — — —— — 





— AcAATI e-1 e+l ez—-ı 
Art. 22. Wenn man die Differeniaffermel des vorigen Artifel® ums 
kehrt, fo ftößt man, wie folgt, auf andere wichtige Integralformeln. 


n__@0x a Er 
Aus 9 (a?) — * ge [ > =ar, di: 
1) [a 9x —=ma’=ar : Log.nat.a, und daher: 
1) [eda=e. 














5* 


86 Hülfslehren aus der Analyfis. . - [Akt. 23. 
olg SEI... d. t.: 


III.) ri ex = — Loq.. æ — Log.nat.x, und dafjelbe giebt auch die 


Formel 9 (Log. nat.x) = e: . 


Hiernach laſſen fich leicht folgende Beiſpiele berechnen: 
je 02= 1, E65) ern, 


Ss" ray = Log. nat. (7 c-+2). 
— ‚)0= 


— 


—/x209:+ [0x +3 [ed 42 +2 Log.nat (æ — I). 








Ferner aus dOToq.- X) = 

















Art. 23. Die erfte Integralformel | or — läßt das legte 
Integral unbeitimmt; dem m — — 1 gefeßt, folgt: 

@_ / ld = + eine Conftante = © + Conftante; ſetzen 
wir aber z—1- u, und de—=du, fo erhalten wir: 
x 


ou 
— —7—T7T]L_,„ un 2? — u? A... 
z 1+u =l1—-u+rW— u ru )du, und daher 


r_ = [= fü-nte wet +)du 
—=Sou— fucu+ fwou— [wou+-- 

u? u? ut 
=egtgogr 
es läßt ſich alfo auch — —3 oder 
Emo, 


- 





IV.) Log.nat.z=(r — 1) — 


ſetzen. 

Mit Hulfe dieſer Reihe laſſen ſich die Logarithmen ſolcher Zahlen berech⸗ 
nen, welche wenig von 1 abweichen; hat man aber von größeren Zahlen die 
Logarithmen zu finden, ſo ſchlage man folgenden Weg ein. 

Nimmt man u negativ, jo giebt die vorletzte Reihe: 

Log.nat. 1 —u)=—u— “_Ue_M_L.., 
2 3 4 ’ 
und es folgt nun durch die Subtraction beider Reihen von einander: 


Art. 23.] Hülfsichren aus ber Analyfie. 37 
Lapaaı. (+) — Log.nat. = 2 (+++) ni 
br) (er Hl) 


1+u_ _a.—1_ 
1, alfo u = — geſetzt, 


V.) Log.nat. :=2|,-, tl) + Y( 5) + } 


Tiefe Reihe ift auch zur Beitimmung der begarithmen von , Pien 
Zahlen zu gebrauchen, welche bedeutend von 1 abweichen, da 7 — ftets 





Log. nat. 











unter 1 ausfällt. 


Es iſt auch Log. (x + y) — Log. nn (et +) 1og.(1 +2) 


=) +2) 
+ 
und daher: 
VL) Zog. (2 + y) = Log. +2; Eu — 1 1/; — +. | 


Dieſe Formel ift anzuwenden, um aus einem Logarithmen einen nächft 
größeren zu berechnen. 
3.8. Log. nat. 2 = 2 | 14 1) ++. 
2+1 
—=2 (+1, Na + V, Yas-t°",) 
333 
0,01234 
— — 9, 56 — 31: 
2 | 0.00082 0,34656 — 0,69312, 
0,00007 
genauer — 0,69314718. 
Log. nat. 8 — Log. nat. 23 — 3 Log. nat. 2 ift hiernad) = 2,0794415, 
und endlich nad) der legten Formel: 
Log. nat. 10 — Log.nat. (8 + 2) 


2 2 9 
—— . . — — | — — ..e. 
Log. nat +24; + (1665) +] 
— 2,0794415 4 0,2231436 — 2,302588. 
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Man kann aud) 


1 1 a 
— — — 1, ne ... 
Log.nat.2= Log.nat.1+2| | + »(z ' ) + | 
—2 (Mr + 1/5 + Yet .. ) — 0,693147, ferner 


Log. nat.5 — Log. nat. (4 +1) = 2 Log.nat.2 + 2 ( Y,t1jz ut) 
und zulett Log. nat. 10 — Log.nat.2 + Log. nat. 5 ſetzen. 
(Vergl. Artikel 19.) 

Art. 24. Don praftiicher Wichtigkeit find endlich noch die trigonome: 
trifhen und Kreisfunctionen, deren Differenziale und Integrale eben- 
falls im Yolgenden ermittelt werben. 

Die Sinusfunction y = sin. x giebt fir 2 —= 0, — 0; 





x 3,1416 — 

frr=, = "7 —0,7854..,y—=V!h = 0,7071, 
A 

fur — F, 9 1, fur — . 0; 

tr = ?,0%, y=—l, firr = 2m, — 0O u. ſ. w.; 


trägt man daher x als Abfciffen AO und y als die entiprechenden Drdina- 

ten OP auf, fo erhält man die fchlangenförmige Curve (APBx C2m), 

Fig. 33, welche fic nad beiden Seiten von A ins Unendliche fortfegen läßt. 
Big. 38. 
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Art. 24.] Hülfslehren aus der Analyiis. 39 
Die Cofinusfunction y=cos.x giebt für c—0, y—I1, fit =, 


y= V Un für =_, yo, für x = y=—J, fit 2%, a, — 0, 
fur x—=2m, 7 u. ſ. w.; ihr entſpricht daher genau dieſelbe Schlangen⸗ 
linie (4 1P— =D + ı) wie der Sinusfunction, nur tft diefelbe auf der 
Abfciffenare um !/, a —1,5708.. weiter vor oder hinter der Sinuscurve. 

Ganz anders find aber die Eurven geftaltet, welche den Tangens- und 
Sotangensfunctionen y=tang..c und y — cotang. x entſprechen. Sebt 
man in y=tang.z, 2—=0, 1 r, !ır, jo erhält man y=0, 1, ©, 
und daher eine Curve (AQE), welche ſich einer durch den Theilpunkt 5) 
der Abſciſſenaxe AX gehenden Parallele zur Ordinatenare A Y immer mehr 
und mehr nähert, ohne fie jezu erreichen. Nimmt man ferner x =>, rar, 
jo erhält man y—=— ©,0,+ ©, und daher eine Curve (Fr G), die ſich 
den Parallelen dur) (*) und (3/, m) bi8 ins Unendliche nähert, oder wie 
man jagt, diefe Parallelen zu Aſymptoten (f. Art. 11) bat. 

Bei ferneren Annahmen für z wiederholen ſich diefelben Werthe von y, 
und deshalb wird alfo auch der Function y— tang. x durch lauter Curven, 
wie (Fr G@), weldje um m —= 3,1416 in der Richtung der Abfciffenare von 
einander abftehen, entiprochen. 

Die Function 


y= cotang. x, giebt dagegen für 2—0,- 2,y—=%,10,— »©, 


4’ 2 
. daher entfpricht derfelben eine Curve (x 021), welche von der Tangen- 
tencurve nur der Tage nad) verfchieden ift; auch läßtäjich leicht einfehen, daß 
noch unendlich viele Curvenzweige, wie z. D. (mM = N) u. ſ. w. dieſer 
Function angehörgn. 

Während fowohl die Curve für Sinus und auch die fir Coſinus (die fo 
genannte Zinufoide und Cofinufoide) ein ftetig zuſammenhängendes 
Ganzes bildet, befteht die Curve für die Tangenten, ſowie aud) die fiir die 
Sotangenten (die fogenannte Tangentoide und Gotangentoide) aus 
lauter getrennten Zweigen, inden ihre Ordinaten für gewiſſe Werthe von 


aus dem pofitiven Unendlichen in das negative Unendliche überſpringen, wo⸗ 
bei natürlich die Curve ihre Continuität verliert. 
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Art. 25. Die Differenziale der trigonometrifhen Linien ober 
Functionen ergeben fich durd) Betrachtung der Fig. 34, in welcher 
CA=CP=(Q=1,Bg. AP=z,PQ=dx, ferner: 

PM= sin. x, CM= cos. x, AS=tang. x, endlid): 

00=NQ— MP=sin. (ce +9x) — sin.x—9 sin. x, 
0OP=—(CN—- CM —=— cos (x + 09x) — 008.2 —— cos. x, und 
ST—=-AT— AS=tang.(c +0x) — tang. x —=9tang.x ift. 

Da das Bogenelement P rechtwinkelig auf dem Halbmefler CP ftebht, 
und der Winkel PCA zwifchen zwei Tinten CP und CA dem Winkel PQO 
zwifchen ihren Perpendikeln PQ und OQ gleid) ift, fo find die Dreiede 
CPM md QPO a ähnlich, und es ift: 

oQ _ Osin.d __ 008. X 





pP Te —— 
I.) Olsin.x)—=c0os.x-0 x; ebenſo auch: 
| OP__PM ,; Iran _ IE, daher 
PQ 62 SE 
ll.) © (cos. 2) = — sin. x 0x. 
Man erfieht hieraus, daß Fleine Fehler im Bogen oder Winkel auf den 
Kia. 34. Sinus um fo mehr Einfluß haben, je 


größer cos. æ, je Kleiner alfo der Bogen 
A oder Winfel ift, daß dagegen diefelben 
gi den Coſinus um fo mehr verändern, je 
R&_ größer sin. x tft, je mehr aljo der Bo- 


# "Ss gen ſich 5 nähert, und daß endlich das 


ni L/ Differenzial des Coſinus das entgegen: 
Ale ® gejegte Zeichen von dem des Bogens 

8 hat, alſo, wie bekannt, eine Zunahme 
von z eine Abnahme von cos. x liefert, 
und umgekehrt, eine Abnahme von x ein 
Wachen von cos. x giebt. 

Legt man SR rechtwinkelig auf CT 
jo erhält man ein Dreieck SRT, welches 
wegen der Gleichheit der Winfel R TS und CQN oder CPM den Drei- 
ede C PM ähnlich ift, und weshalb man hat: 

ST_CP_,,. Otang.x 1 


c — NM A 








SR CM 
= PO 2; 08.0r 
Nun ift ab — == 
un ift aber aud): cp .i.SR— 1 und 
1 d 
CS = = — — 
aa eg, daher SR — und 


Art. 26.] Hülfslehren aus der Analyfis. 41 





0x 
I.) 0 (tang. x) = (608. 2)? 
X R 
Fuhrt man ſtatt x, J — x, alfo flatt 0,2 (> — r) — — dx 
en, fo erhält man: 
ÖL 
© fang. >—® = — ⸗ dei. 
| os (2 — ) 
Ox 


IV.)  Cfeotung. x) = — (sin. 2)? 


Durd) Umkehrung geben diefe Formeln fir das Differenzial des Bogens: 


02 = —— — — —— — (e08. 2)? 9 lang. x 
C08. £ sin. x 
— — (sin. x)? 0 cotang. x, oder: 
I d sin. x _ 0 tang. x 
TVIT (@ein.a)? 14 (lang. x)? 
me 2 0 c08. & _ 6 cotang. £ 
en Viı-(cos.z2)? 14 (cotang. x)? 


Bezeichnet man nun sin.z buch y, und r duch arc. (sin.—y), jo 
erhält man: 


Y) 2 =y)= 
) arc. (sin. = y) = —— — 
und auf gleiche Weiſe findet man: 


0 
N) d urec.(o.—y)—=— Teuer , jowie: 
— y° 





VL) 9 arc. (lang. —y) = rt und 
VID.) d arc. (cotang.—y) = — 1 er 


Art. 26. Die legten Differenzialformeln geben durch Umkehrung folgende 
Integralformeln: 
l) [08.20 2= sin. x, 


1) S sin. ZOL—=— cos. x, 


IM.) N ann ton T, 


r. — 
) * cotang. x, ferner: 


42 Hülfslchren aus ber Analyſis. [Art. 26. 





V.) V — arc.(sin. = 2) = — arc. (cos. = x), 
VL) f ner — arc.(tang. = 2) = — are. (cotang.—=x), 


und hierzu laſſen ſich Leicht noch folgende finden. 


Es ift 9 (Log. nat. sin.) = ein. z — —— — cotang.x.Ox, 


sin. © sin. x 
folglich: 
VII.) S cotg. 20 x Log. nat. sin. x, ebenfo: 
VI) Stang. d — — Log. nat. cos. x; ferner: 





_ Diang.z _ 0x 
0 (Log. nat.tang.x) = tang.xz cos.xtang. x 
02  __ 0(2») 


— ⸗ 





daher: 


Sin. 2 COS. X sin. 2x 
0% 
nat 1 _— TI 
7) (Log. .tang. Ja x) — sin x’ 


IX) f 0? — Log.nat.tang. 3, cbenſo: 





sın.Zx 





Ö 
X.) — — Log. nat. tang. ( + 5) 
— Log. nat. cotꝗ. 2-3) 
1 4 ball —+b(l+x) 
Germet a = Ita TI (1+2) (1—x) gelebt, 


folgt 1=al - DJ b (144). Nimm man 1-20, alfo 








z—=— Lan, fo erhält man hiernach 1—=a (1-1), daher a=!/,, unb 
fest man 1— 20, alfo 21, fo ergiebt ſich 1 —2b, daher: 
1 Us Ug 
— 1 — — — — 
bV und 1—a ı14+z !' 1—r’ 


endlich aber: 


Ss Settr fn 


— !/, Log.nat.(1 + x) — !/, Dog. nut. (1 — 2), 





.. 2 
XI.) 5 — 1j, Log. nat. \ +2), und ebenfo: 


XII.) f — — 1), Log. nat. z * 5) 





Art. 27.) Hülfslehren aus ber Analyfis. 43 


Sept man Vı+2 +22 —= xy, ſo ahält man 14x? = z?y?, und 
or (1— 3) = xyOy, daher: 














02 _ ___0Y _, +y 
zer er nat. (7 ) woneqh 
x) — — Log.nat. (x + VITTA) ſowie: 
> 
XV) 7a — Log.nat.(c+ VAX) folgt. 


Art. 27. Um arc.(tang.—=xr) = f a zu finden, darf man nur 


; er * duch Diviſion in eine Reihe verwandeln und dann Glied für 
Glied integeiren. Man erhält fo: 
— 1 — "+ — +23 — ..,unb 


fm 
[a = fr - [wor + [#02 - [wor+--, 
folglich: 
—A 
L) arc.(tang. = 2)=x — ;tr57707 3. B 


= are. (ang. 1) * 1— + — — , 

alſo den Halbkreis æ —4(1 — 1, +11, — 17 +1 — ++), ober: 

are. lag —V )=V 4 +) 

jolgiich = 6 VL — 1; +1 — ho +) = 31415926 - -» 
Auf gleiche Weife erhält man aus: 


ner = 1 - Y—=-1+ at + Nr + 


= [dat [month | mot | vOcH-, 
di 


1x3 1.3 x5 1.3.527 
1) an) tg tar rt 


B.: 
= arc. (sin —Y)=UYy (14 Ya + Yo + met‘); 
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1 
— 02 — 
mel — 7778 
endlich für x — — © geben beide Glei 
1 
ee’ —— 7 
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— 0,135 und 10° = 10° = 0,01; 
Hungen: 


1 


— =. 
177 


Es nähern fid) aljo beide Curven 
auf der negativen Seite der Ab- 
fciffenare diefer Are unmer mehr 
und mehr, und zwar die legtere 
ftärfer als bie erftere; jedoch findet 
ein wirkliches Zuſammentreffen 
mit diefer Are nie ftatt. 

Da aus 

y— e*, x — Log.nat.y 
und ebenfo aus 

y= ar, x — L0g..% 
folgt, fo geben dieſe Curven auch 
eine Scala der natürlichen und 
Brigg’ichen Logarithmen ab; es 
find nämlich die Abfeiffen die Xo- 
garithmen der Ordinaten; jo tft 
z. B. 

AM — Log.nat. MP 
= L09.a MP 1 

u. ſ. w. 

Nach der Differenzialformel 


- IV. des legten Artikels ift der Tan- 


gentenmwinfel & der Erponential- 
curve durch die einfache Formel: 





tanı.a — Oy__a’oz 
IE 5, mir 
—_Ü_ıI_ 
= 17 y Log.nal.a 
beſtimmt. 


Bei der Curve OP, Qı Sı, Fig. 32, iſt folglich die Subtangente 
—ycotg.a—m, alfo conftant, und bei der Curve OPQS ift fie ſtets — 1, 
3. 2. für den Punkt Q, Al—=1, für den Punft 2, 122=1uf.w. 


Iſt x — a, fo hat man aud) 


Art. 21. 


0x = le) = 


ard 





Art. 22.] Hülfslehren aus ber Analpfis. 35 
und umgefehrt, 


MOxX mMmOxr 


Nun ift aber auch y— Log. x, d. i. der Yogarithme der variablen Potenz x 
bei der conftanten Grundzahl u, daher hat man auch folgende Differen- 
jialformeln der logarithmifchen Functionen 

y — Log.ax und y —= Loy.nal.r: 
mCc« 1 0x x 
ng Log.nat.a x 


c 
IL) 6(Log.nat.x) = —. 


I) cı(Log.ar) - ‚ fowie 


Iſt @ der Tangentenwinfel der Curve, welche der Gleichung y— Log.. x 


entipricht, jo hat man tang.a — —, und die Subtangente 
zy 
= tq. = — 
ycoig.& m’ 


alfo proportional dem Inhalte xy eines aus den Seiten x und y zu com- 
ſtruirenden Rechtedes. 
Mittels der gefundenen Differenzialformeln I. und II. erhält man: 
oV: (x 0 6x 
1) 6 (Log. a PERL EBET DEE 0% 


za a Tg 





oder au) — © (1/, Log.nut.x)—= 1,0 (Log.nat.x)—= Us ‚2 





2) 6 Log. nat. (+ =) =0[10g. (2-+ x) — Log. x?] 


—(C Log.(2+ .r) — 0 Log. (x?) 
x 907 (4+2)0x 


2,7 a eat 
3) © ( Log. nat. - = -) — 6 [.Log.nat.(ex — 1)] — O[.Log.nat.(e”-+-1)] 
__öle) _ Cl) _ ed eOx 2edz 

















— 
— — — — — — — — 


ex — e+l e—-1 &e+1 d-—1 
At. 22. Wenn man die Differenzialformeln des vorigen Artifels um⸗ 
tehrt, fo ſtößt man, wie folgt, auf andere wichtige Integralformeln. 


Aus (a) — —, folgt / — —ar, di: 


I) ri a9z—=ma”=—.a” : Log.nat.a, und daher: 
1) [eda=e. 





86 Hülfsiehren aus der Analyfis. [Art. 23. 
Ferner aus Az olg SEE=10.:, d. i.: 
x 


III.) =; — Log, a% — Log.nat.x, und daflelbe giebt auch die 





Formel d (Log. nat.x) — : 
Hiernach laffen ſich leicht folgende Beifpiele berechnen: 
je! ox= je} Ö (5 En — 1) — 1; eör—l, 


30x 0(7x+2) Br 
Je u "7:+2 /ı Log.nat.(7c-+ 2). 
—:)9° 


Je /e+ 


—/xöx+/fo0r +2 —— ztetrzenm en 











Art. 23. Die erfte Integralformel / ar or — 7 zn laßt das letzte 
Integral unbeſtimmt; denn m — — 1 geſetzt, folgt: 

Or , 20 
[E=/ = ot eine Konftante = © + Conftante; fegen 
wir aber &—1--u, und de—=du, fo erhalten wir: 


°2 _ rn — 1—utW—w+w—..)du, und daher 


— 
—fou— [uou+ [wou— [wout--- 


u? u2 ut 
545-504 
u , u? ut 
es läßt fich alfo auch Log. nat. (1 +)=4u-5+77717% oder 


(— 1)? d—1)? (1)! 
2 3 0774 rt 








IV.) Log.nat. 2 = (x — 1) — 


fegen. 

Mit Hilfe diefer Reihe laſſen fich die Yogarithmen folder Zahlen berech⸗ 
nen, welche wenig von 1 abweichen, hat man aber von größeren Zahlen die 
Logaritämen zu finden, fo fchlage man folgenden Weg ein. 

Nimmt man u negativ, jo giebt die vorlegte Reihe: 

u? u3 ur 
Log.nat. 1 —-u)=—u— ir sr —65 
und es folgt num durch die Subtraction beider Reihen von einander: 


Art. 23.] Hülfsiehren aus ber Analyſis. 87 
Log. (144) — Log.nat. = 2 (u+% + +) bi 


1 
+u 9 
1 — ⁊ 











“+ +2 +..), obe 


1i+u_ 7-1 
— — xXx, alſo u = z +1 geſetzt, 


v. — ol? = 1 — 1) z—1 -] 
) Log.nat. x 25 ul +4 — — 

Dieſe Reihe iſt auch zur Beſtimmung der begarithnen von , Pien 
Zahlen zu gebrauchen, welche bedeutend von 1 abweichen, da 7 1 ſtets 











unter 1 ausfällt. 


Es iſt auch Log. x y) — Log.2—= Log. ()- Log.( +2) 


=" (2) r'a (2) -*. 

— + (+ + 
und daher: 
1) 19 @ ++) +] 


Tiefe Formel ift anzuwenden, um aus einem Logarithinen einen nächſt 
größeren zu berechnen. 


3.8. Log. nat. 2 —= 2 2 +1; + 


—2 (+1. Up + V,. ass +) 

0,33333 

— 2 | 0,01234 

0,00082 

—* 

genauer — 0,69314718. 


Log. nat. 8 — Log. nat. 2? — 3 Log. nat. 2 ift hiernad) — 2,0794415, 
und endlich nad) der legten Formel: 
Log. nat. 10 — Log.nat.(8 + 2) 


2 a N 
— Loa.nat. “ _ 121 [ —— u. 
Dog. nat +2|;; 5 r (55) + | 
— 2,0794415 + 0,2231436 — 2,302588. 


— 2.0,34656 — 0,69312, 
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Man kann aud) 


l 1.3 
—— — — 1/ — — .o.. 
Log.nat.2= Log.nat.1 +2 |, | + 377 ) 4 | 
1 1 
—2 ( + lg 5 D— +) —0,693147, ferner 


Log. nat. 5 — Log. nat. (4-+ 1) = 2 Log.nat.2 +2 ( Y+!js ut) 


und zulegt Log. nat. 10 — Log.nat.2 + Log. nat.5 een. 
(Vergl. Artikel 19.) 

Art. 24. Bon praftifcher Wichtigkeit find endlich noch bie trigonome— 
triſchen und Kreisfunctionen, deren Differenziale und Integrale eben— 
falls im Folgenden ermittelt werden. 

Die Sinusfunction y = sin. x giebt fir x — 0, y = 0; 

3,1416 


TU — 
fre= 7, = "= 07854...,9=V% — 0,7071, 


fr, y=lfte=my=0; 


für = ’,m, — — 1, für = 2m, — 0 u f. w.; 
trägt man daher x als Abſciſſen AO und y als die entſprechenden Ordina⸗ 
ten OP auf, fo erhält man die fchlangenförmige Cure (APBx C2m), 
Fig. 33, welche fich nad) beiden Seiten von A ind Unendliche. fortfegen läßt. 
Fig. 38. 
Y K E M G 
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Art. 24.) Hülfslehren aus ber Analyſis. 39 


“ 


Die Eofinusfunction y==cos.x giebt fir r—0, y—1, für ==, 


y= V In für —— y=Dd, für seny=—l, flür 2), Rr,y—=0, 
fr s—=2%#, y—=1 u. ſ. w.; ihr entipricht daher genau biefelbe Schlangen- 
linie (+ 1 PD + 1) wie der Sinusfunction, nur ift diefelbe auf der 
Abſciſſenare um Y, m —1,5708.. weiter vor oder hinter der Sinuscurve. 

Ganz anders find aber die Kurven geftaltet, welche den TZangens- und 
Eotangensfunctionen y—tung.c und y — cotang. x entipreden. Sept 
man in y=tang.z, 2£—=0, 1%, Yar, fo hält man — 0O, 1, ©, 
und daher eine Curve (AQE), welche fi) einer durch den Theilpunkt ( 5) 
der Abfciffienare AX gehenden Parallele zur Ordinatenare A Y immer mehr 
md mehr nähert, ohne fie jezu erreichen. Nimmt man ferner x =>, x, don, 
jo erhält man y„—=— ©,0,—+ ©, und daher eine Curve (FG), die ſich 
den Parallelen durch (3) und (3/3 7) bis ins Unendliche nähert, ober wie 

man fagt, diefe Parallelen zu Aſymptoten (f. Art. 11) hat. 

Dei ferneren Annahmen fiir x wiederholen fid) diefelben Werthe von y, 
und deshalb wird alfo auch der Function y — tang. x durd) lauter Curven, 


wie (Fr G), welche um m 3,1416 in der Richtung der Abfciffenare von 
einander abftehen, entfprochen. 


Die Junction 
y= colang. x, giebt dagegen fit 2=0,7,5, 2,y—=%,10,— », 


. daher entfpricht derfelben eine Curve (x 021), welche von der Tangen⸗ 
teucurve nur der Tage nach verfchieden ift; auch läßtäfich leicht einfehen, daß 
noch unendlich viele Curvenzweige, wie 3. D. (Mm = N) u. f. w. dieſer 
Junction angehören. 

Während ſowohl die Curve für Sinus und auch die für Coſinus (die fos 
genannte Sinufoide und Coſinuſoide) ein ftetig zufammenhängenbes 
Ganzes bildet, befteht die Curve für die Tangenten, ſowie auch die fir die 
Cotangenten (die jogenannte Tangentoide und Gotangentoide) aus 
lauter getrennten Zweigen, indem ihre Ordinaten fiir gewiſſe Werthe von x 


aus dem pofitiven Unendlichen in das negative Unendliche überſpringen, wo⸗ 
bei natikelich die Curve ihre Continuität verliert. 


40 Hülfslehren aus der Analyfis. [Art. 25. 


Art. 25. Die Differenziale der trigonometrifhen Linien ober 
Functionen ergeben fich durch Betrachtung der Fig. 34, in welcher 
CA=CP=(Q9=1, Bog. AP—=x,PQ=dx, ferner: 

PM =sin.x, CM= cos. x, A S=tang.x, endlid): 

0Q=NQ— MP =sin. (ce +9x) — sin. 2—=0sin.z, 
OP—=—(CN—- CM —-—.cos. (x +9.) — cos. 2 — — Ocos. x, und 
ST—-AT— AS=tang. (ce +08) — tang. x —=9tang.x ift. 

Da das Bogenelement P rechtwinkelig auf dem Halbmeffer CP fteht, 
und der Winkel PCA zwifchen zwei Tinten UP und CA bem Winkel PQO 
zwifchen ihren Perpendifeln > Q und O Q gleid) ift, fo find die Dreiede 
CPM und QPO a: ähnlich, und es iſt: 





OR _ Osin.z _cos.z 
Pg Gr eur, 

I.) O9 (sin. x) —= cos. 2-0 x; ebenſo aud): 
oP = PM ii — 9008. .C — sin.æ , daher 
?r9g cp" "7 

11.) & (eos. 2) = — sin. e Or. 

Mean erfieht hieraus, daß Fleine Fehler im Bogen oder Winkel auf den 

Fig. 34. Sinus um jo mehr Einfluß haben, je 


größer cos. x, je Kleiner alfo der Bogen 
;T oder Winkel ift, daß dagegen diefelben 
r den Coſinus um fo mehr verändern, je 


Re größer sin. x ıft, je mehr aljo der Bo- 
E38 gen ſich = nähert, und daß endlich das 
W Differenzial des Coſinus das entgegen⸗ 
le: gejegte Zeichen von dem des Bogens 


| bat, aljo, wie befannt, eine Zunahme 
| von x eine Abnahme von cos. x Liefert, 
und umgefehrt, eine Abnahme von x ein 
Wachſen von cos. x giebt. 

Legt man SR rechtwinkelig auf CT 
jo erhält man ein Dreied SRT;, welches 
wegen ber Gleichheit der Winkel RTS und CQN oder CPA dem Drei— 
ede C PM ähnlich ift, und weshalb man hat: 


ST _CP bi Olany. x 1 








m > SR 
PQ OS.er 
Nun ift aber aud): =, nisr- 1 und 


0x 
cos. x 


und 





CS := secans. x = ıü daher SR —= 
C08. % 


Art. 26.] Hälfslehren aus der Analyfis. 41 


0% 
IM. . ) = ———_. 
1)  2ltang. x) (cos. 2)? 
| x 4 
Fährt man ftatt 3 — 2, alfo ſiat 02,0 (> — r) — — dr 
em, fo erhält man: 
T 0X 
0 fang. 3. *?)=- — jr d. i. 
| os 5 — 
Ox 


I.)  Cfeotung. x) = — (m. 


Durch Umkehrung geben diefe Formeln fitr das Differenzial des Bogens: 


Osin.x Ö C08. © 
= RE (Co. h ang. 
— nn (cos. x) ng. x 
— — (sin. x)? 0 cotang. x, oder: 
2 O sin. x 0 tang. x 
— — — 
VI (sin.x)? 1 (tang. x)? 
RE 0 cos. & 0 cotang. x 
Vi (cos. x)? 1 + (cofang. x)? 


Bezeichnet man nun sin. x durch y, und x durch arc. (sin. — y), fo 
erhält man: 
oy 


Y, f) (sin. = ——, 
) dare.(sin.— y) vi_n 
und auf gleiche Weiſe findet man: 


0 

N) 2ure.(o.—y)—— 57 ſowie: 
—y 

ML) 2are. (lang. —y) = rt und 


VIII.) darec. (cotang.—y) —= — Its 


Art 26. Die legten Differenzialformeln geben durch Umkehrung folgende 
Imegralformeln: 


L) JS e08.202= sin. x, 


N) S sin. 2O—=— cos. x, 


Ox 
In. IF _ yana. 
Or 


I. 02 __ | 
) 5 cotang. x, ferner: 
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V) f re — are. (sin. = x) = — arc. (cos. = ?), 














0% — 
VI) er =2) 
und hierzu Laffen ſich leicht noch folgende finden. 

Osin.zxz  C08.%.0% 
Es ift 9 (Log. nat. sin.x) = =, nm” cotang.x.Ox, 
folglich: 
VII.) S cotg. 20 2 Log. nat. sin. x, ebenfo: 
VII) tang.x02 = — Log. nat. cos. 2; ferner: 
Ddtang. __ 0x 
0 (Log. nat.tang. x) = tang.x cos. æꝰ tang. æ 
0% _ ACER daher: 


— gin.xcos.z sin. 2x2 


0 (Log. nat. tang. Y/s x) = 








sin. æ 
0x x 
IX.) / — Log. nat. tang. 3’ ebenfo: 
or %,ı % 
X.) f — * Log. nat. tang. 4 5) 
— Log. nat. ootg. (- — 5) 


1 _.0 b a arsurn 
1— ars tin (142) (1— x) geſest, 
ot 1a - ) (14). Nimmt man 1 — 0, alfo 
z—=—1 ar, fo erhält man hiernad) 1—=a (1 +1), daher a—=!/,, und 
feßt man 1— 20, alſo z—1, fo ergiebt ſich 1—=2b, daher: 


1 a !/a 
— 1 — — — — — 
ud = ha 7 
endlich aber: 


ds ı ı 0% 
IE - "Sat 5 ker 
— 1/, Log.nat. (1 +2) — Y/z Log. nat. (1 — 2), 


Ferner 








d. i.: 
d 

XI.) / ĩ — — 1/, Log. nat. \ we), und ebenjo: 
en 

X.) a_1”7 — Us, Log. nat. — 5) 


Art. 27.) Hülfslehren aus der Analyſis. 43 


Sept man V 142? — xy, fo erhält man 142? = 2? y?, ımd 
or (1— 3) = xyOy, daher: 











[7 Ö 1 
Vıra” gt 2 Log. nat. (7—# ) weni; 
XI.) v3 = Log.nat.(c+ V 1-+22), fowie: 





0x j 
XIV) f ar = Log.nat. («+ V 31) folgt 
Art. 27. Um arc.(tang.=x) = f a zu finden, darf man nur 


4; ; durch Divifion in eine Reihe verwandeln und dann Glied für 
Ölied integriren. Dan erhält fo: 
I _ı- — 128 s — ... 
Its —]1 x + 2’ % + % ‚und 


[Es = Se: - [wo + [#02 — [ads+--, 

folglich: 

L) arc.(tang. = 2)=r — > +2 z — E — 

= are. (tan. =1)=1—- ty — to — -, 

dh den Halbkreis z—= 4 (1 +1 17 41a — * oder: 

==are. (tang. —-Y1,)= VYl-'7%. +1)? — 17(/)?+-) 

folglich 6 VA + — Iso) = 31415926 --- 
Auf gleiche Weife erhält man aus: 


— = (1 — 2) 1 +1); + % 04 /e rt --- 


= [dat [woct | ct [wöcH-, 


d.t: 
. 1 x2 1.325 1.3.5227, 
rettet 


J. B.: 
are (sin =) all + Yet + met), 


, z. B.: 
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aljo: 
—S 
0,00469| 
AI—3 0,00070| * 3,1416.. 
0,00912 


Ferner folgt durch fucceflives Differenziiren, wenn man 
sin.c— A Aı T + As R2+Ar+Ar+--- jeßt: 


MN = Ah+2 hr t3 hr tat 


— __ gn.2—2Ar+2.3 743.440 4 


MN __ 062 2.3.4,42.3.4-Aa+- 


289 _ 2.3.4.4 


Run ift aber fir 20, sin. z—=0, und cos. r—1, daher folgt aus 
der erften Reihe A, — 0, aus ber zweiten A, — cos. 0 = 1, aus ber 





dritten As — 0, aus der vierten A, — — 35 aus der fünften A, = 0 


en ſ. w., und wenn man diefe Werthe in die fingirte Reihe einjett, die 
Sinusreihe: 
x 2x3 x5 x" 
L) sin. e=- — — — — 
Il) sin am. — yo: tıasan 1934507 7 * 
Auf gleiche Weife ergiebt fich: 


ıY 1 22 A 26 
sag tg Tanya ang + ferner 
x3 2x5 17 x7 

V. t f} _— — — — — ç te .oo 
Vlnamat tg tz nt und 

1 x 23 2x3 

vi t . — —— ———— — — — — — — — 
ea = — gg 350“ 


(Bergl. „Ingenieur“, Seite 159). 

Art. 28. Wenn man die Differenzialformel O(uv)—=u9v-tvoOu, aus 
Artifel 8, integrirt, fo,erhält man den Ausdrud uv — [ u0v-+ S vOou, und 
folgendes unter dem Namen „die Reductionsformel* befannte Integral: 

[vou —uv — fuoo, oder 
SO) = Pd) — [ID y (a). 

Diefe Regel kommt ftets zur Anwendung, wenn das Integral S vou 
—= [P (x) Ef(x) nicht, Dagegen aber das Integral [uOv— [fd px) 
befannt iſt. 


Art. 28.] Hülfslehren aus der Analvfie. 45 


Mittels der Reductionsformel läßt ſich z. B. das Integral von folgendem 
Differenzial: 
oy—=Vıi-+2.9r 
anf ein anderes befanntes Integral zurückführen. Es ift 
— — zöx 
p (x) = Vı+tz, alſo op (x) = Vita und 
S(&)= z, alfo oO f(x) = Or 
zu jegen; folglich hat man: 
20x 


/v I+20r =xrVi+r — Vita’ 

















aber: 
a 1 —— 1 1 
Yıta +2 V = Vırr — Vi+z’ 
daher folgt: 


[NFR0r=:ViFe - ve + [Ve 


Oder: 





 [ViFRBr=eVite + / v5 
or 
) /(ViFse=3, Vite+n 


—1Y,[«V1+22+In(c&+Vı-+22)] 
Ebenſo: 


— Or 
ee en 


. —=!,[2V1— a? + arc. (sin. —x)] 
und 


m) — —— 
⸗,—IA I. GMVVMC. ı)] 


Auch iſt 
[(sin.x2)29x —= / sin.zsin.zdı— — [ sin.xd (608. 2) = — sin. X cos. æ 
+ / 008.22 (sin.)—= — sin.2.c08.0+ / (cos.x)?0 x 
= — sin. æ cos. + [[1 — (sin. 2)2]0z, 
daher folgt: 


2 [lein. 2)? 02=—/f 82 — sin.xcos.z, und 








46 Hülfslehren aus der Analyfie. [Att. 29. 
IV.) Stein. dr — ü- sin.2cos.2)—= Ye — 1asin.2r). 
Ebenſo ift 
V.  fteos.2)?92=!/s(0+ sin.2c0s.2)=1/, (+ /ısin.22). 
Ferner hat man 
v1.) [sin.x cos. 2 — uf sin. 22C0(22)=— 1/ıcos.2r, 
VII.) / (tang.2)?O a —tang.e— x, umd 
VIII.) [ (cotg.z) 9 — — (cotg.c+R). 
Endlich ift 
IX.) Sesin.xde—= — x.c08.2+ [08.20 2— — 2.008.2 + sin.x, 
X.) Se 02=[röl)=r — [or Net, 


XI.) [ Teo.nat.z.02—Log.nat.z— | 2 —z(Log.nat.x— 1) 


und 


2 2 
XII.) / (x Log.nat.x0x)= = Log.nat.x — * 2 


x? 

a —(Log.nat.x — )Z' 
Art_29. Kommt es darauf an, eine Curve APB, Fig. 35, zu qua» 
driren, d. i. den Inhalt der Fläche ABC, welche von diefer Cure A PB 
Fig. 35. und von ihren Goordinaten AC und 
BC begrenzt wird, zu beftimmen oder 


D ai 
\ durch eine Junction der Abſciſſe dieſer 





u 4 Curve auszudrücken, fo denken wir uns 

7 dieſen Flächenraum durch unendlich viele 

h | | Ordinaten MP, NQ u. ſ. w. in lauter 

| | ftreifenförmige Elemente, wie MNQP 

f von der conftanten Breite UN—=O:r 
2120708 —— 


MN und der veränderlichen Yänge MP y 
zerlegt. Da fid) nun der Inhalt eines 
ſolchen Flächenelementes 


— ———— =yor 


jegen läßt, jo findet man den Inhalt der ganzen Fläche F, indem man das 
Differenzial y0x integrirt, alfo 

= f yox 
ſetzt. 


Art. 29.] Hülfsiehren aus ber Analyfis. 47 


3.2. fir eine Parabel mit dem Parameter p ift y? = px, und baher 
folgt die Fläche derjelben: 


— 
= VV—— —1,2Vpı— 2/, xy. 
2 

Tie Barabelflihe ABC ift alfo zwei Drittel von dem fie umfchließenden 
Rechtecke ACBD. 

Tiefe Formel gilt auch für fchiefwinkelige, unter einem Winkel 
XAY= « zufammenftoßende Coordinaten, 3. B. für die Ylähe ABC, 
dig. 36, wenn nur ftatt BC—=y, der Normalabftand BN—=ysin.a eins 
gelegt wird; man hat aljo hier: 

F = sin.a [yOx, 
- 3.8. bei der Parabelflähe, wenn die Abſciſſenaxe A X einen Durchmefjer 
und die Ordinatenare A Y eine Tangente der Parabel bildet, aljo 


—p = — — iſt (f. „Ingenieur“ Seite 177): 








F=?/,xysin.«, 
dt: 


Fläche ABC = ?/; Barallelogramm ACBD. 
Fig. 36. 


Fig. 37. 


A 





Für eine Flähe BCCi Bi = F, zwifhen ben Abfciffen AC) = cı 
md 40 — c, fig. 37, ift nad) Artikel 17: 


F= | "y2a 
aao0x 


2 
3.2. fir y = — ift: 
F= —— — a2 (Log.nat.ch — Log.nat.c), d. i.: 
x 


c 


F = a? Log.nal. (=) . 
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Der Gleichung < entfpricht die oben in Artikel 3 kennen gelernte Curve 
PQ, Fig. 38, und wenn daher AM = c und AN=cı üft, fo giebt 
Big. 38. F— a? Log.nat. ( ) 


den Flächenrraum vn MNQP 
an. Nimmt man noch der Einfad- 
heit wegen, a=c—=1 ıd a —=r 
an, jo hat man: 
F == Log.nat.x; 

ed find hiernach die Flächenräume 
(1MPI), (INGI) u. ſ. w. bie 
natürlichen Logarithmen der Abſciſſen 
AM, AN u.|.w. Die Curve felbft 
ift eine fogenannte gleichjeitige 
Öyperbel, in welder bie beiden 
Halbaren a und b einander gleich find, folglich der Afymptotenwinfel « — 45° 
ift, und die Geraden AX und AY, welden fich die Curve immer mehr 
und mehr nähert, ohne fie zu erreichen, find die Afymptoten bderfelben. 
Wegen dieſes Zufammenhanges zwifchen den Abſciſſen und ben Flächen 
räumen werden die natürlichen Logarithmen fehr oft hyperboliſche 
Logarithmen genannt. 


Art. 30. Dan kann auch jedes Integral 7 yer— S P(2)0x gleich 
Fig. 39. dem Inhalte einer Fläche F fegen, und wenn fidy 
nun die Integration durch eine der befannten Re— 
geln nicht vollziehen läßt, fo fan man e8 wenigftens 
Pd ‘annähernd finden, wenn man durch Anwendung der 
4 —5 bekannten geometriſchen Hülfsmittel den Inhalt des 
| entfprechenden Flächenraumes ausmittelt. 
* Für eine Fläche ABPQN, Fig. 39, die durch die 
| Örundlinie AN — und burd) die drei gleich weit 
von einander abjtehenden Ordinaten AB — Yo, 
—— er MP=y, und NQ=y beftinmt ift, hat man 
den trapezoidalen Theil: 


x 
ABQN=F =(w+ %) 3 


und den jegmentförmigen Theil BPQSB, wenn man BPQ al® Parabel 
anſieht: 


F,=?,P8.BR=2,(MP—MS).AN=®;, (x TE), 
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daher die ganze Fläche: 
F=FR+B= |" Yv+y)+ — — ( — )- 


= + W) + ne = m tin tw)T- 


Führt man eine mittlere Ordinate y ein, und fegt F= xy, fo erhält 

man daher flir diefelbe: 
_Yt4y+% 
—— 

Um nun hiernach den Inhalt einer Fläche MABN, Fig. 40, zu finden, 
welche über einer gegebenen Grundlinie MN—x fteht, und durch eine un- 
gerade Anzahl von Ordinaten %, Yı, Ya, 93 ... Ym beftimmt ift, durch diefe 
alfo in eine gerade Anzahl von gleich breiten Streifen zerlegt wird, bedarf 
es nur einer wiederholten Anwendung der letten Kegel. Es iſt die Breite 


anes Streifen — — und hiernach die Fläche des erften Streifenpaares: 


Big. 40. _ tt 2r 
6 n " 
des zweiten Streifenpaares: 
_nt4In4+Y ‚27 
6 n 
des dritten Streifenpaares: 
— Yı +44 +% 2% 
6 n 
alſo der Inhält der erften ſechs Strei- 
fen oder erften drei Streifenpaare, da 


‚uf.mw.; 





ber n = 6 beträgt: 
zT 
F=Wtint2n tits tin tits tn) g;, 


= + % + 4ıyı + 9 +95) + 2(% + Y4)] 5; 


und es läßt ſich nun leicht ermefien, daß der Inhalt einer in vier Streifen- 
paare zerlegten Fläche: 


Ft tn tn tn tm) +2ut+ntn];z 
und daB allgemein, der einer Fläche von » Streifen: 


F=fy+ya+4(ı +% +.+9-)+ 2(yty+ u +) 
gejegt werden fann. 


Beisbab’s Lehrbuch d. Mechanik. 1. 4 
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Auch ift die mittlere Höhe einer folchen Fläche: 


— tat tm dt tn ten 
3n 


wobei » ſtets eine gerade Zahl fein muß. 


Diefe unter dem Namen der Simpfon’fchen Regel befannte Formel 
(f. „Ingenieur“ ©. 190) findet ihre Anwendung bei der Beitimmung eines 


Sntegrates | " yor — I P(r)Ox, wenn man æ — ce — ce in eine 
gerade Anzahl n gleicher Theile theilt, die Ordinaten 
27 
%»=P(o), ıı=Y 43). 2 * 9 (e+ ”) 


3x 
n=p(c+ =) bis = (x) 
berechnet und diefe Werthe in die Formel: 


[vor — J 


—=[y + %n +4 ++ + 9a--ı) +2(y. +M 
einjett. 








ci 
zn 


20x. 1 
3. 8. / — giebt, da ber a —c—=2—1—=1 um = @)=- 


0 — 


x C 
ift, wenn man n==6, alfo -= = — 1/, annimmt: 


1 1 1 
=T-= 1,0000, ı — 7* 6 7=0,8571,Ya =, —=?%, 0,7500, 
/ 6 


6 
= 0,6000, 4, = 17 — 0,5454 und 


1 1 
Y3 = =, == 06666, ‚A=Tr7 10/, 
% —=0,5000, daher: 

Y + % = 1,5000, yı + vs + 95 = 2,0692 und „+9 = 1,3500, 


und das gejuchte Integral: 
F °#_ (1,5000 +4.2,0692-+42.1,3500).1. 15 
Nach Artikel 22, III, ift: 


124768 
— 18 





—0,69315. 


T 
alſo die Uebereinſtimmung die erwünfchte. 


20 
SE = Los.nat.2 — Log.nat. 1 = 0,693147, 


Art. 31.] Hülfslehren aus ber Analyſis. 51 
Art. 31. Im Folgenden ſoll noch eine andere Regel mitgetheilt werden, 


Bio. 41. welche auch bei einer ungeraben An- 
zahl » von Streifen angewendet wer- 
ST den Tann. Behandelt man ein fehr 


gedrüdtes Segment AMB, Fig. 41, 

; als ein Parabelfegment, fo hat man 

‚DE = nad) Art. 29 für den Inhalt deffelben: 
F=?!/,AB.MD, 

oder, wenn AT und BT' Tangenten an den Enden A und B find, und 


wehalb OT = 2CH if: F—= 2... STE — 27, des Deeicde 


ATB = ?/; des gleich, hohen gleichfchenfligen Dreieks ASB, und alfo 
auch = 2/,AC.CS—?/, A C}.tang.SAC. Der Winkel SAC=—SBC 
t=TAC+TAS=TBC— TBS; fest man daher die Heinen 
Winkel TAS und TBS einander gleich, fo erhält man fitr diefelben: 











TAS— TBs = FI ZIEL m 
SAC—= 7404 EI le lu LM Erz 


wenn man die Tangentenwinkel TA C und TBC dur) d und & bezeichnet. 
Da mn noch AC=BC—=Y, AB—1j, Sehne s ift, fo hat man: 


F = 1), sttang. (+ -): 





2 
Diefe Formel läßt fi num auch auf das Flächenſtück MABN, Fig. 42, 


Fig. 42. anwenden, defien Tangentenwinkel 7’ AD 
—=a und TBE=P gegeben find; 
jegt man nämlich noch den Sehnenwinfel 
BAD=ABE=6, fo hat man: 
TAB=6=TAD—BAD 





=a—ow 
TBE=s—=ABE—TBE 
== —ß, 
daher: 
ö6+2=a—B, 


und da8 Segment über AB: 
F=1,s?tang. — 
oder, wegen ber Kleinheit von a — 4: 


8? s? / tang.a — tang.ß 
F= — tang.(a — B)—=— (—— IF 
ng ( 6) 12 \1-+ tang. a tang.ß/ 
4* 


52 Hülfglehren aus der Analyfis. [Art. 31. 


oder, da « umb 4 nicht bedeutend von einander abweichen und deshalb in 
tang. atang.ß ftatt & und B der Mittelwerth 0 eingejegt werden kann: 


tang. & — tang. B 
— 1 2 — —1 2 2 — 
F=1a3. 1 Lang. — fig 8? cos. 6? (tang. & — tang.ß), 
und alfo ftatt scos. 0 die Orundlinie MN— ſubſtituirt: 
2 
F= — (tang. « — tang.ß), 


und daher das ganze Flächenſtück MA BN, wenn y, und yı deſſen Ordi⸗ 
naten MA md N B bezeichnen: 


— (ma un. 


Stößt an das vorige Flüchenſtück noch ein anderes NBCO mit einer 
gleichen Grundlinie NO=x, den Ordinaten BN nd CO=y, und y 
und ben Tangentenwinfen SBF=ß nd SCG=}7, fo hat man für 
daflelbe den Inhalt: 

2 
Fr, =(yı +39) >+ (ang. B — tang. ) 7, 
und daher für das Ganze, da ſich Hier — kang. ß gegen + tang. ß hebt: 
? 
F=R+R=(hytY + 292) + (tang. a — tang. y) - " 


Fur eine Fläche aus drei gleichbreiten Streifen ift ebenfo, wenn « ben 
Zangentenwinfel des Anfangs- und Ö den des Endpunktes bezeichnet: 
+2 


F=(hy+Y+Y-+!9)2-+ (tang. æ — tang. 6) 12’ 


und allgemein fir. ein durch bie Abſciſſen 7, =, = 2.8, Die Orbie 


naten Yo, Yı, Ya - .. Y„ und die Zangentenmwinfel a, und &, der Enb- 
punfte beftimmtes Flächenſtück: 


Fly tntnt +94 hy) 


—+ 1/12 (lang. æ — tang. «,) (2). 
Ein Integral: 


[vr:= ["v@>= 


—=(1,%-+%ı +9%-+...+9-1ı+ —R 


+ V12 (lang. & — tang. a,) (2) 
wird hiernad) gefunden, wenn man æ — Ci — c fegt: 


Art. 32.) Hülfslehren aus der Analyfis. 53 
H=9(e), Yı =» (c+2), n=9(.+ ‚ 
3 . 
»=9p (e + EN... „=Pp (e + "= po). 
fie tang.a = 2 — 9(e) = Wo) und tang.o, — v(c) berehue, 


und biefe Werthe in diefe Gleichung einflihrt. 
3.2. für £ hat man, wen n — 6 angenommen wird, da hier 


= e=2-Imy=y@)=-il: 


1 1 
==] Yı —77 y=%s, y =, 
yo , =ı und s—Plıs; 


ang.a—= — = 1 wtang.$=— (5) = — 1), 
und daher ift: 
[ Et t hat at WI HIHWH nt 


—— — 3, 1/2. 1/6 = 0,69487 — 0,00173 — 0,69314. 
(Vergleiche da8 Beifpiel des vorigen Artikels.) 

Art 32. Um eine Curve zu rectificiren, ober aus ihrer Gleichung 
y=f(x) zwifhen den Coordindten AM—=x und MP=y, Fig. 43, 
eine Gleichung zwifchen dem Bogen AP — s unb der einen ober ber 
anderen der beiden Coordinaten abzuleiten, beftimmt man zunächſt das Diffe⸗ 
venzial des Curvenbogend AP, und fucht dann hierzu das Integral. Laßt 
mn zum MN—= PR=0:x wadjen, fo nimmt y um RQ = 0y 
ud s um das Element PQ=0s zu, und e8 ift, dem Bythagoräifchen 


Lehrſatze zufolge: 





PQ=PR?-- OR: 
d. i.: 

09 , 
alſo: 

03:=Vor-toy 
und biernach der Curvenbogen 
jelbft: 


= x s— ]|VonX-HOy%. 


Fig. 48. 





44 Hülfsfehren aus der Analyfis. _ [Art. 28. 
alſo: 
—S 
0,00469 | _ 
7=3 100070 7 1416.. 
0,00012 


Terner folgt durch fucceffives Differenztiren, wenn man 
sin.c— Ar + Aız + A282 + AS2d + A 8 +--- feht: 


mn, cs. = A4h+2A2r-+3 Ag +44x2°+-- 
— —— 

en _ — cos 2.3.4;+2.3.4.4c+--- 
EI _ m a—2.3.4.A+ 


Nun ift aber fir c—=0, sin.2=—=0, und cos. —1, daher folgt aus 
der erſten Reihe Ao — 0, auß der zweiten Aı = cos. 0 = 1, aus ber 


dritten A, — 0, aus der vierten A, — — 3’ aus der fünften A, — 0 


au j. w., und wenn man diefe Werthe in die fingirte Reihe einfett, die 
Sinußreihe: 

x x> x 

TASCcCc. Taaasor rt * 
Auf gleiche Weiſe ergiebt fi): 


UL) sin. — — 


IV ı- Zi ı____H_ 
) 0s3=1-— 77 2 TBIM Taaaııg ferner 
2x5 17 x7 

v. — 172 
) tang.z—= «+ + te + - und 

. 1 x 3 2x9 

Dot! - I __ TE __ 
lang Tg Br“ 


(Bergl. „Ingenieur“, Seite 159). 

Art. 28. Wenn man die Differenzialformel O(uv)—udov-+-vOu, aus 
Artikel 8, integrict, fo. erhält man den Ausbrud uv = fuOv + [vOu, und 
folgendes unter dem Namen „die Reductionsformel* befannte Integraf: 

[vou — uv — fuov, oder 
SW = Hyd) - [ID yA). 

Diefe Regel kommt ſtets zur Anwendung, wenn das Integral [vd u 
= S P(z)EF (x) nicht, dagegen aber das Integral S uov—= S SO p(x) 
befannt ıft. 


Art. 28.) Hülfslehren aus der Analyſis. 45 
Mittels der Rebuctionsformel läßt fih 3. B. das Integral von folgendem 
Differenzial: 
oy= yı + 22.02 
anf ein anderes befanntes Integral zurlidführen. Es ijt 
— — zox 
9@)—=Vı1-+ alſo dpa) = vıra% und 


F(ID) - x, alo Od f(x) = Or 
zu fegen; folglich hat man: 














— 20 
/v 1+220r=aVi+r — IT we 
aber: 
2? 1.22 u — ; 1 
ira = Vıra  Viga= Hrn 
daher folgt 


— — 
Dder: 
» [ViF@0r=2Vite + [v5 
und folglich: 
— 2 ViF@+n | Vrn 


—=1lzV1+22+ In. (+Vı + x2)]. 
Ebenſo: 


2 
/vi — 1? oe—=ıeVl ar ul; — 2! 
. —1,[zVı — x? + arc. (sin. — x)] 


und 
[Veise=peVRZi- [7 
—1y[aV ® —1— In.(c+V x — ı)) 
X 


[(sin.x)29x —= / sin.zsin.x02— — [ sin.20 (cos.2) = — sin. æ cos. 
+ S 608.20 (8in.x) = — sin. cos. æ- [ (cos. x)? x 
= — 8in.2008.% + [ [1 — (sin. x)?]0 x, 


daher folgt: 
2 Nein.z)?92=—f 0x — sin.xcos.x, und 


46 Hülfslehren aus der Analyfie. [Art. 29. 


IV.) Stein. 92 — 1, (© — Sin. cos. x) I/, (æ — Yrsin.2e). 
Ebenſo ift 

V.) [ (c0s.2)?0 2&— !/, (#4 sin.x cos.2)— 1, (2 + Y% sin.2 x). 
Ferner hat man 

VI.) [sin.x cos. 202 = If sin. 220(22)=— 1/,cos.2.«, 

VIL) /(tang.x)?92—tang.x — x, und 

VII.) /(cotg.2)?°2—=— (cotg.x+ 2). 

Endlich if 
IX.) Sesin.xde= — 2.008.2+ [008.200 — 2008.24 sin.z, 
X.) — =feol)=ert— for — Net, 


XI.) [ Too.nat.z.0.—xLog.nut.e— | == x(Log.nat.x— 1) 


und 

XII.) | Log.nat.202)= Log.nat.r — = — 
2 2 7 

2? 

e —(Log.nat.x — RZ 
Art_29. Kommt es darauf an, eine Curve APB, Fig. 35, zu qua⸗ 
driren, d. i. den Inhalt der Fläche ABC, welche von diefer Curve A PB 
Fig. 35. und von ihren Coordinaten AC und 
n * BC begrenzt wird, zu beſtimmen oder 
+ durch eine Function der Abſciſſe diefer 
” hr Curve auszudrliden, fo denfen wir une 
"ll diefen Slächenraum durd) unendlid) viele 
dRRREIEN Irdinaten MP, NQ u. |. w. in lauter 
N ftreifenförmige Elemente, we MN Q@P 
Lac von der conftanten Breite MN —=09x 
a  umd der veränderlichen Länge MP— y 


zerlegt. Da fi) num der Inhalt eines 
folhen Flächenelementes 


— (FF) un= ytYl,öy)dz—=ydz 


jegen läßt, fo findet man den Inhalt der ganzen Fläche F, indem man das 
Differenzial y0x integrirt, aljo 

F=/ yox 
ſetzt. 





Art. 29.] Hülfsiehren aus der Analyſis. 47 


3.2. fir eine Barabel mit dem Parameter » ift y2 — px, und daher 
folgt bie Fläche derfelben: 


— 
P= [Vp3020=V 5 [re —— 
2 

Die Parabelfläche ABC ift alfo zwei Drittel von dem fie umfchlieenden 
Rechtecke ACBD. 

Tiefe Formel gilt aud für fchiefwinkelige, unter einem Winkel 
XAY= 0 zufammenftoßende Koordinaten, 3. B. für die Fläche ABC, 
dig. 36, wenn nur ftatt BC—=y, der Normalabftand BN—=ysin.a eins 
gelegt wird; man hat alfo hier: 

F= sin.a [yOx, 
. B. bei der Parabelfläche, wenn die Abfciffenare A X einen Durchmeſſer 
und die Ordinatenare A Y eine Tangente der Parabel bildet, aljo 


Y=pnı=— * iſt (f. „Ingenieur“ Seite 177): 








F=?!J,xysin.e, 
DL: 


Flähe ABC — ?/,; Parallelogramm ACBD. 
Fig. 36. 


Fig. 37. 





Für eine Flähe BCC,B, = F, zwiſchen den Abſciſſe ACı = cı 
ud AC — c, Fig. 37, ift nad) Artikel 17: 


F= | "yor. 
5 c 


38. fry=— if: 
F= J — a?(Log.nat.cı — Log.nat.c), d. i. 


F a? Log.nat. (=). 





48 Hülfslehren aus der Analyfis. [Art. 30. 


Der Gleichung - entfpricht die oben in Artifel 3 Tennen gelernte Curve 
PQ, Fig. 38, und wenn daher AM = c und AN=c ift, jo giebt 
Sig. 38. Fa? Log.nat. (=) 


den Ylächenraum von MNQP 
an. Nimmt man nod) der Einfach⸗ 
heit wegen, a — 1 und c —=r 
an, ſo hat man: 
F— LOoq. nat.x; 

es find hiernady die Ylächenräume 
(1 MP1), (ANQI) u. ſ. w. die 
natirlichen Logarithmen der Abfciflen 
AM, AN u.f.w. Die Cure felbft 
ift eine fogenannte gleichfeitige 
Hyperbel, in welder die beiden 
Halbaren a und b einander gleich find, folglich der Afymptotenwinfel « — 450 
ift, und die Geraden AX und AY, welden ſich die Curve immer mehr 
und mehr nähert, ohne fie zu erreichen, find die Afymptoten derfelben. 
Wegen dieſes Zujfammenhanges zwifchen den Abfcifjen und den Flächen 
räumen werden die natürlichen Logarithmen fehr oft hyperboliſche 
Logarithmen genannt. 


Art. 30. Man kann auch jedes Integral / yor—/YP(x)dx gleid 
dem Inhalte einer Fläche F fegen, und wenn fich 





Sig. 39. 
i num die Integration durch eine der befannten Re— 
lo geln nicht vollziehen läßt, ſo kann man es wenigftens 
Da | > annähernd finden, wenn man durd) Anwendung der 
⸗ Pr befannten geometrijchen Hälfsmittel den Inhalt des 


| entfprechenden Flächenraumes ausmittelt. 

n Für eine Fläche ABPOQN, Fig. 39, die durch die 
Srundlinie AN—x und durd) die drei gleich weit 
N von einander abftehenden Ordinaten AB — %,, 
ve, MP=y, ud NQ=y beftimmt ift, hat man 
den trapezoidalen Theil: 


x 
ABQN=F=(y+ %) 3 


und den fegmentförmigen Theil BPQSB, wenn man BPQ als Barabel 
anfieht: 


F,—=2,PS.BR=2,(MP—MS).AN=®, ( TE), 


Art. 30.] Hülfslehren aus der Analnfis. 49 
daher die ganze Fläche: 
F=Rh+FR =|%. Y+ 92)+ ?/a (% nn Te). 


=[!s (vo + Ys) + ul =ntintn)n 


Führt man eine mittlere Ordinate y ein, und fegt F—=ry, fo erhält 

man daher für diejelbe: 
_ +44 +% 
u 

Um nım hiernach den Inhalt einer Fläche MABN, Fig. 40, zu finden, 
welche über einer gegebenen Grundlinie MN—:x fteht, und durch eine un- 
gerade Anzahl von Ordinaten Yo, Yı, Ya, 43 «.. Yu beftimmt ift, durch diefe 
alfo in eine gerade Anzahl von gleich breiten Streifen zerlegt wird, bedarf 
es nur einer wiederholten Anwendung der legten Regel. Es iſt die Breite 


eines Streifeng — - und hiernach die Fläche des erften Streifenpaares: 





"Fig. 40. _ tt ty 2° 
6 n ’ 
des zweiten Streifenpaares: 
_ tust 2% 
6 n 
des dritten Etreifenpaares: 
_AUt4s + % 2% 
6 n 
alfo der Inhält der erften ſechs Strei- 
fen oder erften drei Streifenpaare, da 


„u. ſ. w.; 





bier n — 6 beträgt: 
F=%+4y +29» +4 +24 44% + %) * 


— ytu tin tut) VN],P 5 


und es läßt ſich nun leicht ermeſſen, daß der Inhalt einer in vier Streifen⸗ 
paare zerlegten Fläche: 


Ff lyo 8s 4 V +4 +4 +4)+2(%-+%Y +13: 
und daß allgemein, der einer Fläche von n Streifen: 


Ft +4 tat tm + 2a tn tt] 
gelegt werden fann. 


Deisbas’s Lebrbuhb d. Medanit. 1. 4 





50 Hülfglehren aus der Analyſis. [Art. 30. 
Auch ift die mittlere Höhe einer folchen Fläche: 


_.% +%. +4 +9 + -+9-)+2 ea ++ tm) 
3n 


wobei  ftetS eine gerade Zahl fein muß. 


Diefe unter dem Namen der Simpfon’schen Regel befannte Formel 
(f. „Ingenieur“ ©. 190) findet ihre Anwendung bei der Beftimmung eines 


Integrales / — / "o(a)ör, wenn man 2 — m — e in eine 
gerade Anzahl n gleicher Theile theilt, die Ordinaten 
2 2x 
H=P(), ı=P (+2). v2 * 9 (e+ Fu 


3x 
»=p(c+ =) bis = P (x) 
berechnet und diefe Werthe in die Formel: 


[oz — —J 


⸗ IU tn ä ++ - F 
einſetzt. 





Er 


2082. 1 
3. 8 / 28 gie, da bier 1 — —2—11 und =p(@)=- 


£ G—e 
ift, wenn man n=6, alfo — = — — 1/, annimmt: 


1 1 1 
Yo — 1,0000, yı 7 = 6 7 —0,8571,% — 7 = u7 —0,7500, 
I 6 


6 


11 — 0,5454 und 


— 
Y: = 0,5000, daher: 
Yo + Ys = 1,5000, yı +93 +95 = 2,0692 und ys + y, = 1,3500, 
und das gejuchte Integral: 
20x 
J — —(1,5000+4.2,0692-1-2.1,3500).' 


Nach Artifel 22, III, ift: 


—=6b, = = 0, 6666, Yı = 17, =06000, Y%=z 
6 


__ 12,4768 
18 





—=0,69315. 


2 
SE = Log.nat.2 — Log.nat. 1 = 0,698147, 


alſo die Uebereinftimmung bie erwünſchte. 


Art. 31.) Hülfslehren aus der Analyſis. 51 
Art. 31. Im Folgenden fol noch eine andere Kegel mitgetheilt werden, 


Fig. 41. welche auch bei einer ungeraden An⸗ 
zahl » von Streifen angewendet wer⸗ 
ST den kann. Behandelt man ein fehr 


u gedrlichtes Segment AMB, Fig. 41, 
z a als ein Parabelfegment, fo hat man 
‚DE B nah Art. 29 fiir den Inhalt deffelben: 


F= 2/; AB. MD, 
oder, wenn AT und BT Tangenten an den Enden A und B find, und 


beshalb CT — 2CM ift: r—2,. SP:TE _ 27, des Dreiede 


ATB == ?/; de8 gleid) hohen gleichichenfligen Dreiecks ASB, und alſo 
auch ⸗ 2/, AC.CS=?/, A O}.tang. ISA C. Dar Wintkel SAC=SBC 
t= TAC+TAS=TBC— TBS; fest man daher bie feinen 
Winklel TAS und TBS einander gleich, fo erhält man fitr biefelben: 











sa0— rac+ ZBC-TAO _TACHTBO_ Its 


wenn man bie Tangentenwinkel T AC und TBC durch d und e bezeichnet. 
Da nun nd AC=BC—=1, AB—=!j, Sehne s ift, fo hat man: 


F = 1, 8?tang. (F ) 





2 
Dieſe Formel läßt ſich nun auch auf das Flächenſtück MABN, Fig. 42, 


Fig. 42. anwenden, beflen Tangentenwinfel T AD 
—a und TBE—P gegeben find; 
fegt man nämlich noch den Sehnenwintel 
BAD=ABE=6, {jo hat man: 
TAB=6=TAD—BAD 


— x — 6 und 
TBE=g:=ABE—-TBE 
=-0 —ß, 
daher: 
ö6-+-e=0—P, 





und das Segment über AB: 
F= 1,,83?tang. > 1 
oder, wegen der Kleinheit von « — P: 


s? s? / tang.a — tang. ß 
F—= — tang. (a — B) = — (— I 
1209 («—P) 12 \1-+ tang. & tang. B/ 
4* 


52 Hülfslehren aus ber Analyſis. ſArt. 31. 


oder, da a und 4 nicht bebeutend von einander abweichen und deshalb im 
tang. a tang. B ftatt & unb B der Mittelwerth 0 eingejegt werben kann: 
tang. a — tang. 
F—= Yıs s?. a is 8? cos. 0? (tamg. a — tang. 6), 
und alſo ſtatt s cos. die Grundlinie MN = ſubſtituirt: 
* = (tang. « — tang.ß), 


unb daher das ganze Flächenftüd MABN, wenn y, und yı deſſen Ordi⸗ 
naten MA und N B bezeichnen: 


F\ =y-+9y)5 - (tang.& — tang. ß) — 


Stößt an das vorige Flächenftitd noch ein anderes NBCO mit einer 
gleichen Grundlinie NO=x, den Ordinaten BN nd CO=yı und % 
und den Tangentenwinkeln SBF—=ß und SC@G=}y, fo hat man für 
daflelbe den Inhalt: 


2 
PR=(yı + Y:) > + ang. ß — tang.Yy) — ‚ 
und daher für das Ganze, da fich hier — tang.ß gegen + tang. B hebt: 
? 
F=F+R=(hyWw-+Y + 29) + (lang. & — tang. y) >. 


Für eine Fläche aus drei gleichbreiten Streifen ift ebenfo, wenn « den 
Zangententwinfel des Anfangs- und Ö den des Endpunktes bezeichnet: 


F=(,yw-+Yı +9 93) © + (tang. « — tang. 6) nn 


und allgemein fir ein durch die Abfciffen — = ex ...%, die Ordi⸗ 


naten Yo, Yı, Ya - .. Vn und die Tangentenwintel a, und a, der End- 
punkte beftimmtes Flächenſtück: 


Felkntn tt ++ 90) - 


4- 1/2 (fang. & — tang. «,) (2). 
Ein Integral: 


[vor = |" p@öa 


=" ytNnt+tY+:-.. ++ sy) — 


-+ 1, (tang. æ — tang. c,) (2) 
wird hiernach gefunden, wenn man 2—=cı — c fett: 


Art. 32.) Hülfslehren aus der Analpfi. 53 
2 
%=P(e), Yı — 9 45 n=9(e+ 
3 . 
ys — ꝙ 4 ). „A=9 (e + )=g(e), 
fowie fang. — > = %(2) = Y(c) und tang.a, — %(cı) berechnet, 
und biefe Werthe in diefe Gleichung einführt. 
a 

3.2. für / 9 bat man, wenn n = 6 angenommen wird, ba hier 

= —c=2—]1 und y S9 6) ⸗iſt: 


1 1 
*71, Yı —77 =, =! 
. Yo, u = ud li; 


ferner, da fd) > * = en =— n berausftellt: 
lang.a = , = — 1m taung.P=— (5) = —- 
und daher iſt: 
th aA Aa 
4,1692 


mm — 24 . 1a . E — 0,69487 — 0,00173 = 0,69314. 


(Bergleiche das Beifpiel des vorigen Artikels.) 

Art. 32. Um eine Curve zu rectificiren, ober aus ihrer Gleichung 
y=f(z) zwilhen den Coordinaten AM —=x und MP=y, fig. 43, 
eine Gleichung zwifchen dem Bogen AP— s unb ber einen ober ber 
anderen der beiden Coordinaten abzuleiten, beftimmt man zunächſt das Diffe⸗ 
renzial des Curvenbogens A P, und fucht dann hierzu das Integral. Läßt 
mn zum MN—= PR=0x wadjen, fo nimmt y um RQ=0y 
und s um das Element PQ—=0s zu, und es iſt, dem Pythagoräiſchen 
Lehrſatze zufolge: 


PQ=PR+OQR:, 
d. i.: 

or +9 y, 
alfo: 


08 = V22 +0y: 
und biernach der Curvenbogen 
felbft: 

s — /v 022+0y%. 
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3.8. für die Neil’fhe Parabel (fiehe Art. 9 und Fig. 17), deren 
Gleichung a y? — x? ift, hat man: 2ayOy=3x20x, daher: 
) __3020% an graz 9x0? 
——— un 4ay Aa 








hiernach: 
—00— und 
— 4a 


BNEEEPEBET RER ET 2: 

= /[Vı+o=f(ı+%) \ea 
4 ‚ au, 

— 42 [non — 0340) (14 + E. 


Um die Hierzu nöthige Conftante zu finden, wollen wir s mit x und % 
zugleich anfangen laſſen. Wir erhalten dann: 
0= 897 a VIs + Con., alfo Con. — — Son a und 


s — !ı |V (ı 4 =) _ |, 


3.2. für das Stüd A P,, deſſen Abfciffe x —= « ift: 
s — S/ꝛV a[V (3) — 1] — 1,736 «a. 
Führt man nod) den Tangentenwinkl QPR—= PTM= a (fig.43) 
ein, fo hat man aud): 
QR=PQ.sin.QPRud PR=P0cos.QPR»d. i. 
Oy = 0ssin.« und her = 08 c08. 0, 


und alfo außer lang. — —20 Art. 6) auch 





u 2 08... 
sin a=7, und cos. — 5 ſowie noch 


— —— —— 


sın. & co8. & 


Iſt nun die Gleichung zwifchen zwei der Größen x, y, s und & gegeben, 
jo ann man hiernach aud) Gleichungen zwifchen je zwei anderen dieſer 


Größen finden. It 3. B. cos.a— Vers fo hat man: 








sos8 
298008 em — und 
Ve-t3s 


24 52° 


a) Var] er frame 


— Vets+ Con., und wenn nun z,und s zugleich Null find: 
= Va+32 — c. 
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Art. 33. Eine Gerade winkefrecht zur Tangente PT, fig. 44, ift auch 
Fig. 44. 





normal zur Berlihrungsftelle P der Curve, weil die Tangente die Richtung 
diefer Stelle angiebt. Das Etüd PK diefer Linie vom Berlihrumgspunfte 
P bis zur Abfciffenare, heißt Normale ſchlechtweg, und die Projection 
MK beilelben in der Abfcifienare Subnormale Für die letztere hat 
man, dba der Winfel M PK dem Tangentenwintel PT M= « gleich ift: 
MK=MP.tang.e,d. i.: 
die Subnormale = ytang. ey! 
Ta fir das Curvenſyſtem y== x", tang.a = ma"! ift, fo folgt hier bie 
2 
Subnormale = m # 1 = mir !— —_, und für die gemeine 
Parabel, deren Sleihung y? = pr ift, hat man 
ie Subnormale = y #- = #.: 
die ae » 37 *5 
alſo conſtant. 

Errichtet man ferner in einem zweiten, der Stelle P unendlich nahen 
Punkte Q eine andere Normallinie Q C, fo erhält man in dem Durchſchnitts⸗ 
punkte zwiſchen beiden Linien das Centrum C für einen durch beide Berührungs⸗ 
punkte P und Q zu befchreibenden Kreis, den fogenannten Krümmungs- 
reis, und e8 find die Stüde CP und CQ der Normallinien die Halb- 
mefler dieſes Kreiſes oder die fogenannten Krümmungshalbmeſſer. 
Jedenfalls ift dieſer Kreis derjenige unter allen durch P und Q zu legenden 
Kreifen, welcher ſich am meiften an das Qurvenelement PQ anſchmiegt, 
mb deshalb anzunehmen, daß fein Bogen PQ mit dem Curvenelemente PQ 
zujammenfalle. 


Vezeichnen wir den Krümmungshalbmeſſe CP = CQ duch r, den 
Gumenbogen AP durdh s, aljo fein Element PQ durch Os, und den Tan- 
gentenwinkel oder Bogen von PTM durch a, aljo fein Element SUM 
-STMb.i — UST= — PCQ, durch da, fo haben wir einfach, 
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da PQ=LCP. Bogen des Winkels PCQ if, 28 - — r0 «, und folg- 
(ih den Krümmungshalbmefler: — — — 

Big. 45. 





Gewöhnlich läßt fih « nur mittel® der Coordinatengleihung beftimmen, 


0 
indem man jeßt: fang. a —= > . 


00 _0%x 
Nun ift aber noch: d tang. —= eur und cos. — 35’ 





2 
daher bat man: O a == cos. a?.Otang. ⸗ ed tang. c, und 
— — — __ — —. 
cos.02Otanı.a  0Ox?0tang.«a 
Ö8 053 
Fir eine convere Curve ir = —+ un Faden. ‚ und für 


einen Wendepunft, r— ©. 
Fur die Coordinaten AO—=u und OC=v des Krlmmungsmittel- 
punktes C ift 
u=AM+HC=x-+ CPsin. CPH, b.i. u=x-+rsin.a, fowie 
= 0C=MP— HP=y— CPcos CPH,b.i.v=y—rcos.a. 
Big. 46. Die fletige Folge der Krlim- 
mungsmittelpunttegiebteine Curve, 
welche die Evolute von AP ge- 
nannt, und deren Lauf durch die Coor⸗ 
dinaten u und v beſtimmt wird. 
Wenn man die Ellipſe ADA,D,, 
Figur 46, mit einem Kreiſe 
AB A, Bi in Verbindung bringt, 
jo fann man die Koordinaten 
CM=x und MQ=y beriel- 
ben duch den Centriwinkel PC B 
—9p bes Kreifes ausbrüden. Es 
ift nämlich: 
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s=CPsn.CPM=(CPsn.BCP=asin.p und 


»=MQ= MP CPcos. CPM==bcos. 9. 


Hieraus ergiebt ſich: 
02=4ac008.9099 md Oy —- bsin. pqo, 
folglich fir den Tangentenwintel TX« ber Ellipſe: 
__0Y __bing _ 5b 
fang a7, 0089 4 lang. P, 


alfo für deſſen Rebenwintel Q T C= a, = 180° — «: 
tang. &ı =" lang. 9 und colg.cı, = 2 cotg. ꝙ. 


Hiernach iſt die Subtangente der Ellipſe: 
MT—=MQoog.MTQ 


a 
==ycolg.ca, = = colg.P = Yı 00819. 9, 


wenn Yı die Ordinate MP des Kreiſes bezeichnet. Da bei dem letzteren 
die Tangente PT’ vechtwinkelig auf dem Halbmeſſer CP fteht, fo ift auch 
PTM=PCB= 9, und daher die Subtangente deflelben ebenfalls 
MT= MPcog.MTP=yı colg.p. Es haben alfo die beiden Punkte 
P und Q des Kreifes und ber Ellipſe, welche einerlei Abfcifle angehören, 
eine und diefelbe Subtangente MT. 
Ferner ift für das elliptifche Bogenelement : 
03—=9r2-+0y? = (a? cos. 9? +-b? sin. 92) 9 92, 

und das Differenzial von tang. a, d. i.: 


— 8 5b 09 
Oltang.a = 2 ang. = — og.’ 


dader folgt der Krümmungshalbmefjer ber Ellipfe: 


— 053 __ (a? cos. 9% + 5? sin. PM)’ 
0220 bang. a2 cos. 3. b 
a C08. ꝙꝰ 


(a? cos. 9 +? sin. P)% 
ab 
. 3.2 für p=0, alſo sin. P=0 und cos. pP —1, folgt der größte 
Krümmungshalbinefier: 
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und dagegen für ꝙ — 90°, alfo sin. — 1 ımb cos. —0, ergiebt ſich 
der Heinfte Krimmungshalbmefler: 
b3 b? 

=, =7 

Der erftere Werth von r entfpricht der Stelle D, und ber legtere dem 
Punkte A; beide find durch die Arenftüde OL und CK beftimmt, welche 
die in den Endpunkten A, und D auf der Sehne A, .D errichteten Perpen- 
difel von CO aus abjchneiben. 

Art. 34. Viele Functionen, welcje in der Anwendung auf die Prarie 
vorkommen, laſſen fich aus den oben kennen gelernten Hauptfunctionen: 

y—ar, y=e md y—sin.z, y= cos. u. |. w. 

zufammenfegen, und es find daher auch ihre Eigenfchaften, betreffend die 
Tangentenlage, Duadratur, Krimmungshalbmefler u. f. w. leicht mit Hülfe 
der vorftehenden Lehren aufzufuchen, fowie auch bie ihnen entfprechenden 
Curven zu conftruiren, wie folgendes Beifpiel zeigen wird. 

Für die Curve, welche der Gleichung: 


74 


vr (-)— 42% entfpriht, if 


o9y—=2x2097— 1220, folglid) 
tlang.a—=22 — 2 —=r(2 — x). 

Da diefe Tangente fir — O ud 2 —2, Null ausfällt, fo hat fie in 
den Punkten, welche diefen Abfciffenwerthen zufommen, die Richtung der 
Abſciſſenaxe. Ferner ift: 

Otang.a—=292— 2202x—=2(1—x)0x, wonach alfo 
für 20, Otang.e—=+ 20x, und 
für s—2, dlamg.a—=—0x 
ausfällt, und daher die Ordinate des erften Punktes ein Minimum, da— 
gegen die des zweiten Punktes ein Marimum ift. Seßtman Otang.«—0, 
fo ergeben ſich dadurch die Koordinaten e—1 und y=?/,; des Wende: 
punftes, in welchem ſich das concave Curvenſtück an das convere anſchließt. 
Ferner ift für das Curvenelement Os: 
or +9? —=9r +2 — 9 —=[I + 72(2 — x) 0x2, 
und daher der Krimmungshalbmefler der Curve: 


„___d8 __ [Ite@—ajm 
0.720 tang.« 2(1—x) ’ 
— 9a 
z. 2. für 20, ==, für 1, = I=o, 


— 1 
für — 2, =; —=-+ 1), füre=3, r=1/,.10%=--7,906. 
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Tie entfprechende Curve ift in Fig. 47 vor Augen geführt, worin A ben 
Big. 47. 


ne 


=Y. 





Urſprung der Coordinaten, 
und XX, YY die Coor⸗ 
dinatenaren barftellen. Dem 
erfien Theil y1 — 22 ber 
Gleichung entſpricht bie 
Parabel BAB,, welche 
ſich von 4 aus zu beiden 
Seiten ber Are AY ſym⸗ 
metriſch Binzieht, dem zwei- 
ten Theil 95 = — 1/, 23 
gehört dagegen die Curve 
CA G an, welche fih auf 
ber rechten Seite von YY 
unter, und auf der linken 
Seite von YY über ber 
Abſciſſenaxe X X hinzieht, 
und fi) dabei immer mehr 
und mehr von X X ent- 
fernt, je weiter fie von YY 
abrüdt. Um für eine ge- 
gebene Abfciffenare z ben 
entjprechenden Punkt der 
Curve y„=rr— 1/23 zu 
beftimmen, kommt es mır 
darauf an, die dieſer Ab- 
feiffe zugehörigen Ordinaten 
der erften Curven algebraifch 
zu addiren. Da z. 2. für 
selhy=1lımy 
— — 1), ift, folgt die ent⸗ 
ſprechende Ordinate des 
Punktes W, y—yı + 9%, 
—=1—1, =, ferne, 
da fir = 2, y —=4und 
Yy=— ®!; iſt, fo folgt 
die Coordinate des Punktes 


4y=4— 8%, — 4, ebenfo exgiebt fih fir æ — 3, y—=yı ty 
=9—- 90, für s=4,y=16 — MM, — — 16), fur — — 1, 
=, fra=— 2, y=44 9, = 2%, u. j. w, und man 
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erfieht, daß die legte Curve von A aus rechts den Lauf AWMKL... hat, 
wobei fie anfangs tiber der Abfcifje A X 3 hinläuft, fi) aber von da aus 
weiter bis ind Umenbliche unter X X Hinabzieht, und daß fie von A aus 
lints nur einen ins Unenbliche auffteigenden Zweig APYQ... bildet. Auch 
ift nach, dem Obigen, W ein Wende⸗, ſowie M ein Marimalpunlt ber Curve. 
Während die Curve in A unb M die Richtung von X X hat, fteigt fie in 
W unter dem Winkel & —= 45 Grab auf, weil für benfelben tang. a 
—r(2 —r)—=1 if, dagegen ift fiir den Neigungswintel in X, tang.« 
— — 3, folglich — 71° 34° u. ſ. w. 


Die Duabratur der Curve ift durch das Integral 


men Jen Y%)02= [02 1, [202 
3 


Hiernach folgt 3. B. für das Flichenflüd AWMK über AK—3, der 
3 
Inhalt F=Z (1 — 2/7) =’, und dagegen ber Inhalt des Flächen⸗ 


ſtückes 3 L.4, über dem Abſciſſenſtücke 34, F. =: (1—4)— u) 


=0 - =— . 
Um endlich noch bie Länge eined Curvenftüdes, z.B. von AWM, zu 
finden, fegen wir 


= [ViFr@- 0:= ["padz, 


und bringen bie im Artikel 30 abgehandelte Integrationsmethode zur An- 
wendung. Es ift hier c—= 0, und c, — 2; nimmt man n—4 an, fo 


—c 2—0 
folgt Or— "= = — = 4, und jegt man nun für © nad und 


nad, die Werthe O, !/,, 1, 3/, und 2 in die Function 
9(2) = — Yıtz2(2 — 2): ein, fo erhält man die Wertbe: 
90) =VI=1,Pyy)=VIF =], 
PA)=V1i+1=V2—14lA.. 
9@)=V1+ Ye md p (2)= Vi=1, 
und daher die Länge des Bogens A WM: 


IDEE IDEELLER TE 
© =(1+5+323828345+1).1,=2471. 
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Mittels der Curve y-a(1-3 (äßt fid) mn auch leicht der Lauf 


der Curve y — x Vi -5 angeben, denn werm man aus ben Coordi⸗ 


natenwerthen der erfteren die Quadratwurzeln auszieht, ergeben fich die ent- 
ſprechenden Coordinaten der leteren. Da die Duadratwurzeln aus negativen 
Zahlen imaginär find, fo erftredt fich diefe Curve nicht über den Pımlt X 
(maus, und da jede Duadratwurzel aus pofitiver Zahl zwei gleich große 
entgegengeſetzte Werthe hat, ſo Läuft die neue Curve (II.) in zwei ſymmetriſchen 
Zweigen QAMK und Q, AM; K zu beiten Seiten der Abſeifſenare 

aX hin | 
Me 35. Wenn ber Quotient — en aus zwei Functionen 9 (x) 
md 9 (2) fir einen gewiſſen Werth a von x den umbeftimmten Werth - 


— (12 
out, welches flets eineitt, wenn, wie 3. B. in y =" —", Bihler 
ud Kemer eines Bruches einen Factor z — a gemeinfchaftlich haben, fo 
lam man ben wirklichen Werth derſelben finden, wenn man Zähler und 
Renner jeden für fich differenziirt. 
Wächſt z um das Element 9x und entiprechend y um das Element Oy, 
Io erhält man: 





_ POLY), 
yroy= 
Run ift aber fir x — a: 
ol) = 0 und Y (ex) = 0, 
daher hat man für diefen Fall: 
0p (x) 


y+oy= 96) 


der, da Oy als umenblich Heine Größe gegen y verfchwindet: 
p(e) _9pP@) _ pı @) 


| — — — — GE 
— 








© pı(2) und %, (2) die Differenzialguotienten von ꝙ (x) und % (x) be- 
zeichnen. 

Stellt ſich y — 9ı @) wieder — 2 heraus, fo kann man von Neuem 
J Vi (x) 0 j 
differenziiren, und 

29926 
van em 
Auf ‚gleiche Weiſe find auch die unbeftimmten Ausdrücke :— 8 und 














62 Hülfslehren aus der Analyſis. [Art. 35. 


0.%© nf. mw. zu behandeln, da © — 2 folglich < um 0. — r 
gefegt werben können. 3. B.: 


323— 722— 8420 
Oh ya di Ban 4 
auch erlaubt, 


_0(822— 722— 8420) _ 922 —14— 8 
Too —2lm t240— 4) IB®— 490424 
zu ſetzen. 


giebt fr x — 2, a; es iſt daher 


Nun fällt aber fir <= 2, y wieder — z aus, daher fest man von 


Neuem: 
_0(I9R®—144x— 8) _ 1832—14 _ 9:— 7 _ 1 
IT ar —-Ret2) 302-2 Wa—al 9 

Es ift aber auch wirflich der Factor 2 — 2 zwei Mal in dem Zähler 
und Nenner der gegebenen Function enthalten. Dividirt man beide durch 
z — 2, jo erhält man: 

322 2— 10 
vn 112 +2' 
und wiederholt man diefe Divifion im legten Werthe, fo ftellt fich 
32 +5 








y— 55 —-T 
11 
alfo x — 2 gelegt: y — F heraus. 
— 1% 2 — 
Ferner: y—= — giebt für x — 0, 2 
Nun ift aber: 
ola— Var — 2) = — 9 (a? — )A = ‚hor 
— —— — 
li 1 
daher folgt für diefen Fall: „-vVn_, =, 


Inzx 0 
Ferner in y=y)_; _—,I1= 1 gejet, folgt y— 7; nun it aber: 
% 21 * 


daher folgt = — — = ——- — 0. 
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Endlich: 
1 — sin.xz + cos. x 
— — — — 
ı=77 + sin. x -+ cos. x 
1—1-+0 0 


= TIT1r0 0 


giebt für = (90°), 





daher if auch 
__. O(1—sin.x—+cos.2) — 008.2 —sin.x 
yar— 1--sin.e- 00.2) 008.17 —sin.z 
—_ _0-1 — 1 
0—1 
iu ſeten. 


Kt. 36. Wenn für eine Function y—=au-t-Bv eine Reihe von zu- 
jommengehörigen Werthen der Variablen u, v und y durch Beobachtung 
oder Mefiung gefunden worden ift, fo Tann man nach denjenigen Werthen 
der Gonftanten & und 4 fragen, weldye von den fleinen zufälligen und un- 
geſetzmäßigen Beobachtungs- oder Meſſungsfehlern möglichft befreit find und 
daher auch den Zuſammenhang zwiſchen den Größen u, v und y, wovon 
md © auch bekannte Yunctionen einer und derjelben Variablen x bebeu- 
ten Können, möglichſt genau ausdrücken. Unter allen Regeln, welche man 
zur Beantwortung diefer Frage, d. i. zur Ausmittelung der möglich oder 
wahrscheinlich richtigften Werthe der Conftanten anwendet, ift die fogenannte 
Methode der kleinſten Quadrate die allgemeinfte und wiflenfchaftlich 
begrünbetfte. 


u 


Sind 


U, Vi, Yı 
Ug, Ur, % 
Uz, Vs, Y3 


Un, Un Yn 
die der Junction y=au— Br entiprechenden Refultate der Beobachtung, 
to hat man für die Beobachtungsfehler und deren Quadrate folgende Werthe: 
2 =Yı — (au, + Pvi) 
e, — y2 — (2% Pr) 
3=%— (au + ßr;) 


nen (Xu + Bo) 
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ei =y — 2auı yı —2ßrı ı tar + 20h vı + B?o} 
“ = — 20% —2ßuy +a?u7 + 20ßu u + f?r 
3 =% Bat — araye Tea tReßun HP 


. . . ’ 


— 2 — 2m + tut 2oßun rn + B?V? 
und erhält nun für die Summe ber Yehlerquadrate, wenn man ſich ber Ab⸗ 
fürzung wegen des Summationszeichens S bedient, um eine Summation 
gleichartiger Größen anzuzeigen, alſo Yyty ty + =) 
vı Yı +wytVY— + Un Yy%=%(vy) fest, u. |. w.: 
Z(e) = (y) —2aZ(uy) —2PZE(vy)+t 022% (u?) 
+20.B2&(uv) +? (v2). 

In diefer Gleichung find natürlich außer der als Abhängigvariablen zu 
behandelnden Fehlerquadratſumme & (2?) nur die hier als Urvariable anzu- 
jehenden Eonftanten & und 4 der Funcion y„=au—+-Pv unbelannt. Die 
Methode der Heinften Quadrate fordert num, fowohl & als auch 4 fo zu 
wählen, daß die Duadratfunme Z (22) zum Minimum werde; unb deshalb 
mäfjen wir die gewonnene Function fir Z (2?) ein Mal in Beziehung auf 
© und ein Mal in Beziehung auf B differenziiren, und jeben ber fich heraus- 
ftellenden Differenzialquotienten von & (22) glei) Null fegen. Dadurch 
ftößt man auf folgende zwei Beftimmungsgleihungen für « und ß: 

—Z(u)+e2(u)+PE(un)=0, 
—Zey)+PZW)+aZluı)=0; 
deren Auflöfung auf folgende Ausdrüde führt: 
_ZW)EW)—- Zu) lwy) 
ZZ (u?) 2 (v2) — (ur) (ur) 
— eyN) Eur) Zu) (ogl 
— F)2 (0) — Zur) (ur) | 

Diefe Formeln gehen fir eine Function y„=a+ Pr, da hier u=1, 
alſo & (u (v), & (= Ey)wi)—=1t1 414. —n, 
d. i. die Anzahl der Gleichungen oder Beobachtungen iſt, in folgende über: 

_EWEW-EWECH 
nZö(v)— Z(v)&(r) 
s_ rZwWN-EWEG). 
ZW) —- Ze)Zle) 
Fulr die noch einfachere Function „= v, wo @ — Null ift, erhält man: 
ey) — (vy) 
P> zw)’ 


„Ingenieur“ ©. 77). 
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und endlich für den einfachften Fall y=«, wo es fi alfo um bie Aus- 
mittelung des wahrſcheinlichſten Werthes einer einzigen Größe handelt, ift 
_E(y) 
=, 


alſo diefer Werth das arithmetifche Mittel aus allen durch Meffungen 
oder Beobachtungen gefundenen Werthen. 


& 


Beiſpiel. Um das Befeg einer gleihförmig befchleunigten Bewegung, d. i. 
deren Anfangegefchwinbigfeit c und Beſchleunigungsmaß 2» Fennen zu lernen, 
hat man die verſchiedenen Zeiten t,, ty, kz u. f. w. entfpredhenten Räume ober 
Wege 5,, Sg, 83 u. ſ. w. gemeſſen, und dabei Folgendes gefunden: 





— — oo — — - _ 


Jen - - 2 2. . 10 Sec. 


a 




















20 38 | 58%, | 101 Auf. 




















Humuns—=ct+ er das diefer Bewegung zu Grunde liegende Bewegungs: 
geſetz, ſo handelt es fih um die Grmittelung der Conſtanten c und p. Sept 
man in die obigen Formeln v—=t und vr —ER, fowie a=c, = und y=s, 
10 erhält man zur Berechnung von ce und p folgende Kormeln: 

_Z(t) Z(st) — Fit) Z(s 22) 
— zZ) zit) — Z(t) 8 (1) 


Z(22) Z(st9) — ZN Z(st) 
Z(1) Zitt) — Zt) Zt) ’ 


wonach fi folgende Rechnung führen läßt: 


und 


2— 
2 











t | 2° | {3 | X | 8 st | st? 
1 1 1 1 5 5 5 
3 9 27 81 20 60 180 
5 25 125 625 38 190 950 
7 49 343 2401 58,5 409,5 2866,5 
10 100 1000 10000 101 1010 10100 
Summen 184 1496 13108 222,5 1674,5 14101,5 


—(2) =z()| = zl)| =zr() |=LFıst)| = !(st?). 


Relabach⸗s Kehrbuh d. Mechauik. 1. B 
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Hieraus beftimmt fid: 
13108 . 16745 — 14% . 141015 __ 85340 — 4,908 Zuß und 


— 84 . 13108 — 1496. 1496 17386 
184 . 14101,5 — 1496 . 16745 _ 89624 __ 
YP= gr 15108 106 165 7 Trssco — 95155 Ruß, 


und daher folgende Formel für vie beobachtete Bewegung: 
s —= 4,908 t + 0,5155 . 2. 
Nach diefer Formel hat man: 

















für die Zeiten. . . | 0 





59,62 | 100,63 Fuß. 


die Räume -. - - - 




















enn man die Zeiten (£ 
Big. 48. B de abkifem und ah vi 
beobachteten als aud vie be- 
rechneten Wege (8) ale Or: 
dinaten aufträgt, fo läßt ſich 
durch die Endpunfte der be- 
techneten Goorbinaten eine 
Gurve AB, Fig. 48, legen, 
welche ſich zwifchen den durch 
die beobachteten Koordinaten 
beftimmten Bunften M, N, 
0,P,Q fo hinzieht, daß Die 
Duadratfumme der Abmei: 
ALM x Hungen berfelben von biefen 
t=0 1 3 5 7 10 Punkten beiverfeits möglichtt 
flein ausfallen. 
Art. 37. Kommt e& darauf an, in Ermangelung einer Formel für das 
Kig. 49. ftetige Fortſchreiten einer Größe y oder 
ihre Abhängigfeit von einer anderen 
Größe x, einen Werth der Größe y, 
welcher einem gegebenen Werthe von 
x entſpricht, mitteld entweder aus 
Erfahrung befannter oder aus einer 
Tabelle entnommener Werthe von x 
und y zu beftimmen, jo wendet man 
das fogenannte Interpolations- 
verfahren an, von welchem bier 
nur das Wichtigfte mitgetheilt wer- 
den ſoll. 
Wenn die Abſciſſen AM, — x, 
AM=ı md AM — æ,, Fig. 
49, und die zugehörigen Orbdinaten 
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4P=y, MP =y und M, P,—=y, gegeben find, jo kann man 
die einer neuen Abſcifſe AM x entiprechende Ordinate MP— y burd) 
diedormel y—a + x + yx? ausdriiden, wofern die drei dadurch beftimm- 
tn Bunfte P., Ps, Ps nahe in einer geraden Linie oder in einem wenig 
gefrämmten Bogen liegen. Legt man den Coordinatenanfangspunft von A 
nad) M,, fo wird dadurch der Allgemeinheit nicht gefchadet, wir befommen 
aber dann einfach für z — 0, y— a und folglich das conftante Glied 
= Y.. 

Führen wir num ein Mal x, und y, und ein anderes Mal x, und y, in 
die fingirte Gleichung ein, fo erhalten wir folgende zwei Beitimmungs- 
gleihungen : 

Y —- H=ßr+Yx und 
Yy—Y—PßrxstYyr}, woraus ” 
6 — (Yı — Yo), — WE, 
na— ar) 
Yı = W)8ı 
a — ea 


v= ergiebt. 
Es ift aljo hiernach: 
— (Yı — v0) I — (Ya — Yo) Ti )ä 
v-n+( 0° — X 2) 
(Yyı — %0) %2 — (Ya — Yo) =) 9 
+( m — ra m 
Yäge die Ordinate y, mitten zwiſchen y. und Y,, fo hätte man 2, —2x, 
und daher einfacher: 
— 3% 9N +): 
y= % — an x 


Sind nur zwei Paar Coordinaten 2, 90 und zı, Yı "gegeben, jo muß 
man die Begrenzungslinie P, P, als gerade Linie anfehen, und folglich 


Yy=% + ß T, 
alſo auch Yz=y + Pk, 
jegen, wonach B = und 


y=4%+ ) x folgt. 


Bern verlangt wird, zwilchen den Ordinaten %,, Yı, y: eine vierte Or⸗ 
dinate y durch Conftruction zu interpoliren, fo legt man durch die End- 
punkte P,, P,, Ps diefer Ordinaten einen Kreis, und nimmt y gleich ber 

B* 
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Ordinate defielben. Das Centrum C diefes Kreifes wird auf die befannte 
Weiſe dadurch beftimmt, daß man bie Punkte Po, Pi. P; mit einander 
durch gerade Yinien verbindet und in den Mittelpunkten derfelben Perpendikel 
errichtet; der Durchſchnitt C diefer Perpendikel unter einander ift das ge 
fuchte Centrum. 


Sind die Entfernungen des mittleren Punktes P, von den beiden anderen 
Punkten 2, und P,, so und s,, und ift der Abftand P, K des Punftes P, 
von der Berbindungslinie s, —= P, Pa, —h, fo hat man für den Peripherie- 
winkel @—= Pı PP, —=!', Sentriwintel P, C P;: 








. h 
sin.a— — 
80 
und folglich für den Krümmungshalbmeilr CP=CR=CP =CP:.: 
— 82 8082 
 2sna 2)h 


Man findet folglich das Centrum C des duch Po, Pı, Pı gehenden 
Kreifes, wenn man mit dem nach diefer Formel berechneten Halbmefler r 
aus 7, oder P, oder P, das in der Mitte D der Sehne P, P, errichtete 
Perpendikel durchſchneidet. 


Art. 38. Das Mittel ſämmtlicher Ordinaten über der Grundlinie MM, M, iſt 
die Höhe eines Rechteckes MM, M, N, No, über derſelben Grundlinie Mo, M,, 
welches mit der Fläche Mo M, Pa Pı Po einerlei Juhalt hat, und läßt ſich 
daher aus dieſem Flächenraume leicht beſtimmen. Nach Artikel 29 iſt 
derſelbe: 


— ———— 
nn + + Ya 


+97 Yo)ız = (Yy— Yo) 2% 
=yn4+ 
20? — 0,0} 2 


+ (= — NM) Kr — BZ — Yo) "2 = 


im—ılaı 
62 (2, — zı) — 6 (13 — %) 
— 4 + v3), „+ UWE -n- Wa 
2 620 (4, — 2) * 
und folglich die mittlere Ordinate: 


yo 4- (Yı — %) x; 0 — — Y)(3 X — 2) x. 
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_F_ ar + (4 ya — an Zula, 
Yn= — = 22. 
X 6.2 (03 — 21) 
Bir BIP —_ u fo hätte man e3 mit einer gerablinigen Begren- 
Yı — % I] 
zung zu thun, und es wäre bann einfach: 
2 
ſowie 


_ Yo 9% 
Mg 


Bäre ferner bloß x, = 2, alfo y, von ben Grenzordinaten y, unb Ya 
gleichviel abftehend, fo witrde fein: 


F=(y+4y1+ 39) (fiehe Art. 30), und 


_%t4yı 4% 
— 6 

ft ein Flächenraum MM; P; Po. 
Fig. 50, durch vier Goordinaten 
Mo Po =: MPı=y, MP; 
— y,, M; P, =y, beitimmt, welche 
in gleichen Abftänden von einander 
ftehen, fo kann man die Größe def- 
jelben einfach) annähernd auf folgende 
Weile beitimmen. 

Bezeichnen wir die Grundlinie 
M, M;, durch x; und drei zwifchen 
M. 9% und y; in gleichen Abftänden von 
NM N, MeNs ’?_ einander eingefchaltete Ordinaten 

Nı Qı, Na Qꝛ, Na Qs durch) zo ‚21,28, 
fo können wir annähernd die Fläche: 


44 PR R=F=(lhytotatat Ken, jegen. 
Run ift aber: 

atas+23 24 +22%4+22 224+2 22,—+2 
3 = ——* al er 


dig. 50. 


Pa 








— 





— 


6 
22 2, . 22, 2. 
y—=2a + (a —2)= Bat ſowie nat 


daher folgt: „tars — nem, und 








70 Hülfslehren aus der Analyſis. [Art. 38. 
FS IVa + +WH+ rn] 


=y+3m +) +12, ſowie: 
_t3mte)t%, 
— 8 
Während die vorige Formel für y„ zur Anwendung kommt, wenn die 
Fläche in eine gerade Anzahl von Streifen zerlegt ift, läßt fich die letztere 


anwenden, wenn die Anzahl diejer Flächentheile eine ungerade ift. 
Hternad kann man auch annähernd 


vos = J — lvEo 4 8Vi +Y)+%] I 
jegen, wenn 
%=P(e), vr), %= (9) und »=9(cı) 
vier beftimmte — der Function „= 9Y(r) find. 
3.2. für J — (f. Beiſpiel Art. 30) hat man c — 1, ci — 2 und 





p(r) = —, daher folgt 


yz!lıızl, =; ;= u, a -—— 1 = I, amd y— 


und ber engen heit Werth dieſes Integrals: 
111 
E43 ++ = 160 0694. 


Erfter Theil, 


Die allgemeinen Lehren der Mechanik, 


Erfter Abſchnitt. 


Bhoromomie oder rein mathematifdhe 
Bewegungdlchre. 


— — — — — 


Erſtes Capitel. 
Die einfache Bewegung. 


Ruhe und Bewegung. Jeder Körper nimmt im Raume einen ge-8. 1 
wiffen Ort ein, und ein Körper ift in Ruhe (franz. repos; engl. rest), 
wenn er feinen Ort nicht ändert; er ift hingegen in Bewegung (franz. 
mouvement; engl. motion), wenn er aus einem Orte nad) und nad) in 
andere übergeht. Ruhe und Bewegung eines Körpers find entweder abjolut 
oder relativ, je nachdem man den Drt defielben auf einen Raum bezieht, 
der entweber jelbft in Ruhe ober in Bewegung ift, oder darin gedacht wird. 

Auf der Erde giebt es Keine Ruhe, denn alle Körper auf der Erde nehmen 
an ihrer Bewegung um die Sonne und um ihre eigene Are Antheil; denten 
wir uns aber die Erde in Ruhe, fo find fir uns aud) alle diejenigen Erd- 
förper in Ruhe, welche ihren Ort in Beziehung auf die Erde nicht ändern. 


Bewegungsarten. Die ftetige Folge von Dertern, welche ein Körper $. 2 
m feiner Bewegung nad) und nad) einnimmt, bildet einen Raum, den man 
den Weg (franz. chemin, trajectoire; engl. way, trajectory) de® bewegten 
Körpers nennt. Der Weg eines bewegten Punktes ift eine Linie. Der Weg 
eines geometrifchen Körpers ift zwar wieder ein Körper, man verfteht aber 
mter demfelben gewöhnlich diejenige Linie, welche ein gewiſſer Punkt, 3.2. 
der Mittelpunft des Körpers, bei ber Bewegung befchreibt. 

Eine Bewegung ift geradlinig (franz. rectiligne; engl. rectilinear), 
wenn ihr Weg in einer geraden Linie befteht; fie ift aber krummlinig 
(franz. curviligne; engl. curvilinear), wenn dev Weg des bewegten Körpers 
eine krumme Linie if. 
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In Beziehung auf Zeit (franz. temps; engl. time) ift die Bewegung ent- 
weder gleihförmig oder ungleichförmig. 


8.3 Kine Bewegung ift gleichförmig (franz. uniforme; engl. uniform), 


8. 4 


8. 5 


wenn durch dieſelbe in gleichen und beliebig kleinen Zeittheilchen gleiche Wege 
zurückgelegt werden; ſie iſt ungleichförmig (franz. varie; engl. varicble), 
wenn dieſe Gleichheit nicht ſtatthat. Werden mit dem Ablaufen der Zeit die 
in gleichen Zeittheilchen durchlaufenen Räume immer größer und größer, ſo 
heißt die ungleichförmige Bewegung beſchleunigt (franz. accelere; engl. 
increasing), nehmen diefe aber immer mehr und mehr ab, fo heißt fie ver: 
zögert (franz. retarde; engl. decreasing). 

Bon der gleihförmigen Bewegung ift die periodifhe Bewegung 
(franz. periodique; engl. periodic) dadurd) unterfchieden, daß bei diefer nur 
innerhalb gewiſſer endlicher Zeiträume, die man Perioden nennt, gleiche 
Räume durchlaufen werden. 

Das befte Beifpiel der gleichförmigen Bewegung giebt die fcheinbare täg- 
liche Umdrehung des Firfternhinmels; nächſtdem das Fortriiden der Zeiger 
einer Uhr. Beifpiele der ungleichförmigen Bewegung geben fallende und in 
die Höhe geworfene Körper, ber fintende Waſſerſpiegel bein Ausflug dee 
Waflers aus Gefäßen u. f. w. Für die periodiiche Bewegung findet man 
Beifpiele an den Pendelfchwingungen, an den Kolbenfpielen einer Dampf: 
majchine u. f. w. 


Gleichförmige Bewegung. Geſchwindigkeit (franz. viteese; engl. 
velocity) ift die Stärke oder Größe einer Bewegung. Je größer der Raum 
ift, welchen ein Körper innerhalb einer gewiffen Zeit durchläuft, deito 
ftärfer ift aud) feine Bewegung, oder defto größer ift auch feine Gejchwindig- 
keit. Bei einer gleichförmigen Bewegung ift die Gefchwindigfeit unveränder: 
(id, bei einer ungleichförmigen Bewegung Hingegen ändert fie ſich in jedem 
Augenblide. Tas Maß der Geſchwindigkeit in einem gewiflen Zeit: 
punfte ift der Weg, den ber Körper von diefem an innerhalb der Zeiteinheit 
oder Secunde entweder wirklich zurücklegt ober zırrliclegen würde, wenn von 
diefem Augenblicke oder Zeitpunfte an die Bewegung in eine gleichförmige 
überginge, aljo die Geſchwindigkeit unveränderlich bliebe. Gewöhnlich nennt 
man dieſes Maß ſchlechtweg Geſchwindigkeit. 


Wenn ein Körper in jedem Zeittheilchen den Weg 6 durchläuft, und die 
Zeitfecunde aus n (jehr vielen) folchen Zeittheilchen befteht, jo ift der Weg 
innerhalb einer Zecunde die Geſchwindigkeit oder vielmehr das Gefchwindig- 
keitsmaß: 

c —n. o. 


Im Laufe einer Zeite (Secunden) verfließen n . t Zeittheilchen, und in 
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jedem wird der Raum 0 zuritdgelegt, es ift daher der ganze Weg (fram. 
lespace; engl. the space), welcher der Zeit i entfpricht: 
s-ntdmn.dt d. i. 
I.) s = ct. 
Bei der gleihförmigen Bewegung ift alfo der Raum (s) ein 
Product aus Geſchwindigkeit (c) und Zeit (f). 


Umgefehrt ift: 
L)c= n und 
8 
I)t=-. 


Beiſpiele. 1) Sin Dampfmagen, welcher mit einer Geſchwindigkeit von 
30 Fuß fortrollt, legt in zwei Stunden = 120 Minuten = 7200 Secunden den 
Beg 3 — 30 . 7200 — 216000 Fuß zuräd. 2) Wenn zum Serauszieben 
einer Tonne aus einem 1200 Fuß tiefen Schadte eine Zeit von 41/, Minuten = 
370 Secunden nöthig ifl, fo Bat man die mittlere Geſchwindigkeit viefes Förder: 


aefüßes ( —2* — MY, — 4,444 ... Buß anzunehmen. 3) Ein 





legen eines Weges von einer Dieile oder 24000 Fuß die Zeit t = 
Srrunden oder 1 Stunde 6 Minuten und 40 Secunpen. 
Sergleicht man zwei verjchiedene gleichfürmige Bewegungen mit einander, $. 6 
jo ftögt man auf Folgendes: 
Tie Räume find s — ct und sı — ch, & ift daher ihr Verhältniß 


8 ct 8 c . 
- = — Setzt man nun t; = t, fo hatman — = —; nimmt man 
81 Gh 8, ci 
A C t 
= c, fo erhält man 2— —; iſt endlich 5, — s, fo folgt — = 4. 
5 t, 171 t 


Die in gleichen Zeiten durchlaufenen Räume verhalten fich 
alfo bei verfchiedenen gleichförmigen Bewegungen wie die Ge— 
ſchwindigkeiten; die mit gleihen Geſchwindigkeiten zurüdgeleg- 
ten Wege dagegen wie bie Zeiten; bie gleichen Räumen entjpre- 
henden Gefchwindigkeiten find endlich den Zeiten umgekehrt 
proportional. 


Gleichförmig veränderte Bewegung. Cine Bewegung ift gleich- 3- 7 
förmig verändert (franz. uniformement varie; engl. uniformly variable), 
wenn ihre Geſchwindigkeit innerhalb gleicher, beliebig Heiner Zeittheilchen um 
gleichviel zu⸗ oder abnimmt. Sie ift entweder gleichförmig befchleunigt 
(franz. uniformement accelere; engl. uniformly accelerated), ober gleic;- 
förmig verzögert (franz. uniformöment retarde; engl. uniformiy retarded); 
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im erflen Falle findet ein allmälige® Wachſen, im zweiten ein ftetiges Ab⸗ 
nehmen an Geſchwindigkeit ftatt. 

Gleichförmig befchleunigt fällt ein Körper im Iuftleeren Raume, und 
gleichförmig verzögert würde das Steigen ſenkrecht in die Höhe geworfener 
Körper erfolgen, wenn die Luft feinen Einfluß auf den Körper ausübte. 


8.8 Die Stärke ober Größe der Beränderung in der Geſchwindigkeit eines 
Körpers heißt Acceleration oder Beichleunigung (franz. acceleration; 
engl. acceleration); fie ift entweder pojitiv (Beichleunigung) oder negativ 
(Berzögerung, retardation), je nachdem eine Zu- oder eine Abnahme der Ge- 
ſchwindigkeit ftatt hat. Je mehr die Geſchwindigkeit innerhalb einer gewiſſen Zeit 
zu⸗ oder abnimmt, defto größer ift auch die Acceleration. Bet ber gleihförmig 
veränderten Bewegung ift die Acceleration unveränderlich; es Läßt ſich daher 
auch diefelbe durch diejenige Zu⸗ ober Abnahme an Geſchwindigkeit mefjen, 
welche im Laufe einer Zeitfecunde ftattfindet. Bei jeder anderen Bewegung 
hingegen ift da8 Maß der Acceleration diejenige Zu- oder Abnahme an 
Geſchwindigkeit, welche ein Körper erhalten wilde, wenn von dem Augen- 
blide an, fir welchen man die Acceleration angeben will, diefelbe ihre Ver⸗ 
änderlichfeit verlöre, die Bewegung alfo in eine gleichfürmig veränderte 
überginge. 

Sehr gewöhnlich nennt man dieſes Maß felbit die Acceleration oder 
Beichleunigung. 


8.9 Denn die Gefchwindigkeit einer gleichförmig beichleunigten Bewegung in 
einem ſehr Heinen (unendlich Heinen) Zeittheilhen um x zunimmt, und die 
Zeitſecunde aus n (unendlich vielen) folchen Zeittheilchen befteht, fo ift die 
Zunahme an Gefchwindigkeit in einer Secunde, oder bie fogenannte Acce- 
leration: D—n4, 
und die Zunahme nach t Secunden, — nt.x —nx.t = pt. 

Iſt die Anfangegefhwindigteit (im Augenblide, wo man die Zeit t 
zu zählen anfängt) — c, jo hat man hiernady die Endgefchwindigfeit 
d. i. die am Ende der Zeit i erlangte Gefchwinbigeit: 

v=c+pt. 

Für die ohne Geſchwindigkeit anfangende Bewegung ift c — O, daher 
ve = pt, und für die gleihförmig verzögerte, negetire Acceleration (— p) 
befigende Bewegung ift: 

v=c— pt. 

Beifpiele, 1) Die Acceleration eines im Luftleeren Raume frei fallenden 
Körpers ift = 31Y, = 31,25 Fuß; es erlangt daher ein folder nad 3 Secun- 
den die Geſchwindigkeit y = pt = 3125. 3 — 93,75 Fuß. 2) Bine von 


einer fchiefen Ebene herabrollende Rugel hat im Anfang fon die Geſchwindig⸗ 
feit ce = 25 Buß, und erlangt beim Herabrollen in jeder Secunde noch 5 Fuß 
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Zufag an Geſchwindigkeit; es ift daher ihre Geſchwindigkeit nach 2Y/, Gesunden: 
= +5.25=3-+ 1%5 = 375 Buß, d. h., fie wird, von bem 
lehten Zeitpunfte an gleichförmig fortgehend, in jeder Secunve 37,5 Fuß Weg 
zurädiegen. 3) @in mit 30 Fuß Geſchwindigkeit fortgehender Dampfwagen wird 
fe gebremft, daß er in jeder Secunde 3,5 Fuß an Geſchwindigkeit verliert, feine 
Acceleration alfo — 3,5 Fuß beträgt; es If deshalb feine Geſchwindigkeit nad 
6 Serunden: v — 30 — 35.6 = 0 — 21 —= 9 Fuß. 

Gleichförmig beschleunigte Bewegung. innerhalb eines unend- S. 10 
lich Heinen Zeittheilchens r Läßt fich die Geſchwindigkeit einer jeden Bewe- 
gung al® unveränderlic, anfehen; man kann daher den in dieſem Zeittheilchen 
durhlaufenen Raum 

O6=r.t 
fegen, und erhält jo den in einer endlichen Zeit A durchlanfenen Ranm, wenn 
man die Summe biefer Heinen Räume ermittelt. Nun ift aber für alle diefe 
Räumchen die Zeit z eine und diefelbe, es läßt fid daher au, ihre Summe 
gleichegen dem Producte aus eben dieſen Zeittheilhen und aus der Summe 
der, gleichen Intervallen entfprechenden Geſchwindigkeiten. 

Bei der gleichförmig befchleunigten Bewegung ift aber die Summe (O +.r) 
der Geſchwindigleiten im erften und lebten Augenblide fo groß als die 
Summe pr + (r -— pr) der Gejchwindigfeiten im zweiten und vorlegten 
Augenblide, auch gleich der Summe 2pr + (vr — 2 pr) ber Geichwindig- 
feiten im dritten und vorvorlesten Augenblide u. |. w., und diefe Summe 
überhaupt gleich der Endgeſchwindigkeit 7°; e8 ift daher hier die Summe aller 


Geichwindigkeiten gleich dem Producte (x =) aus der Endgefchwindigkeit « 
und aus der halben Anzahl aller Zeittheilchen, und der durdjlaufene Raum 
das Product (r > :) aus der Endgefchwindigkeit , der halben Anzahl der 


Zeittheilhen und der Größe eines folchen Theilchens. Nun giebt endlich) bie 
Größe (7) eines Zeittheilchens, mit der Anzahl » derfelben multiplicirt, die 
ganze Zeit an, deshalb ift denn der innerhalb der Zeit t gleichförmig beichleu- 
nigt zuridgelegte Raum: 
vi 
= 
Dei der gleichjörmig befchleunigten Bewegung füllt hiernady der Raum 
ebenfo groß aus wie bei der gleichförmigen Bewegung, wenn die Geſchwin⸗ 
digfeit der letzteren Bewegung halb fo groß ift als die Endgefchwindigfeit 
der erfteren. 
Beifpiele. 1) Wenn ein Körper innerhalb 10 Serunden durch gleichfürmig 
befchleunigte Bewegung eine Geſchwindigkeit u von 26 Fuß erlangt bat, fo if 


der zu gleicher Zeit zurüdgelegte Weg 8 — a — 130 Fuß. 2) Ein Wa— 


11 


x. 12 
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gen, welder bei feiner gleichförmig befchleunigten Bewegung im Laufe von 21/, 
Secunden 25 Fuß zurüdgelegt hat, gebt am Ende mit der Geſchwindigkeit 


2.25 50.4 
va gr m222.. . Buß fort. 


Die beiden Grundformeln der gleichförmig befchleunigten Bewegung: 
Il) = pt ww 
—? t 
I.) s 7 
welche ausdrliden, daß hier die Gefhwindigkeit ein Product aus 
Acceleration und Zeit, und der Raum ein folches aus der halben 
Gefhwindigfeit und Zeit ift, fchließen noch zwei andere Hauptformeln 
in fih, die man erhält, wenn man aus beiden Gleichungen ein Mal v und 
ein zweite Mal + eliminirt. Es folgt nämlich: 
1) s— PL und 
2 
v? 
IV.) s = 2p 

Hiernach ift alfo der gleichförmig befchleunigt zuriidgelegte Weg 
ein Product aus der halben Acceleration und dem Quadrate der 
Zeit, und aud der Duotient aus dem Quadrate der Endge- 
fhwindigfeit und der boppelten Beichleunigung. 

Diefe vier Hauptformeln geben durch Umkehrung, je nachdem man die 
eine oder die andere der in ihnen enthaltenen Größen abfondert, noch acht 
andere Yormeln, und man findet diefelben im „Ingenieur* Seite 325 in 
einer Tabelle zujammengeftellt. 


Beifpiele 1) Ein mit der Acceleration 15,625 Fuß bewegter Körper legt 


2 
in 1,5 Secunde ven Weg PT — 15.685 . 3 — 17,578 Fuß zu—⸗ 


rüd. 2) Bin durch die leratien p=45 Fuß in die Geſchwindigkeit = 16,5 


Fuß verfegter Körper hat den Raum s — = z — 30,25 Fuß durdlaufen. 





Bei der Vergleichung von zwei verjchiedenen gleichförmig beichleunigten 
Bewegungen mit einander ftößt man auf folgendes: 
Die Geihwindigkeiten find — pt und m) — pt, die Räume hin- 





gegen s — er und 3, — nt es folgt hieraus: 
v_ pi 8 pt? — vi — v2 pı 
vo Dt 0 Te ut vPp 
Segt man nun ft, = Et, fo erhält man: 
— —B. 
1 u »ı 
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es verhaften ſich aljo bei gleihen Zeiten bie durdlaufenen 
Wege wie die Endgejchwindigfeiten, oder aud wie die Befchlen- 
nigungen. 

Nimmt man ferner pP, — 3 ſo eat ſich: 


r 12 v? . 
"eo, min 


bei gleichen Befhleunigungen und alfo aud) bei einer und ber- 
ſelben gleihförmig bejchleunigten Bewegung find alfo die End— 
geihwindigfeiten den Zeiten und die durchlaufenen Räume ben 
Unabraten der Zeiten, oder auch den Quadraten der Endge— 
ihwindigfeiten proportional. 

Ferner rı — 7 angenommen, giebt 2 — A und 2 u bei glei- 

pı ! 4 i 

hen Endgefhwindigleiten find die Accelerationen den Zeiten 
umgefehrt, die Räume aber den Zeiten direct proportional. 


2 2 
Endlich ss — s geſetzt, giebt — z — es verhalten ſich alſo 
l 1 
bei gleichen Räumen die Accelerationen umgekehrt wie die Qua— 
drate der Zeiten und direct wie die Quadrate der Endgeſchwin— 
digkeiten. 


Sir die mit der Gefchwindigfeit ce anfangende gleichförmis be⸗8. 13 
ſchleunigte Bewegung hat man nach $. 9: 
l) v=c+ pt, 
ımd da der anwerininclichen Geſchwindigkeit c der Raum ct, der Acceleration 


p aber ber Weg FI — zutommt: 


2 
I) s-ct+ PT. 
Entfernt man p aus beiden Gleichungen, fo erhält man: 
III.) s = Zu 


und befeitigt man ?, jo ſtellt ſich 
vu” — ec? 


IV.) s = 2» - 





heraus. 
Beifpiele. 1) Gin mit der Anfungsgefhwindigfeit — 3 Fuß und mit ber 
Aceleration p —= 5 Buß bewegter Körper legt in 7 Secunven den Weg 


2 
7+5. T = 21 + 122,5 = 143,5 Fuß zurüd. 
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2) Ein anderer Körper, welcher innerhalb 3 Winuten — 180 Secunden ſeine 
Geſchwindigkeit 24, Fuß in die von 7%, Fuß umändert, macht in dieſer Zeit 


2, 7,5 
den Weg von +2 . 180 = 90 Fuß. 


$&. 14_ Gileichförmig verzögerte Bowegung. tür die mit der Geſchwin— 
digkeit c anfangende gleihförmig verzögerte Bewegung gelten 
die Formeln: 
l) "=e—»t, 








pt? 
, — et — — 
IL) s c 5 
c+t 
Il) s = 5 td, 
ce? — rn? 
IV) s — ap 


welche aus den Gleichungen des vorigen Paragraphen ſogleich hervorgehen, 
wenn nıan darin » negativ fest. Während bei der gleichförmig befchleunig- 
ten Bewegung die Geſchwindigkeit ohne Ende wächſt, nimmt bei der gleich 
förmig verzögerten Bewegung die Gefchwindigfeit bis zu einem gewiffen Zeit. 
punkte ab, wird in demfelben — Null, und fällt |päter negativ aus, d. h. es 
geht Später die Bewegung in umgefehrter Richtung vor fich. 

Segen wir in der erften Formel = -— O, fo erhalten wir p! — ce, alfo 
die Zeit, zu welcher die Gefchwindigkeit Null geworden ift: 


C 


t= -; 


fegen wir endlich diefen Werth von t in die zweite Gleichung, fo erhalten 
wir den Raum, welchen ber Körper zu diefem Zeitpunfte zurlidgelegt hat: 
y 
— 5— 
Iſt die Zeit größer als > jo fällt der Raum Heiner ale 5 aus; iſt 
die Zeit — 2*. ſo iſt der Raum Null, es iſt alſo der Körper nach ſeinem 


Ausgangspunkt zurlickgekehrt; iſt endlich die Zeit noch größer als — jo ift 


s negativ, d. h. es befindet fich der Körper vom Anfangspunfte aus auf der 
entgegengejeßten Seite. 


Beifpiel. Ein Körper, welcher mit 40 Fuß Anfangsgefchwindigfeit auf einer 
fhiefen Ebene hinaufrollt, durch welche er eine Verzögerung von 8 Fuß pre 


Secunde erleidet, ſteigt nur > —= 5 Secunden lang und = 100 Fuß bo, 


rollt dann zurüd, fommt nad 10 Secunden mit 40 Zug Geſchwindigkeit in den 
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Anfangspunft zurück und gelangt nad 12 Secunden fhon um 40.12 — 4. 122 
ever — (40.2 44.22) — 96 Fuß unter den Anfangsprunft, wenn fid die 
Ebene au abwärts fort erftredt. 


Freier Fall der Körper. Der freie oder ſenkrechte Fall der 8.15 
Körper im Iuftleeren Raume (franz). mouvement vertical des corps 
pesants; engl. vertical motion of bodies) giebt das wichtigfte Beiſpiel der 
gleichförmig bejchleunigten Bewegung. Die durch die Schwerkraft (franz. 
gravite; engl. gravity) erzeugte Acceleration diefer Bewegung bezeichnet 
man duch den Buchſtaben g, und hat den mittleren Werth von 

9,81 Meter, 
30,20 parijer Fuß, 
32,20 englifchen Fuß, 
31,03 wiener Fuß, 
311, = 31,25 preußifchen Fuß und 
32,7 badifchen oder Meterfuß. 


Benn man einen dieſer Werthe ftatt g in die gefundenen Formeln: 

= t — — — — — 

v — 9t,8 und s 5 v v2 98 
einführt, ſo kann man alle Fragen, welche ſich in Anſehung des freien Falles 
der Körper vorlegen laſſen, beantworten. Fir das Metermaaß iſt: 

v—=981.t—= 4429 Vs, 
s — 4,905 1? = 0,0510 v2? und 
t = 0,1019v = 0,4515 Vs; 
dagegen für das preußifche Fußmaaß: 
v— 31,268. = 7,906 Vs; 
s — 15,625 . ?? = 0,016 v2 und 
t = 0,032 v — 0,253 Vs. 

Veifpiele. 1) Ein Körper erlangt beim ungehinderten Ballen in 4 Secun⸗ 
ven die Gefchwinbigfeit v — 31,25 . 4 — 125 Fuß und durdläuft in dieſer 
deit ven Weg s — 15,625.42 — 250 Fuß. 2) Gin von der Höhe s=9 Fuß 
berabgefallener Körper hat vie Geſchwindigkeit “ — 7,906 . V9= 28,72 Fuß. 
3) Ein mit 10 Fuß Geſchwindigkeit vertical emporgeworfener Körper fteigt auf 
die Höhe s — 0,016 . 10? — 1,6 Fuß und braucht dazu die Zeit: 

t = 0,082 . 10 = 0,32 
‚ eder ungefähr 1/, Secunde. 

Wie fi beim freien Fall der Körper die Bewegungsverhältniffe im Laufe 8. 16 

der Zeit geftalten, wird durch folgende Tabelle vor Augen geführt: 


Veibbach's Lebrbuch der Mechanif. 1. 6 
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Zeit in r 
Secunden. | | 12 13 +15 16,77|8 19 10 
Geſchwindig— 








feit 0 lg | 29 | 39 4 54 64179 94 | Ivy 


En 
ao 


Weg. 0|1 


oje 
ne 


9 16 253 362 193 1002 


2 2 


—J— 
Se) 
Le) 


1721 198. 


2 


Differenzen. | 0 | ]= 


IS 
— 
vo 


9 
55 


*1 
jo 


9 9 9 
9Z 11111: 
5 11 5 13 


2 


Die legte Horizontalcolunme diefer Tafel giebt die Wege an, welche der 
frei fallende Körper in den einzelnen Secunden durdjläuft. Man ſieht, daß 
jid) diefe Wege wie die ungeraden Zahlen 1, 3,5, 7 u. f. w. zu einander 
verhalten, während die Zeiten und Geſchwindigkeiten wie die natitrlichen 
Zahlen 1, 2,3, 4 u. ſ. w., und die Fallräume wie deren Quadrate 1, 4, 
9, 16 u. f. w. wachſen. Hiernach ift 3. B. die Geſchwindigkeit nach 6 Ze: 
cumden, 69 — 137,5 Fuß, d. h. der Körper würde, wenn er von diefer 
Zeit an gleihjörmig fortginge, etwa auf einer ihm feine Hinderniſſe darbie: 
tenden Horizontalebene feine Bewegung fortfegte, in jeder Zecunde den Weg 
64 = 187,5 Fuß durdjlaufen. Diefen Raum durchläuft er im Yaufe der 
folgenden oder fiebenten Secunde aber nicht wirklich, ſondern derjelbe beträgt 


nad) der legten Golunme genau 13 .5 — 13.15.6025 = 203,125 


I 


Buß; in der achten Secunde ift er fogar 15 zz». 15,625 — 234,375 


Fuß u. |. w. 


Anmerkung. Neltere deutſche Schriftileller bezeichnen den Raum von 15,625 
Fuß, welder vom frei fallenden Körper in der eriten Secunde durchlaufen wird, 
durch g und nennen ihn wehl auch Beidleunigung der Schwere. Sie haben 
dann für den freien Fall der Körper die Formeln: 


v=2g9t—2V gs, 


s —= gt? = 


(== V: 
94 ,Yyg 


Diefer nut in Deutfepland vorfommende Gebrauch fängt nun auch an allmälig 
zu verfchwinden, und wegen der oft vorfommenven Mißverſtändniſſe un dadurd 
herbeigeführten Behler ift dies auch fehr zu wünſchen. 
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Der freie Fall mit einer Anfangsgeschwindigkeit. Geht ber 8. 17 
freie Fall der Körper mit einer gewiffen Anfangsgefchwindigfeit (franz. 
ritesse initial; engl. initial- velocity) e vor fid), fo nehmen die Formeln 
tolgende Formen an: 

r—= er +gt=c+ 31,25: Fuß = c + 9,81 Meter, 


auch: 
r— Ve: + 295 = V e?+62,5 s Juß=V c? + 19,62 Meter 
s—ett 2 ft — et 4 15,625 1? Zuß—et + 4,905 Meter, 
auch: 
r? — ce? 
s — —55* — 0,016 (e? — ec?) Suß= 0,1019 (v? — c2). 


Wird Hingegen der Körper mit der Geſchwindigkeit r fenfrecht in die Höhe 
geworfen, jo hat man: 
r=e— gt= re — 3125 1 Fuß = — 9,81 Meter, 





anch: 
— Ver — 298s = V ce? — 62,5 5 Juß—V c? — 19,62 Meter, 
s — et — —4 — et — 15,625 12 Fuß = et — 4,905 Meter, 
auch: 
er? — r? 
s= 5, = 0016 ( — 2%) Guß=0,1019 cꝛ - 02) Meer 


Betrachtet man eine gegebene Geſchwindigkeit c als eine durch den freien 
Fall erlangte Endgeichwindigfeit, jo nennt man den entjprechenden Fall- 
raum 

2 
37 — 0,016 . ec? Fuß — 0,1019 c? Meter. 
die Gefhwindigfeitshöhe (franz. hauteur de la vitesse; engl. height 
of velocity). Durch Einführung derfelben Laflen fich einige der obigen 
Formeln einfacher ausdrücken. Bezeichnet man die Geſchwindigkeitshöhe 


(5) von der Anfangsgeſchwindigkeit c durch k und die der Endgejcdwin- 


digkeit (5) durch 7%, fo hat man fitr fallende Körper: 


h=k+swms—h—k, 
und fllr fteigenbe: 
h=k—swis—=k—h. 
Es ift aljo der Fall- oder Steigraum ſtets gleich der “Differenz 
der Geſchwindigkeitshöhen. 
Beiſpiel. Sind bei einer gleichförmig veränderten Geſchwindigkeit die Ge⸗ 
ſchwindigkeiten 5 Fuß und 11 Fuß, alfo die Geſchwindigkeitshöhen — 0,016. 5° 
‚ 6” 
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— 0,4 $uß und 0,016.113 — 1,986 Buß, fo ift ver Raum, welcher während 
des Ueberganges aus ber einen Geſchwindigkeit in die andere zurüdgelegt wird: 

s = 1,936 — 0,400 — 1,536 Buß. 
$. 18 Dassenkrechte Emporsteigen. Seßt maninder Formel =“ 
für das fenfrechte Emporfteigen der Körper die Endgejchwindigfeit — 0, 

jo erhält man die größte Steighöhe: 

ec? 

s — 5 
Es iſt folglich die der Anfangsgeſchwindigkeit c entſprechende größte 
Steighöhe gleich der der Endgefchwindigfeit c zufommenden Fallhöhe X, 
und alfo auch ce — V 29% nicht allein die Endgefchwindigkeit flr die freie 
Fallhöhe x, fondern auch die Anfangsgefchtvindigkeit für die größte Steighöhe 
k, und es folgt daher nody, daß der fenfrecht in die Höhe geworfene Körper 
an jeder Stelle diejenige Geſchwindigkeit hat, die er, jedoch in umgekehrter 
Richtung, haben wilrde, wenn er von der noch Übrigen Steighöhe bis zu 
diefer Stelle frei herabgefallen wäre, die er alſo auch beim darauf folgenden 
Niederfallen dort wirklich befigt. 


Beifpiel. Ein Körper wird mit 15 Fuß Gefchwindigkeit fenfreht empor: 
geworfen und trifft bei 2 Fuß Steighöhe auf ein elaftifhes Hinverniß, welches 
ihn momentan mit derſelben Gefchwindigfeit zurückwirft, mit welcher er aufſchlägt. 
Wie groß iſt nun dieſe Gefhwinpigfeit und wie groß ift die Zeit zum Steigen 
und Zurückfallen? Der Anfangsgefhwinvigfeit c — 15 Fuß enifpridt bie 
Steighöhe x — 3,60 Fuß, die Gefchwindigfeitshöhe für ven Augenblid des An- 
ftoßes ift nun A — 3,60 — 2,00 = 1,60, und folglich dieſe Gefhwindigfeit 
felbt — 7,906 Y 1,6 = 10 Fuß. Die Zeit zum Steigen auf die ganze Höhe 
(3,6 Fuß) wäre: t — 0,082. c = 0,082 . 15 = 0,480 Secunden, die Zeit 
zum Steigen auf die Höhe 1,6 Fuß aber: 4, = 0,082 . 10 = 0,320 Secun: 
den, es bleibt diefemnadh die Zeit zum Steigen auf die Höhe von 2 Ruß oder 
die Zeit vom Anfang bis zum Anſtoß: t — t, = 0,480 — 0,320 = 0,160 
Secunden, alfo endlich die ganze Zeit zum Steigen und Ballen = 2. 0,160 
= 0,320 Secunden. Diele ift alfo nur der afe= Ste Theil von der Zeit, 
welche zum Aufiteigen und Zurüdfallen nöthig wäre, wenn ber Körper unauf: 
gehalten fliege und fiele. Diefer Fall findet beim Schmieden des glühenden 
Gifens feine Anwendung, weil es hier wegen des allmäligen Abfühlens darauf 
anfommt, in einer Eurzen Zeit fo viel Hammerfchläge wie möglich erfolgen zu 
laffen. Wenn der Hammer durch eine elaftifche Prallvorrihtung zurückgeworfen 

_ wird, fo kann er unter den im Beifpiele zum Grunde liegenden Berhältniffen 
in berfelben Zeit ziemlich dreimal fo viel Schläge thun als beim ungehinberten 
Aufſteigen. 

Anmerkung 1. Das Umſetzen der Geſchwindigkeit in Gefchwindigfeitshöhe 
fowie auch das Umfegen der letzteren in die erftere, if ein in ber praftifchen 
Mechanik und namentlich in ver Hydraulik fehr oft vorkommendes Geſchaͤft. Bine 
Tafel, wodurch daſſelbe in ein bloßes Nachfchlagen verwandelt wird, leiſtet des’ 
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halb dem Praktiker ſehr nützliche Dienfte. Eine fi auf das preugifche Fußmaaß 
beziehende Tabelle dieſer Art enthält der »Ingenieur« Seite 326 bie 329. 

Anmerfung 2. Die im Vorhergehenden entwidelten Formeln find allerdings 
nur für den freien Ball im luftleeren Raume flreng richtig; fle laſſen ſich jedoch 
aud beim freien Fall in der Luft mit einer noch erträglihen Genauigkeit ges 
brauchen, wenn die fallenden Körper in Beziehung auf ihr Volumen ein großes 
Gewicht haben, und wenn die Geſchwindigkeiten nicht fehr groß ausfallen. 
Uebtigens werten fie auch noch unter anderen Umfländen und Berhältniffen in 
siclen anberen Fällen gebraucht, wie fih.in der Folge zeigen wird. 


Ungleichförmige Bewegung überhaupt. Die Formel s — ct $. 19 
($. 5) für die gleichförmige Bewegung gilt auch für jede ungleihförmige 
Bewegung, wenn man ftatt 2 ein Zeitelement oder unendlich Kleines Zeit: 
theilchen r, und ftatt s das innerhalb dieſes Zeittheilchens zurlidgelegte Raum: 
dement 6 fett, da anzunehmen ift, daß innerhalb eines Augenblickes die Ge⸗ 
ſchwindigkeit c, welche hier durch v bezeichnet werben fol, fich nicht ändert, 
aljo die Bewegung gleichförmig bleibt. 

Man hat demnad für jede ungleihförmige Bewegung: 


L) 6 = vr, [oiwie v = < (Bergl 8.10). 


Es iſt alfo die Geſchwindigkeit (v) für jeden Augenblid durch 
den Duotienten aus dem Raum- unb aus dem Beitelemente 
beftimmt. 

Ebenfo ift die Formel » — pt ($. 11) für die gleichförmig beichleunigte 
Bewegung auch für jede ungleichfürmige Bewegung überhaupt giltig, wenn 
mann ftatt & und v das Zeitelement v und den innerhalb deſſelben erlangten 
unendlich Keinen Geſchwindigkeitszuwachs x fubftituirt, ba fich die Beſchleu⸗ 
nigung p inmerhalb eines Augenblides v nicht angebbar verändert, alſo die 
Bewegung während defielben als gleichförmig befchleunigt angefehen werden Tann. 

Hiernach hat man für alle Bewegungen: 


1) x = pt, fowie p = —. 


Es ift alfo die Acceleration (p) für jeden Augenblid der Bewe— 
gung glei) dem Quotienten aus dem Geſchwindigkeits- und dem 
entſprechenden Zeitelemente. 

Set man die ganze Bewegungsgeit  —= nr, und die Geſchwindigkeiten 
'n den einzelnen Zeittheilen r, der Reihe nad) vı, ©, © - - %n, Jo find die 
meiprechenden Wegelemente 6 —=vıT, ,=ut, ;—UT.., HUT; 
mb es ift daher ber ganze in ber Zeit £ zuridgelegte Weg 
=(t+%#w+t..+v)t= era, d. i.: 


P) s= (traten) t=vt, wen 
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AFFE, die mittlere Gefhwindigfeit bei Zu— 
rücklegung des Weges s bezeichnet. 

Ebenfo ift, wenn c die Anfangs: und v die Endgefchwindigkeit bezeichnet, 
und pi, Pa - .. Pa die Üccelerationen in den ftetig auf einander folgenden 
gleichen Zeitelementen 7 find, 


v—c=(p tPp+..-+Pm)t= (et Hm),, d. i.“ 


Rn 
I) v—c— rt + Pn 


7 )ı=»t wenn 


p= Pı + Pa tt Pn die mittlere Acceleration bezeichnet. 


N 
Durch Verbindung der Formeln I. und II. erhält man folgende nicht min: 
der wichtige Gleichung: 
IL) v%x = p0. 
Nimmt bei Durchlaufung des Weges s — n0, die Xcceleration nach und 
nad; die Werthe pi, 22, -.2, an, fo ift die Summe der Producte po, 


= mtn+. +0 = (AtRE FR, 
= + Pr Du + Pn 


m ps, 
wenn p bie mittlere Kecolerotion bezeichnet. Und geht die Anfangsgefchwin- 
digfeit c durch wiederholtes Wachjen um x — — in die Endgeſchwindig⸗ 


keit v über, fo ift die Summe der Broducte vx: 
ea+(c+ Max +-+@—hx+va—[ctc+2)+-+(—%)+r]x 
. — 2 — 2 
—=(v+ ) = ——— — — ‚ und daher zu ſetzen: 


2— pe? } 
111) — — ps, drs— - 





"—E (pergl. IV 
3) (vergl. IV. 8. 13). 


Mit Hülfe der vorstehenden Formeln laſſen fid) die vielfachften Aufgaben 
der Phoronomie und Mechanik Löfen. 

Auch ift die Zeit, in welcher der Kaum 3—=no mit der veränderlichen 
Geſchwindigkeit v1, da, * - * © zurückgelegt wird, 


1, 1 I\_s/1l, 1 RE 
met )tattn) 


Un 
wenn der Werth -(z + I + :.+ +) = 1 gejegt, alfo deſſen Re- 
n \tı v9 Un Ü 
ciprofe v als die_mittlere Gefchwindigfeit angeſehen wird. 
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Beifpiel. Wenn fih ein Körper nah dem Gefehe v—=at? bewegt, fo if 
o+z=at +9 =all? + 217 +7), alfox=ar(2t+n), folglid 
P= — =2at. 
Die Gefhmwindigfeiten des Körpers am Ende der Zeiten 2,27, 3r..nr find: 
ar, a (27)2, a (3T)2..a (nr)2, 
und es folgt daher der durdlaufene Weg nah t=nr Secunden: 
s=[ea2 + ae 21? +..a(n 2] r= 2 HR +3 +. .+nd)ard, 
eder da nach Artifel 15, IV., der analytiſchen Hülfslehren 12-2? +- 82 +-.. + n? 
ns, 
=— if: 
3 


Phoronometrische Differenziel- und Integralformeln. Tie ($. 20) 
allgemeinen Bewegungsformeln, welche im vorftehenden Paragraphen ent: 
wedelt worden find, nehmen im Gewande der Differenzial- und Integral- 
tehnung, wo man das Zeitelement 7 durch Ot, das Wegelement 0 durch Os 
und das Geſchwindigkeitselement x durch Cu bezeichnet, folgende Formeln an: 


I) v = oder Os— vöt, daher s— vdt, jonie = / 28. 
I) p = 4 oder Cx—=pödt, daher v— pot, fowie = *. 
rn ° 2__ pr? 
II) vd» = pos, oder s = SF ſowie ' Fu — / pos, wenn 


c die Anfangs- und v die Endgefchwindigkeit bei Durchlaufung des Weges s 
bezeichnet. 

Es ift alfo hiernach die Differenz der Geſchwindigkeitsquadrate 
gleih dem doppelten Integrale von dem Producte aus der Acce- 
leration und dem Elemente Os, oder gleich dem doppelten Pro— 
ducte aus der mittleren Acceleration und dem Raume, welder 
während des Ueberganges der Geſchwindigkeit aus c in» zurück— 
gelegt wird. 

Ter Lehre vom Größten und Kleinften zufolge hat der Raum ein Mari: 
mum, alfo die Bewegung ihre größte Extenfion erlangt, wenn: 


2: —v—Nul 
üt, und ift die Geſchwindigkeit am größten ober Meinten für: 
Z — p—Nıll. 


Die vorftehenden Formeln bilden die Grundlage der höhern Phoronometrie 
und Mechanik. 
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Beifpiele. 1) Aus ver gegebenen Bleihung s=2 +31 + 1? für ven Raum, 
folgt durch Differenzüiren für die Geſchwindigkeit die Gleichung v—=3 +21, und 
für die Acceleration p=2; es ift alfo vie Iebtere conflant, und bie Bewegung 
gleihförmig befchleunigt. Für = 0,1,2,3... Secunden, hat man aber 

v=3,5,7,9... ($u$) und 
s = 2, 6, 12, 20 ... (Fuß). 
2) Aus der Bormel 9 = 10 +3 — 2 für die Geſchwindigkeit folgt durch 
3 
Integriven die Öleihung s = [1041 + [Stat— [ Pdt=10t4 0-5, 
dagegen durch Differenziiren, die Formel » = 38 — 2t. 


Hiernach if für 3 — 20, d. i. für 2= 3, Secunden, die Acceleration Rull 
und die Gefchwindigfeit ein Marimum (v —=121,), und für 0 +3 — 2=0, 


d. i. —2354 Yıo+ %Y\,= 3 En 7 — 5 Secunden, die Gefhwindigfeit Null 





und der Raum ein Marimum. 


Für — O, 1L 2, 3, 4 5, 6 Secunden hat man 
= 8, 1, — 1, — 8, — b, — 7, — 9 Fuß, 
v=0,12, 12, 10 6 09,—8 Fuß, 
s= 0, 114, 23%, 341g, 42%, 45%, 42 Fuß. 
3) Für das Bewegungsgeſez p — — uS, mo u einen conftanten Coefficienten 
bezeichnet, hat man: 
2__ 03 
=, Bi — oder »2 cd — us?; wonach 


=VY?—- us uns= —J 9 folgt. 


88 
Ferner iſt dt — — 4— 83 








wenn ® — =u gefeht wird; und es folgt (f. Art. 26. V. der analyt. Hülfslehren) 
1 1 Yu 
t= = arc. (sin. —u)= arec. | Sin. 
vr ( ) 7 c (in — ) und 
= — sin.(t wi 
8 vr’ (EV u), fowie 


ds 
— >; = 0008. (EV a) unt 
—_ 3% 
P=5% 


=-e Ya sin.(tYp). 


Anfangs, alfe fr t=0, it s=0, v=c und p=0, fpäter für 
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7 I c . 
IVYu=-, der t= iſt —, v=0Oundp=—cyY ferner für 
7⸗ Vu ſt Vr' p B 


n . 
tYu=n, ober ar 8 — 0O, d — — e und p 0, ebenſo für 

A c . 
Yu=%n, oder I=,ym 8 =-yr v=0undp=cY u, und für 


27 
Ya =2n, der i= =, wieder 3=0, v=c und p=0. 


& 
Der bewegte Punkt hat folglich eine fhwingende Bewegung auf beiden Seiten 
tes feſten Anfangspunftes, zu welchem er jedes Mal nah Zurücklegung des 


Veges s — *77 mit der von Null allmälig bie — +c wachſenden Ge: 
ſchwindigkeit zurückkehrt. 

Mittlere Geschwindigkeit. Bon der Geidwindigfeit v — (=) $. 21 
für einen Augenblid oder während eine® Zeitelementes ift 7 (9 f) diejenige 
Geſchwindigkeit cı =- verfchieben, welche fich ergiebt, wenn man ben 


Raum, welcher während einer gewiffen Zeit, z. B. während einer Periode 
aner periodifchen Bewegung durdjlaufen wird, durch die Zeit felbft 
dividirt. Man nennt diefelbe die mittlere Geſchwindigkeit (franz. vitesse 
moyenne; engl. mean-velocity) und kann fie aud) als diejenige Geſchwin⸗ 
digfeit anfehen, die ein Körper haben müßte, um in einer gegebenen Zeit (f) 
einen gewiſſen Raum (s) gleichförmig zurückzulegen, welcher in Wirklichkeit in 
eben diefer Zeit ungleihförmig durdjlanfen wird. So ift 3. B. bei der 
gleichförmig veränderten Bewegung die mittlere Geſchwindigkeit gleich der 


halben Summe ( I ) aus der Anfangs und Endgefchwindigkeit; denn 


8 ift nach $. 13 der Raum gleich diefer Summe (° * ) multiplicirt 


dur) die Zeit (£). 
Allgemein ift (nad $. 19) die mittlere Gefchtwindigfeit cı — 


wen bi, t2, eine gleichen und jehr Heinen Zeitintervallen entfprechende 
Fehwindigkeitsreihe bezeichnet. 
dig. 51. Beifpiel. Während eine Kurbel gleihförmig im Kreiſe 
0 UMON, %ig. 51, herumgebreht wird, gebt die daran 
haͤngende Laſt Q, 3. B. der Kolben einer Luft: oder Waſ⸗ 
ferpumpe u. f. w., ganz ungleihförmig auf und nieder; 
die Gefchwindigfeit diefer Laft if im tiefften und höchſten 
Punfte U und O am Fleinften, nämlih Null, auf der hal- 
ben Höhe, in M und N, aber am größten, nämlid der 
Kurbelgeſchwindigkeit gleih. Innerhalb einer halben Ums 
drehung ift die mittlere Gefchwindigfeit gleich der ganzen 








L) 


tat 
n 
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2) Ein anderer Körper, welcher innerhalb 3 Minuten = 180 Serunden feine 
Gefhwindigkeit 2, Zuß in die von 7%, Fuß umändert, macht in diefer Zeit 


2,5 F 18 . 10 = MW Fuß. 





den Weg von 


8. 14 Gileichförmig verzögerte Bewegung. Wir die mit der Geſchwin— 
digkeit ce anfangende gleihförmig verzögerte Bewegung gelten 


die Formeln: 
I) v=e— »t, 


2 
I) s = et _ pt 








2 
c+tr 
Il) s = 5 4, 
e? — r? 
IV.) s — 2» ’ 


welche aus den Gleichungen des vorigen Paragraphen ſogleich hervorgehen, 
wenn man darin » negativ jest. Während bei der gleichförmig befchleunig- 
ten Bewegung die Gefchwindigkeit ohne Ende wächft, nimmt bei der gleich— 
förmig verzögerten Bewegung die Öefchwindigfeit bis zu einem gewiffen Zeit: 
punkte ab, wird in demfelben — Null, und fällt fpäter negativ aus, d. h. es 
geht fpäter die Bewegung in umgekehrter Richtung vor fidh. 

Segen wir in der erften Formel = :—= O, fo erhalten wir p! — ce, alfo 
die Zeit, zu welcher die Geſchwindigkeit Null geworden ift: 


t—=-; 


fegen wir endlich diefen Werth von & in die zweite Gleichung, fo erhalten 
wir den Raum, welchen ber Körper zu diefem Zeitpunkte zurlicigelegt hat: 
c? 
— 25 [3 


‚2 
Iſt die Zeit größer ale 2» jo fällt der Raum Heiner als 5 aus; iſt 
die Zeit — — fo ift ber Raum Null, es ift alfo der Körper nach feinem 


Ausgangspunkt zurlicigefehrt; ift endlich die Zeit noch größer ala —, jo ıft 


s negativ, d. h. e8 befindet fi) der Körper vom Anfangspunfte aus auf der 
entgegengeſetzten Seite. 


Beifpiel. Ein Körper, welcher mit 40 Fuß Anfangsgefchwindigfeit auf einer 
ſchiefen Ebene hinaufrollt, durch welche er eine Verzögerung von 8 Fuß pre 


Secunde erleidet, ſteigt nur 3 — 5 Secunden lang und = 100 Fuß hod, 


rollt dann zurüd, fommt nad 10 Secunvden mit 40 Zug Gefchwindigfeit in den 


$.15. 16.) Die einfache Bewegung. 81 


Anfangspunft zurück und gelangt nah 12 Secunden ſchon um 40.12 — 4. 122 
ever — (40.2 +4.22) = 96 Fuß unter den Anfangsrunft, wenn fidh die 
Ebene auch abwärts fort erftredt. 


Freier Fall der Körper. Der freie oder ſenkrechte Wall der g. 15 
Körper im Iuftleeren Raume (franz. mouvement vertical des corps 
pesants; engl. vertical motion of bodies) giebt das wichtigſte Beifpiel der 
gleichförmig befchleunigten Bewegung. Die durd) die Schwerkraft (franz. 
gravite; engl. gravity) erzeugte Acceleration diefer Bewegung bezeichnet 
man durch den Buchftaben 9, und hat den mittleren Werth von 

9,81 Meter, 
30,20 parifer Fuß, 
32,20 englifhen Fuß, 
31,03 wiener Fuß, 
311/, — 31,25 preußifhen Fuß und 
32,7 badifchen oder Meterfuß. 


Bern man einen diefer Werthe ftatt g in die gefundenen Yormeln: 
v — 9t, 8s = und 5*5 v— V29s 
einführt, fo kann man alle Fragen, welche fi in Anfehung des freien Falles 
der Körper vorlegen laffen, beantworten. Für das Metermaaß ift: 
v=981.1—= 4429 Vs, 
s — 4,905 1? = 0,0510 v? und 
t = 0,1019 9 = 0,4515 Vs; 
dagegen für da8 preußifche Fußmaaß: 
v—= 3125 .t = 7,906 Vs; 
s — 15,625 . t? = 0,016 v? und 
t —= 0,032 v = 0,253 V s. 

Beifpiele. 1) Ein Körper erlangt beim ungehinberten Ballen in 4 Secun: 
ten die Gefchwindigfeit v — 3125 . 4 — 125 Fuß und durdläuft in biefer 
Zeit ven Weg s — 15,625.42 — 250 Buß. 2) Ein von der Höhe s=9 Buß 
berabgefallener Körper bat vie Geſchwindigkeit v = 7,906 . VD = 23,72 Fuß. 
3) Ein mit 10 Fuß Gefhwindigfeit vertical emporgeworfener Körper ſteigt auf 
die Höhe s — 0,016 . 10? = 1,6 Fuß und braudt dazu die Zeit: 

t = 0,032 . 10 = 0,32 
.cder ungefähr 4, Secunde. 

Wie fich beim freien Fall der Körper die Bewegungsverhältnifle im Laufe 8. 16 

der Zeit geſtalten, wird durch folgende Tabelle vor Augen geführt: 


DBeisbab’s Lebrbuch der Mechanlk. 1. 6 
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Seit in ılals 14 15 16 7 |sels In 
Secunden. 
Be olı4 |29 | 39 | 4g | 59 | 64 | 79 | 89 | 99 | 10y 
9 42) 94 [162 |258.102| 102012. 112 |im& 
Weg. o 1%) 44] 92 [162254 [021% |644 sı2 1008 


m I\ 539) 5978| 08.1118) 1381159.1178. 
Differenzen. | 0 | 1 35 55 >| 93 115 135 15 175 1 


WA 


Die letzte Horizontalcolumne dieſer Tafel giebt die Wege an, welche der 
frei fallende Körper in den einzelnen Secunden durchläuft. Man fieht, dap 
fi diefe Wege wie die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7 u. |. w. zu einander 
verhalten, während die Zeiten und Geſchwindigkeiten wie die natitrlichen 
Zahlen 1, 2, 3, 4 u. f. w., und die Fallräume wie deren Quadrate 1, 4, 
9, 16 u. |. w. wachſen. Hiernach ift 3. B. die Geſchwindigkeit nad) 6 Se— 
cunden, 69 — 187,5 Fuß, d. h. der Körper wilrde, wenn er von diefer 
Zeit an gleihjörmig fortginge, etwa auf einer ihm feine Hinderniſſe darbie- 
tenden Horizontalebene feine Bewegung fortjegte, in jeder Zecunde den Weg 
649 — 187,5 Fuß durdjlaufen. Diefen Raum durchläuft er im Yaufe der 
folgenden oder fiebenten Secunde aber nicht wirklich, fondern derjelbe beträgt 
nad) der legten Golunme genau 13 5 — 13.15.25 = 203,125 
Fuß; in der achten Secunde ift er fogar 15 3 — 15. 15,625 — 234,375 
Fuß u. f. w. 


Anmerkung. Neltere deutſche Schriftiteller bezeichnen den Raum von 15,625 
Fuß, welder vom frei fallenden Körper in der erſten Secunde durchlaufen wirt, 
durch g und nennen ihm wohl auch Beſchleunigung der Schwere. Cie haben 
dann für den freien all der Körper die Formeln: 


v=29t—=2V gs, 


ss — gem; 


== yE 


Diefer nur in Deutfchland vorfommende Gebrauch füngt nun auch an allmälig 
zu verſchwinden, und wegen der oft vorkommenden Mißverſtändniſſe und dadurch 
herbeigeführten Fehler iſt dies auch ſehr zu wünſchen. 
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Der freie Fall mit einer Anfangsgeschwindigkeit. Geht der 8. 17 
freie Fall der Körper mit einer gewiffen Anfangsgefchwindigfeit (franz. 
vitesse initial; engl. initial- velocity) c vor fid), jo nehmen die Formeln 
tolgende Formen an: 


r=e+gt=c+ 31,251 Fuß = c + 9,81 Meter, 
and): 
v— Ve: + 295 = Vrr+62,5 8 Suß=V c? + 19,62 Meter 
s—et+t z ft — ef + 15,625 12 Zuß—ct + 4,905 Meter, 
aud): 
r3 — 0? , Ur 
s — —5 — 0,016 (er? — 0?) Fuß - 0,1019 (1? —.c2). 


Wird hingegen der Körper mit der Geſchwindigkeit c fenfrecht in bie Höhe 
geworfen, fo hat man: 
"= e— 9 — 3125 1 Zu c — 981 Meter, 
auch: 


r=Vr — 29s - V ce? — 62,55 Fuß ⸗V ce? — 19,62 Meter, 
set — Zr 2 — ef — 15,625 DB Fuß — ct — 4,905 Meter, 
auch: 
rer? — r? 
s—= 5 = 0,016 (ce? — 7?) Fuß== 0,1019 (c2 — v?) Meter. 


Betrachtet man eine gegebene Gejchwindigfeit e als eine durch den freien 


Fall erlangte Endgefchwindigkeit, jo nennt man den entfprechenden Fall⸗ 
raum 


2 
37 — 0,016 . ce? Fuß — 0,1019 c? Meter. 





die Geſchwindigkeitshöhe (franz. hauteur de la vitesse; engl. height 
of velocity). Durch Einführung derfelben laſſen fich einige der obigen 
Formeln einfacher ausdrücken. Bezeichnet man die Geſchwindigkeitshöhe 


2 
(27) von der Anfangsgefhwindigfeit c durch x und die der Endgeſchwin⸗ 


‚2 
digfert ) durch 7%, jo Hat man für fallende Körper: 
kh=-k+swWs—h—k, 
und für fteigende: 
— x — s und s — x — hR. 
Es iſt alſo der Fall- oder Steigraum ſtets gleich der Differenz 
der Geſchwindigkeitshöhen. 
Beiſpiel. Sind bei einer gleichförmig veräaͤnderten Geſchwindigkeit die Ge⸗ 
ſchwindigkeiten 5 Fuß und 11 Fuß, alfo die Geſchwindigkeitshöhen — 0,016. 5° 
‚ 6° 
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— 0,4 Fuß und 0,016.113 — 1,986 Fuß, fo ift ver Raunı, welcher während 
des Ueberganges aus der einen Geſchwindigkeit in bie andere zurüdgelegt wird: 
s = 1,936 — 0,400 — 1,536 Fuß. 
, ce? — .? 
$. 18  Dassenkrechte Emporsteigen. Set maninder Formel s — J. 
für das ſenkrechte Emporſteigen der Körper die Endgeſchwindigkeit 0, 
ſo erhält man die größte Steighöhe: 


Es iſt folglich die der Anfangsgeſchwindigkeit c entſprechende größte 
Steighöhe gleic) der der Endgeſchwindigkeit zufommenden Fallhöhe X, 
und alſo auch ce — V 29% nicht allein die Endgeſchwindigkeit für die freie 
Fallhöhe %, fondern auch die Anfangsgefchwindigkeit fir die größte Cteighöhe 
k, und e8 folgt daher noch, daß ber fenkrecht in die Höhe gemworfene Körper 
an jeder Stelle diejenige Geſchwindigkeit hat, die er, jedoch in umgefehrter 
Richtung, haben wilrde, wenn er von der noch übrigen Steighöhe bis zu 
diefer Stelle frei herabgefallen wäre, die er aljo aud) beim darauf folgenden 
Niederfallen dort wirklich befigt. 


Deifpiel. Gin Körper wird mit 15 Fuß Geſchwindigkeit fenfreht empor: 
geworfen und trifft bei 2 Fuß Steighöhe auf ein elaftifhes Hinderniß, welches 
ihn momentan mit derfelben Geſchwindigkeit zurückwirft, mit welcher er aufſchlägt. 
Wie groß ift nun biefe Geſchwindigkeit und wie groß ift die Zeit zum Steigen 
und Zurüdfallen? Der Anfangsgefähtwinvigfeit c — 15 Fuß entfpridt Die 
Steighöhe x = 83,60 Fuß, die Gefchwinvigkeitshöhe für den Augenblid des An- 
ftoßes ift nun A = 3,60 — 2,00 = 1,60, und folglih viefe Geſchwindigkeit 
ſelbſt — 7,906 Y 1,6 = 10 Fuß. Die Zeit zum Steigen auf die ganze Höhe 
(3,6 Buß) wäre: € = 0,082. c — 0,082 . 15 = 0,480 Secunden, die Zeit 
zum Steigen auf die Höhe 1,6 Buß aber: t, = 0,082 . 10 = 0,320 Secun- 
den, es bleibt diefemnad bie Zeit zum Steigen auf die Höhe von 2 Fuß oder 
die Zeit vom Anfang bis zum Anſtoß: t — t, = 0,480 — 0,320 = 0,160 
Secunden, alfo endlich die ganze Zeit zum Steigen und Fallen = 2. 0,160 
= 0,320 Secunden. Diefe ift alfo nur der — Ste Theil von der Zeit, 
welche zum Aufiteigen und Zurüdfallen nöthig wäre, wenn der Körper unauf: 
gehalten fliege und file. Diefer Fall findet beim Schmieden des glühenden 
Gifens feine Anwendung, weil es bier wegen des allmäligen Abfühlene darauf 
ankommt, in einer kurzen Zeit fo viel Hammerfhläge wie möglich erfolgen zu 
laflen. Wenn der Hammer dur eine elaftifche Prallvorrihtung zurädgeworfen 
wird, fo fann er unter den im Beifpiele zum Grunde liegenven Verhältniffen 
in berfelben Zeit ziemlich dreimal fo viel Schläge thun ale beim ungehinverten 
Auffteigen. 

Anmerkung 1. Das Umfegen ver Gefchwindigfeit in Gefhmwinbigfeitshöhe 
fowie auch das Umfegen der letzteren in bie erftere, iſt ein in ber praftifchen 
Mechanik und namentlich In der Hydraulik fehr oft vorkommendes Geſchäft. Eine 
Tafel, wodurch daſſelbe in ein bloßes Nachſchlagen verwandelt wird, leiftet des- 
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halb tem Praktiker fehr nützliche Dienſte. Bine ſich auf das preußifhe Fußmaaß 
begiehende Tabelle diefer Art enthält der „Ingenieure Seite 326 bie 329, 

Anmerfung 2. Die im Vorhergehenden entwidelten Formeln find allerdings 
nur für den freien Ball im Iuftleeren Raume fireng richtig; fie laſſen fi jedoch 
auch beim freien Fall in der Luft mit einer noch erträglihen Genauigkeit ges 
brauchen, wenn die fallenden Körper in Beziehung auf ihr Volumen ein großes 
Gewicht haben, und wenn bie Geſchwindigkeiten nicht fehr groß ausfallen. 
lebrigens werben fle auch noch unter anderen Umftänden und Berhälinifien in 
riefen anderen Fällen gebraucht, wie fi. in der Kolge zeigen wird. 


Ungleichförmige Bewegung überhaupt. Die Formel s — ct $. 19 
($. 5) fiir bie gleichförmige Bewegung gilt auch für jede ungleihförmige 
Bewegung, wern man ftatt € ein Zeitelement oder unendlic, Feines Zeit⸗ 
tbeilchen r, und ſtatt s das innerhalb diefes Zeittheilchen® zurüdgelegte Raum- 
element 6 feßt, da anzunehmen ift, daß innerhalb eines Augenblickes bie Ge- 
ſchwindigleit c, welche hier durch v bezeichnet werden fol, fich nicht ändert, 
aljo die Bewegung gleichförmig bleibt. 

Man hat demnach für jede ungleihförmige Bewegung: 


l) o = vr, fmie v = Berl 8.10). 


Es ift alfo die Geſchwindigkeit (v) für jeden Augenblid durd 
den Duotienten aus den Raum- und aus dem Zeitelemente 
beitimmt. 

Ehenfo ift die Formel v — pt ($. 11) fir die gleihförmig beichleunigte 
Dewegung auch für jede ungleichförmige Bewegung liberhaupt giltig, wenn 
mann ftatt Z und v das Zeitelement r und den innerhalb deflelben erlangten 
unendlich Heinen Geſchwindigkeitszuwachs x fubftituirt, da fich die Beichlen- 
mgung p innerhalb eines Augenblides r nicht angebbar verändert, aljo die 
Bewegung während defielben als gleichförmig befchleunigt angefehen werben kann. 

Hiernach Hat man für alle Bewegungen: 


I) x = pr, fowie p = - 


Es ift alfo die Acceleration (p) für jeden Augenblid der Bewe— 
gung gleich dem Duotienten aus dem Geſchwindigkeits- und dem 
entiprehhenden Seitelemente. 

Seht man die ganze Berwegungszeit E — nr, und die Geſchwindigkeiten 
in den einzelnen Zeittheilen r, der Reihe nad) vı, %%, © - - Cu, jo find die 
entipredhenden Wegelemente , —vır, =uytr, —yr.., h=UuT; 
und es ift daher der ganze in der Zeit  zurildgelegte Weg 


sm +%+..+v)= ) 
I) s= rasote t—= vt, wenn 


nt, d. i.: 
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vu tritt... +0 
Rn 


— 


‚ die mittlere Geſchwindigkeit bei Zu— 


rücklegung des Weges s bezeichnet. 

Ebenfo ift, wenn c die Anfangs und v die Endgefchwindigfeit bezeichnet, 
und Pı, Pa - - » 2m die Üccelerationen in den ftetig auf einander folgenden 
gleichen Zeitelementen 7 find, 


v—c=(mn+tPR+.+m)T= (at tt)., d. i.: 


1I*) vl (Matte) 1 pt, wen 


= pı + Pa * HP die mittlere Acceleration bezeichnet. 
Durch Berbindung der Formeln I. und IL. erhält man folgende nicht n min: 
der wichtige Gleichung: 
II) vx = p6. 
Nimmt bei Durdjlaufung des Weges s — 70, die Ucceleration nad) und 
nad) die Werthe pi, 22, .. Pa an, fo ift die Summe der Producte po, 


— tme+- +2)0 = Gar FP)yo 
Pı tPe +. +0 


— — —— ]|s — ps 
| BE =D VER 


wenn p die mittlere Acceleration bezeichnet. Und geht die Anfangsgefchtin- 

digfeit c durch wiederholtes Wachſen um x — — in die Endgejchwindig- 

feit vo über, fo ift die Summe der Producte v x: 

ent eHhat Hehe trae[ Het t@—d tee 
=(+e )— = _ (+ ee. — — , und baher zu fegen: 


u? — ce? 


2 — 2 
11I*) — = ps, oder s — ⸗ 5 < (vergl. IV. $. 13). 





Mit Hülfe der vorftehenden Formeln laſſen fid) die vielfachften Aufgaben 
der Phoronomie und Mechanik Löfen. 


Auch ift die Zeit, in weldjer der Raum s—n6 mit der veränderlidyen 
Geſchwindigkeit v1, %, - - - ©. zurückgelegt wird, 


1 1 1 s /1 1 1 8 
—— — 4 7 4 3) *36 4 ++2)=% 


wenn der Werth -( + — +..4+ +) = — gejegt, alfo deſſen Re⸗ 
1 %g ar Ü 
ciprofe v als die"mittlere Gefchwindigfeit angefehen wird. 
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Beifpiel. Wenn fih ein Körper nah dem Gefehe v—=at? bewegt, fo if 
tz act +ü=all? + 2:7 + 702), alfox=arl2t-+r), folglich 
pr= — =23at. 
Die Gefhwindigfeiten des Körpers am Ende ber Zeiten 7,27, 3rT.. nr find: 
ar, a (27), a (I3rT)?..a (nı)2, 
und es folgt daher der durchlaufene Weg nah t=nr Secunten: 
s=[faR ta (21 +..ardlr= 1 +2 +2 . . ar, 
eher da nach Artifel 15, IV., ver analytifhen Hülfslehren 13-22 +32 -.. + n?2 
-7 if: 
at® 


n3 a 
s—= -ad = — (nd — —. 
mn 3 


3 

Phoronometrische Differenzial- und Integralformeln. Die ($. 20 
ollgemeinen Bemwegungsformeln, welche im vorftehenden Paragraphen ent- 
widelt worden find, nehmen im Gewande der Differenzial- und Integral- 
rechnung, wo man das Seitelement 7 durd) Of, das MWegelement 0 durch Os 
und das Geſchnwindigteitselement x durch Du bezeichnet, folgende Formeln an: 


tr = = ‚ oder 28 — vOt, daher s—= vot, fowie !— ee. 
] —X ⸗ Br 
)p= 7, oder &r—pdt, daher v— pt, fwiet— | —. 
TOovV 2__.? 
II) vOv = p0s, oder s — = ſowie u 7* — /»p0s, wen 


c bie Anfangs- und bie Endgeſchwindigkeit bei Durchlanfung des Weges s 
bezeichnet. 

Es ift alfo Hiernady die Differenz der Gefhmwindigfeitsguadrate 
gleih dem doppelten Integrale von dem Producte aus der Acce- 
leration und dem Elemente Os, oder gleich dem doppelten Pro- 
ducte aus der mittleren Acceleration und dem Raume, welcher 
während bes Ueberganges der Geſchwindigkeit aus c in v zuräd- 
gelegt wird. 

Der Lehre vom Größten und Kleinften zufolge hat der Raum ein Maris 
mum, alfo die Bewegung ihre größte Extenfion erlangt, wenn: 


— v—Nul 
it, und ift die Geſchwindighrit am größten ober kleinſten fir: 
3, —p— Null. 


Die vorftehenden Formeln bilden die Grundlage der höhern Phoronometrie 
und Mechanik. 
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Beiſpiele. 1) Aus der gegebenen Gleichung s=2 +3: P 1? für ven Raum, 
folgt durch Differenzüiren für die Gefchwindigfeit die @leihung v—3 +2, und 
für die Ncceleration p—=2; es iſt alfo vie lebtere conflant, und die Bewegung 
gleichförmig beſchleunigt. Für = 0, 1, 2, 3 ... Secunden, hat man aber 
v=3,5,7,9... ($uß), und 
s — 2, 6, 12, 20... (Fuß). 


2) Aus der dormel 9 = 10 +3 — 12 für die Gefhwindigfeit folgt durch 
Integriren die Gleihung 8 = fw dt + [stat- fRat=10t+ yR—— 
dagegen durch Differenziiren, die Kormellp = 8 — 2t. 


Hiernach ift für 3—2:=0, d. i. für = 3, Secunden, die Acceleration Null 
und die Gejhwindigfeit ein Marimum (v —=121/), und für 10 +3: — t220, 


2... =, +VY10+4Y%, —_3+ 7 _ 5 Secunden, die Gefhwindigfeit Null 
und der Raum ein Marimum. 


Für tit=0, 1 23 8 4, 5, 6 Secunden hat man 
p= 3, 1, — 1, — 8, — b, — 7, — 9 Buß, 
v=10, 12, 12, 10, 6, 0, — 8 Fuß, 
_s= 0, 11y, 28%, — * 42%, 45%, 42 Buß. 


3) Für das Bewegungsgeſetz P—=— uS, wo u einen conflanten Goefficienten 
bezeichnet, Hat man: 





— (_3 2 
Ba =/prs=-ufss=-- oder v2 —= ce? — us}; wonad 


— Vca — us uns= V’; folgt. 


88 1 88 
Ferner if de —8 —  _—— 
V Va—us C 1 (Fe) 
c 
—— 
au 
——— (Fe) — 
wenn =u geſetzt wird; und es folgt (f. Art. 26. V. der analyt. Hülfslehren) 


t= Vz arc. (sin. =4u) = 7 arc. (sin. = Fe), und 
8— * sin.(tV u), ſowie 


= 22 =ccos. (EV a) und 
dv 


p= 37 ='Va sin. (IV u). 


Anfangs, alfe für =0, if 8=0, v—=c und p==0, fpäter für 
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{Ya =, er — iſt ==, v=0undp=—cYa; ferner für 
3 2) u Vu 
Vz r — — 0, ebenfo fü 
tYu=n, ober I=yz ehr — und p0, ebenſo für 
In c 
I VYu=3 d = = 898m — =, tv’=0unvy= und für 
u=%Yar, eder t 2Vu’” Vu’ und p Vu; f 


27 
tYu=2n, oder i= vr wieder 8 =0, v—=c und Pp=0. 


u 
Der bewegte Punkt bat folglich eine fhwingende Bewegung auf beiden Geiten 
tes feften Anfangspunftes, zu welchem er jedes Mal nad Zurücklegung des 


Weges s— + ar mit der von Null allmälig bie = +c wachſenden Ge: 
ſchwindigkeit zurückkehrt. 2 
Mittlere Geschwindigkeit. Bon ber Gejchwinbigfeit v — (=) $. 21 

für einen Augenblid oder während eine® Zeitelemente® ift (9 £) diejenige 
Geſchwindigkeit cı — > verfchieben, welche fid) ergiebt, wenn man den 
Kaum, welcher während einer gewiſſen Zeit, 3. B. während einer Periode 
emer periodifchen Bewegung durdjlaufen wird, durch die Zeit felbft 
dividirt. Man nennt biefelbe die mittlere Geſchwindigkeit (franz. vitesse 
moyenne; engl. mean-velocity) und kaun fie auch als diejenige Geſchwin⸗ 
digfeit anfehen, die ein Körper haben müßte, um in einer gegebenen Zeit (£) 
einen gewiflen Raum (3) gleihförmig zurllckzulegen, welcher in Wirklichkeit in 
eben diefer Zeit ungleichförmig durchlaufen wird. So ift 3. B. bei der 
gleihförmig veränderten Bewegung die mittlere Geſchwindigkeit gleich der 


halben Summe ( — *) aus der Anfangs und Endgefchwindigfeit; denn 





es ift nad) 8. 13 der Raum gleich diefer Summe (I) multiplicirt 


durch die Zeit (£). 
Allgemein ift (nad) $. 19) die mittlere Gefchwindigfeit c, — v Ta * "Un 


wenn ©, 23,2, eine gleichen und fehr Meinen Zeitintervallen entfprechende 
Geſchwindigkeitsreihe bezeichnet. 

dig. 51. Beifpiel. Während eine Kurbel gleihförmig im Kreife 

OÖ UMON, $ig. 51, herumgebreht wird, geht bie daran 

haͤngende Lafl Q, 3. DB. der Kolben einer Luft: oder Waf: 


u CL_ N ferpumpe u. f. w., ganz ungleihförmig auf und nieder; 
| die Geſchwindigkeit diefer Laft if im tiefften und höchiten 
Punkte U und O am Fleinften, nämlih Null, auf der hal- 

U ben Höhe, in M und N, aber am größten, nämlid der 


Kurbelgefhmwindigfeit gleih. Innerhalb einer halben Um⸗ 
drehung ift die mittlere Geſchwindigkeit gleich der ganzen 
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Steighöhe, d. i. dem Durchmeſſer TO des Kreifes, in welden bie Kurbel 
herumgeht, bivibirt dur die Zeit einer halben Umdrehung. Seen wir ben 
Halbmefler CU = CO des Warzenkeifes = 7, alfo jenen Durchmeſſer =2r, 
und diefe Zeit = £, fo folgt demnach die mittlere Gefchwintigfeit der Lafl 


= a Die Kurbel felbft macht in biefer Zeit den Halbfreis zr; es ıft 
—— 

t 
der Laſt c. —* —— Sur c = 0,6866mal fo groß ale die unveränderliche 
Geſchwindigkeit c der Kurbel. 


daher ihre Geſchwindigkeit c — und folglich vie mittlere Geſchwindigkeit 


S. 22 Graphische Darstellung der Bewegungsformeln. Die im 
Vorigen gefundenen Bewegungsgeſetze Laffen ſich auch in geometrischen Figuren 
ansdrüden oder, wie man fagt, graphiſch darftellen. Graphiſche Dar- 
ftellungen überhaupt erleichtern die Auffaffung, unterftiigen das Gedächtniß, 
Ihligen wohl aud) gegen Fehler und dienen fogar zuweilen zur unmittel- 
baren Ausmittelung der gefuchten Größen; fie find deshalb der Mechanik 
von großem Nutzen. | R 

Bei der gleihförmigen Bewegung ift der Raum (s) das Product (ct) 

aus Gefchwindigfeit und Zeit, und von einem Rechtecke der Geonietrie ift der 

Fig. 52. Flähenraum ein Product aus Höhe und Grund: 

— linie; man kann daher auch den gleichförmig 

De | durchlaufenen Raum s durch ein Rechteck ABCD, 

| | Fig. 52, darftellen, deffen Grundlinie AB die 

| |, Zeit (t)) und beflen Höfe AD—= BC bie Ge 

M == ſchwindigkeit (c) ift, vorausgefegt, daß die Zeit 

mit der Geſchwindigkeit in einerlei Rängeneinheiten 
ausgedrlict, daß alſo durch eine und diefelbe Tinte die Zeitfecunde und der 

Fuß zugleich, repräfentirt werden. 





\ — — 


8.23 Während bei der gleichförmigen Bewegung die Geſchwindigkeit (M N) zu 
jeder anderen Zeit (AM) der Bewegung eine umd dieſelbe ift, füllt dieſelbe 
bei der ungleichförmigen Bewegung in jedem Augenblide ander aus: 

Fig. 58. es läßt ſich deshalb diefe Bewegung nur durch ein 

Biereck ABUCD, Fig. 53, darſtellen, welches 

zur Grundlinie AB die Zeit (t) und zur übri— 
N | gen Begrenzung drei andere Linien AD, BC 
| 7 und CD hat, von denen die erften beiden 

Nr | der Anfangs- und Eudgeſchwindigkeit gleich find, 
| vl | | die legte aber durch die Endpunfte (N) der 

A — EB verfchiedenen Geſchwindigkeiten in ben Zwiſchen⸗ 

pımften (7) beftinmt wird. Nach den ver- 
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ſchiedenen Arten von ungleichförmigen Bewegungen iſt die vierte Linie CD 
entweder gerade oder krumm; ferner von Anfang aus auffteigend oder nieder: 
feigend, endlich entweder gegen die Grundlinie concav (hohl) oder conver 
(erhaben). Im jedem Falle ift der Flächeninhalt diefer Figur dem ungleich— 
förmig durchlaufenen Raume (s) gleichzufegen; denn jener Flächenraum 
ABCD, ig. 53, läßt ſich durch Höhenlinien in lauter ſchmale, als Rechtecke 
anzufehende Streifen wie MOPN zerlegen, wovon jeder ein Product 
aus einem Theile (370) der Grundlinie und aus ber diefem Theile ent: 
Ipredhenden Höhe (MN) oder (OP) ift, und ebenfo läßt ſich der in 
einer gewiſſen Zeit durchlaufene Raum aus Theilchen zuſammenſetzen, 
wovon jedes ein Product aus einem Zeittheilchen und der während deſſelben 
Hattfindenden Geſchwindigkeit if. Die Figur führt auch die Differenz 
zwiihen dem Gejchwindigfeitsmaß und den in der folgenden Zeiteinheit 
wirflich zurücgelegten Weg .vor Augen. Tas Rechteck ML über der 
Grundlinie MH — Eins (1) =v.1ift das Maß der Geſchwindig⸗ 
fit MN — v, wogegen die Fläche MA über derjelben Grundlinie den 
wirflich durchlaufenen Raum darftellt. Ebenſo ift das Rechteck A F tiber 
Al — Eins, dad Maß der Anfangsgeſchwindigkeit AD — e, und bie 
Fläche AE der in der erften Secunde wirklich zuritdgelegte Weg. 


Bei der gleihförmig veränderten Bewegung ift die Zu: oder Ab- $. 24 
nahme » — c der Geſchwindigkeit (— pt, $. 13) proportional der Zeit (f). 
Ziehen wir nun in Fig. 54 und Fig. 55 die Linie DE der Grundlinie AB 
porallel, und ſchneiden wir dadurch von den die Gejchwindigfeiten vorftellen- 





Big. 54. Fig 55. 
C D q.. 8 FE 
DR | | J 
| TE | | 
| Be | I. 
A — — 4B A — — —- —B 


den Pinien BC und MN die der Anfangegefchtwindigfeit AD gleichen Stüde 
BE und MO ab, fo bleiben und die Pinien CE und NO als Geſchwin- 
digleitszu⸗ ober Gefchtwindigkeitsahnahmen übrig, für welche nach dem Obigen 
die Proportion: 

NO:CE=DO0:DE 

gilt. 

Eine ſolche Proportion bedingt, daß N und fo auch jeder Punkt der Linie 
ÜD, in der geraden Perbindungslinie zwifchen C und D liegen, daß alſo 
jene, die verſchiedenen Geſchwindigkeiten (ZN) begrenzende Pinie CD felbft, 
gerade fein muß. 





8. 25 
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Diefem zufolge läßt ſich aljo der gleichförmig befchleunigt und gleichfür- 
mig verzögert durchlaufene Raum durd den Inhalt eines Trapezes ABCD 
darftellen, das zur Höhe AB bie Zeit (£) und zu ben (parallelen) Grund⸗ 
Iinien AD und BC die Anfangs und Endgeichwindigfeit hat. Auch ift 
c+v 

2 


damit die $. 13 gefundene Yormel s — - t in volllommener Ueber⸗ 


einftimmung. Bei der gleichförmig bejchleunigten Bewegung fteigt die vierte 
Eeite D C vom Anfangspunfte an aufwärts, und bei der gleichförmig verzöger: 
ten Bewegung läuft diefe Linie abwärts. Bei der mit Null Gefchwindigfeit 
anfangenden gleichförnig befchleunigten Bewegung geht das Trapez in ein 
Dreied vom Inhalte 1, BC. AB —= Yyvt über. 


Die mittlere Gefhwindigfeit einer ungleichfürmigen Bewegung ift 
der Quotient: Raum dividirt durd) Zeit; fie giebt alfo mittelft Multi⸗ 
plication durch die Zeit, den Weg und läßt fid) deshalb auch als die Höhe 
AF= BE degjenigen Rechteckes ABEF, Fig. 56, anjehen, das zur 
Grundlinie AB die Zeit hat und an Inhalt dem den zurlidgelegten Weg 
oder Raum mefjenden Vierede ABOND glei iſt. Die mittlere Ge 
ſchwindigkeit ergiebt ſich demnach auch durch Verwandlung bes Viereckes 
ABCND in ein gleich langes Rechteck ABEF. Ihre Beſtimmung iſt 
beſonders bei periodifchen Bewegungen, welche faft bei allen Mafchinen 
vorfommen, von Wichtigkeit. Das Gefeg diefer Bewegungen wird durd) eine 
Schlangenlinie CDEFG, ig. 57, repräfentirt. Schneibet die mit AB 





Fig. 56. %ig. 57. 
, C E G 
F E L M 
I 
A M B A N O P B 


parallel laufende Gerade LM denfelben Raum wie bie Schlangenlinie ab, 
ift alfo LM gleichjam die Are, um welche fih CDEFG windet, fo ift 
der Abftand AZ — BM zwiſchen beiden parallelen Linien AB und LM 
die mittlere Gefchwindigfeit der periodifchen Bewegung, dagegen AC, OE, 
BG u. f. w. die größte und ND, PF u. ſ. w. die kleinſte Geſchwindigkeit 
einer Periode AO, OB u. |. w. 


8.26 Auch die Acceleration oder der in der Zeitjecunde erfolgte Zufag an 


Geſchwindigkeit läßt fi in der Figur leicht nachweifen. Bei der gleid- 
förmig veränderten Bewegung ift fie unveränderlich; fie ift deshalb die Diffe⸗ 
venz PQ, Fig. 58 und Fig. 59 zwifchen zwei Gefchwindigkeiten OP und 


$. 26.] Die einfache Bewegung. 93 


MN, wovon die eine einer um eine Secunde (MO) größeren Zeit angehört 
als die andere. Iſt bie Bewegung ungleichförmig verändert, alfo die Ge- 


Fig. 58. Big. 59. 
C D_ 
N L 1m NQ 
D Q | Mine 
| 
| | 
A M O0 B A MO B 





ſchwindigkeitslinie CD eine Curve, fo ift fr jeden Zeitpunkt (21} die Acce- 
leration eine andere, und deshalb ift fie auch nicht die wirkliche Differenz 
PQ zwiſchen den um eine Secunde MO von einander abftehenden Gefchwin- 
digkeiten OP und MN —= 09, Fig. 60 und 61, fondern fie ift die Zu— 
nahme RQ der Gefchwindigfeit MN, welche eintreten wilrde, wenn von bem 


Fig. 60. Fig. 61. 


/ E 





A M oO B A 


Augenblide M an die Bewegung in eine gleichförmig bejchleunigte, alfo die 
frumme Geſchwindigkeitslinie N PC in eine gerade Linie NE Überginge. Nun 
it aber die Tangente oder Berlihrungslinie NE diejenige Gerade, in welche 
eine Curve DN weiter fortgeht, went fie von einer gewiflen Stelle (N) an 
ihre Richtung unverändert beibehält; es fällt demnach die neue Gefchwindig- 
leitslinie mit der Tangente zufammen, es ift ſolchemnach auch die bis zu dieſer 
Linie gehende Höhenlinie OR die Geſchwindigkeit, welche nad) einer Secunde 
eintreten wiirde, wenn die Bewegung vom Anfang derfelben an in eine 
gleichförmig bejchleunigte Übergegangen wäre, und daher die Differenz; RQ 
zwiſchen diefer Geſchwindigkeit und der anfänglichen (MN) die Acceleration 
für den Augenblid, welcher dem Punkte M in der Beitlinie AB entpridht. 

Man kann natürlich auch die Zeiten und Xccelerationen als die Coordi- 
naten einer Curve anjehen, in mwelchem Falle natlirlich die Gefchwindig- 
feiten durch Flächenräume repräfentirt werben. 
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Zweites Capitel. 
Zuſammengeſetzte Bewegung. 


8.27 Zusammensetzung der Bewegungen. (in und derjelbe Körper 
fanı gleichzeitig zwei oder mehrere Bewegungen bejigen; jede (relative) Be— 
wegung befteht ja aus der Bewegung innerhalb eines Raumes und aus der 
Bewegung diefes Naumes innerhalb oder in Beziehung auf einen zweiten 
Raum. So befigt ſchon jeder Punkt auf der Erde zwei Bewegungen; denn 
er läuft täglic) einmal um die Erdare und mit diefer zugleich jährlid) einmal 
um die Sonne. Eine auf den Schiffe gehende Perfon hat in Beziehung 
auf die Ufer zwei Bewegungen, ihre eigene und die des Schiffes; das Waſſer, 
welches durch eine Boden⸗ oder Zeitenöffnung eines Gefäßes ausfließt, das 
auf einem Wagen fortgefahren wird, hat zwei Bewegungen, die Bewegung 
aus dem Gefäße und die Bewegung mit dem Gefäße n. ſ. w. 

Man unterfcheidet hiernadhy einfache und zufammengefegte Bewe— 
gungen. Einfach (franz. und engl. simple) find die gerablinigen Bewe— 
gungen, aus welchen andere gerad- oder krummlinige Bewegungen, die man 
aber deswegen zufanmengefegte (franz. composes; engl. composed) nennt, 
beftehen oder bejtehend gedacht werden können. 

Die Zufammenfegung mehrerer einfachen Bewegungen zu einer einzigen 
und die Zerlegung einer zufammengefegten Bewegung in mehrere einfache 
iverden im Folgenden abgehandelt. 


8.28 Erfolgen die einfachen Bewegungen in einer und derfelben geraden Linie, 
jo giebt die Summe oder Differenz derfelben die reſultirende zuſammengeſetzte 
Dewegung, erfteres, wenn die Bewegungen nach gleichen Richtungen vor ſich 
gehen, letzteres, wenn ihre Richtungen entgegengelett find. Die Richtigkeit 
dieſes Satzes leuchtet jogleich ein, wenn man bie gleichzeitigen Räume der 
einfachen Bewegungen zu einem einzigen vereinigt. Den gleichförmigen Be— 
wegungen mit ben Gejchwindigfeiten c, und c, entfprechen die gleichzeitigen 
Räume cit und cat; haben diefe Bewegungen eine und diefelbe Richtung. 
fo iſt demnach der Raum nad) t Secunben: 

s=at+at=la + lt, 
und folglich ift die reſultirende Gefchwindigkeit, mit welcher die zuſammen⸗ 
geſetzte Bewegung vor fich geht, die Summe ber Geſchwindigkeiten von den 
einfachen Bervegungen. Bei entgegengefegten Richtungen beider Bewegun⸗ 
gen iſt: 
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s—=al— gt = (a — alt, 
hier iſt alfo die reſultirende Gefchwindigfeit der Differenz der einfachen Ge- 
ſchwindigkeiten gleich. 

Beifpiele. 1) An einer Berfon, welche ih mit 4 Fuß Geſchwindigkeit auf 
dem Berbede eines Schiffes in der Bewegungsrichtung tefielben fortbeweat, wäh- 
rend das Schiff felbit 6 Fuß Geſchwindigkeit hat, feheinen die Gegenftände an 
ven Ufern mit 4 + 6 — 10 Fuß Geichwindigfeit vorbei zu gehen. 2) Das 
Waſſer, welches aus der Seitenöffnung eines Gefäßes mit 25 Fuß Gefchwindig- 
teit ausfliept, während es mit dem Gefaße zugleich in der entgegengefehten 
Richtung mit 10 Fuß Geſchwindigkeit fortgeht, hat in Beziehung auf die übri- 
gen in Ruhe befindlichen Gegenflände nur 35 — 10=15 Fuß Geſchwindigkeit. 


Dieſelben Verhältniffe finden auch bei den ungleichförmigen Bewegungen $. 29 
ſtatt. Hat ein und derjelhe Körper außer den Anfangsgeichwindigkeiten r, 
umd c, noch die conjtanten Accelerationen p, und p,, fo find die ent|prechen- 
den Räume cıt, cat, 1/g 2189, Yes pat?, und haben nun Gefchwindigkeiten 
und Accelerationen eine gleiche Richtung, fo ift der ganze Raum, welcher 
diefen einfachen Bewegungen entipricht: 


s=@G+mWt+M+m7z- 


Set man na To =ewdm +9 — y, fo erhält man 
. 2 
Bo ct +9 . und es folgt hiernach, daß nicht allein durch 


die Summe der einfachen Geſchwindigkeiten die Geſchwindigkeit, 
ſondern auch durch die Summe der Accelerationen der einfachen 
Bewegungen die Acceleration der reſultirenden oder zuſammen⸗ 
geſetzten Bewegung gegeben wird. 


& Beispiel. Gin Körper auf dem Monde erhält von der Mond⸗ 


M 


- 


maſſe die Acceleration 7, = 5 Fuß und von ber Erbe die Acce⸗ 

leration 9, = 0,01 Buß. Es fällt daher ein Körper A, Fig. 62, 

außerhalb des Mondes M und der Erbe E, mit 5,01 Fuß, und 
ein Körper B innerhalb M und EZ, mit 4,99 Fuß Befchleunigung dem Mittel: 
punkte des Mondes zu. 


Parallelogramm der Bewegungen. Hat ein Körper zwei in ben $. 30 
Kihtungen von einander abweichende Bewegungen zugleich, jo nimmt er eine 
zwiſchen beiden inneliegende Bewegungsrichtung an, und find dieſe Bewegun- 
gen ungleichartig, ift 3. B. die eine gleichförmig und die andere gleichfürmig 
beichleumigt, fo ift die Richtung an jeder Stelle der Bewegung eine andere, 
die Bewegung jelbft aljo eine krummlinige. 

Man findet den Ort O, Fig. 63 (a. f. ©.), weldjen ein nad) den Rich— 
tungen A X und A Y zugleich bewegter Körper nach einer gewiffen Zeit (1) 





96 Erſter Abſchnitt. Zweites Capitel. 8. 31. 


einnimmt, wenn man den vierten Edpunft (O) des Barallelogrammes 
AMON aufſucht, das durd die gleichzeitigen Wege AM —= x und AN 
— y, jowie duch den Winkel XAY gegeben tft, um welchen bie Bewe⸗ 

Fig. 63. gungsrichtungen von einander abweichen. Bon der 
Richtigkeit dieſes Verfahrens wird man überzeugt, 
wenn man die Wege x und y al8 nit auf ein- 
mal, ſondern nach einander zurlidgelegt annimmt. 
Bermöge der einen Bewegung durchläuft der Kör⸗ 
per den Weg AM — x, und vermöge der ande- 
ren von M aus in der Richtung AY, alfo im 
einer mit A Y parallelen Linie MZ, den Weg 
AN=y Macht man nun MO = AN, fo 
erhält man in O den Ort des Körpers, welcher beiden Bewegungen r 
und y zugleid, entfpricht und, der Conftruction zufolge, der vierte Eckpunkt 
eines Parallelogrammes AMON ift. Aud, kann man fic, vorftellen, daf 
der Raum AM — x in einer Linie AX zurlidigelegt werde, die mit allen 
ihren Punkten zugleich in der Richtung AY fortgeht, alfo au) M mit AY 
parallel fortführt und diefen Punkt den Weg MO — AN = y beidrei- 
ben läßt. 





$. 3l Parallelogramm der Geschwindigkeiten. Erfolgen die beiden 
Bewegungen in ben Richtungen AX und AY gleichförmig und mit den 
Geſchwindigkeiten cı und cs, fo find die Räume nad) einer gewiſſen Zeit (Ü): 

= cit und y=— cal; 


es ift alfo ihr Verhältniß _ — zu allen Zeiten daſſelbe, eine Eigen⸗ 
1 


thümlichkeit, die nur der geraden Linie 40, dig. 64, zufommt. Es folgt 

aljo hieraus, daß die zufammengefegte Bewegung in einer geraden Linie vor 

zig, 64. fichh get. Conſtruirt man ferner aus den Ge 

y ſchwindigkeien AB —= cı ud AC—=« da8 

Parallelogramm ABCD, jo giebt beflen vierter 

Eckpunkt den Ort D an, wo ſich der Körper am 

N— — ——) Ende einer Secunde befindet. Da aber die reful- 

tirende Bewegung eine geradlinige ift, fo folgt, 

daß diefe Überhaupt in ber Richtung der Diago- 

nale des aus ben Geſchwindigkeiten conftrutrten 

„ Parallelogranımes vor fid) geht. Bezeichnet nıan 

M nun den Weg AO, welcher in der Zeit (f) wirk⸗ 

(ich —* wird, durch s, ſo hat man wegen Aehnlichkeit der Dreiecke 
AMO und ABD: 
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8 AD 
== 7, * folgt dennach dieſer Weg: 
8 — AB = — *— — AD.t. 


Der letzten Gleichung zufolge iſt der Weg in der ‘Diagonale der Zeit (f) 
proportional, alſo die Bewegung felbft gleichförmig, ihre Geſchwindigkeit e 
gleich der Diagonale AD. 

Es giebt alfo die Diagonale eines aus zwei Gefchwindigfeiten 
und dem von ihnen eingefchloffenen Winkel gebildeten Paralle- 
logrammes bie Richtung und Größe derjenigen Geſchwindigkeit 
an, mit weldyer die refultirende Bewegung wirklich vor fich geht. 
Man nennt diefes Barallelogramm Parallelogramm der Gefhwindig- 
feiten (franz. parallölogramme des vitesses; engl. parallelogram of ve- 
loeities), die einfachen Geſchwindigkeiten heißen auch wohl Componenten 
oder Seitengefhwindigfeiten (franz. composantes; engl. components) 
und die zufammengefete Geſchwindigkeit die refultirende oder mittlere 
(fran. resultante ; engl. resultant). 


Durch) die Anwendung trigonometrifcher Formeln Täßt fich die Nich- 8. 32 
tung und Größe der mittleren Gejchtwindigfeit auch rechnend finden. ‘Die Auf- 
löfung von einem der gleichen Dreiede, 3. B. von ABD, aus benen das 
Barallelogramm ABDC (Fig. 65) der Geſchwindigkeiten befteht, giebt bie 











Fig. 65. mittlere Gefchwindigfet AD —= c aus ber 
Y Geitengefchtwindigkeiten AB —= cı und AC 
/ — C, und aus dem von ihren Richtungen ge- 
. 2 bildeten Winkel BAU = « durch die Formel: ' 
In 7 ce—=Ve?+c?+ 2cıc,c08.€, 
* / und den Winfel BAD — 9, ben die mittlere 
T- c f Geſchwindigkeit mit der Geſchwindigkeit c, ein- 
* / a‘ ſchließt, durch die Formel: 
A ce B x . C9 sin. 
’ sın. = oder 
Ca sin. & — Ca sin. J— 
tang. *5 — oder cotang. = cotanqg. 4 — 
Auch iſt tang. 6-9) T tan ng. > 


Sind die Geſchwindigkeiten c, und c, einander u, ift alfo das Parallelo- 
gramm bderjelben ein Rhombus, fo ergiebt ſich in Folge der Rechtwinkeligkeit 
jwilchen den Diagonalen einfacher: 
ce —= 20.08. 1/,a und p —= sa. 
BVeidtbach, Ychrbud ver Mechanik. L 7 
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Schließen endlich die Geſchwindigkeiten einen Rechtwinkel ein, fo erhält 
man ebenfalls einfacher: 

a. 
ci 

Beiſpiele. 1) Das aus einem Gefäße oder aus einer Mafchine ausfließende 
Waſſer hat eine Gefchwindigkeit c, — 25 Fuß, während fih das Gefäß felbf 
mit einer Gefhwindigfeit c,; — 19 Fuß in einer Richtung bewegt, die mit ber 
des ausfließenden Waſſers einen Winkel 40 — 1300 bildet. Welches ift vie 
Richtung und Größe der refulticenden, oder wie man wohl fagt, der abfoluten 
Geſchwindigkeit des Waflers? 

Es it c= Y 252? +192+2.25.19 c0s.1300— V 625-+361— 50.19.cos.500 

— V 986 — 950 cos. 500— Y 986 — 610,7 = V 375,3 —=19,37 $uß 
die geſuchte refultivende Geſchwindigkeit. 
Y 0 
19 — — 0,9808 sin. 600 — 0,7513, und ſonach ber 
Winkel, um welden vie Mefultirende von der Geſchwindigkelt c, abweicht, 
9 — 48042', alfo der Winkel, welchen fie mit der Bewegungsridtung des Ge⸗ 
fäßes einfhließt: « — 9 —= 81018". 

2) Wären die vorigen Geſchwindigkeiten winkelrecht gegen einander gerichtet, 
fo würde cos. æ = cos. 900 = 0, und deshalb die mittlere Geſchwindigkeit 
c—=V 986 — 31,40 Fuß fein; für ihre Richtung wäre tang. 9 — 9%; — 0,76, 
daher die Abweichung derſelben von der erfien Gefhmwinbigkeit: 9 — 379 14. 


c—=Ve?+e} und tan. p — 


Kerner sin. po = 





8.33 Dean kann auch jede gegebene Gejchwindigfeit aus zwei Seitengejchwin- 
bigfeiten bejtehend anfehen, und deshalb, gewiſſen Bedingungen entſprechend, 
in folche zerlegen. Sind 5. B. die Winfel DAX = 9, md DAY= v, 
Fig. 66, gegeben, welche die zu fuchenden Ge⸗ 
ſchwindigkeiten mit der mittleren AD = c 
einfchließen follen, fo ziehe man durch den Enb- 
punkt D der die c vorftellenden Graben andere 
Linien parallel zu den Richtungen AX und 
AT: die ſich ergebenden Durchſchnittspunkte B 
und D fchneiden nun die gefuchten Geſchwin⸗ 
digfeiten 
AB=c md AlC—=c ab. 
X Die Trigonometrie giebt diefe Geſchwindig⸗ 
feiten durch die Formeln: 
n— _esin.Y = esin.p 9p 
CE TECHN 
In den gewöhnlichen Fällen der Anwendung find die beiden Geſchwin⸗ 
digleiten winkelrecht gegen einander, dann ift allo @ + Y = 90°, 
ein. (pP + Yv) = 1, und es folgt: 
ci = 6 cos. ꝙ und Go = c 8in. 9. 


Fig. 66. 
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Uebrigend kann aud ans einer Seitengefchwinbigfeit (c) und ihrem Rich⸗ 
tungswinkel (9) die Richtung und Größe der anderen Seitengefchwinbigfeit 
gefunden werden. Endlich laſſen fich auch aus den Geſchwindigkeiten e, cı 
md c, ihre Richtungswinkel beftimmen, wie man aus den drei Zeiten eines 
Dreieds die Winkel deſſelben findet. 

Beifpiel Ge fei die Geſchwindigkeit ce — 10 Buß in zwei Seitengeſchwin⸗ 
digfeiten zu zerlegen, deren Richtungen um die Winkel 2 —= 65° und y= 70° 
von ihrer Richtung abweichen. Diefe Gefchwindigfeiten finp: 


__108in.70°_ _ 9,397 —18,29Bu$ u. e __10 sin. 650 _ 9,068 
17 90.1350 "sin.a50 "2 77 sin. 1350 0,7071 


— 12,81 Fuß. 

Zusammensetzung und Zerlegung der Geschwindigkeiten. 
Durch wiederholte Anwendung des Parallelogrammes der Geſchwindigkeiten läßt 
fi jede beliebige Anzahl von Gefchwindigkeiten in eine einzige Geſchwindigkeit ver- 
wandeln. Die Conftruction des Parallelogrammes ABDC (dig. 67) giebt die 
mittlere Gefchwindigfeit AD zu c, und c,; durch Conftruction des Paralle- 
logrammes ADFE erhält man in AF die mittlere Geſchwindigkeit zu AD 
md AE ccz, und ebenfo ftellt fi durch Konftruction des PBarallelo- 
gramme8 AFAHG bie mittlere Geſchwindigkeit AH —= c von AF und 
AG = c,, und dadurch auch die von c,, €, c, und c, heraus. 

Am einfachften ergiebt fich die in Frage ftehende mittlere Geſchwindigkeit 
durch Conftruction eines Polygone®e ABDFH, beilen Seiten AB, BD, 
DF und FH ben gegebenen Gefchwindigkeiten ci, Ca, cs; und c4 parallel 
und gleich gemacht werben, und befien legte Seite AH allemal die rejul- 
tirende Geſchwindigkeit ift. 


Fig. 67. Fig. 68. 
H 





Auch in dem Falle, werm die Gefchroindigkeitsrichtungen nicht in einerlei 
Ebene Liegen, läßt fich die mittlere Gejchwindigfeit durch mehrfache Anwen⸗ 
dung des PBarallelogrammes der Gefchwindigfeiten finden. Die mittlere Ges 
ſchwindigkeit AF— c (Fig. 68) von drei nicht in einer Ebene befindlichen 
Geſchwindigkeiten AB — cı, AC—= 0, und AE = cz ift die Diagonale 

7 * 
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eines Parallelepipeds BCHG, befien Seiten biefen Gefchwindigfeiten gleich) 
find. Mean fpricht daher wohl auch von einem PBarallelepiped der Ge⸗ 
ſchwindigkeiten. 


S. 35 Zusammensetzung der Accolerationen. Zwei gleihförmig 
beſchleunigte und mit Null Geſchwindigkeit anfangende Bewegungen 
geben in ihrer Zuſammenſetzung wieder eine gleichförmig beſchleunigte Be⸗ 
wegung in der geraden Linie. Bezeichnet man die Xccelerationen biefer nad) den Rich⸗ 
tungen AX und AY (Fig. 69) vor ſich gehenden Bewegungen durd) p, und 

Fig. 69. 29, jo find am Ende ber Zeit t die Räume: 


— Di!ꝰ 
AM=ı= 5 





und 


AN—y— Bi. {2 M 
und es ift ihr Verhältniß 
z _AF_P 
vy pm" m 
von der Zeit gar nicht abhängig, deshalb 
x alſo der Weg AO der zufanmengefegten 

Bewegung ein geradlinigr. Macht man 
AB=p, und BD= AC=— 9, fo erhält man ein Parallelogramm 
ABDC, weldjes dem Parallelogramm AMON ähnlich und für welches 

12 — — — 15,13, alſo AO— ,AD.t if 
Diefer Gleichung zufolge ift der Weg AO der zufanmengefegten Bewegung 
dem Quadrate der Zeit proportional, ie Bewegung felbft aljo gleihförmig 
beſchleunigt, und die Acceleration berjelben die Diagonale AD des aus 
den einfachen Accelerationen 9, und 9, conftruirten Barallelogramm. 

So wie man alfo durch das Parallelogramm der Geſchwindigkeiten Ge- 
ſchwindigkeiten zufammenfegt und zerlegt, ebenſo Laffen fi) nach genau den- 
jelben Regeln durch ein Parallelogramm, welches man das Parallelo- 
gramm der Accelerationen (franz. parallölogramme des accelerations; 
engl. parallelogram of accelerations) nennt, Accelerationen zu einer einzi- 
gen vereinigen, jowie in mehrere andere zerlegen. 


8.36 Zusammensetzung von Geschwindigkeiten und Acoelera- 
tionen. Aus der Bereinigung von einer gleihförmigen Bewegung 
mit einer gleihförmig befchleunigten geht eine gänzlich ungleid)- 
förmige Bewegung hervor, wenn die Bewegungsrichtungen nicht zufammen-- 
fallen. In einer gewiſſen Zeit 2 wird bei ber Geſchwindigkeit e in der einen 
Richtung A Y, ig. 70, ber Weg: 

“"AN=y=cit, 
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und in derjelben Zeit bei einer unveränderlichen Acceleration in einer gegen 
bie erftere vechtwinfeligen Richtung AX der Weg: 

AM=TI—= —* 
zurüdgelegt, und es iſt der Körper im Eckpunkte O des aus y — ct und 
= = conftruirten Parallelogrammes. Dit Hilfe diefer Formeln läßt 


ſich zwar der Ort des Körpers zu jeder Zeit finden, allein derſelbe liegt nicht 
in einer und derſelben Geraden; denn nehmen wir aus der erſten Gleichung 


t= z und jegendiefen Werth in die zweite, fo erhalten wir die Bahngleichung: 


pye 

200 
Diefer zufolge verhalten fich die Wege (x) in ber zweiten Bervegungsrichtung 
mcht wie die Wege felbft, fondern wie die Duabrate (y?) der Wege in ber 


Fig. 70. Fig. 71. 


ı° = 





erften Bewegungsrichtung, und es ift deshalb der Weg des Körpers auch | 
feine gerade, fondern eine gewille krumme Linie, welche man in der Geometrie 
unter dem Namen die Parabel (franz. parabole; engl. parabola) kennen 
lernt. 


Anmerfung. Es fei ABC, Fig. 71, ein Kegel mit Freisförmiger Bafle 
AEBF, fowie DEF ein Schnitt deſſelben parallel zur Seitenlinie B C und wins 
keltecht zum Durchſchnitt ABC geführt, und OPNQ ein zweiter, mit der 
Baſis paralleler und deswegen ebenfalls kreisförmiger Durchſchnitt. Es fei 
ferner EF die Durchſchnittslinie zwifchen der Bafls und dem erften Schnitte, 
und ON die zwifchen beiden Schnitten; denfen wir uns endlich im triangulären 
Durchſchnitte ABO vie parallelen Durchmeſſer AB und PQ und im Schnitte 
DEF vie Are D@ geführt. Alsdann gilt für die halbe Kreisfehne MN—= MO 


die Gleichung MN3=PM.MQ; aber MQ it = GB und für PM gilt vie 
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Proportion PM: DM=AQG:DG, es ergiebt ſich daher: 
DM.AG 
2 — ZI, 
MN?=B@G. DG 
Ebenſo ift aber auch GER= BG. AG; dividirt man baher beide Gleichungen 
durch einander, fo folgt: 
DM_MN: 
DG6” 7m’ 
es verhalten fich alfo die auf der Are abgefhnittenen Städe (Ab- 
feiffen), wie die Quadrate der entfprehenden Berpenpifel (Ordi—⸗ 
naten). Diefes Geſetz ſtimmt mit dem oben gefundenen Bewegungsgeſetze voll: 
fommen überein; es geht alfo diefe Bewegung in einer frummen Linie DNE 
vor fih, welche einem Kegelſchnitte angehört. 


Ueber die Sonftruction, Tangentenlage und andere Gigenfchaften der Parabel 
ift im Ingenieur Seite 175 u. f. w. nachzuſehen. 





8.37  Parabelbewegung. Um die aus der Zufammenfegung von Gefchwin- 
digfeit und Accelevation hervorgehende Bewegung volljtändig zu kennen, muß 
man auch nod) die Richtung, Geſchwindigkeit und den durchlaufenen 
Weg fir jede Zeit (t) angeben können. Die Gefchwindigfeit parallel zu 
AY ift unveränderlih — c, die parallel zu AX aber veränderlich unb 
— pt; conftrnirt man nun aus diefer Geſchwindigkeit OQ — c und OP 
— pt das Parallelogrammı OPRYQ, "ig. 72, fo erhält man in der Dia⸗ 

Fig. 72, gonale OR deffelben die mittlere 
oder diejenige Geſchwindigkeit, mit 
welcher der Körper in O die para- 
boliihe Bahn AOTU verfolgt. Diefe 

Geſchwindigkeit felbft ift: 
v—= Ver + (pi. 

Ebenfo giebt OR die Tangente 
oder Richtung, in welcher der Kör⸗ 
per in O einen Augenblid lang fort- 
gebt, und es ift flr den Winkel 
POR=XTO=9, welden 
diefelbe mit der zweiten Richtung (Are) AX einſchließt, durch die Formel: 





gegeben. 


Um endlich noch den durchlaufenen Raum oder Curvenbogen 40 —8 
zu finden, kann man fich der Gleichung 6—=vt ($. 19), wonach ſich die als 
Elemente anzujehenden Heinen Theile deflelben bevechnen laſſen, bedienen. 
Uebrigens giebt auch die höhere Geometrie eine complicirte Formel zur Bes 
rechnung ber Länge eines Parabelbogens. 
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Bir haben feither angenommen, daß die urfprlinglichen Bewegungsrich⸗ $. 38 
tungen einen Rechtwinkel einſchließen, und miffen unn uoch denjenigen Fall 
näher kennen lernen, bei welchem die Richtung der Acceleration mit ber 
Geſchwindigleit einen gewiſſen Winkel einſchließt. Hat der Körper in ber 
Richtung A Y, (Fig. 73) die Geſchwindigkeit e und in der Richtung AX,, 

Fig. 73. welche mit ber erften den Wintel 
X, AYı =e einſchließt, die Ac⸗ 
celeration p, fo ift A nicht mehr 
Scheitel und AX, nicht mehr Are, 
jondern nur die Arenrichtung der 
Parabel. Der Scheitel C fteht 
vielmehr um die Koordinaten 
CB=amb BA=b, wovon 
die erftere in die Are felbft fällt 
und die leßtere winkelcecht darauf 
fteht, von dem Anfangspunfte A 
der Bewegung ab. ‘Die Geſchwin⸗ 
digfeit AD— c befteht aus den Seitengefchwindigfeiten AF—c sin. « und 
AE= ccos.c. Bon ihnen ift die erftere immer diefelbe, die letztere aber 
der veränberlichen Gefchwindigfeit pt gleich zu ſetzen, vorausgefegt, daß der 
Körper die Zeit £ nöthig gehabt hat, um vom Scheitel C nach dem eigent- 
lichen Anfangspunfte A zu gelangen. &8 ergiebt fich aljo: 
C.C08.& 








c.c08.0% — pt, folglid) t — ‚ daher 
un. pt?! _ c?cosa? 
)CB=ı= — — und 
cꝰ sin. cos. c?sin.2« 


2) BA=b=csina.t— — — — —* 

Hat man durch dieſe Abſtände den Scheitel O der Parabel gefunden, fo 
kann man, von da ausgehend, für jede beliebige Zeit den Ort O des Kor⸗ 
pers beftinnmen. Uebrigens gilt au, CM —= x und MO —=y gefet, die 
allgemeine Formel: 


py? ' v2: 
mm — — =csın.& — ⸗ 
Fr Zorsin.as’ oder Y i 


Anmerkung. Die ſeither abgehandelte Theorie der paraboliſchen, aus einer 
unveränberlichen Geſchwindigkeit und einer conſtanten Acceleration hervorgehen⸗ 
den Bewegung findet ihre Anwendung in der Balliſtik, oder ber Lehre von 
der Wurfbewegung. Die fhief auf: oder abwärts geworfenen Körper würden in 
Golge ihrer Anfangsgefhtwindigkeit (c) und der Acceleration der Schwere (g = 
31Y, Fuß) einen PBarabelbogen durchlaufen, wenn der Wiverfiand ber Luft be: 
feitigt wäre, ober vie Bewegung im Iuftleeren Raume vor fi ginge. Iſt bie 
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Wurfgeſchwindigkeit nicht groß und der geworfene Körper fehr ſchwer in Hinficht 
auf fein Volumen, fo fällt die Abweichung von der Parabel Hein genug aus, 
um biefelbe ganz vernadjläffigen zu fönnen. Am vollfommenften wirb noch die 
parabolifche Bahn an fpringenden Waflerftrahlen, wie fie ſich beim Ausfluffe aus 
Gefäßen, bei Sprigen u. f. w. bilden, vorgefunden. Abgefchoflene Körper, wie 
+ B. Gefchüpfugeln, befchreiben in Folge des großen Luftwiderfiandes, von der 
Parabel bedeutend abweichenne Bahnen. 


39  Wurfbewegung. Ein unter dem Elevationswinfel YAD=« (Fig. 74) 
abgefchoffener Körper fteigt auf eine gewiſſe Höhe 3 C, welche die Wurfhöhe 
Fig. 74. (franz. hauteur du jet; 
engl. height of projection) 
genannt wird, und er erreicht 
die Hortzontalebene, von der 
er in A ausgegangen ift, 
in einer Entfernung AD, 
welhe die Wurfweite 
(franz. amplitude du jet; 
engl. range of projection) 
heißt. 

Aus der Geſchwindigkeit 
c, der Xcceleration g unb 
den Elevationswinkel folgt, 
nad) $. 38, indem man p durch y und «® durch 90° + a, alfo cos. & 
durch sin. « erfeßt u. ſ. w.: 








2 0: 2 
die Wurfhöhe CB=u—! — nd 
29 
die halbe Wurfweite AB—=b— = 


Aus der legten Formel erfieht man, daß die Wurfweite am größten aus» 
fällt, wenn sin. 2« = 1, alfo 2& = 90%, d. i. « —= 450 iſt. Ein unter 
dem Elevationswinfel von 45 Grad auffteigender Körper erreicht alfo bie 
größte Wurfweite. 

Auch ift 

gb? 
2.0? cos. a?’ 
und für einen Punkt O der Wurfbahn hat man, wenn OM = x umd 
MO = y deſſen Goordinaten find: 
_ __9% 
vr cos. a8’ 
oder, wenn er durd) die Coordinaten AN — x, und NO — yı angegeben 
werden foll, da 


dü = 
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z=C4M=BC—- NOo=a— y und 
y=MO=AB—-AN=Dbdb— za if: 


96 —,)? 
TEN To. a” 
Pig 
— . _ tar _M_ 0; 
er 777777 ‚ Ober, da a 2: —0 iſt 
— _ Im. 
ya lang. rg. 


— __I% — 
Setzt man in der Gleichung yı Ai tang. & 3.03 00.03’ für cos. a8 


den Werth 1 -+ fang. «2, und löſt man diefelbe in Beziehung auf tang.« auf, 
fo erhält man folgenden Ausdrud für den Wurfwinfel (@), bei welchem ein 
dur) die Coordinaten x, und yı gegebenes Ziel erreicht wird: 


tung. a — 9% — -+ VE) - (+ 222) (1 + 7) 


3\2 
HM (= —=1+ 2, oder et — 2gy,c=g? x), alfo: 


9% 
= Vo +Ver+y, 








jo fällt einfach 
c? 
tang. & = 
aus. Kleinere Werthe fiir c machen fang. « imaginär, und größere Werthe 
für c führen auf zwei Werthe für fang. &; im erften Falle ift das Ziel gar 
nicht zu erreichen, und im zweiten alle wirb e8 entweder beim Steigen oder 
beim Fallen des geworfenen Körpers getroffen. 


Beifpiele. 1) Ein unter dem Elevationswinkel von 66% mit 20 Fuß Ge⸗ 
ſchwindigkeit auffleigender Waflerfirahl, dem alfo die Geſchwindigkeitshöhe 
k = 0,016 . 202 — 6,4 Fuß zufommt, ſteigt auf die Höhe a—= h sin. d= 
6,4 (sin. 66°) — 534 Fuß und Hat die Wurf⸗ oder Sprungweite 25 = 
2.64 sin. 1320 — 2. 6,4 sin. 480 = 9,51 Buß. Die Zeit, welche jedes 
Baflertheilchen braucht, um den ganzen PBarabelbogen ACD zu durchlaufen, if 


= eine _ sin. a _ 2.20 8.66 _ | 17 Secunde. Die Höhe, welde dem Ho—⸗ 


31.25 
cientalab Jande AN . =3 Fuß entſpricht, iſt 
81,25 . 9 0,85156 
— oO I — — — — — 
Yı = 3. Hang. 66° — 6νö ö — S16B43 


= 6,738 — 2,125 = 4,613 Fuß. 

2) Der aus einer horizontalen Nöhre ausfließgende Waſſerſtrahl hat auf einer 
Höhe ven 1%, Fuß eine Sprungweite (halbe Wurfweite) von 5%, Buß; wie 
groß if die Geſchwindigkeit des Waſſers? 
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_M_yY — bierin x — 
Aus der Formel = Sail fg A = 12 hierin x = 175 und 


— 5,25 gefeht, ergiebt fih à — 
y = 5,25 gejeßt, ergie 775 


entſprechende Geſchwindigkeit c = 15,68 Fuß. 
$. 40 Springende Wasserstrahlen. Die Eigenthlimlichkeiten der Bewegung 


bes Waſſers in fpringenden Strahlen werden beſonders durch Folgendes dar⸗ 
gethan und zur Anſchauung gebracht. Nad) dem on find 


gell + lang.e)’) in 


— 8,937 $uß, und die biefer Höhe 





y=xtang. — 5* 
[1 tang. 01)? 
yz=Aaı tang. ed — ger + omg.) 


die Gleichungen der Parabeln, welche zwei mit derſelben Geschwindigkeit c 
unter verfchiedenen Neigungswinkeln & und &, auffteigende Wafleritrahlen 
bilden. Set man 2, = x und fubtrahirt man diefe Gleichungen von ein 
ander, fo erhält man die neue Gleichung 


4? 
Yy— Yyı =8% (tang. a — tang. &,) — [tang. «)? — (tang. 0,)?] 


—x(tang. a — tang. aı) (1 — * (tang. a + tang. )) . 
Nimmt man ferner an, daß biefe beiden Waflerftrahlen nahe unter den⸗ 


jelben Winkeln auffteigen, und verlangt man endlich, daß beide Parabeln 
einen Punkt gemeinjchaftlich haben, n bat man 1 —=y, daher 


æ (ang. & — tang. 6) (1 — * > (tamg. 13 + tang. &)) = 0, alſo 


2; (ang. a + ang.) =1, 


oder, da fi & = « fegen läßt, einfad) 
gztang.a _ ed 
— —1, folglich fang. — 7% 


Führt man diefen Ausdrud in der Gleichung 
y=zlang.a— —* [1 + (taung. a)?] 
ein, jo erhält man bie Gleichung 


e? 3 v2? 
2.2 (1 * g? 7) 2.0? 


der Curve DPSP», Fig. 75, welche durch je  Genadbarten Punkte 
geht, worin ſich je zwei der mit verſchiedenen Winkeln aus einen und dem⸗ 
felben Punkte A auffteigenden Parabeln jchneiden, und daher aud) das ganze 
Syſtem der Barabeln ACD, AOR u. |. w. berührt oder umhüllt. 


$. 40] Zufammengefebte Bewegung: 107 


Die Sprunghöhe des ſenkrecht auffteigenden Strahles iſt AS — = 
md die Sprungweite des unter dem Winkel & = 45 Grad auffteigenden 
Big. 75. 





3 — 
Stahles A40D iſt AD=2. 2. - 248. 


Verlegt man den Coordinatenanfangspunkt von A nad) S, erſetzt man 
alſo die Coordinaten AN—=x und NPM durch die Coordinaten 
SU=um UP=v, fo hat man 


2 
| y=4S—- SU= _- — umı=AN=UP=r, 


29 
daher geht die obige Gleichung 
y= ee in folgende über: 
29 2.3 j 
gv? 2c3 


u= I— oder v? = — u. 
2c? g 


or Gleichung gehört der gemeinen Parabel mit dem Paranıeter p — 
2c 
418 an, und e8 ift daher auch die Umhällungscurve DPSPD 
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der ſämmtlichen aus demfelben Punkte A auffteigenden Waflerftrahlen bie 
gemeine Parabel mit dem Scheitel S und der Are SA. 


Fig, 76. 





Ein nach allen Richtungen aus A auffteigender Strahlenblindel wird 
folglich von einem Baraboloid umhülllt, welches durch Umdrehung der Um⸗ 
hüllungseurve DPSPDum AS entſteht. 

Iſtet die Zeit, in welcher der in einer Parabel auffteigende Körper den 
Bogen A O, Fig. 76, zurücklegt, deffen Coordinaten AN—=z und N 0=y 
find, fo hat man 


2 
z = ct cos.a und y = ctsin.a— I—, folglich) aud) 


yttıg® 
ct 
Get man nun diefe Werthe fir cos. und sin. « in die befannte trigo- 
nometrijche Formel (cos. &)? + (sin. a)? = 1 ein, fo erhält man folgende 
Gleichung: 
2 1/ qt2)2 
(od: ur IT =, om atyHl,g —cit. 
Wenn von einem Punkte A, Fig. 76, aus gleichzeitig in derjelben Ber: 
ticalebene Körper unter verfchiedenen Neigungswinkeln emporgeworfen werben, 


% 5 
cos. — — und sin. « = 
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fo find die Orte, welche diefelben nad) irgend einer Zeit t einnehmen, durch die 
zufegt gfundene Gleichung beftimmt, welche einem Kreife vom Halbmeſſer 
r = ct angehört, defien Mittelpunkt um die Größe a — 1/, gt? ſenkrecht 
unter dem Ausgangspunkte A Liegt und fid) daher auch in der Form 
2!+(y+ a)?=r? darftellen läßt. Diefer Kreis wird daher and) gleich 
jitig von dem in einem und demſelben Augenblide aus A auffteigenden 
Elementen ſpringenden Waſſerſtrahlen ACD, AOP, ALS... erreicht. 
3 
Seht man in der Formel t, — — 48%, und = AB= 57; 


. 14 c — . » 
em, fo erhält man i, = 29.005. 450 = V 1/a, daher die Zeit zum 


Durdfaufen bes Parabelbogens ACD, = 24, = 2. und den Halb⸗ 


meſſer Ses Kreiſes DL D, welcher von den verſchiedenen Waſſerelementen 
gleichtettig erreicht wie: 
Dey=c=-— -V? = Ve =2827 — 2,828. 48, 
ſowie i. Abſtand * ittepuntte K von A: 

u AR=a= = — 27, — 2ER, 

Tut man nun DK in 4, fowie AK in 16 gleiche Theile, fo ann 
men, da r mit & und a mit t? proportional wächſt, aus den Theilpunkten 
1,4, 9 von AK mit /), DK, DAÆ und ?/, DK andere Kreife beſchrei⸗ 
ben, welche andere im gleichen Zeiten durchlaufene Parabelbögen abfchneiben. 
Co fhneidet 3. B. der aus (1) mit 1a—1/, DK beichriebene Kreis in 
den Punkten a, c,..., fowie der aus (4) mit 4B=1/, DK beſchriebene 
Kreis in den Punkten ß, ß,... gleichzeitig durchlaufene Parabelwege A «, 
Aaı..., fowie AB, Aßı... ab 

Dreht man dieſe Sreife um die verticale Are KL, fo befchreiben fie die 
Kugelflächen, welche die gleichzeitig durchlaufenen Parabelmege begrenzen, 
wem die Strahlen rund herum, nach allen Richtungen und unter allen Nei⸗ 
gungswinkeln auffteigen. 


Krummlinige Bewegungen überhaupt. Aus ber Vereinigung $. Al 
don mehreren Gefchwindigkeiten mit mehreren unveränderlichen Accelerationen 
entſpringt ebenfalls eine parabolifche Bewegung, denn es laſſen ſich nicht 
mr die Gefchwindigkeiten, fondern auch die Accelerationen zu einer einzigen 
vereinigen; e8 ift alfo das Ergebniß daſſelbe, als wenn nur eine Gefchwin- 
digkeit und nur eine Acceleration, d. i. nur eine gleichförmige, und nur eine 
gleichförmig beichleunigte Bewegung vorhanden wäre. 

Sind die Hecelerationen veränderlich, fo fann man fie ebenfo gut zu einer 
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mittleren vereinigen, als wenn fie conftant wären, denn es ift erlaubt, die⸗ 
jelben in einem unendlich Meinen Zeittheilchen (7) als unveränderlich, bie 
entfprechenden Bewegungen aljo innerhalb diefes Theilchens als gleichförmig 
beichleunigt anzufehen. Allerdings ift die refultirende Acceleration veränder: 
lich, wie ihre Componenten ſelbſt. Vereinigt man nun biefe reſultirende 
Hcceleration mit der gegebenen Gefchwindigfeit, jo läßt ſich ein Heiner Para- 
belbogen angeben, in welchem die Bewegung während eines Meinen Zeittheil- 
chens ftatthat. Beſtimmt man fo für das folgende Zeittheilchen wieder bie 
Geſchwindigkeit und die mittlere Acceleration, fo läßt fich ein neues, einer 
anderen Parabel angehöriges Bogenftüd finden, und fährt man fo fort, fo 
erhält man nad) und nad) die angenäherte vollftändige Bahncurve. 


8.42 Man kann jeden Heinen Bogentheil irgend einer Curve als einen Kreis- 
bogen anfehen. Der Kreis, welchen diefer Bogen zugehört, heißt Krüm⸗ 
mungsfreis (franz. cercle osculateur; engl. circle of curvature), und 
fein ihm zugehöriger Halbmeſſer Krümmungshalbmeſſer (franz. rayon 
de courbure; engl. radius of curvature). Es läßt ſich ebenjo die Bahn 
eines bewegten Körpers aus Kreisbogen zufammenfegen, und deshalb eine 
Formel für ihre Halbmeffer entwideln. 

Es ſei AM (Fig. 77) ein fehr Heiner gleichförmig befchleunigt zurüd- 


2 
gelegter Weg x — * in der Richtung AX, und AN ein ſehr kleiner, 


Fig. 77. gleihförmig durchlaufener 
Weg y=vr, und O ber 
vierte Enbpunft des aus z 
und y conftruirten Paralle- 
logramıms, d. i. der Punkt, 
welchen der von A aue- 
gehende Körper am Ende 
des Zeittheilchens (7) ein- 
nimmt. Legen wir AC 
rechtwinfelig gegen AY 
und jehen wir nım zu, aus 
welchem Punkte C in die 
fer Linie fi ein Meiner 
Kreisbogen durch A und O 
befchreiben läßt. Wegen 
der Kleinheit des Bogens 
AO können wir annehmen, 
daß nicht allein CA, fon- 
bern auch die Gerade COP 
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rechtwinkelig gegen A Y ftehe, daß alſo im Meinen Dreiede N OP der Bintel 
NPO ein rechter ſei. Die Auflöfung diejes Dreiecks giebt: 


3 
OP= ON sin. ONP= AM sin. XAY = I sin. a, 
md die Tangente 
3 
AP=AN+ NP=vt + 608.0 — (e + Sn eo.a)r, 


welche ſich — vr fegen läßt, weil — cos. & wegen des umenblich Fleinen 


Factors T gegen v verſchwindet. Nun ift aber nad) ber Lehre vom Kreife 
AP=PO.(PO+2CO), ober, da PO gegen 200 verſchwindet, 
APr—=PO.2CO; es folgt daher ber gefuchte Krümmungshalb- 


meifer: 
AP? vIr? v2 

UW=00=r = 50 — prsm.o pn 

Um den Krümmungshalbmeffer conftruirend zu beftimmen, trage man auf 
die Normale zur anfänglichen Bewegungsridhtung A Y die Normalaccele- 
ration, d. i. den normalen Componenten p sin. « al® AD auf, verbinde 
den Endpunkt E der Gefchwinbigfeit AE — v mit D durch die Gerade 
DE und ziehe EC winkelrecht auf DE; der dadurch beftimmte Durchfchnitt 
C mit der erften Normalen ift der Mittelpunft des Krummungskreiſes durch A. 

Durch Umkehrung der Ietten Formel folgt die Normalacceleration 


2 
n= psin.a — —; e8 wächft hiernach diejelbe wie das Quadrat der Ge- 


ſchwindigleit v und umgelehrt wie der Kriimmungshalbmefler r, alfo direct 
mit der Stärke der Krlimmung. 
Beifpiel. Für die durch die Acceleration der Schwere bewirfte parabolifche 


3 
Bahn ift r— 0,082 im 7 und im Scheitel dieſer Curven, wo « = 900, alſo 


n.a — 1, fällt r = 0,082 c? aus. Bei einer Geſchwindigkeit von 20 Fuß 
ergäbe ſich aͤſo r — 12,8 Fuß; je mehr ſich aber der Körper vom Scheitel ent- 
fernt, deſto Heiner wird « und befto größer wird folglich der Krümmungshalb- 
meſſer. 


Hat der Punkt A das Wegelement AO — 0 durchlaufen, fo ift feine $. 43 
Geſchwindigkeit eine andere geworben, weil fi nun zur anfänglichen Ge- 
ſchwindigkeit » in der Richtung von A Y die erlangte Gejchwindigfeit pr in 
der Richtung von AX gefellt, und es ift folglich fitr den neuen Geſchwin⸗ 
digkeitswerth v,, dem Parallelogramm der Geſchwindigkeiten zu Yolge: 

o—v + 2vprcos.a + pr? —v? + pt(2vcos.@ + pr): 
oder da pr gegen 2 cos. verjchwinbet, 
v = 2por cos. c. 
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Noch ift vr das Wegelement AN — AO==0, und p cos. die Tangen- 
tialacceleration, d. i. ber Component % der Ucceleration p in der Tan⸗ 
genten- oder Bewegimgsrichtung, daher bat man: 

vv — v⸗e 
2 

Auch ift 6 cos. « die Projection AR = &, ded Wegelementes in der Rich⸗ 

tung der Acceleration, daher hat man auch: 
v—v _ t 
2 — Poı- 

Bei fortgefeter Bewegung geht nad und nad) ©, in vg, vg... ©, über, 

wobei die projicirten Wegtheile um &o, &,... &, wachfen, es ift 








w—u__ y—Uu_ vu — u _: 
aan, vt. 
daher folgt durch Addition: 
v2 — v? 


„ -rhthr. mp, 


wenn x die Projection des ganzen Curvenweges in ber Richtung AX der 
Acceleration bezeichnet. Auch läßt ſich 
„-”? MtPpHt--- +2), 
20. ( n 
fegen, wenn die Wcceleration variabel ift und nad und nad) die Werthe 
Dir P3 -.- 2, annimmt. 

Es ift alfo die Gefhwindigfeitsveränderung gar nicht von der Geftalt 
und Größe, fondern nur von der Projection x des Weges in der 
Richtung der Acceleration abhängig. Aus dieſem Grunde haben 3. B. die 
Woafferelemente ſämmtlicher ſpringenden Strahlen in Fig. 76, wenn fie eine 
und diefelbe Horizontale HM erreichen, eine und diefelbe Gefchtwindigkeit. St, 
wie oben, c die Austrittd- oder Anfangsgeſchwindigkeit, u die Gefchwinbigfeit 
in HH, und b die Höhe ber Linie 77H über dem Anfangspunft A, fo 
bat man 

v2 — c? 


3 = — gb, und daher 
v=Vce: — 2gb. 


Iſt an einer gewilfen Stelle der Bewegung, & = 90 Grad, fo fällt die 
Zangentialacceleration k —= » cos. @« —= 0 aus und die Normalacceleration 
rn = psin.a mit der mittleren Acceleration p zuſammen. Auch ift dann dic 
Veränderung des Geſchwindigkeitsquadrates bei Durchlaufung eines Weg: 
elenıentes 0, vo? — v?=0, alfo vu —r; und wenn fi) nun bei fortgejegter 
Bewegung in einer Curve die Richtung der Acceleration fo ändert, daß fie 
ſtets normal zur Bewegungsrichtung bleibt, aljo. eine Tangentialacceleration 
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ar nicht vorkommt, fo ift auch bei Durchlaufung eines endlichen Curven- 
weges, 2? — 2? —0, alfo 9, —r, unveränderlich, aljo die Endgeſchwindigkeit 
gleich der Anfangegefchwindigkeit c. 
Die Normalacceleration, bei welcher dieſe Beftändigfeit der Geſchwindigkeit 
ſtatthat, ift 
ce? 
pP = 7 
und fie fällt bei der Bewegung im Kreiſe AOD, Fig. 78, da hier der 
Krümmungshalbmeſſe CA=CO=CD=r conftant ift, ebenfalls 
Fig. 78. unveränderlicd) aus. Umgekehrt bringt auch 
eine unveränderliche Acceleration, welche den 
Körper unaufhörlich rechtwinkelig von feiner 
Bewegung ablentt, eine gleichförmige Umdrehung 
im Kreiſe hervor. 


Beifpiel. Gin Körper, welder in einem 
Kreife von 5 Fuß Halbmefler fo berumgeht, daß 
er zu jeder Umdrehung 5 Secunden Zeit braudht, 








hat die Geſchwindigkeit ce — ar _ am. 6 
2 
=2.n = 6,283 Fuß, und die Normalacceleration 9 = EN 7,886 5, 


d. B. er wird in jeder Secunde um Y,p = Y, . 7,896 = 3,948 Zuß von ber 
geraden Linie abgelenft. 


Krummlinige Bewegungen überhaupt. Bewegt fi, ein Bunft P, ($. 44) 
Fig. 79, nach zwei Richtungen AX und AY zugleich, fo laſſen fich feine 
Wege AK—LP=xr und AL=KP—y als Coordinaten der von der 
Big. 79. Bahn deffelben gebildeten Curve 
—— 3 APW anfehen, und ift num 

ot da8 Zeitelement, innerhalb 
:W deflen der Körper die Weg- 
elemnte PR —=0x um 
RQ = 0y zurldlegt, fo hat 
man nad) ($. 20) die Ab⸗ 
feiffengefhwindigfeit: 





x 
1) „a 
fa‘ fowie die Drdinatenge- 
TA KM NIS K ſchwindigkeit: 
| 0 
2) v= A 
EC md daher die daraus refulti- 
Beisban’s Lehrbut der Mesantt Dr. 1. 8 
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rende Tangential- ober Qurvengefchwindigfeit, wenn die Berwegunge- 
richtungen AX und A Y den Rechtwintel einfchließen: 


3) v=Vu+ u (4) + +(4 3, — ve E 


wo Os das Gurvenelement PQ bezeichnet, welches nach Art. 32 der analy- 
tiichen Hitlfelehren 





Vor +0y2 zu fegen ift. 
Ebenfo ift die Abfciffenacceleration nad) ($. 20): 
4, 


jowie die — 
leration: 
9) ” 
5) = 
Für den Tangentenwin: 
fl PTX=QPR=.«, um 
welchen die Bewegungsrichtung 
Pw von der Abfciffenrichtung 
- abweicht, hat man: 





N tung. a=t—L, 
ſowie auch: 
sin.a — — und 
ww 0s 
u 0x 
cos. = ———— 
w 08 


Die Accelerationen p und q laſſen ſich nach der Tangentialrichtung PT 
und nad) der Normalrichtung PN in die Componenten: 
Y%ı =Pcos. & und 9 — p Sin. a, fowie 
1 — q sin. und q. — cos. q 
zerlegen, woraus ſich durch eine andere Zuſammenſetzung die Tangential— 
acceleration: 
k=p Fi — p cos. 4 gsin.« 
ou ‚u 0v v __wudu+t vor 
: u on wort 
und die Normalacceleration: 
n=p — a =PSIn.a — gcos 
__ ou v or u vou — u0r 
to Hu Tao 
ergiebt. 
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Run folgt aber aus u? +92 — 1? durch Differenzüren: 
uau+vov—=wdu, 
daher ift einfach die Tangentialacceleration: 
6) x— uw _Ow 





wort 8 
Ferner ergiebt ſich aus tang.a= — 
uov—rou 
Olang.a = a 


(ſ analyt. Hülfslehren Art. 8), und es ift der Krümmungshalbmeſſer CP 
—00 des Bogenelementes PQ, nad) Art. 33 der analytischen Hüffslchren: 








de 
nn Brretang.a’ 
daher folgt: 
u0s® Os? Os ) w208 
CuU— = — y? ; — — m — —— — = 
ron — 8⏑ - u Ola. « —5767 — 
und daher die Normalacceleration einfach 
7) nz w? 08 _w 08 _ we 
ruft red Tr 
Endlich folgt: 
kös— ow 08= % won: 


a di 
woraus ſich nun wie in ($. 20): 
9, TE = feos 

ergiebt, wenn man annimmt, daß bei Durchlaufung des Weges s die ©e- 
ſchwindigkeit c in 0 übergeht. Es ift alfo aud) bei der frummlinigen 
Bewegung die halbe Differenz der Geſchwindigkeitswerthe das 
Product aus der mittleren Acceleration (k) und den Wege s. 

Ebenſo ft P 92 + gady=udutvdr—=wduw, alfo aud) noch: 


2_.c2 
9) ” a 


5 [Wa +g0)=/[pdr +fady, und 
10) [kös = /p0x + [ gdy, von 
kös=poOx + ady. 
Das Product aus der Tangentialacceleration und dem Eur- 
venelemente ift alfo gleich der Summe von den Producten aus 


den Soordinatenaccelerationen und den ihnen entfpredhenden 
Coordinatenelementen. 








3" 
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Beifpiel. Ein Körper bewegt fich in der einen Are AX mit der Geſchwin⸗ 
digfeit u— 12 t, und in der anderen Are AN mit der Geſchwindigkeit — 402-9; 
man ſoll die übrigen Verhaͤltniſſe ver hieraus reſultirenden Bewegung ermitteln. 
Die entſprechenden Eoorbinatenaccelerationen find: 

pP =18, und g= 7 —=8t, 
und die zugehörigen Coordinaten oder Arenwege felbit: 


z=/f urt — [1221 — 612, und 


yafvi= [ur —Ni= 91, 
wofern diefe Räume mit der Zeit £ — O beginnen. Die Curven- oder Tangens 
tialgefehwindigfeit ift: 
v—-V #La=-ViaR+taR- M=-Vier +2 +3l=4R+9 
folglih die Tangentialacceleration: 

d ⁊W 

— der Ordinatenacceleration g, und der Curvenweg: 

= [we=/faR+Nt=grH+9 

Ferner ift für die Bewegungsrichtung: | 


t = — = — — * 
ee” 121 2V6x 
daher: 
42 +9 
dtang. « = 1542 dt, 
und der Krümmungshalbmeſſer der Bahn: 
— d 83 —Et +9, 12 22 (4 + 9% 
Jaddtan.a MMRARI 1m 
d 
oder — 7 


Hiernach iſt nun noch die Normalacceleration, wodurch der bewegte Körper bie 
fletige Richtungsaͤnderung erleidet: 


PP: 
= =— 12, alfo conftant. 


Die Sleihung der Bahncurve folgt, wenn man t = V: in ber obigen 
Gleichung für y einfept: 
_4 E\_ x _([2 x 
= —V »y 3=(5°-)) V 


Die Ordinate y iftlein Marimum für v = 0, d. i. fr? = 2 alfo 


für 
8 9 _7 
1* 75 we=6.2 —=6 7*75 und 
49 3 3 
y=57 17 7".° 70° 


Sie ift dagegen = 0, für ? — 7. dr t — ER und æ = =. 68 
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läuft alfo bie Bahncurve anfangs unter der Abfciffenare hin, durchſchneidet nad 
der Zeit £ =, und zwar bei der Abfeiffe = —= = diefelbe, und bleibt 


ron da an über diefer Are. 

Felgende Tabelle enthält eine Zufammenitellung der zufammengehörigen Werthe 
von 6,40, 0, x, Yy, bang. «a, Tr und 8, wonad bie entfprechende Bahncurve 
ABCDE in $ig. 81 conſtruirt iſt. 























Fig. 81. 
E 
V 
27 _ _ 45 | 
| 
8... 6 i — 
D is6 
id 6 13,5 24 . 40 b " x 
18V3 96 
9 18 
t | u v w|x Y tang. « r 8 
0 0 — 9 9 0 0 oo — 7 0 
23 5 1698 | 3ı 
1 12 —5 | 13 6I — 3 "5 ar 3 
27 
1%, 18 0812| —9 0 |-27 18 
22 7 625 86 
2 24 7125|24| — 3 31 -n 3 
3 r— u — 
3/73 | 18V 3 18 | 36 = 1) + — 108 1 27Y 3 
3 ss 27 |s|sı| +9 7 |- Zr: 
145 55 1875| 364 
4 48 5 7 96 — — = — 
55 5696144 3 i8 1 3 


Relative Bewegungen. Bei ber gleichzeitigen Bewegung zweier $. 45 
Körper findet eine immerwährende Veränderung in der gegenfeitigen Lage, 
Entfernung u. ſ. w. derfelben ftatt, welche fi) mit Hülfe des Obigen für 
jeden Zeitpunkt wie folgt beftimmen läßt. Es fei in Fig. 82 (a.f.S.) A der 
Anfangspunkt des einen Körpers, B der des anderen; jener rücke in der 
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Richtung AX in einer gewiffen Zeit (t) nach 24, diefer in der Richtung 
BY in eben diefer Zeit nad) N; ziehen wir nun MN, fo erhalten wir in 
diefer Linie die relative Tage und Entfernung der Körper A und B am 
Fig. 82. Ende diefer Zeit. Legen wir AO 
. parallel mit MN und machen aud) 
AO=MN, fo wird die Linie AO 
die gegenfeitige Lage der Körper A 
und B ebenfall8 angeben. Ziehen 
wir noch ON, fo erhalten wir ein 
Parallelogramm, in welchen aud 
ON=AMif. Machen wir end- 
lich noch BQ parallel und gleich der NO und ziehen OQ, fo erhalten wir 
ein neues Parallelogramnı BNOQ, in welchem bie eine Seite BN der 
abjolute Weg (y) des zweiten Körpers, die andere Seite BQ ber nad) ent- 
gegengefetter Richtung gelegte Weg (x) des erften Körpers, und der vierte 
Edpunft O der relative Ort des zweiten Körpers ift, wofern er nämlich auf 

den al8 unveränderlich anzufehenden Drt des erften Körpers bezogen wird. 
Man findet alfo den relativen Ort O eines bewegten Körpers (DB), 
wenn man diefem Körper außer feiner eigenen Bewegung (BN) noch die- 
jenige AM des Körpers (A), worauf man den Ort bezieht, in umgefehrter 
Richtung, aljo BQ, beilegt, und num nad den gewöhnlichen Kegeln, 3. D. 
mit Hülfe eines Barallelogrammes BN OQ, diefe Bewegungen zufammenjegt- 
$. 46 Sind die Bewegungen der Körper A und B gleichfürnig, fo kann man 
für AM und BN die Gefchwindigfeiten c und c,, d. i. die Wege in einer 
Secunde, einfegen. Man erhält deshalb die relative Geſchwindigkeit 
des einen Körpers, wenn man demfelben außer feiner eigenen 
abjoluten Gefchwindigfeit aud) noch die des Körpers, auf wel: 
hen man die erfte Gefchwindigfeit bezieht, in entgegengefeßter 
Richtung beilegt. Aud) findet daffelbe Verhältniß mit den Accelerationen 

ftatt. 

Bewegt fid) 3. B. ein Körper A, Fig. 33, in der Richtung 40 gleich— 
förmig mit der Gefchwindigkeit c, und ein Körper 3 in der Richtung BY. 
Fig. 83, welche mit BX den Winkel x einfchlicht, 
bei Null Anfangsgefchwindigkeit mit der 
conjtanten Acceleration p, fo fann man 
auch annehmen, daß A ſtill ftehe und B 
außer der Xcceleration p noch die Ge- 
ſchwindigkeit (— c) in der Richtung 
BX, || AX befige, wobei er folglic 
velativ eine parabolifche Bahn BOP 
Y durchläuft. Die in der Zeit £ durd- 
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laufenen Wege in ben Richtungen BY und BX, find: BN= ? 2 und 


2 
BM= ct, wovon fid) die erftere in die Componenten NR= x cos. 0 


2 
ud BR= er sin. & zerlegen läßt, welche parallel und rechtwinkelig zu 


AX gerihtet find. Sind nun AC = a und CB d bie anfänglichen 
Goordinaten bes Punktes B in Hinfiht auf A, ſowie AK=r und 
KO = y die Coordinaten deſſelben nad der Zeit i, fo hat man, da 
AK=AC—ON—NRud KO=CB—BR if, 
pt rt . 
ı=a—cet— cos. und y—=b— 7 5in.a und bie 
entfprechenden relativen Geſchwindigkeiten: 
u=—c— pt cos. und v == — pt sin.a. 
Aus der Abfciffe z beftimmt fich die Zeit: 











— 2(4 — x) 4 c ) — 
p cos. p cos.c pcos.a 
dagegen aus ber Ordinate y: 
t— 20 =) 
p sSin. 


Läuft der Körper B in der Linie AX dem Körper A entgegen, fo iſt ſo⸗ 
wohl d — 0, als uud « — 0, - 


und ſtzt man z — 0, 0 folgt die Seit, nad) reihe die Körper zuſam⸗ 


menftoßen: 
—V 2% ı (-) _2_V2aprte@oe, 
p p p » 
Läuft dagegen der Körper B in ber Linie AX dem Körper A voraus, ſo 


iſt « — 180°, daher die Entfernung deſſelben vom legten Körper: 
2 
=a—ct+ . und umgelehrt, die Zeit, an deren Ende die Körper 


um z von einander entfernt find: 


+ - u + (2) +7 


Die entfprechende Geſchwindigkeit u—= — c + pt ift = 0, und bie Ent: 
2 
fernung x ein Minimum für t = r und zwar 2 —=a — 5 
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Für jeden anderen Werth von x giebt es zwei Zeitwerthe, ben einen 


größer und den anderen Kleiner als ri 


Anmerfung. Die vorftehende Theorie der relativen Bewegung findet fowohl 
in der Himmels: als auch in der Mafchinenmechanif vielfache Anwendung. Behans 
deln wir hier nur folgenden Fall. Ein Körper A, Fig. 84, bewegt fich in der Richtung 
AX mit der Geſchwindigkeit c,, und foll von einem anderen Körper B getroffen 
werden, welcher bie Gefchwindigfeit cz hat; welche Richtung ift vemfelben zu geben? 
Biehen wie AB, tragen wir c, an B in umgefehrter Richtung, und vollenden 
wir aus c, und cz ein Barallelogramm Be,cc,, deſſen Diagonale c auf AB 


fällt, fo erhalten wir in ver Richtung der Seite Be, = cz deſſelben zugleich 
die geſuchte Richtung B X, in welcher der Körper B zu bewegen ift, damit er 
ben Körper A treffe, und zuglei in dem Durchſchnittspunkte C der beiden 
Richtungen AX und BY die Stelle des Zufammenfloßes. If « der Winkel 
BAX, um welden AX, und 8 ver Winkel ABY, um welden BY von AB 
abweicht, jo hat man: 
sin _ cı 
sin.e 6 
Diefe Formel findet auch ihre Anwendung in der Aberration des Ster— 
nenlichtes, melde aus der Zufammenfeßung der Gefchwindigfeit c, der um 
Fig. 84 die Sonne laufenden Erde A und der Gefchmwin- 
| 8. 84. digfeit ez des Sternenlihtes B hervorgeht. Gs if 
D __° c, tirca 4 Meilen und c,— 42000 Meilen, folglich: 
4 sin.a _ sin. 
42000 10500’ 
und hiernach die Aberration oder der Winkel ABC 
— ß, um melden bie Richtung AB, in welder 
man den ale unenblich entfernt anzufehenden Stern 
fieht, von der Richtung BC oder AD abweidt, in 
welcher er ſich wirklich befindet, 3 —= 20” age. a; 
alfo für «= 909, d. i. für einen Stern, welder ſich 
winfelreht über ber Erdbahn (in dem fogenannten 
Efliptifpol) befindet, 820". In Bolge diefer Ab» 
weihung fleht man alfo einen Stern in ver Bewe⸗ 
gungsrichtung der Erde ftets 20” von feinem wahren Orte abgerüdt, und es 
beſchreibt folglich ein Stern in ver Nähe des Ekliptikpoles im Laufe eines Jahres 
Fig. 86. ſcheinbar einen kleinen Kreis von 20 Se⸗ 
o y eunden Halbmeffer um feinen wahren Ort. 
"Bei Sternen, welde in der Ebene ber 
G Erdbahn flehen, bildet dieſe ſcheinbare 
Bewegung eine gerade Linie, und bei den 
F übrigen Sternen gehen diefe ſcheinbaren 
Bewegungen in Gllipfen vor fid. 
Beifpiel. Gin Dampfivagenzug fährt 
auf der Schienenbahn AX, Fig. 85, von 
A aus mit 35 Fuß Gefchwindigfeit; ein 
C x anderer gleichzeitig von B aus auf einer 
A D Bahn BY, welche mit ver erfleren den 














&n. 
sin. = sin.a= 
2 
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Bine BDX — 56° einfhließt, mit 20 Fuß Geſchwindigkeit. Wenn nun bie 
anfänglihden Abſtaͤnde AC = 30000 Fuß und CB= 24000 Fuß betragen, wie 
groß in die Entfernung AO beider Wagenzüge nad einer Viertelftunde? Aus 
ver abfoluten Geſchwindigkeit BE=c, =20 Fuß des zweiten Zuges, der um⸗ 
gelehrten Geſchwindigkeit BF —= c = 35 Fuß des erfien Zuges und dem 
eingeihlofienen Winkel EBF=a—1800 — BDC = 180° — 56° = 1240 folgt 
bie relative Gefhwindigfeit des zweiten Zuges: 


BG=Ve + ct + 2cc,cos.a — Y 352 + 20? — 2.35.20. cos. 569 
= Y1225 + 400 — 1400 cos. 56° — V 1625 — 782,9 — V 842,1 = 29,02 Fuß. 

Für den Wintel @ BF = 9, den die Michtung ber relativen Bewegung mit 
ter erſten Bewegungsrichtung einfchliegt, if: 

c, sin. 56° 20. 0,8290 
29,02 29,02 
Der in 15 Pkinuten = 900 Sec. relativ durdjlaufene Weg ift BO = 29,02.900 
= 26118 Fuß, die Entfernung AB = V (30000)2-+ (24000)? — 38419 Fuß, 
ver Winfl BAC—= ABF, da deſſen Tangente 30000 7 0,8 ik, bat den 
Bertt y— 38040’, daher iſt der Winkel ABO = 9 + v= 349 50’ + 38040 
=73"30", und die Entfernung der beiden Wagenzäge nad 15 Minuten: 

AO=VZB®+ BO _24B.B0c0s. ABO 
— V 384192 + 261182 — 2. 38419 . 26118 cos. 73030 


— Y 1588190000 — 39850 Fuß. 


sin. 9 = ; Log. sin. 9 = 0,7560 — 1, daher == 349, 50’. 











Zweiter Abſchnitt. 


Mechanik oder phyfifhe Bewegungslehre 
im Allgemeinen. 


Erftes Capitel. 
Grundbegriffe und Grundgeſetze der Mechanik. 


$.47 Mechanik. Die Medanil (franz. mecanique; engl. mechanics) ift die 
Wiffenfchaft, welche von den Bewegungsgefegen materieller Körper handelt. 
Sie ift in fofern eine Anwendung der Phoronomie oder Cinematik auf 
die Körper der Außenwelt, als die lettere fi nur mit der Bewegung 
geometrifcher Körper befaßt und die Urfachen der Bewegung außer Be- 
tracht Läßt. 

Die Mechanik ift ein Theil der Naturlehre (franz. physique gönerale; 
engl. natural-philosophy) oder der Lehre von den Gefegen, nad welchen 
die Veränderungen in der Körperwelt erfolgen, nämlich derjenige Theil, 
welcher fi) mit den aus meßbaren Bewegungen bervorgegangenen Ber- 
änderungen in der materiellen Welt bejchäftigt. 


8.48 Kraft. Kraft (franz. force; engl. force) ift die Urjache der Bewegung 
oder der Bewegungsveränderung materieller Körper. Jede Berwegungsver: 
änderung, 3. B. jede Veränderung in der Gefchwindigfeit eines Körpers ift 
als die Wirkung einer Kraft anzufehen. Aus diefem Grunde meſſen wir 
denn auch jebern frei fallenden Körper eine Kraft, die fogenannte Schwer: 
traft, bei, weil derfelbe feine Geſchwindigkeit unaufhörlich ändert. Auf der 
anderen Seite ift aus der Ruhe ober aus der Unveränderlichkeit im Bewe⸗ 
gungszuftande eines Körpers noch nicht auf die Abweienheit von Kräften zu 
ichließen; denn es können fic die Kräfte eines Körpers gegenfeitig aufheben, 
ohne eine Wirkung übrig zu laffen. Die Schwerkraft, mit welcher ein Kör- 
per zur Erde niederfällt, befigt derfelbe auch noch, wenn er auf einem Tiſche 
ruht, es wird aber hier ihre Wirkung durch die Feftigfeit des Tiſches oder 
einer anderen Unterlage aufgehoben. 
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Gleichgewicht. Kin Körper ift im Gleichgewicht (franz. squilibre; $. 19 
engl. equilibrium), oder die Kräfte eined Körpers halten einander das 
Gleichgewicht, wenn diefelben ohne eine Wirkung übrig zu laflen, oder 
ohne Bewegung zu erzeugen oder zu verändern, einander aufheben oder ver: 
nichten. 

Bei einem an einem Faden aufgehängten Körper iſt z. B. die Schwer⸗ 
kraft in demſelben mit der Cohäſion des Fadens im Gleichgewicht. Das 
Gleichgewicht unter Kräften wird aufgehoben, und es entſteht Bewegung, 
wenn man eine von den Kräften entfernt oder auf andere Weiſe aufhebt. 
So geht z. B. die durch ein Gewicht gebogene Stahlfeder in Bewegung 
über, wenn dieſes Gewicht weggenommen wird, weil nun diejenige Kraft der 
Feder, welche man ihre Elafticität nennt, allein noch wirkt. 

Statif (franz. statique; eng. statics) ift derjenige Theil der Mechanik, 
weldher von den Geſetzen des Gleichgewichts handelt; die Dynamit (franz. 
dynamique; engl. dynamics) hingegen handelt von den Kräften, inwiefern 
fie Bewegungen hervorbringen. 


Eintheilung der Kräfte. Nach ihren Wirkungen find die Kräfte $. 50 
entweder bewegende (franz. forces motrices, puissances; engl. moving 
forces) oder widerftehende (Miderflände, franz. resistances; engl. resi- 
stances). Jene bringen Bewegungen hervor, oder vermögen biefelben zu 
erzeugen, diefe hingegen können diefelben nur verhindern und mäßigen. Die 
Schwerkraft, die Elafticität einer Stahlfeder u. |. w. gehören zu den bewegen- 
den Kräften, die Reibung, Feſtigkeit der Körper u. ſ. w. find widerjtehende Kräfte 
oder Widerftände, weil durch fie nur Bewegungen verhindert oder vermindert 
oder bewegende Kräfte aufgehoben, aber keineswegs Bewegungen hervor- 
gerufen werden können. “Die bewegenden Kräfte theilt man wieder ein in 
beſchleunigende (franz. acceleratrices; engl. accelerating) und in ver- 
jögernde (franz. retardatrices; engl. retarding). Jene erzeugen eine 
pofitive, dieſe eine negative Acceleration, durd) jene wird alfo eine befchleu- 
nigte, durch diefe eine verzögerte Bewegung hervorgebradht. Die Wiberftänbe 
find ftetS verzögernde Kräfte, aber nicht alle verzögernde Kräfte find wider- 
fiehende. Bei einem fenkrecht in die Höhe geworfenen Körper wirkt 3.2. die 
Schwerkraft verzögernd, deswegen ift aber die Schwerkraft noch feine wider: 
fiehende Kraft, denn beim darauf folgenden Herabfallen des Körpers nimmt 
fie wieder die Stelle einer bewegenden Kraft ein. 

Noch unterfcheidet man beftändige (conftante, franz. constantes; engl. 
uniform) und veränderlicdhe Kräfte (franz. varıables; engl. variable) 
von einander. Während conftante Kräfte immer auf gleiche Weife wirken 
und eben deshalb in gleichen Zeittheilchen gleiche Wirkungen, d. i. gleiche 
Zufäge oder Abnahmen in der Gefchtwindigkeit hervorbringen, find bei den 


124 Zweiter Abſchnitt. Erftes Eapitel. [$. 51. 92. 53. 


veränderlichen Kräften diefe Wirkungen zu verfchiebenen Zeiten verfchieden; 
während alſo aus jenen Kräften gleichförmig veränderte Bewegungen her- 
vorgehen, entfprechen diefen Kräften ungleichförmig bejchleunigte oder un⸗ 
gleihförmig verzögerte Bewegungen. 


8.5l Druck. Drud (franz. pression; engl. pressure) und Zug (franz. 
traction; engl. traction) find bie erften Wirkungen der Kräfte auf materielle 
Körper. Vermöge derfelben werden Körper zufammengedrüdt und ausge 
dehnt, oder itberhaupt in ihrer Form verändert. 

Der durch die lothrecht abwärts wirkende Schwerkraft beroorgebrachte 
Drud oder Zug, welchen die Unterlage eines fehweren Körpers oder der 
Faden, woran ein Körper aufgehängt ift, auszuhalten hat, heißt das Ge⸗ 
wicht (franz. poids; engl. weight) des Körpers. 

Drud und Zug, und alfo auch Gewicht find Größen eigenthlimlicher Art, 
die zwar nur unter einander verglichen werden, aber als Wirkungen ber 
Kräfte zum Maße derfelben dienen können. 

Die einfachften und deshalb gewöhnlichſten Mittel zum Meſſen der Kräfte 
find Gewichte. 


8.52 Gleichheit der Kräfte, Zwei Gewichte ober auch zwei Drücke oder 
Züge, und alfo auch die Kräfte, welche letzteren entiprechen, find gleich, 
wenn man eine durd) die andere erjegen kann, ohne dadurch eine andere 
Wirkung zu erhalten. Wenn z. B. eine Stahlfeder dur ein ange- 
hängtes Gewicht G genau fo gebogen wird wie durch ein anderes, genau 
ebenſo angehingtes Gewicht Gı, fo find diefe Gewichte, und deshalb auch 
die Schwerkräfte in beiden Körpern, gleich. Wenn ebenſo eine belaſtete 
Wange (franz. und engl. balance) ſowohl durch das Gewicht G als auch 
durch ein anderes Gewicht Gi, welches man an die Stelle von GC fegt, zum 
Einfpielen gebracht wird, jo find diefe Gewichte G und G, gleich, die Waage 
mag übrigens gleich- oder ungleicharmig, und die übrige Belaftung derſklben 
mag groß oder Hein fein. 

Ein Drud oder Gewicht (Kraft) ift 2, 3, 4 u. ſ. w. und überhaupt 
nmal fo groß als ein anderer Drud u. |. w., wenn er biefelbe Wirkung 
hervorbringt ald 2, 3, 4... » Drüde der zweiten Art zufammen. Wenn 
eine Übrigens beliebig belaftete Waage durch ein Gewicht ((0) ebenfo zum 
Einfpielen gebracht wird, als durch Auflegen von 2, 3, 4 u. f. w. gleichen 
Gewichten (G,), fo it jenes Gewicht (@) 2, 3, 4 u. f. w. mal fo groß ale 
dieſes Gewicht (G,). 


8.53 Materie. Materie (franz. matiere; engl. matter) ift Dasjenige, wo- 
durch die Körper der Außenwelt, die wir, im Gegenfag zu den Körpern der 
Geometrie, and) materielle oder phyfifche Körper nennen, auf unfere 
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Sinne wirken. Maſſe (franz. und engl. masse) ift da8 Quantum der einen 
Körper bildenden Materie. 

Körper von gleihem Bolumen (franz. und engl. volume) oder gleichen 
geometriichen Inhalte haben meift verfchiedene Gewichte, wenn fie aus ver: 
ihtedenartigen Materien beftehen. Man kann daher aus dem Bolumen 
eines Körpers auf deſſen Gewicht noch nicht fchließen; es ift dazır vielmehr 
nöthig, daß man das Gewicht von einer Volumeneinheit, 3. B. von einem 
Cubikfuß, Cubikmeter u. ſ. w. der Materie des Körpers kenne. 


Gewichtseinheit. Das Meſſen von Gewichten oder Kräften befteht $. 54 
in einer Bergleihung derſelben mit einem gegebenen und unveränderlichen, 
zur Einheit angenommenen Gewichte. Die Auswahl diefer Gewichts- ober 
Krafteinheit iſt zwar an ſich willkürlich, es ift jedoch praftifch vortheilhaft, 
hierzu das Gewicht von einem allgemein verbreiteten Körper bei einem der 
gebräuchlichen Raumeinheit gleichen Volumen hierzu auszumwählen. 

Eine derartige Gewichtseinheit ift das Gramm, welches durch das 
Gewicht von einem Cubifcentimeter reinen Waſſers im Zuftande der größten 
Dichtigkeit (bei ungefähr 4° E. Teniperatur) gegeben wird. Aber auch das 
alte preußifche Pfund ift eine auf das Gewicht des Waſſers zurück⸗ 
geführte Einheit, es wiegt nämlich ein preußifcher Cubikfuß deſtillirten 
Waſſers im Iuftleeren Raume und bei 150 R. Temperatur, 66 preufifche 
pffund. Nun ift aber ein preußifcher Fuß — 139,13 Parifer Linien 
= 0,3137946 Meter, e8 folgt daher ein preußifches Pfund — 467,711 
Gramm. Das preußifche Neu- oder Zollpfund ift genau 1/, Kilogramm. 


Trägheit. Trägheit oder Beharrungsvermögen (franz. inertie; $. 55 
engl. inertia) ift diejenige Eigenfchaft der Materie, verndge welcher biefelbe 
durch fich allein weder Bewegung annehmen, noch erhaltene Bewegung ab- 
öndern Tann. Jeder materielle Körper bleibt fo lange in Ruhe, als feine 
Kraft auf ihn einwirkt, und jeder einmal in Bewegung gefegte materielle 
Körper bleibt in einer geradlinigen gleichförmigen Bewegung, fo 
lange al8 er ohne Einwirkung einer Kraft if. Wenn alfo in dem Bewe- 
gungözuftande eines materiellen Körpers Veränderungen vor fich gehen, 
wenn ein Körper feine Bewegnngsrichtung verändert, oder wenn er eine 
größere oder Heinere Geſchwindigkeit annimmt, fo ift diefelbe nicht dem Kör⸗ 
per, al einem gewiflen Quantum von Materie, an ſich beizumeffen, ſondern 
es muß eine frembe Urfache, d. i. eine Kraft, diefelbe herbeigeführt haben. 

Infofern bei jeder Aenderung im Bewegungszuftande eines materiellen 
Körpers eine Kraftentwidelung vor fich geht, infofern läßt fich die Trägheit 
auch den Kräften beizählen. 

Könnten wir die auf eine bewegte Mafle wirkenden Kräfte gänzlich ent- 
fernen, fo würde dieſelbe fi) ohne Ende gleichförmig fortbewegen; wir finden 
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aber eine ſolche gleihförmige Bewegung nirgends, weil e8 uns nicht möglich 
ift, eine Maſſe ber Einwirkung aller Kräfte zu entziehen. Bewegt fidy eine 
Maffe auf einem horizontalen Tifche, fo Abt zwar die nun vom Tiſche auf- 
genommene Schwerkraft eine unmittelbare Wirkung auf den Körper nicht 
aus, allein aus dem Drucke des Körpers gegen den Tiſch entfteht ein Wider⸗ 
ftand, den wir in der Folge unter dem Namen Reibung näher fennen Lernen 
werben, welcher dem bewegten Körper unaufhörlich Geſchwindigkeit entzieht, 
weshalb er aus diefem Grunde eine verzögerte Bervegung annimmt und end: 
lich zur Ruhe übergeht. Indeſſen auch die Luft fegt dem beivegten Körper 
einen Widerftand entgegen, und wenn aud) die Keibung bes Körpers ganz 
befeitigt werden könnte, jo würde jchon diefes Hinderniffes wegen eine all 
mälige Abnahme an Gefchwindigfeit eintreten. Wir finden aber, daß der 
Berluft an Geſchwindigkeit um fo Heiner wird, die Bewegung ſich alfo um 
jo mehr und mehr einer gleichförmigen nähert, je mehr wir diefe Widerftände 
der Zahl und Stärke nach vermindern, und können daraus fchließen, daß bei 
Befeitigung aller bewegenden Kräfte und Widerftände eine gänzlich gleich— 
fürmige Bewegung eintreten muß. 


9.56 Kräftemaass. Die Kraft (P), welche eine träge Maffe (M) accelerirt, 
ift proportional der Xcceleration (p) und proportional der Maſſe (M) felbft; 
fie wächft bei einerlei Maſſen wie bie in unendlich Meinen Zeiten erlangten 
Zunahmen an Gefchwindigkeit und nimmt bei gleichen Geſchwindigkeits— 
zunahmen in demfelben Maße zu, als die Maffen größer werden. Die 
mfache Acceleration einer und berfelben Maſſe oder gleicher Maſſen erforbert 
eine mfache Kraft und die nfache Maſſe macht bei einerlei Acceleration auch 
die nfache Kraft nöthig. 

Da wir aber bis jegt ein Maß der Maſſen noch nicht ausgewählt Haben, 
jo können wir deshalb ſogleich: 

P=Mp, 
die Kraft gleich dem Producte aus Maſſe und Ucceleration an- 
nehmen, und zugleich ftatt Kraft ihre Wirkung, d. i. den von ihr bervorge- 
brachten Drud einfegen. 

Die Richtigkeit diefes allgemeinen Bewegungsgefeges läßt ſich allerdings 
wohl durch directe Verſuche darthun, indem man 3. B. gleiche und verfchie- 
dene, auf einem horizontalen Tifche bewegliche Maſſen durd) gebogene Stahl: 
federn fortjchnellen läßt, indeſſen Liegt diefelbe auch fchon darin, daß alle aus 
diefem Gefege gemachten Folgerungen und entwidelten Regeln für zufam- 
mengefeßte Bewegungen den Beobachtungen und Erfcdjeinungen in der Natur 
vollfommen entjprechen. 


3.57 Masse. Alle Körper fallen an einem und demſelben Orte der Erde und 
im luftleeren Raume gleich ſchnell nieder, nümlich mit der unveränderlichen 
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Accelerotion g — 9,81 Meter — 311/, Fuß ($. 15); ift daher die Mafle 
eines Körperd — M und das die Schwerkraft deffelben meflende Gewicht 
— G, fo hat man nach der legten Formel aud): 
@= Mg, 
d.i das Gewicht eines Körpers ift ein Product aus beffen Maffe 
und der Acceleration der Schwere, und umgekehrt: 
G 


—— 


9 

d.i. Maſſe eines Körpers iſt Gewicht deſſelben dividirt durch 
die Beſchleunigung der Schwere, oder Maſſe iſt dasjenige Gewicht 
eines Körpers, welches derſelbe haben würde, wenn die Acceleration der 
Schwere — Eins, z. B. ein Meter, ein Fuß u. ſ. w. wäre. An dem 
Punkte auf oder in der Nähe der Erde oder eines anderen Weltkörpers, wo 
die Körper nicht mit 9,81 Meter, fondern mit 1 Meter Geſchwindigkeit 
(nad) der erften Secunde) niederfallen, wird hiernach die Maſſe, oder viel- 
mehr mır das Maß berfelben, durch das Gewicht des Körpers unmittelbar 
angegeben. 

se nachdem wir die Beſchleunigung der Schwere in Metern oder Fußen 
ausdrüden, haben wir mın bie Mafle: 


6 
⸗357 * 0,1019 6 oder 
Ma = 0,032 G. 


Hiernach iſt z. B. die Maſſe von einem 20 Pfund ſchweren Körper, 
M = 0,032.20 — 0,64 Pfund, und umgekehrt, das Gewicht einer Maſſe 
von 20 Pfund, G = 31,25 . 20 — 625 Pfund. 


Denn wir die Beichleunigung (g) der Schwere als unveränderlich anneh- $. 58 
men, fo folgt, daß die Maſſe eines Körpers dem Gewichte defjelben voll- 
tommen proportional ift, daß alfo für die Maflen M und M, mit den Ge- 
wichten G und Gi ift: 

M_ 6 
Mm: a 
Bir erhalten hiernach das Gewicht als Maß der Mafle eines Körpers, fo 
daß aljo ein Körper um fo mehr Maſſe hat, je größer fein Gewicht ift. 

Alerdings ift die Beſchleunigung der Schwere etwas veränderlid; ſie 
wird größer, je näher man den Erdpolen kommt, und nimmt um jo mehr 
ab, je mehr man ſich dem Erdäguator nähert, ift alfo an den Polen am 
größten und am Aequator am Heinften. Auch nimmt fie ab, je mehr ein 
Körper über dem Niveau des Meeres befindfich ift, und verändert fich mit 
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der Tiefe des fallenden Körpers unter dem Niveau des Meeres. Da num 
aber eine Maffe, fo lange man zu ihr Nichts hinzunimmt und von ihr 
Nichts wegninmt, etwas Unveränderliches ift, alfo auf allen Punkten der 
Erde und felbft außerhalb derfelben, z. B. auf dem Monde, noch diefelbe bleibt, 
fo folgt daraus, daß aud das Gewicht eines Körpers veränderlich und von 
dem Orte der Körper abhängig, iiberhaupt aber der dem Orte entfprechenden 


Ucceleration der Schwere proportional, ober re — — ſein müſſe. 
1 sl 


Es wird alfo hiernady eine und diefelbe Stahlfeder durch ein und daſſelbe 
Gewicht an verfchiedenen Drten der Erde, verfchieden gebogen, am Aequator 
und auf hohen Bergen am fchwächften, in der Nähe der Erbpole und im 
Niveau des Meeres am ftärkften. 


8.59 Dichtigkeit. Dichtigkeit (franz. densite; engl density) ift die 
Stärke der Raumerfüllung der Materie. Ein Körper ift um fo dichter, je 
mehr Materie derfelbe in feinem Raume einfchließt. Das natürliche Maß 
der Dichtigfeit ift dasjenige Quantum an Materie (diejenige Maſſe), welches 
die Bolumeneinheit ausfüllt; weil fich aber die Materie nur durch Gewichte 
meflen läßt, fo dient da8 Gewicht von einer VBolumeneinheit, z.B. von einem 
Cubikmeter oder Eubiffuße, einer zweiten Materie als Maß der Dichtigkeit 
derjelben. 


Hiernad) iſt 3. B. die Dichtigkeit des Waſſers — 61,75 Neupfund und 
die des Gußeiſens — 448 Pfund, weil ein Eubiffuß Waſſer 61°/,, und 
ein Cubiffuß Gußeifen 448 Pfund wiegt. 

Aus dem Bolumen V eines Körpers und der Dichtigkeit y deſſelben folgt 
fein Gewicht & = VPy. 


Bolumen mal Dichtigkeit giebt alſo das Gewicht eines Körpers. 


Die Dichtigkeit der Körper iſt entweder gleichförmig (franz. uniforme. 
homogène; engl. uniform) oder ungleichförmig (franz. variable, hete- 
rogene; engl. variable), je nachdem gleiche Volumentheile defielben gleich 
oder verjchieden ſchwer find. Es ift 3.3. die Dichtigkeit der einfachen Metalle 
gleichförniig oder es find die Metalle homogen, weil gleiche, übrigens noch fo 
Heine Theile berfelben, gleichviel wiegen; hingegen ift Granit ein Körper 
von ungleihförmiger ‘Dichtigleit, weil er aus Theilen von verfchiebener 
Dichtigkeit befteht. 


Beifpiele 1) Wenn die Dichtigfeit des Bleies 700 Pfund beträgt, fo wiegen 
3,2 Eubiffuß Blei: G= /y—=70.32—=2240 Pfund. 2) IR die Dichtigkeit 
des Stabeifene — 472 Pfund, fo hat ein Stüff veffelben von. 205 Bfund Gewicht 

205 


bas Velumen V = - = m= 0,4343 Gubiffuß = 0,4943 . 1728 = 750,5 
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Bubifjoll. 3) Wiegen 10,4 Cubikfuß volllommen mit Wafler angefhwängertes 
Tannenholz 577 Pfund, fo if die Dichtigfeit dieſes Holzes: 

G 577 


Y= 7 — 104 —55,5 Pfund. 


Specifisches Gewicht. Specififhes, auch eigenthumliches $. 60 
Gewicht (franz. poids specifique; engl. specific-weight, specific gravity) 
it das Verhältniß der Dichtigfeit eines Körpers zu der als Einheit ange 
nommenen Dichtigkeit eines anderen, gewöhnlic, des Waflers. Nun ift aber 
die Dichtigkeit gleich dein Gewichte der Volumeneinheit; daher ift auch peci- 
fiſches Gewicht das Verhältniß zwiſchen dem Gewichte eines Körpers zu dem 
eines anderen, 3. B. des Waſſers, bei gleichem Volumen. 

Um das fpecififche Gewicht nicht mit dem Gewichte zu verwechſeln, welches 
einem Körper von beſtimmter Größe zukommt, pflegt man das letztere ab- 
jolntes Gewicht (franz. poids absolu; engl. absolute-weight) zu nennen. 

Iſt y die Dichtigkeit der Materie (des Waſſers), auf welche wir die Dich⸗ 
tigfeiten anderer Materien beziehen, und Y, die Dichtigfeit irgend einer dieſer 
Materien, deren pecififches Gewicht wir durd) & bezeichnen wollen, fo gelten 
die Formeln: 





1 


€e = 


»|S 


md yı =E.7%, 


es iit alfo die Dichtigfeit eines Stoffes gleich: ſpecifiſches Ge- 
wicht deffelben mal Dichtigleit des Waſſers. 
Das abfolute Gewicht G einer Mafle vom Volumen Y und fpecififchen 
Gewichte & ift: 
G = Yyı = VeY. 


Beifpiele. 1) Die Dichtigfeit des reinen Silbers iſt 676,5 Pfund und die 
des Waſſers — 66 Altpfund, folglih das fpecififche Gewicht bes erſteren lin 
Hinficht auf Waſſer) = u — 10,25, d. h. jede Silbermaffe it 10%, mal 
io fhwer als eine ebenfo viel Naum einnchmende Waflermaffe. 2) Das ſpeci⸗ 
ſiſche Gewicht des Queckſilbers — 13,598 angenommen und die Dichtigfeit des 
Waſſers — 61,74 Neupfund gefept, folgt die Dichtigkeit deſſelben, 

y — 13,598.61,74 = 839,54 Neupfund; 
eine Maſſe ven 35 Eubifzoll deſſelben wiegt, da 1728 Cubikzoll einen Eubiffuß geben: 


839,54 .35 _ 
G — 839,54 . V= 7 — 17,005 Neupfund. 


Anmerkung. Der Gebrauch des franzöfifhen Maßes und Gewidtes ges 
währt bei dieſen Rechnungen den Bortheil, daß man die Multiplication von e 
und y durch bloßes DVerrüden des Decimalſtriches vollziehen kann, weil ein 
Gubifsentimeter Wafler ein Gramm und ein Eubifmeter eine Million Gramm 
eder 1000 Kilogramm wiegt. Die Dichtigfeit des Queckſilbers ift hiernach für 
das franzöfifhe Map und Gewicht y, = 13,598 . 1000 —= 13598 Kilogramm, 
t. i. ein Cubikmeter Duediilber wiegt 13598 Kilogramm. 

WVeisebach's Lehrbuch der Mechanik. I. 9 








g. 61 
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Folgende Tabelle enthält die ſpecifiſchen Gewichte von einigen, vorzüg- 
lich in der praktischen Mechanik in Anwendung kommenden Körpern. Eine voll- 
ſtändige Zufammenftellung diefer Gerichte giebt der „Ingenieur“, ©. 310. 
nn Lu 
Mittleres ſpeciſiſches Gewicht Mauerwerf mit Kalfmörtel, von 





der getrockneten Raubhölzer — 0,659 Bruchſteinen: 

mit Waſſer geſättigt . = 1,110 DT — 2,46 
Mittleresfpeeifiihes Gewicht tteden - - 22200. — 3,40 
der getrodineten Nabelhölzer = 0,453 

mit Waffer gefättigt. - — 0,889 *) Mauerwerf mit Kalfmörtel, von 
Duedilbr . . 2...» — 13,56 Sandſteinen: 
Blei........ — 11,88 friſch.......... — 2,12 
Kupfer, gegoffen und dicht. — 8,75 troden . - .... » : . ==2,05 
Meſſin g beſchmieder nn _ Mauerwerf mit Kalfmörtel, von 
Gifen, Gußeifen, weißes . — 7,50 Siegelfteinen: 

» » graues . — 7,10 Kuh... = 1,55 bie 1,70 

» » halbirtes — 7,06 troden ee BE Eur Zu —=1,47 » 1,59 

» GStabeilen. - .. . — 7,60 ve. lehmi . 
Zink, gegofien. - . . - -» — 7,05 Grde, Ichmige, feſtgeſtampft: 

» gewaht . 2... — 7,54 ke = 2,06 
Sranit ern — 2,50 bie 8,05 tro IM : 0 2 2 2 0.0 — 1,93 
Bneiß ....- —239 » 271 Gartenerde: 
Kalkſtein22,40 » 2,86 fh.» 00m. — 2,05 
Sandſtein ....=1% » 2,70 trocken. — 1,63 
Ziegelftein. . . . =140 » 2.22 Trodene magere Ge . . = 1,3%. 





8.62 Aggregatzustände. Die Körper erfcheinen uns nad) dem verichiebenen 


Zufammenhange ihrer Theile in drei Hauptzuftänden, die wir die Aggre- 
gatzuftände derjelben nennen. Sie find entweder feft (franz. solides; 
eng. rigid) ober flüſſig (franz. fluides; engl. fuid) und im legteren alle 
wieder entweder tropfbar flüffig (franz. liquides; engl. liquid) oder 
elaftifh flüſſig (franz. gazeux, aöriformes; engl. aöriform). Fefte 
oder ftarre Körper find diejenigen, deren Xheilchen fo ſtark unter fich 
zufammenhängen, daß eine gewifje Kraft nöthig ift, die Geftalt diefer Körper 
zu verändern oder eine Zertheilung derfelben zu bewirken. Ylüffige Kör— 
per hingegen find jolche, deren Theile durch die Heinjte Kraft an einander 
verjchoben werden fünnen. Die elaftifch flüſſigen Körper, deren Re— 
präfentant die atmoſphäriſche Luft ift, unterjcheiden ſich dadurch von den 
tropfbar flüffigen, durd) das Wafler repräjentirten Körpern, daß den- 


) ©. das Waſſeranſaugen des Holzes, rolntednifhe Mittheilungen Bd. II. 1845. 
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felben ein Beftreben, fich immer weiter und weiter auszubehnen, inne wohnt, 
welches Beftreben dem Waller u. f. w. mangelt. 

Während die feften Körper eine eigenthitmliche Geftalt und ein beftinmtes 
Volumen haben, befigen die tropfbar flüffigen oder waflerförmigen Körper 
nur ein beftimmtes Bolumen ohne eigenthiimliche Form, bie efaftifch- oder 
ausdehnſam flüffigen Körper endlich weder das eine noch das andere. 


Eintheilung der Kräfte. Ihrer Natur nad) find die Kräfte fehr 8. 63 
verfehieden; wir führen hier nur die vorzüglichſten an: 

1) Die Schwerfraft, vermöge welcher ſich alle Körper dem Mittel- 

punfte der Erde zu nähern juchen. 

2) Die Kraft der Trägheit, welche bei Geſchwindigkeits- und Rich⸗ 
tungsveränderungen bewegter Maſſen hervortritt. 

3) Die Mustelfraft der befeelten Weſen, oder die mittelft der Muskel 
von Menfchen und Thieren ausgelibte (animalifche) Kraft. 

4) Die Elafticität oder Federkraft, welche Körper bei ihren Form⸗ 
und Bolumenveränderungen äußern. 

5) Die Wärmelraft, vermöge welcher ſich Körper beim Wechſel der 
Temperatur ausdehnen oder zufammenziehen. 

6) Die Eohäfionstraft, die Kraft, mit welcher die Theile eines Kör⸗ 
pers zufammenhängen, mit welcher alfo auch diefelben einer Trenmung 
widerftehen. 

7) Die Adhäfionstraft, mit welcher zwei in nahe Berührung gebrachte 
Körper einander anziehen. 

3) Die Magnetkraft, oder die Anziehungs: und Abſtoßungskraft der 
Magnete. 

Nachſidem noch die elettrifhen und eleftromagnetifhen Kräfte 

uf. w. 

Die Widerftände der Reibung, Steifigkeit, Feftigfeit u. |. w. entipringen 
vorzüglich aus der Cohäfionskraft, welche, wie bie Elafticität u. |. w., aus 
der fogenannten Moletularkraft, ober der Kraft, mit welcher die Mo- 
leküle oder Heinften Theile eines Körpers auf einander wirken, hervorgeht. 


Bestimmungsstücke einer Kraft. Dei einer jeden Kraft unter $. 64 
ſcheiden wir: 
1) Den Angriffspunkt (franz. point d’application; engl. point of 
application), ben Punkt des Körpers, auf welchen eine Kraft unmit- 
telbar wirft. 
2) Die Kraftrihtung (franz. und engl. direction), die gerade Linie, 
in welcher eine Kraft den Angriffspunkt fortbewegt, oder fortzubewegen 
oder deſſen Bewegung zu verhindern ſucht. Die Kraftrichtung hat, 
9% 
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wie jede Bewegungsrichtung, zwei Seiten; fie kann von links nad) 
rechts oder von rechts nach links, ferner von oben nad) unten oder von 
ımten nad) oben gehen. Man nennt die eine die pofitive und bie 
andere die negative. Da wir von links nad) rechts ımb vdn oben 
nach unten leſen und fchreiben, jo wäre e8 am geeignetfien, diefe Be⸗ 
wegungen pofitive und die entgegengeſebten Bewegungen nega—⸗ 
tive zu nennen. 

3) Die abſolute Größe oder Intenſität (franz. grandeur absolue, 
intensité; engl. intensity) der Kraft, die nad) dem Obigen durch 
Gewichte, 3. B. Pfunde, Kilogramme u. ſ. w., gemeſſen wird. 

Man ftellt die Kräfte graphifch durch gerade Linien dar, welche durch 

ihre Richtung und Länge die Richtung und Größe oder Stärke, jowie durch 
ihre Anfangspunfte die Angriffspunfte der Kräfte angeben. 


8.65 Wirkung und Gegenwirkung. Die erjte Wirkung, welche eine 
Kraft in einen Körper hervorbringt, ift eine mit Ausdehnung oder Zufam- 
mendrüdung verbundene Form- oder Bolumenveränderung, welche im An: 
griffspuntt ihren Anfang nimmt und fid) von da aus immer weiter und 
weiter im Körper ausbreitet. Durch dieſe innere Veränderung bes Körpers 
wird aber die in ihm liegende Elafticität angeregt, die fich mit der Kraft 
ins Gleichgewicht fett und beshalb berjelben gleich ift und ihr entgegengefegt 
wirt. Man fagt hiernach: Wirkung und Gegenwirkung find ein- 
ander gleich und entgegengefegt. Dieſes Gefeß findet nicht nur bei 
den durch Berührung erzeugten Einwirkungen der Kräfte, fondern auch bei 
ben fogenannten Anziehungs- und Abftopungsfräften, wohin die magnetische 
und felbft die Schwerkraft zu rechnen find, ftatt. So ftart ein Magnet 
einen Eifenftab anzieht, ebenfo ftark wird ber Magnet vom Eifenftabe ſelbſt 
angezogen. Die Kraft, mit welcher der Mond von der Erde angezogen 
wird (durch die Schwerkraft), ift gleich der Kraft, mit welcher der Dtond 
auf die Erde zurlichwirkt. 

Die Kraft, mit welcher ein Gewicht auf eine Unterlage dritt, giebt dieſe 
in der entgegengefegten Richtung zuräd; die Kraft, womit ein Arbeiter an 
einer Mafchine zieht, jchiebt u, f. w., wirft auf den Arbeiter zurück und 

ſucht denfelben in entgegengefegter Richtung zu bewegen. Wenn ein Körper 
gegen einen anderen ftößt, fo drückt der erfte den anderen genau fo viel, wie 
der andere den eriten. 


9.66 Eintheilung der Mechanik. Die geſammte Vtechanit wird nach 
den zwei Aggregatzuftänden der Körper in zwei Hauptabtheilungen gebracht, 
nämlid): 

1) in die Mechanik der feiten oder ftarren Körper, welche man auch 
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wohl Geomechanik (franz. mecanique des corps solides; engl. 
mechanics of rigid bodies) nennt, und 
2) in die Mechanik der flüffigen Körper, Hydromechanik, aud 

Hydraulik (franz. mecanique des Aluides, hydraulique; engl. 

mechanics of fluids). Die legtere theilt man wieder ein 

a) in die Mechanik des Waffers und der tropfbar flüffigen 
Körper überhaupt, Hydromehanit, aud) Hydraulik (franz. 
hydraulique; engl. hydraulic), und 

b) in die Mechanik der Luft und anderer luftförmigen Kör- 
per überhaupt, Asromechanik (franz. mecanique des fluides 
aörıformes; engl. mechanics of elastic Aluids). 


Nimmt man nun noch auf die Zintheilung der Mechanik in Statit und 
Tynamif ($. 49) Rückſicht, jo erhält man folgende Theile: 

1) Statik der feften Körper, oder Geoftatif, 

2) Dynamik der feften Körper, oder Geodynamik, 

3) Statik des Waffers u. |. w., oder Hydroftatif, 

4) Dynamik des Waſſers u. |, w, oder Öydrodynamil, 

5) Statif der Luft (der Gafe und Dämpfe), oder Aöroftatif, 

6) Tynamif der Luft, oder Asrodynamik, auch Brreumatit. 


Zweites Capitel, 
Mehanif des materiellen Punktes. 


Ein materieller Bunt (franz. point materiel; engl. material point) $. 67 
iſt em materieller Körper, deſſen Timenjionen nad) allen Seiten hin unend- 
lich Hein find im Hinficht auf die von ihm zuridgelegten Wege. Um ben 
Vortrag zu vereinfachen, wird im Folgenden zunächſt nur von der Bewegung 
und dem Gleichgewichte eines materiellen Punktes die Rede fein. Ein 
(endlicher) Körper ift eine ftetige Verbindung von unendlich vielen materiel- 
in Punkten oder Molekülen. Wenn fi) die einzelnen Punkte oder Elemente 
eines Körpers alle vollfommen glei, d. i. in parallelen geraden Linien 
gleich fchnell bewegen, fo fann man bie Theorie der Bewegung eines mate- 
riellen Punktes auch auf die des ganzen Körpers anwenden, weil fih in 
dieſem Falle annehmen läßt, daß gleiche Maſſentheile des Körpers durch 
gleiche Krafttheile getrieben werben. 
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8. 68 Einfache constante Kraft. Iſt p die Acceleration, mit welcher eine 
Mafle M durch eine Kraft fortgetrieben wird, jo bat man nad) $. 56 
fir diefe: 


. . . pP 
P = Mp, ſowie umgelehrt, die Acceleration p = Fi 


Setzen wir ferner die Maſſe M = re wo G das Gewicht des Körpers 
und g bie Beichleunigung der Schwere bezeichnet, fo ift die Kraft: 





)P= B6, 
9 
und die Acceleration: 
P 
Man findet alſo die Kraft (PD), welche einen Körper mit einer 


gewiffen Acceleration (p) forttreibt, wenn man bag Gewicht (G) 
des Körpers durd) das Verhältniß (2) feiner Acceleration zu 


der der Schwere multiplicirt. 


Es ergiebt fich umgekehrt die Acceleration (p), mit welcher ein 
Körper durch eine Kraft (P) fortbewegt wird, indem man die 


Acceleration (g) der Schwere durch das Verhältniß (z zwi: 
hen Kraft und Gewicht des Körpers multiplicirt. 


Beifpiel. Man denke ſich einen Körper auf einem horizontalen und fehr 
glatten Tifche liegend, welcher dem Körper feine Hinderniffe in ven Weg fest, 
wohl aber die Schwerkraft in vemfelden aufhebt. Wird diefer Körper von einer 
horizontal wirkenden Kraft gebrüdt, fo muß der Körper ver Einwirkung derſel⸗ 
ben nachgeben und in der Richtung diefer Kraft fortgeben. Iſt das Gewicht 
biefes Körpers: F = 50 Pfund und die auf ihn unausgefeßt brüdende Kraft 
P = 10 $fund, fo wird er in eine gleichförmig befchleunigte Bewegung mit 
der Ncceleration D = 5 .g= 2 . 31,25 = 6,25 Fuß übergeben. If bin: 
gegen die Ncceleration, mit welcher ein 42 Pfunn fhwerer Körper durch eine 
Kraft (P) befhleunigt wird, p = 9 Fuß, fo wird diefe Kraft P= r. G 


= 42 = 0,032 . 378 = 12,1 Pfund betragen. 

8.69 Iſt die Kraft, welche auf einen Körper wirkt, conftant, fo entfteht eine 
gleihförmig veränderte Bewegung, und zwar eine gleichförmig befchleunigte, 
wenn die Kraftrichtung in die anfängliche Bewegungsrichtung fällt, und da- 
gegen eine gleihförmig verzögerte, wenn die Kraftrichtung der anfänglichen 
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Bewegungsrichtung entgegengefeßt ift. Sehen wir nun in den phoronomifchen 
Formeln ($. 13 und $. 14) ftatt p den Werth 5 = z g ein, fo bekom⸗ 
men wir Folgendes: 
1. Fur gleichförmig beſchleunigte Bewegungen: 
P P P 
)r=c +ggt=e + 31,25 7 Fuß — + 9,81 7 ! Meter, 
ir Br _ Pau — 2 
)5=c+g —et+ 15,625 5 guß Sot + 4,9087 1 Meter. 
I. Für gleihförmig verzögerte Bewegungen: 
P Pa P 
)r=c— Zgt=c— 31,28 It duß E— 981 Zt Meer, 
a BR _ Pa gu 2 
)s=ct— 3 re — 15,625 ge duß— ct — 4,905 7 2 Meter. 
Mit Hilfe diefer Formeln laſſen fi) alle Fragen, welche ſich in Anfehung 


der durch eine beſtändige Kraft veranlaßten gerablinigen Bewegungen von 
Körpern ftellen laſſen, beantworten. 


Beifpiele. 1) Ein 2000 Pfund ſchwerer Wagen geht mit 4 Fuß Geſchwin⸗ 
bigfeit auf einer horizontalen, ihm feine Hinderniffe entgegenfegenden Bahn 
fert, und wird 15 Secunden lang durd eine unveränderlihe Kraft von 25 Pfund 
vorwärts gefcheben; mit welcher Gefhwindigfeit wird er nach Ginwirfung diefer 


Kraft fortgehen? Es ift diefe Sefhwindigfeit v—=c-+ 31,25 7 t; da bier c—=4, 


P=23, G = 2000 und t = 15, fo folgt o = 4-+ 31,26 . a 5 = 4 
+ 5,859 — 9,859 Fuß. 2) Unter gleichen Umfländen wird ein 5500 Pfund 
fäwerer Wagen, ber vorher währenn 3 Minuten gleihförmig fortgehend 950 
Fuß zurüdgelegt hat, durch eine 30 Secunden lang anhaltend wirkende Kraft 
fo fortgetrieben, vaß er fpäter in 3 Minuten 1650 Fuß gleichformig durch⸗ 


luft. Welches war dieſe Kraft? Hier ift Anfangsgeſchwindigkeit c = —2— 





= 5,277 Fuß, und Endgeſchwindigleit » — = = 9,166 Buß, daher gt 


— — c—= 3889, und bie araſt P = 99-4 — 0092 . 8,89 . 
= 0,1245 . = — 22,81 Pfund. 3) Gin mit 15 Fuß Geſchwindigkeit fort- 
gleitender, 1500 Pfund ſchwerer Schlitten verliert in Folge der Reibung auf ter 
herigontalen Unterlage innerhalb 25 Secunden feine ganze Bewegung; wie groß 


iR diefe Reibung? Hier iſt die Bewegung yleichförmig verzögert und die End⸗ 
1500.15 
geſchwindigkeit v— 0, daher c = 31,25 Zn und P=0,032 -_ —= 0,082. 55 


= 0,082 . 900 = 28,8 Pfund die in Frage fiehende Meibung. 4) Gin anderer 








“ 
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Schlitten von 1200 Pfund Gewicht und 12 Fuß Anfangsgeſchwindigkeit hat bei 
feiner Bewegung eine Reibung von 45 Pfund zu überwinden; welche Befchwin: 
digfeit hat derfelbe nach 8 Secunden, und wie groß ift fein zurüdgelegter Weg? 


Die Endgeſchwindigkeit if v — 12 — 31,25. en — 12 — 9,375 — 2,625 


Fuß, und ter zurüdgelegte Weg s — (+?) = (ZIP) Bus. 





$. 70 Mechanische Arbeit. Leiſtung oder Arbeit einer Kraft (franz. 
travail möcanique; engl. work done, labouring force) ift diejenige Wir- 
fung einer Kraft, welche diefelbe bei Ueberwindung eines Widerftandes, 
z. B. der Schwerkraft, der Reibung, der Trägheit u. |. w., bervorbringt. 
Man verrichtet alfo eine mechanifche Arbeit, indem man Laſten empor: 
hebt, Maflen eine größere Gefchwindigfeit ertheilt, Körper in ihrer Form 
verändert, zertheilt u. |. w. Die Leiftung oder Arbeit hängt nicht allein von 
ber Kraft, fondern auch von dem Wege ab, auf welchem dieſe thätig ift oder 
einen Widerftand liberwindet; fie wächft überhaupt mit der Kraft und dem 
Wege gleichzeitig. Heben wir einen Körper langfam genug indie Höhe, um 
feine Trägheit vernachläffigen zu können, fo ift die verrichtete Arbeit feinem 
Gewichte und der Höhe, auf welche der Körper gehoben wird, proportional; 
denn 1) die Wirkung iſt diefelbe, ob ein Körper vom m (3) fachen Gewichte 
(m G) auf eine gewifle Höhe gehoben wird oder ob m (3) Körper vom ein 
fachen Gewichte (G) auf diefelbe Höhe gehoben werben; fie ift nämlich mmal 
fo groß al8 die nöthige Wirkung zum Aufheben des einfachen Gewichtes auf 
die nämliche Höhe; und ebenfo ift 2) die Leiſtung biefelbe, ob ein und baflelbe 
Gewicht auf die n (5) fache Höhe (nA) ober ob es n (5) mal auf die ein- 
fache Höhe gehoben wird, überhaupt aber n (5) mal jo groß, als wenn 
daffelbe Gewicht um bie einfache Höhe (A) emporfteigt. Ebenſo ift die von 
einem langfam fintenden Gewichte verrichtete Arbeit der Größe dieſes Ge 
wichte8 und der Höhe, von welcher es herabgefunfen ift, proportional. Tiefe 
Proportionalität findet aber auch bei jeder anderen Art der Arbeitöverrichtung 
ftatt; um bei einerlei Tiefe einen Sägefchnitt von doppelter Tänge auszu: 
führen, find nod) einntal fo viel Theilchen zu trennen, als beim Schnitt von 
der einfachen Yänge, ift alfo aud die Arbeit doppelt fo groß; die doppelte 
Länge erfordert aber aud) den doppelten Weg der Kraft, es ift folglich die 
Arbeit dem Wege proportional. Ebenſo wird die Arbeit eines Mahlganger 
offenbar mit der Menge der Körner einer gewiffen Getreideart, welche der- 
jelbe bi8 zu einen gewiflen Grade zerreibt, wachſen. Diefe Menge ift aber 
unter übrigens gleichen Umftänden der Zahl der Umdrehungen oder vielmehr 
dem Wege, welchen der obere Mithlftein (Läufer) während des Mahlen? 
biefer Getreidemenge gemacht hat, proportional; es wächft folglich auch die 
mechanische Arbeit mit dem Wege gleichmäßig. 
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Die angegebene Abhängigkeit der Arbeit einer Kraft von der Größe und 8. 71 


dem Wege der Kraft erlaubt uns diejenige Arbeit, welche bei Ueberwindung 
eines Widerftandes von der Größe der Gewichteinheit (3. B. Kilogramm, 
Pfund u. f. w.) längs eined Weges von der Größe der Längeneinheit (3. B. 
Meter oder Fuß) aufgewendet wird, als Einheit der mehanifhen Ar- 
beit oder Leiftung (franz. unite dynamique; engl. dynamical unit, unit 
of work) anzunehmen und nun da8 Maß diefer gleichzufegen dem Producte 
aus Kraft oder Widerftand und aus dem während der Ueberwindung bes 
Biderftandes in der Kraftrichtung zurückgelegten Wege. 

Segen wir die Größe des Widerftandes felbft — P, und den bei feiner 
Ueberwindung von der Kraft oder vielmehr von ihrem Angrifföpunfte zurüd- 
gelegten Wege, — s. jo ift hiernad; die bei Ueberwindung diefes Widerftandes 
aufgewendete Arbeit oder die Leiſtung 

A — Ps Xrbeitseinheiten. 

Um die Arbeitseinheit, fir welche man auch den einfachen Namen 
Tynamte gebrauchen kann, näher zu bezeichnen, giebt man gewöhnlich bie 
Einheiten beider Factoren P und s an, und fagt beshalb ftatt Arbeitsein- 
heiten Kilogrammmeter, Pfundfuß, auch umgekehrt, Meterfilogramm, Fuß- 
prund u. f. w., je nachdem Gewicht und Meg in Kilogramm und Meter 
oder in Pfund und Fuß ausgedrüdt werden. Der Einfachheit wegen fchreibt 
man ftatt Meterkilogramm mi oder km, und ebenſo ftatt Fußpfund, Fpfd. 


Veiipiele. 1) Um einen Bochfiempel von 210 Pfund !Hewicht 15 Zoll hoch zu he: 


A 
ben, ift die mechanifche Arteit A=210. 2 — 262,5 Fußpfund nöthig. 2) Durch 


eine mechaniſche Leiſtung von 1500 Kußpfund fann ein Schlitten, welcher bei 
leiner Benegung 75 Pfund Reibung zu überwinden hat, um 


A 1500 
= 7 20 Fuß fortgezgogen werden. 


sa 

Nicht nur bei unveränderlicher Kraft oder conftantenı Widerftande iſt die 
Arbeit ein Product aus Kraft und Weg, fondern auch dann, wenn der 
Riderftand während feiner lIeberwindung veränderlich ift, läßt fich die Arbeit 
al das Product aus Kraft und Weg ausdrücken, wenn man nur als Kraft 
einen mittleren Werth aus der jtetigen Folge von Kräften annimmt. Das 
Verhältniß ift Hier dafielbe wie das zwiſchen Seit, Geſchwindigkeit und 
Raum; denn auch der leßtere läßt ſich ja al& ein Product aus Zeit und 
einem mittleren Werthe der Geſchwindigkeiten anfehen. Auch hier find bie- 
jelben graphifchen Darftellungen anwendbar. Es läßt fich die mechaniſche 
Arbeit als Flächeninhalt eines Rechtedes ABC D, Fig. 86 (a. f. S.), an 
ſehen, deſſen Grundlinie A.B der zuriidgelegte Weg (s) und deſſen Höhe ent- 
weder die unveränderliche Kraft (P) felbft oder das Mittel von den verfchie- 
denen Kraftwerthen if. Im Allgemeinen läßt ſich aber die Arbeit durch 


» Mr 
‘ 


N. 


2 
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den Flächenraum einer Figur A BCND, Fig. 87, darftellen, die zur Grund⸗ 
linie den Weg s hat und deren Höhe über jeder Stelle der Grundlinie gleich 


Fig. 86. ... Fig. 87. 
D N C F N E 
D 0 
A B 
M M B 


ift ber diefer Stelle des Weges entiprechenden Kraft. Berwanbelt man bie 
Figur ABCND in ein edited ABEF von gleicher Grundlinie und 
gleihem Inhalte, fo erhält man in ber Höhe AF'—= BE beflelben den 
mittleren Werth diefer Kraft. 


8.7 Die Arithmetit und Geometrie geben verfchiebene Mittel an, um aus 
einer ftetigen Yolge von Größen einen mittleren Werth derſelben ausfindig 
zu machen; man findet auch die vorzüglichiten im „Ingenieur“ angegeben. 
Unter ihnen ift aber die fogenannte Simpfon’fche Regel dasjenige, welches 
man in ber Praris am häufigften anwendet, weil fie in vielen Fällen 
große Einfachheit mit einem hohen Grade von Genauigfeit in fich vereinigt. 

In jedem Falle ift es nöthig, den Weg AB—=s (Fig. 88) in n 
Fig. 88. (möglichft viel) gleiche Theile, wie AE 

—=E@G= @Iu.f.w., einzutheilen und 

bie Kräfte EF=P,,GH—=P,IK=P, 

u. |. w. an den Enden diefer Wegtbeile zu er- 

mitteln. Segen wir dann noch bie anfäng- 

fiche Kraft AD= P, und die Kraft BC 
am Ende .P,, fo erhälten wir die mittlere 

Kauf: P=(,R+PA+P+P 

+ ... + P,—ı + Us P,) ıNn, und daher 

die Arbeit derfelben: 


Po=(Y,P+Pı+B+ + Part BP). 


Iſt die Anzahl (n) der Theile eine gerade, nämlich 2, 4, 6, 8 u. ſ. w., 
jo giebt die Simpſon'ſche Hegel noch genauer die mittlere Kraft: 
P=(PR+4Pı +2P, +4P, +: --+4Pa-ı + Pr):3n, 
und daher die entſprechende Arbeit: 


Ps=(P +4Pı+2B+4Ps+- +4 Pa-ı + P)z-- 
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Iſt n ungerade, fo läßt fid een: 
Ps=[/, (PP +3P, +3PR+P)+'s(P, +4Pır2P 


+... +4Bo+ Pl. (S. Art. 38 der analyt. Hulfslehren.) 


Beifpiel. Um die mechaniſche Arbeit eines Zugpferdes zu finden, melde 
biefes beim Fortziehen eines Wagens auf einer gewiflen Straße verrichtet, be: 
dient man ſich eines Kraftmeſſers (Dynamemeters), welcher auf der einen Seite 
mit dem Wagen und auf der anderen Seite mit den Strängen der Pferbe in 
Verbindung geſetzt it, und beobachtet an bemfelben von Zeit zu Zeit die &röße der 
Kraft. Wenn tie anfänglihe Krait P, — 110 Pfund, die nah Zurädlegung 
von 25 Fuß Weg, 122 Pfund, nad Zurüdlegung von 50 Fuß, 127 Pfund, bei 
einem Wege von 75 Fuß, 120 Pfund und am Ende des ganzen Weges von 
100 Fuß, = 114 Pfund beträgt, fo hat man ben mittleren Kraftwerth nad der 
erien Formel: 

P=(Y . 110 4 122 + 127 + 120 +4 1, . 114) : 4 = 120,25 Pfund, 
und die medhanifche Arbeit: 

Ps = 120,25 . 100 = 12025 Yußpfund; 
nad der zweiten Formel aber: 

P=(110+4.122-+2.127 44.10 + 114) : 8.9=15.=1205P%. 
und bie mechaniſche Leiftung: 

Ps = 120,5 . 100 = 12050 Yußpfund. 


Princip der lebendigen Kräfte. Segen wir in ber $. 14 ent $. 74 


2 __ c? e3 — c? 
für 


widelten Formel der Phoronomie 3 — 2 2» oder ps = 5 


die Acceleration p ihren Werth 59 ein, jo erhalten wir die mechanifche Arbeit: 








22 — ce? 
29 
c? 
und 27 durch A umd % bezeichnen: 


Ps —=(kh— M) G. 
Diefe für die praktifche Mechanik überaus fruchtbringende Gleichung jagt: 
Die mehanifhe Arbeit (Ps), welde eine Maſſe entweder in fid) 
aufnimmt, wenn fie aus einer kleineren Geſchwindigkeit (c) in eine größere 
() übergeht, oder hervorbringt, wein fie aus einer größeren Geſchwindigkeit 
in eine Meinere Überzugehen genöthigt wird, ift ftets gleich dem Pro— 
ducte aus dem Gewichte diefer Maffe und der Differenz der 
beiden Geſchwindigkeiten entſprechenden Geſchwindigkeitshöhen 


‚2 2 
5) 


Beifpiele. 1) Um einen 4000 Pfund ſchweren Wagen auf einer vollfommen 
glätten Schienenbahn in eine Gefchwindigfeit ven 30 Fuß zu verfepen, ift eine 





A= Ps = ( 
vd? 


29 


) 6, oder, wenn mir bie Geſchwindigkeitshöhen 
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2 
mechaniſche Arbeit Ps — 5 G = 0,016 v2 G — 0,016 . 900. 4000 . 57600 


Fußpfund nöthig; und ebenfo viel Arbeit wird diefer Wagen verrichten, wenn 

man ihm einen Widerftand entgegenfeßt und ihn dadurch allmälig in Ruhe 

überzugehen nöthigt. 2) Ein anderer Wagen von 6000 Pfund geht mit 15 

Fuß Geſchwindigkeit fort und wird durch eine auf ihn wirkende Kraft in eine 

Geſchwindigkeit von 24 Fuß verfept; wie greß ift die von diefem Wagen in fi 

aufgenommene oder von der Kraft verrichtete Arbeit? Den Gefchwinpigfeiten 
e2 


15 Fuß und 24 Fuß entfpredhen die Geſchwindigkeitshöhen k — 57 8,6 Fuß 
2 
undh— 27 = 9,216 Fuß; demnach iſt die geſuchte mechaniſche Arbeit: 


Ps =(h—k) @G = (9,216 — 8,600). 6000 = 5,616.6000 — 33696 Fypfdb. 
Kennt man nun den Weg, auf welchem dieſe Gefhwindigfeitsveränvderung vor 
fich geht, jo läßt ſich die Kraft finden, fennt man dagegen dieſe, fo fann man ten 
Weg beftimmen. Soll. 3. B. im letzten Falle der Weg des Wagens nur 100 
Fuß befragen, während deſſen Zurüdlegung die Gefchwindigfeit von 15 Fuß in 
die von 24 Fuß übergeht, fo. hat man die Kraft P= (kh— k) g —⸗ —* 
— 836,96 Pfund. Wäre aber die Kraft ſelbſt 2000 Pfund, fo würde ter Weg 
s—(kh—k) z — — 16,848 Fuß betragen. 3) Wenn ein 500 
Pfund ſchwerer Schlitten in Folge ver Reibung auf der Bahn feine Geſchwin⸗ 
digfeit von 16 Fuß nad Zurüdlegung von 100 Fuß Weg gänzlich verloren bat. 
fo ift der Reibungswiderſtand: 


) 
P= RE —= 0,016 . 162 u. == 0,016 . 256 . 5 = 20,48 Pfund 





8.75 Die im vorigen Paragraphen gefundene Arbeitöformel: 
u? — ec? 
P=(-) G=(h— ME 


gilt nicht allein für conftante, fordern auch für veränderliche Kräfte, 
wenn man nur (nad) 8.73) ftatt P den mittleren Kraftwerth einführt: denn 
da nach ITI*) in $. 19 für jede ftetige Bewegung iiberhaupt 
"2 — c? 
5m ps, 
PP H:: Pa 
n 
ſprechende mittlere Ucceleration bei dem Durchlaufen de Weges s bezeichnet, 
jo Hat man audı 





wenn pP — die gleihen Wegelementen o ent: 


_PBH+BH+-+B .,, 
Pr nM folglich 
»2 — p?2\ - ... ] 
(5) M= (Atmtı tn) 8, und 
2 n 








$. 75.] Mechanif des materiellen Punktes. 141 








2 — ce ve — ce? 

Ps ( ; )#= 0 =h— na, 
men P — Alb, das Mittel aller nach Zurück⸗ 
legung der Wege —, , = ... — gemeſſenen Kraftwerthe bezeichnet. 


Uebrigens läßt ſich natürlich P auch nach einer der letzteren Formeln des 
z. 73 berechnen, wenn zumal die Zahl n der Theile nicht ſehr groß ange⸗ 
nommen wird. 

Sehr oft ijt die Sefchwindigfeitsveränderung zu ermitteln, welche 
eine gegebene Maſſe AZ bei Aufnahme einer gewiſſen mechanifchen Arbeit Ps 
erleidet. Tie gefundene Hauptgleichung wird dam in der Form 


h=k+H z oder  — Ve + 20 angewendet. 


Hat man mittels dieſer Formel die den Wegen —. =, * 8 ent⸗ 
ſprechenden Endgeſchwindigkeiten , 2, V3vn beſtimmt, fo kann man 
durch Anwendung der Formel 

1 l 1 1 
rtratre tn) 
die Zeit, in welcher der Weg s zurlidgelegt wird, berechnen. 

Inder form — Mi = a = ner dient end⸗ 
lich die gefundene Hauptgleichung nod) dazu, um die Maffe AZ zu beftimmen, 
bei welcher die mechanifche Arbeit Ps eine gegebene Geſchwindigkeitsverände⸗ 
rung ve — c hervorbringt. 

Wenn bei der (ftetigen) Bewegung eines Körpers die Endgeſchwindigkeit 
r glei ift der Anfangsgeſchwindigkeit c, fo fällt die hierbei in Anſpruch 
genommene Arbeit — Null aus, d. h. es nimmt der bejchleunigte Theil der 
Bewegung gerade fo viel Arbeit in Anſpruch, als der verzögerte Theil der- 
jelben verrichtet. 


Beifpiel. Wenn ein ohne Reibung auf einer Gijenbahn fortgehender Wa⸗ 
gen von 2500 Pfund Gewicht zur Bermehrung feiner Gefchwindigfeit, die an- 
ange nur 10 Fuß betrug, eine mechaniſche Arbeit von 8000 Fußpfund in ſich 
aufgenommen hat, jo wird feine Geſchwindigkeit nad Aufnahme diefer Arbeit 


—— 
o= \/ 102 + 625.05 = V10 -—æoo 17,82 üos betragen. 

Anmerfung. Man nennt, ohne einen befonderen Begriff damit zu ver: 

binden, das Product aus Maſſe n=7 und Quadrat der Gefchwinpigfeit (02), 


alje Mv2, die lebendige Kraft (franz. force vive; engl., eigentlich lat. vie 
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viva) der bewegten Mafle, und kann hiernach die mechaniſche Arbeit, welche 
eine bewegte Maſſe in fih aufnimmt, gleichfegen der halben lebendigen Krait 
derfelben. Geht eine träge Maſſe aus einer Geſchwindigkeit c in eine andere v 
über, fo ift ſowohl die gewonnene als auch die verlorene Arbeit glei der Kal: 
ben Differenz zwifchen den Tebendigen Kräften am Ende und am Anfange der 
Gefhwindigfeitsveränderung. Diefes Gefeh von der mechanifchen Leiflung der 
Körper durch ihre Trägheit nennt man das Princip ver lebendigen Kräfte 
(franz. principe des forces vives; engl. principle of vis viva). 


$.76 Zusammensetzung der Kräfte. Wirken zwei Kräfte P, und P, 
auf einen unb benfelben Körper 1) im gleicher oder 2) in entgegengefeßter 
Richtung, fo ift die Wirkung diefelbe, als wenn nur eine Kraft auf den 
Körper wirkte, welche 1) der Summe oder 2) Differenz diefer Kräfte gleich 
ift, denn diefe Kräfte erteilen der Maſſe MM die Acceleration: 


»=4 und p, -3; 
es ift folglich nad) $. 29 die aus beiden vefultivende Acceleration : 
p=ntn= me 
— M ı 


und demnad) die berfelben entfprechende Kraft: 
P= Mp = Pı + pP 2 
Man nennt die aus den beiden Kräften hervorgehende, gleich viel ver- 
mögenbde (äquipollente) Kraft P die Refultirende (franz. rösultante; engl. 
resultant), ihre Beftandtheile P, und P, aber die Componenten (franz. 
composantes; engl. components). 


Beifpiele. 1) Ein auf ver flahen Hand liegender Körper drüdt nur fo 
lange mit feinem abfoluten Gewichte auf viefelbe, fo lange die Hand in Ruhe 
it oder mit dem Körper gleihförmig auf: oder abwärts bewegt wird; hebt 
man aber die Hand befchleunigt empor, fo erleidet viefelbe einen flärferen Drud, 
geht man dagegen befhleunigt mit der Hand fenfrecht nieder, fo wird der Drud 
Fleinee ale das Gewicht; er wird fogar Null, wenn man bie Hand mit der 
Acceleration der Schwere herabführt. Iſt der Drud auf vie Hand = P, fe 
fällt der Körper nur mit der Kraft @— P nierer, während feine Maſſe 


M * iſt; ſetzen wir daher die Acceleration, mit welcher die Hand mit dem 
darauf liegenden Körper niedergeht, — p, fo folgt — P= r p, und daher 


der DdudPp—g— 2 e=(1 — 5) G. Laäßt man dagegen den Körper auf der 
Hand mit der Acceleration p auffleigen, fo ift p der Ncceleration g entgegen: 
gefeßt, daher der Drud auf die Sand, ?P = (1 + 2 7) @. Je nachdem man 
einen Koͤrper mit 20 Fuß Veſchleunigung ab⸗ abe. aufwärts eigen fäßt, if 
der Drud auf die Hand — (1 - * Sa) G= (1 — 0,64) G—=0,36 ves KRör- 
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vergewichtes oder — 1 + 0,64 = 1,64 defielben. 2) Wenn ich mit der flachen 
Hand einen Körper von 3 Pfund Gewicht 14 Fuß Hoch ſenkrecht in die Höhe 
fhleudere, indem ich ihn auf die erflen zwei Kuß Höhe mit der Hand unaus⸗ 
geieht forttreibe, fo ift die verrichtete mechanifhe Arbeit Pe= Gh=3.14 


= 42 Fußpfund, und demnach der Drud des Körpers auf die Hand : P=53 


— 21 Pfund. Während alfo der rubende Körper mit 3 Pfund drückt, wirft er 
während des Werfens mit 21 Bfund Kraft auf die Hand zurüd. 
3) Welche Luft Q vermag der in einem Cylinder AACC, Big. 89, 
bewegliche Kolben um DK = s = 6 Fuß hoch zu heben, wenn er auf der 
erſten Weghälfte von innen duch die aus 
einem großen Reſervoir zuftrömende Luft 
mit der Kraft P= 6000 Bund, und auf 
‚ der zweiten Weghälfte durch die im Cylinder 
abgefperrte und nah dem Mariotte' ſchen 
Geſetze mit allmälig abnehmender Kraft 
wirkende Luft fortbewegt wird, während 
die Außere Luft conflant auf den Kolben 
mit 2000 Pfund entgegenwirtt? Da fidh 
die im Cylinder abgefperrte Luft am Ende 
ber zweiten Hälfte des ganzen Kolben» 
weges um das Doppelte ausgedehnt hat, 
fo ift die Kraft derfelben zuletzt nur 
Y.P= 3000 Pfund. GEs dradi die im 
Cylinder abgefperrte Luft am Ende bee 
Kolbenweges von 3 Ruß noch mit 6000 Pfund, dagegen am Ende des Weges 
von 4 Fuß mit %/,.6000 = 4500 Pfund, am Ende des Weges von 5 Fuß mil 
%.6000 = 3600 Pfund, und am Ende des ganzen Weges von 6 Fuß mit 
%.6000 — 3000 Pfund, wonach ſich die mittiere Kraft während der Erpanfion 


ig. 89. 








— 14, [6000 -- 3 (4500 4 3600) -+ 3000] — I 4162 Blunt, und folg!ich 
tie mittlere Kraft bei der ganzen Kolbenbewegung, = mie = 5081 


Bund ergiebt. Zieht nıan hierven den conftanten Gegendruck ven 2000 Pfund 
ab, fo folgt das vom Kolben aufzuhebenne Gewicht 
Q = 5081 — 2000 = 3081 Pfunt. 
Die bewegende Kraft bei der erſten Weghälfte if: P — (Q + 2000) = 6000 


- 5081 — 919 Pfund, folglich die Aeceleration der Bewegung: p = (= g 
_ 919 


Sa 31,25 — 9,32 Fuß, ferner die Gefchwindigkeit am Ende des Kolbenweges 
= 5 —=3 Zug: v=V2ps,—=V 6.982 — V 55,92 — 7,478 Fuß, und die 
Zeit, in welcher Diefer Kolbenweg zurückgelegt wirb: t, = zeun = 0,802 Se: 


cunden. Der Kolbenweg, bei weldhemifih Kraft und Laſt das Bleichgewicht halten, 
alfe die bewegende Kraft und folglich auch die Acceleration Null, und die Kol⸗ 
bengeſchwindigkeit ein Marimum if, hat die Größe: 

= ( P 4 18000 
— \Q+2000/ 2 5081 35081 





— 8,543 Fuß. 
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6,543 


Am Ente des KRolbenweges — * 3,2715 Fuß iſt tie innere Kolbenkraft 
6000.83 48 
*5* 5502, folglich die bewegende Kraft — 5502 — 5081 — 421 Pfund, 
, 


und der mittlere Werth; derfelben, mährend ber Bewegung Des Kolbens von 
5 bie 3,543 Fuß, - +4 RIO — 434 Pfund. Die entipredente 


6 
434 434 „31.25 
mittlere Acceleration it — 9 a — 4,402 Fuß, folglid die 


Marimalfolbengefhwindigfeit am Ente des Weges 2 — 8, + 5, = 3,543 Fuß: 
vm—Vv2+2ps,—V 5592 + 2.4,402.0,543—V 60,70 = 7,791 Fuß. 
Die Zeit zum Durdhlaufen des Weges 5 = 0,543 Fuß läßt fih ſetzen: 


236 A\_ („a5 nr) _ € 
u= > \7 +-)=02715 7478 + 7791 — 0,071 Secunten. 


Hat der Kolben den Weg 5,5 zurüdgelegt, fo ift die bewegende Rraft:= 50 

— 5081 = — 1808 Pfund, und ſteht der Kolben im Mittel zroifchen dieſem 

Bunfte und dem Punkte der Marimalgefchwindigfeit, fo ift diefe Kraft: — a: 

— 5081 = — 1100 Pfund und es find die entfprechenden Accelerationen folgente: 
1808 . 31,25 - 1100. 31,25 

— — 1 > - 18,34 $uß und — 1 =— 11,16 Fuß. 


Beim Durchlaufen tes Wegſtückes 5,500 — 3,543 — 1,957 Fuß, if folglich 
0+4. m + 18,34 — — 1050 Zuß, um 
demnach vie am Ende diefes Weges erlangte Gefchmwinpigfeit: 

— V 60,70— 2. 10,50. 1,957 — V 19,60 = 4,427 Fuß. Für die erſte Hälfte 
0,9785 5. des letzteren Wegitückes ift dagegen die mittlere Accelerationı = — ra 
— — 5,58 Fuß, daher die Geſchwindigkeit am Ende des Weges von 4,5215 Fuß: 


— Y 60,70 — 2.5,58.0,9785 — V 19,78 — 7,055 Fuß. 

Nun ergiebt fih die Zeit zum Durchlaufen tes Wegſt cee 83 = 1,957 Kup: 

— (tt ı1\_ 1, 8 ar)= 
4-75 (rt) (Far 755 * PET = 0,326 .0,9212 
— 0,300 Secunden. Ferner läßt fich die Zeit für das legte Stud s, —=0,5 Fuß des 
24 _ 1 
va 4427 
nun die Zeit des ganzen KRolbenhubee: 

t=b +t, +1, + t, = 0,802 + 0,071+ 0,300 + 0,226 = 1,40 Zccunden. 


die mittlere Acceleration — — 


ganzen Kolbenweges, t, = — 0,226 Secunden fegen, und es folgt 


s. 77  Parallelogramm der Kräfte. Wird eine Maſſe (ein materieller 
Punkt) M, Fig. 90, von zwei Kräften P, und P, ergriffen, deren Richtun—⸗ 
gen MX und MY emen Winkel XMY— « zwiſchen ſich einfchließen, 
jo erzeugen diefe nad) eben diefen Richtungen die Accelerationen: 


2 


...# d 
Vi gm" Pı — MM’ 
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aus deren Bereinigung eine mittlere Acceleration ($. 35) in einer Richtung 
MZ entfteht, welche durch die Diagonale eines aus 9,75 und « conftruirten 
Fig. 90. Parallelogramnıd gegeben ift; auch ift dieſe 

mittlere oder refultirende Ücceleration: 


— - — — 


p=Vp?+p} + 2pı pP cos. « 
und für den Winkel @, den die Richtung der- 
jelben mit der Richtung MX der einen Acce⸗ 
leration p, einjchließt, hat man: 
sin. 9 — p,5ın. © 
Segen wir in dieſe beiden Formeln die ange- 
(e) Werihe von », und p,, fo folgt: 


„= V (Ay. (By +2(2 ) (22) o00.0 un 
Br: — ame 


Multiplicirt man die erfte Gleichung durd) M, fo ergiebt ſich: 
Mp=VP?+P2 + 2P,P,cos.a, 

oder, ba Ap die der Acceleration p entiprechende Kraft P ift: 
1) P=VP?+P2+2P,P,;cos.«, und 


P, sin. & 
Ba 

Es wird alfo die Refultirende oder Mittelfraft ſowohl ihrer 
Größe als auch ihrer Richtung nad) aus den Componenten oder 
Zeitenträften genau fo beftimmt, wie die mittlere Ücceleration 
aus den Seitenaccelerationen. 

Kepräfentiven wir die Kräfte durch gerade Yinien, indem wir diefe in 
denfelben Verhältniſſen zu einander ftehen laſſen, wie fie in Gewichten, 3.2. 
Punden, in Wirklichkeit zu einander ftehen, fo läßt ſich demnach die Reful- 
tirnde durch die Diagonale desjenigen Parallelogramms barftellen, deſſen 
Zeiten durch die Eeitenfräfte gebildet werden und wovon ein Winkel dem 
von den Richtungen der Seitenkräfte gebildeten Winkel gleich ift. Das fo 
and den Seitenfräften conjtruirte und durch feine Diagonale die Mittelfraft 
ausdrlidende Parallelogramm wird das Barallelogramm der Kräfte 
genannt. 











.2) sin. = 


Beiſpiel. Wenn ein auf einem vollfommen glatten Tifche ruhender Kör- 
per, Big. 91 (a. f. S.), von 150 Pfund Gewicht von zwei Kräften P, = 30 
Pfund und P, — 24 Pfund ergriffen wird, welde einen Wintel PR MP, = 
a = 105 Grad zwifchen fih einfließen, fo if vie Frage, nad welder 
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einer vereinigen, bis zulegt nur noch eine fihrig bleibt. Die Kräfte P, und 

P, P3 geben 3. B. durch das Parallelogramm MP, Q P, die Mittelfraft 

MQ — 0; wenn nıan diefe wieder mit P, vereinigt, erhält man im Pa— 

an vollelograuun MQRP, die Mittel- 

ötg. 93. fraft MR—R, und die legtere wie- 

der mit P, zu einem Parallelogrammı 

verbunden, ftellt ſich in der Diago— 

tale MP— P die leßte allen vier 

Kräften P,, P, Pz, Ps zuſammen 
äquivalente Mittelkraft heraus. 

Es iſt nicht nöthig, bei dieſer Zu— 
ſammenſetzungsweiſe das Parallelo— 
gramm ſtets zu vollenden und deſſen 
Diagonale anzugeben. Man bilde 
ein Polygon MP, I P. indem man 
die Seiten MP,,Pı Q, QR, RP den 

gegebenen Goniponenten 7’, P,, P,, Ps parallel legt und gleihmadjt: die 
legte, das Polygon zufchließende Zeite MP ift die geſuchte Mlittelfraft Z 
oder vielmehr das Maß derfelben. 

Anmerkung. Ges ift fehr nützlich, die Aufgaben der Mechanik auch dur 
Eonftruction aufzulöfen; wenn die conftruirende Auflöfung auch nicht fo viel 
Genauigfeit gewährt als vie rechnende, fo fihert fie dagegen fehr vor groben 
Behlern und kann deshalb immer als Prüfung der Rechnung dienen. In 
dig. 93 hat man die Kräfte unter den gegebenen Winfeln PRMP, = 729 W', 
P,MP,=33°20 und P,MP,=9240' an einander geftogen und fo aufge- 
tragen, daß ein Pfund durch eine Linie des preuß. Zolles repräfentirt wird. 
Die Kräfte P. = 11,5 Pfund, P, = 108 Pfund, P, = 85 Pfund und P, 
— 12,2 Pfund find daher durch Seiten von 11,5 Linien, 10,8 Linien, 8,5 Linien 
und 12,2 Linien Länge ausgebrüdt. ine forgfältige Confteuction des Kräfte: 
polygons giebt die Größe der Mittelfraft P—= 14,6 Pfund und die Abweichung 
ihrer Richtung MP von der Richtung MP, der erften Kraft, — 861/, Grat. 

8. 80 Einfacher und fchärfer beftimmt fich die Mittelfraft P, wenn man jeden 
der gegebenen Componenten Pi, Pꝛ, Pz u. |. w. nad) zwei rechtwinklig gegen 
einander ftehenden Arentichtungen X X und YY, Fig. 94, in Seitenträfte 
wie Q, und Rı, Q5 und R,, Q, und R; u. f. w. zerlegt, die in eine und 
diefelbe Arenrichtung fallenden Kräfte algebraiſch addirt und nun aus den 
ſich ergebenden, unter einem Nechtwinfel aus einander ziehenden zwei Kräften 
die Größe und Richtung der Nefultivenden fucht. Sind die Winkel PAMX, 
P,MX, P;,MX u. |. w., welde die Richtungen von den Kräften P,, P,, 
P; u. |. w. mit der Axe XX einfchließen, — «ı, ae, a, u. |. w., jo bat 
man die Seitenfräfte Q, — Pıros.a,, Rı=Pısin.cı; Q = Ps (08.0, 
R,—= P,sin.ag u. |. w., weshalb folgt aus: 
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= ta. +9 ro 
)Q=Pı cos. +P cs, + Pes.y +‘, 
und eben aus R=R + R, + Rs: - -, 
9) R=Pı sin. a, + P sin. + P; sin. a, + 
Aus den fo gefundenen zwei Seitenfräften Q und AR ergiebt fi) nun bie 
Größe der gefuchten Mittelfraft: 


3) P—= Vo®:+ R? 


undder Winkel PM X «, den ihre Richtung mit X X einſchließt, durd) 


R 
4) tany. — Q . 
Fig. 9. Bei der algebraifchen Addition der 


Kräfte hat man die Vorzeichen genau 
zu berüdfichtigen; denn find dieſelben 
bei zwei Kräften verſchieden, d. 5. 
find diefe Kräfte vom Angriffspunfte 
DT aus nad) entgegengejettten Seiten 
gerichtet, jo geht diefe Addition im 
eine arithmetifche Subtraction über 
($. 76). Der Winkel iſt fpig, fo 
lange Q und R pofitiv find, er ıft 
zwifchen einem und zwei Rechtwin⸗ 
feln, wenn @ negativ und AR pofitiv, 
zwifchen zwei und drei Rechten, wenn 
Q und R beide negativ find, und 
liegt endlich zwifchen drei und vier Kechten, wenn bloß R negativ ift. 


Beifpiel. Welches it die Größe und Richtung der Witteltraft aus den 
Seitenfräften P, —=30 Pfund, P,=70 Pfund und P,=50 Pfund, deren Rich⸗ 
tungen, in einer Ebene liegen, die Winkel PARMP,=56° und P,RMP,—=104° 
zwiſchen ſich einfchliegen? Legen wir die Are X X, Fig. 94, in die Richtung ber 
erſten Kraft, fo erhalten wir &,—09, a,=56° und «gs =56° + 1049 = 160°; 
daher: 

1) Q=30. cos. 0% + 70.cos. 56° + 50. cos. 160° = 30 + 39,14 — 46,98 

— 22,16 Pfund, und 
2) R=30. sin. 0% -- 70 . sin. 56° + 50 . sin. 160° = 0 + 58,03 + 17,10 
— 75,13 Pfund. Kerner: 
7513 4000 
3515 > 33908, 
und hiernach den Winfel, welchen die Mitteltraft mit dem pofttiven Arentheile 
MX eder ver Kraft P, einfhließt, «— 730 34°, endlich diefe Kraft felber: 
P-VY@ rm — _R __B13 __ 7518 _ 79,33 Pfund. 


cos. sin.a sin. 73034'” 0,9591 








3) tang.a = 
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8.81 Kräfte im Raume. Liegen die Kraftrichtungen nicht in einer und 
derfelben Ebene, fo lege man durd) den Angriffspunft der Kräfte eine Ebene 
und zerlege jede berfelben in zwei andere, bie eine derjelben in ber Ebene 
fiegend, die andere rechtwinklig zur Ebene. Die fo erhaltenen Seitenfräfte in 
der Ebene find nun nad) der Kegel des vorigen Paragraphen zu einer unb 
die Seitenträfte rechtwinklig zur Ebene durd) bloße Addition zu einer anderen 
Mittelfraft zu vereinigen; zu den auf diefe Weile erhaltenen zwei recht- 
winfligen Componenten ift endlich nad) der befannten Regel ($. 77) die 
Mittelfraft zu finden. 


ig. 95 5 führt das eben ben angegebene Berfahren mehr vor Augen. MP, 
—=P, MR, —=P,MPR—P, feen die einzelnen Kräfte, AB bie 


Kig. 95. 





Ebene (Projectionsebene) und ZZ die Are winfelrecht zu ihr. Aus der Zer⸗ 
legung der Kräfte P,, Pr u. |. w. ergeben fich die Kräfte S,, Ss u. f. m. 
in der Ebene, und die Kräfte N,, Na u. f. w. in der Normalen ZZ. Jene 
werben wieder nad) zwei Aren X X umd YY in die Seitenfräfte O1, Os 
u. ſ. w. Rı, R u. ſ. w. zerlegt und geben die Componenten Q und R, 
woraus ſich endlic) die Mittelfraft S beftimmen läßt, welche, mit der Summe N 
aller Normalkräfte N}, Ns u. ſ. w. vereinigt, die geſuchte Mittelfraft P giebt. 

Setzen wir die Winkel, unter welchen die Kraftrichtungen gegen die 
Ebene AB, 3. B. gegen den Horizont geneigt find, 61, 4, u. f. w., fo er- 
geben ſich Kräfte in der Ebene S,— Pı cos. Bi, SS P; cos. ßB, u. f. w., 
und bie Normalkräfte N —= Pı sin.ßı, N = P; sin. ß, u. f. w.; bes 
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zeichnen wir endlich die Winkel, welche die in ber Ebene AB Tiegenden 
Projectionen der Kräfterichtungen mit der Are XIX einfchliegen, mit &,, os 
u. ſ. w., feßen wir alo SS MX =e«, SMX=o, u. f. w., jo ftoßen 
wir auf folgende drei, die Kanten eines geraden Parallelepipeds (bes Kräfte: 
parallelepipebs) bildende Kräfte: 
Q=Sı cos.a, + S,c0s. 3 + ---, oder 

1) Q=P: cos. ß, cos. + P, cos. ßz cos. 3 + ---, ebenfo 

2) R=Pı cos. Bı sin. + P; cos. ß, sin. &; + - --, endlich 

3) N=P.: sin. Bı + P, sin. B. + ... 

Aus diefen drei Kräften folgt die legte Reſultirende: 

4) P—-VQ:+R+ N, ferner 

der Reigungswinfel PMS—P derfelben gegen bie Projectionsebene durch 


N N . 
5) tang.ß 7 = Ver R' endlich 


der Winfel SU X==«, melden die Projection der Refultirenden in ber 
Ehme AB mit der erften Are XX einſchließt, durch 


R 
6) tanq. = —-» 
) tang 7) 


Sind A,, Az.. die Winkel, welche die Kräfte P, P,.. mit ber Are AZ, 
ferner ft, U2.. die Winkel, welche diefelben mit der Are AY, und vı,%.. 
die Winkel, welche fie mit ber Are AZ einſchließen, fo hat man aud: 

1%) Q=P:, cos.A, + P3c08.Ag +», 
2*) R=Pı cos. + Pr cos. +, und 
3°) N=P, cos.vı + Pa cos.vg + ---. 
Die Größe der Mittelfraft ift wieber durch die Formel 
9) P=VEFRFM 
beſtimmt, wogegen ſich die Richtung derſelben mitteld der Formeln 
5*) .—=$, c08. U -=5 und 000% 
berechnen läßt, in welchen A, u und v die Winkel bezeichnen, welche P 
mit den Aren AX, AYund AZ einfdliekt. 

Auch ift cos. A — c08. & cos. P, cos. u — sin. & cos. ß und v — 90% — ß, 

aljo cos. v — sin. P. 


Beifpiel. Um ein Gewicht G, Big. 96 Lu. II (a.f.S.), mittels des über 
ber Leitrolle B weggezogenen Seiles GBA ſenkrecht emporzuheben, ziehen 
an dem Seilende A drei Arbeiter mit den Kräften P, — 50 Pfund, P, — 100 
Pfund und P, — 40 Pfund, deren Richtungen eine Neigung von 60 Grab 
gegen den Horizont haben, und welche die Horizontalwinfel S,AS,— 8, AS, 
= 135 Grad und 8,45, — 80 Grad unter fih einfchliegen; welches ift bie 
Größe und Nichtung ber dem Gewichte G gleichzufeßenden Mitteltraft, und 
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wie groß fönnte viefes Gewicht fein, wenn vie Kräfte eine und diefelbe Rich— 
tung hätten? 


Fig. 96. Die verticalen Gomponenten der Kräfte 
find: 

= N, =P, sin. ß, = 50 sin. 60° = 43,30 

| Pfund, N,=P; sin. B, = 10 sin. 60° 

2 ⸗ — 86,60 Pfund und N, = P, sin. ß = 


40 sin. 600 — 34,64 Pfund, folglich ift die 
in A vertical niederziehende Kraft 
N=N+N, +23 =164,54 Pfund. 
Ferner find die horizontalen Compo—⸗ 
nenten: 
S|\=P, cos. ß, = 50 cos. 600 = 25 Bfb., 
RAN S,= Py cos. Ba = 100 cos. 600 = 50 ®fb., 
B/I N und S; = P, c08. Bz = 40 cos. 60° = 20 
IN Pfunt. Legt man eine Are X X in der Rich: 
tung der Kraft S,, fo folgt die Seiten: 
fraft in diefer Are: 
P, Q=Q + Qt 93 = 51 008.0, + 
Da De re | Ss 008.04 + Sz C08.&3 — 25 008.00 + 
50 cos. 1850 + 20 cos. 2700 = 25 .1— 
£ 50 . 0,7071 - 0 ..0=25 — 35,355 — 
| — 10,355 Pfund, fowie bie Seitenfraft 
re in der zweiten Are YY: 
R=R+R+RBR=S sn.da+ 
S, sin. dg + Sg sin. ag = 25 sin. O+ 
50sin.135 +4 20 sin. 270° = 50.0,7071 
sh, « — 20 — 15,355 Pfunt, 
0 und die horizontale Mittelkraft: 
S=VQ°’+R*!— Y 10,355* + 15,355° 
— 18,520 Pfunt. 
Der Winkel «, welchen diefe Kraft mit 
der Are XX einschließt, in beſtimmt durch 
R 15.355 
tang.« = — — 7655 * — 1,4828, 
wonach « = 180 — 560 12400 folgt. 
Die vollftändige Mittelkraft ift: 
P=VN?+ S3 = Y 164,542 + 18,520? — 165,58 Pfund. 
Der Neigungsmwinfel diefer Kraft gegen den Horigent wird beftimmt durch 
tang.ß = = 18,520 — 8,8348, wonah A —= 83035’ folgt. 
Wenn die drei Kräfte in einer und berfelben Richtung wirkten, wäre die ' 
Mitteltraft = 50 + 100 + 40=1% Pfund, alfo um 190 — 165,58 — 24,42 
Pfund größer als die gefundene. 





$.82 Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. Aus den in dem 
Vorigen gefundenen Regeln über die Zuſammenſetzung der Kräfte laffen ſich 
noc) zwei andere, im praltiſchen Gebrauch wejentliche Dienfte leitende, ab: 


$. 82.) Mechanik des materiellen Punktes. 153 


leiten. Es fei in fig. 97, M ein materieller Bunt, e8 fein MP, —=P, 
und MP; — P; bie auf ihn wirkenden Kräfte, endlich fi MP — P die 
Fig. 97. Mittelfraft aus den Kräften P, und 
Ps. Legen wir durch M zwei Aren 
y MX und MY winfelrecht gegen ein⸗ 
ander, und zerlegen wir die Kräfte 
RP, und P, fowie ihre Mittelfcaft 7? 
| in nad) diefen Aren gerichtete Seiten- 
R, kräfte, alfo P, in Q, und R,P. ın 
Q, und Ra, und Pin Q und R, fo 
Ir, erhalten wir die Kräfte in der eiuen 
Are Qı, Q: und Q, und die in ber 
anderen R,, R, und R, und es ift 
Q=Qı + 6. ſowie R=Rı + R.. 
Nehmen wir nun inder Are MX 
irgend einen Punft O an, und füllen von demfelben Perpendilel OL,., OL, 
und OL gegen die Richtungen der Kräfte P,, P, und P, fo erhalten wir 
rechtwinkelige Dreiede MOL,, MOL,, MOL, welche den von dem drei 
Kräften gebildeten Dreieden ähnlich find, nämlich): 
FAN MOL, 2 AN MP, Qı» 
AMOLo» \MPR®Q, 
N MOL » /\MPQ. 
_ ML, 


Tiefen Achnlichkeiten zufolge ift aber = ve ‚di & — — ebenjo 


'p’ MO 
M ML . « . 
n = a und = 0 fegen wir die hiernach beftimmten Werthe 
von Qı, Qs und Q im bie Öleihung Q = dı + 910 erhalten wir: 


P.ML=P.ML-+P,.ML,. 






s 1,7% 
dh 
Ö 


Ebenſo iſt auch: 
Bi - B— OL; und * # _ OL 
PR MOD Mo" — 770 
daher: 


P.OL=P.OL +PB,. OL. 

Diefe Gleichungen gelten auch dann noch, wenn P die Mittelfraft aus 

drei oder mehreren Kräften Pi, Pꝛ, P, u. f. w. ift, weil man allgemein 

9= +9 +9 + 
R=R+R+R +-:- bat. 

Man kann daher allgemein: 

1) P.ML=P,.ML, +P,.ML,+P,.ML,+---, 

2) P.OL=P..0L, +P,.0,,+P,.0L,+--- fegen. 
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Beiden Gleichungen muß die Mittelkraft P aus ben Kräften Pi, P., P; 
u. f. w. entiprechen, es laſſen fi) daher auch diefe Gleichungen zur Beſtim⸗ 
mung von P anwenden. 

Die erftere diefer beiden Gleichungen ift auch auf ein Kräftefgftem im 
Raume, wie N,Q,R, Fig. 95, anwendbar, da aud) hie N= N, + N 
+ N, +: - -, oder 

Pcos.v=P:\ cos. 8.vı + P, c08. v; +4 P, 608.v3 + -- », aljo auch 
P.M Ocos. v—=P.. M O.cos. vs, RM MO cos.v, +P, MO cos. vs +... 
ft u. ſ. w. 


8.83 Ruckt der Angriffepunft MM, Fig. 98 und Fig. 99, in einer geraben Linie 
nad) O, oder benft man fich den Angriffepuntt um den Weg MO = x 


Big. 98. Fig. M. 


oO M . L 


fortgegangen, fo nennt man die Projection ML — s dieſes Weges z nad) 
der Kraftrichtung MP den Weg der Kraft P, und das Product Ps aus 
der Kraft und ihrem Wege: die Arbeit der Kraft. Führen wir nım 
diefe Bezeichnungen in der Gleichung (1) bes vorigen Paragraphen ein, fo 
erhalten wir: 
Ps=Ps +PRs +P%3 +», 

es ift alfo die Arbeit der Mittelfraft glei der Summe aus den 
Arbeiten der Seitenträfte 

Bei der Summation dieſer mechanifchen Arbeiten hat man, wie bei der 
Summation von Kräften, auf die Zeichen berfelben Rüdficht zunehmen. Wirkt 
eine von ben Kräften Qı, Q, u. ſ. w. bes vorigen Paragraphen den Übrigen ent- 
gegengefeßt, jo hat man fie als negative Kraft einzuflihren; dieſe Kraft, wie 
3.2. q; in Fig. 94,8. 80, tft aber Component einer Kraft P,, die unter den Ber- 
hältniffen, wie fie im vorigen Paragraphen vorausgefegt wurden, der Bewegung 
ML; ihres Angriffspunftes entgegengefett' wirft; man ift daher gendthigt, die- 
jenige Kraft, Fig. 99, welche der Bervegung ML entgegengefegt wirft, als 
negativ zu behandeln, wenn man diejenige Kraft P, Fig. 98, welche in ber 
Dewegungsrichtung ML wirft, pofitiv fegt. 

Sind die Kräfte ihrer Größe oder Richtung nach veränderlih, fo hat die 
Formel 

Ps — Pisi +Ps +Ps +: 

nur für unendlich Heine Wege s, 8s1, 82 u. ſ. w. ihre Richtigkeit. 
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Man nennt die einer unendlich Meinen Berridung 0 des materiellen 
Punktes entfprechenden Wege o,, 0,, 0; u. ſ. w. der Kräfte die virtuellen 
Geſchwindigkeiten (franz. vitesses virtuelles; engl. virtual velocities) 
derfelben und das der Formel Po = Po, + Pıda + P; 0, entipre 
hende Geſetz das Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten. 


Uebertragung der mechanischen Arbeit. Nach dem Principe $. 84 
der lebendigen Kräfte ift flir eine geradlinige Bewegung ($. 74) die mecha» 
niſche Arbeit (Ps), welche eine Kraft (P) verrichtet, indem fie eine Maſſe M 
aus der Gefchwindigfeit c in die Geſchwindigkeit v verfegt: 

0 — ce? 
Ps —( 2 M. 

IM min aber P die Mittellraft aus anderen, auf die Maſſe M wirken- 
den Kräften Pi, P, u. f. w., unb find die Wege, welche dieje zurücklegen, 
3,8% u. f. w., während die Maſſe M felbft den Weg s madjt, fo bat man 
nad) dem vorigen Paragraphen: 

Ps=Pa+Ps +», 
es läßt fich daher folgende allgemeine Formel: 


u? — (03 j 
P,3ı 4 P355 + .._— 3 )* 


angeben, und ihr zu Folge die Summe der Arbeiten ber einzelnen 
Kräfte gleichfegen dem halben Gewinn der lebendigen Kraft ber 
Maffe. 


HM die Sefchwindigkeit während der Bewegung unveränderlih, alfo 
r=c, und die Bewegung felbft gleichförmig, jo hat man v2 — c?==0, aljo 
weder Gewinn noch Berluft an lebendiger Kraft, und daber: 

Ps + Ps + Ps +-.--=09; 
dam ift alfo die Summe der mechanischen Arbeiten von den einzelnen 
Kräften — Null. 

Venn umgefehrt die Summe der Arbeiten gleich Null ift, fo verändern 
die Kräfte die Bewegung des Körpers in ber gegebenen Richtung nicht; 
hatte der Körper nach der gegebenen Richtung Feine Bewegung, fo wird er 
auch durch Einwirkung der Kräfte in diefer Richtung feine befommen; hatte 
et vorher eine gewifle Geſchwindigkeit nach einer gewiffen Richtung, fo wird 
er diefelbe auch behalten. 

ind die Kräfte veränderlich, fo kann die veränderliche Geſchwindigkeit v 
nach einer gewiflen Zeit wieder in die Anfangsgeſchwindigkeit c übergehen, 
108 bei allen periodifchen Bewegungen, wie fie namentlich an vielen Ma— 


, . 2_—.c? 
ſchinen vortommen, eintritt. Nun giebt aber v — c,bie Nrbeit (? 5 )# 
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— Null, es ift daher innerhalb einer Periode der Bewegung der Arbeits 
verluft oder Gewinn — Null. 


Beifpiel. Ein Wagen, Fig. 100, von dem Gewichte G — 5000 Pfund 
wird auf einem horizontalen Wege durch eine unter dem Winkel « — 24 Grat 
Fig. 100. auffteigende Kraft P,=660 
Pfund vorwärts bewegt und 
hat während der Bewegung 
den der Reibung entfpreden: 
den horizontalen Widerftand 
P,=450 Pfund zu überwin: 
den. Welche Arbeit wird vie 
Kraft (P,) verrichten müflen, 
um jenen anfänglich mit 2 Fuß 
Geſchwindigkeit fortgehenden 
Wagen in eine Geſchwindig⸗ 
keit von 5 Fuß zu verfehen? 
Stehen wir den Weg MO 
des Wagens — 8, fo haben wir die Arbeit der Kraft Pı: 
—P,.ML=P,scos.a —= 660 . 8c08.24° — 602,9 . s, 
ferner die Arbeit ver ale Widerſtand wirkenden Kraft Ps: 
= (-P).s=—-480.: 
Hiernach bleibt dann die Arbeli der bewegenden Kraft: 
Ps=P,8 cos. « — Pa s cos. O — (602,94 — 450) s = 152,94 $ußpfunt. 
Die Maſſe erfordert aber zu ihrer Gefchwindigfeitsveränverung die Arbeit: 
2_ 2 3__93 
)e=(f Tu . 5000 = 0,016 . (25 — 4) . 5000 — 1680 FJußpfund; 
feßen wir daher beive Arbeiten einander gleich, fo erhalten wir 152,94 . s — 1680. 
folglih ten Weg des Wagens: 1680 
M0O=s= Bm” 10,98 Fuß, 
und endlich die mechanifche Arbeit der Kraft P\: 
> 8 cos.« —= 602,94 . 10,98 = 6620 Fußpfund. 


8.85 Krummlinige Bewegung. Geben wir unendliche Heine Wege 
(6,6, u. |. w.) voraus, fo fünnen wir die zulegt gefundene Formel auch anf 
frumme Bahnen anwenden. Es ſei MOS, Fig. 101, die Bahn dee 

Sig. 101. materiellen Punktes, und MI 

— P, die Mittelfraft aller auf 

ihn wirkenden Kräfte. erlegen 

wir diefe Kraft in zwei ambere, 
wovon die eine IK — K tan- 

gential und die andere MN— N 

normal zur Curve gerichtet ijt, fo 

nennen wir jene Tangential: 
und diefe Normalfraft. 
Während der materielle Buntt 
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das Element MO — 6 feines frummen Weges MOS durchläuft und feine 
Geſchwindigkeit e in 7, übergeht, nimmt die Maſſe M beilelben die Arbeit 


2_p2 
[ { 3 — )M in Anfpruch, gleichzeitig verrichtet aber die Tangentialkraft A 


die Arbeit Ko, und die Normalkraft die Arbeit N. O— 0: es ift folglich: 
u L_ ei) — c? 
Ko ( — )M. 


Wenn während der Zurücklegung des Weges MUOS—s—n6 bie Tan- 
gentialgefchroindigfeit des Körpers ans r in übergeht, und hierbei bie Tan- 
gentialfraft nach und nad) die Werthe A), Ay + 4 A, annimmt, fo 
iſt daher auch 


tt + 


oliv die mehanifche Arbeit: 


2 —_ er nt. —tK, 
AK ® ) mei = FR 


den Mittelwerth der veränderlichen Zangentialfraft bezeichnet (vergl. $. 75). 
Setzt man die Projection des Wegelementes MO — 6 in der Kraftrich⸗ 

tung ML — £&, jo hat man aud) PE— Ka; wenn daher bei Durchlau⸗ 
fung des Weges MOS — s — n0 bie Mittelfraft P allmälig die 
Werthe Pꝛ, P; - - - P, annimmt und die Projectionen der Wegelemente 
nah und nach &,, & - - - &, ſind, fo hat man aud): 

P&+PR& +.- + P&n=(Kı +R+'+K%K)6 
und daher: \ 

" vr? — (03 

A=Pb+Bbt + s—( 5 M. 

Wenn hierbei die Richtung der Kraft P conftant bleibt, fo bilden die 
lämmtlichen Projectionen &,, &3 - + &, der Wegtheile 0, 6.. oder des ganzen 
Weges s — SG eine gerade Linie 

_ MR=: = +6 - &. 

<egt man dann no) z —= m, fo kann man aud) 

A=(P+B ++ PJE=(P+R+-+P)-=Pr 


Pi +P;, +: Pn 
UL 








M K. .. Ka 2 — 0? 
ae: ( ; —)M, 








iegen, wo dann P bas Mittel aus den gleichen Theilen 


= - die entfprechende Kraftrichtung bezeichnet. 


Es ift daher dann auch 
v2 — ce? 


2 





Px: = M=(h—k)G, 
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wern % die ber Anfangsgeſchwindigkeit c, jowie Ah die der Endgeſchwindigkeit 
v entfprechende Geſchwindigkeitshöhe, und G das Gewicht MAg des bewegten 
Körpers bezeichnet. 

Alfo aud) bei einer Frummlinigen Bewegung ift die ganze Arbeit 
der bewegenden Kraft gleich dem Producte aus dem Gewichte des 
bewegten Körpers und aus ber Differenz der Geſchwindigkeits— 
höhen. 


Anmerkung. Die gewonnene Formel, welche aus ber Verbindung des 
Principes der lebendigen Kräfte mit dem der virtuellen Gefchwindigfeiten her 
vorgeht, ift vorzüglih in den Fällen anwendbar, wenn Körper durch fehle Unter: 
lagen oder duch Aufhängen gezwungen werben, eine beſtimmte Bahn zu burd- 
laufen. Treibt einen foldden Körper die Schwerkraft allein, fo ift die Arheit, 
welche das Gewicht G vefielben beim Herabfinfen von einer Höhe, deren Bertical: 
projection s tft, verrichtet, = Es, und daher: 

G=(kh—-hhGd.is=h—k. 

Welches alfo auch der Weg fei, in welchem ein Körper von einer horigen: 

talen Ebene AB, Fig. 102, bis zu einer zweiten Horizontalebene CD herab: 


Fig. 102. 





finkt, immer ift die Differenz ber Gefchwindigfeitshöhen glei ver ſenkrechten 
Fallhöhe. Körper, welche die Bahnen ZF, E,F,, Ey, Fy u. f. w. mit gleider 
Geſchwindigkeit (c) zu durdlaufen anfangen, erlangen au am Ende tiefer 
Bahnen, obwohl zu verfchiedenen Zeiten, gleiche Endgefchwintigfeiten. Sit z B. 
die Anfangsgeſchwindigkeit e= 10 Fuß und die ſenkrechte Fallhöhe s— 20 Fuß, 
alfo Aa=s+%=20 +'0.016..102 —= 21,6 Fuß, fo folgt die Endgeſchwindigkeit 
v — V2gh = 7,%6 V 21,6 = 36,74 Fuß, 
in welcher geraden oder krummen Linie aud das Herabfallen vor fih gehe. 


Dritter Abſchnitt. 


Statif fetter Körper 


Erftes Kapitel. 
Ulgemeine Lehren der Statif fefter Körper. 


Verlegung des Angriffspunktes. Obgleich jeber fefte Körper $. 86 
durch die auf ihm wirkenden Kräfte in feiner Form verändert, nämlich zu- 
ſammengedrückt, ausgedehnt, gebogen wird u. |. w., fo ift es doch geftattet, 
denjelben in vielen Fällen als volllommen ftarr anzufehen, weil diefe Form⸗ 
veränderung oder Verrückung der Theile nicht allein oft jehr Hein ift, fon- 
dern auch innerhalb eines fehr kurzen Zeitraumes vor ſich geht. Wir wer- 
den deshalb zumächft und wenn es auch nicht befonders erwähnt wird, der 
Einfachheit wegen, jeden feften Körper als ein Syftem feft unter ein- 
ander verbundener Punkte anjehen. 

Eine Kraft P, Fig. 103, welche auf einen Punkt A eines feiten Körpers 

ig. 108. M wirft, pflanzt fid) in 
ihrer eigenen Richtung X X 
unveränbert durch ben gan⸗ 
zen Körper hindurch, umd 
eine ihr gleiche Gegenkraft 
P, ſetzt ſich mit ihr nur 
dann ins Gleichgewicht, 
wenn der Angriffspunft A, 
derjelben in der Richtung 
XX ber erften Kraft liegt. 
Tie Entfernung dieſer Angriffspunkte A und Aı ift ohne Einfluß auf dies 
Im Gfeichgewichtszuftand; die beiden Gegenfräfte halten fich bet jeder Ent- 
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fernung das Gleichgewicht, wenn nur beide Punkte feft unter einander ver: 
bunden find. Hiernach läßt fi) alfo behaupten: die Wirkung einer 
Kraft P (Fig. 104) bleibt dieselbe, in welhem Punkte A,,A,,4; 
u. ſ. w. ihrer Richtung fie aud angreift oder unmittelbar 
aufden Körper M wirft. 


5. 87 Ergreifen zwei, in derfelben Ebene wirfende Kräfte ?, und 2, 
Fig. 105, einen Körper in verjchiedenen Punkten A, und Az, fo ift deren 
Fig. 105. Wirkung auf den Körper diefelbe, ale 
“ wenn jie den Punkt C zum gemein 
ſchaftlichen Angriffspunfte hätten, in 
welchem fich die Richtungen beider ſchnei⸗ 
den; denn es läßt fich nad) dem oben 
ausgeſprochenen Sage jeder biefer An: 
griffspunkte nad) C verlegen, ohne eine 
Aenderung in den Wirkungen daburd) 
bervorzubringen. Macht man deshalb 


cQ = AP ı = Pı md 

ca — AP ı = P, 
und vollendet jegt das Parallelogramm 
CQı QR:, fo giebt uns deilen Diago- 
nale die Mittelfraft CQ — P von CQ, und C’Q, und alfo auch von den 
Kräften P, und P,, deren Angriffspunkt übrigens auch jeder andere Punkt 
A in ber Richtung diefer Diagonale fein Tann. 

Setzt man der fo gefundenen Mittelfraft AP — P eine gleich große, in 
irgend einem Punkte B der Diagonalrihtung CQ angreifende Gegenkraft 








. BP= — P entgegen, fo wird dadurch den gegebenen Kräften P, und P, 
das Gleichgewicht gehalten, und es find folglih P,,P, und — P drei Kräfte 
im Gleichgewichte. 


8.85 Statische Momente. Fällt mar von irgend einen ‘Punkte O, Fig. 
106, in der Kräfteebene Berpendifel OL,, OL, und OL gegen die Ridy- 
tungen der Seitenfräfte P, und P, und ihrer Mittelfraft P, fo hat man’ 
dem $. 82 zufolge: 

P.OL—P, .OL + P,. OL, 
und es Täßt ſich demnach aus den Perpendifeln oder Abftänden OL, und 
OL, der Seitenfräfte dev Abftand OT, der Mittelfraft finden, indem man 
jest: — — 

_P:-0L + P.Ol 


OL B 
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Während man die Richtung und Größe der Mittelfraft durch Anwendung 
des Kräfteparallelogramms findet, ergiebt fich der Ort L ihres Angriffe. 
punktes mit Hülfe der fetten Formel durch Beftimmung des Abftandes 0 I 

Schließen die gehörig verlängerten Kraftrichtungen den Winkel P, CP, = 
zwiſchen ſich ein, fo hat man die Größe der Mittelkraft: 

1) P=VP?+P!2+2Pı,P,cos.o. 

Bildet. ferner die Mittelfraft den 
Winkel PCP, — u, mit der Richtung 
der Seitenfraft P,, fo ift: 

P, sin. « 
—. 

Stehen endlich die Richtungen (7, 
ud CP, der gegebenen Kräfte um 
OL, =«a und O7T,„—=u, von einem 
willfürlichen Punkte O ab, fo ift der 
Abftand OL = a der Richtung "P 
der Mittelfraft von eben dieſen Punkte 


_ PM + Pau; 
3) a— P 


" Mit Hilfe dieſes legten Abftandes « 
ergiebt fih aber der Ort der Mitteltraft ohne Rüdfichtnahme auf den 
Hülfspunkt C, wenn man mit a’aus 0 einen Kreis conftruirt und an biefen 
eine Tangente LP legt, deren Richtung durch den Winkel «, beftimmt ift. 


Fig 106. 


2) sin. — 





Beifpiel. Es wirken auf einen Körper die Kräfte P, — 20 Pfund un 
P,=34 Pfund, deren Richtungen unter einem Winkel PR ÜUP, =a— 70 Grad 
wiammenftoßen und von einem gewiflen Bunfte O um OL, —a, =4 Ruß un 
OL, =a,—=1 Fuß abitchen, weldyes iſt die Größe, die Richtung und der Ort 
der Mittelfraft? Die Größe der Mittelfraft if: 


P— V 2024342 42.20.34 c08.70° — V 400 + 1156 4- 1360. 0,34202 
— V 2021,15 — 44,96 Pfund; 
für ihre Richtung ift ferner: 
an Log. sin. «, = 0,85163 — 1, 
uber @, — 45017’ der Winfel, um welchen dieſe Mittelfraft von ver Richtung 
der Kraft P, \abweidt. Der Ort ober die Angriffslinie dieſer Mittelfraft if 
endlich beitimmt dur ihren Abſtand OL von 0, welcher üt: 


.2.4+31.1_ 14 _,, 
= To "un 2,536 Kuß. 


sin. d — 


Man nennt die Normalabftände On —=a,, OL, = us u. |. w. der Rraft- 
richtungen von einen voillfürlichen Punkte O, Fig. 107 (a. f. S.), die Hebel- 
arme der Kräfte (franz. bras du levier; engl. arms of lever), weil ſie 

Weisbach's Lehrbuh der Mechanik. 1. 11 


8. 80 





8. 90 
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bei der in der folge abzuhandelnden Theorie des Hebels ein wejentliches 
Element ausmachen. Das Product Pa aus Kraft und Hebelarm hat den 
Fig. 107. Namen ftatifches oder Kraftmoment (franz. 
moment des forces; engl. momentum of the 
forces) erhalten. Nun ift aber Pa = Pı a, 
+ P,a;; folglid) das ftatifhe Moment der 
Mittellraft glei) der Summe ber flati- 
hen Momente der beiden Seitenfräfte. 
Bei der Addition der Momente ift noch auf 
Plus und Minus Rüdficht zu nehmen. Wirken 
die Rräfte P, und D,, wie in Fig. 107, nad) gleicher Richtung um ben 
Punkt O herum, ftimmen z. B. die Kraftrichtungen mit den Bewegungs⸗ 
richtungen der Zeiger einer Uhr überein, fo nennt man diefe Kräfte, und 
deshalb auch ihre Momente, gleichbezeichnete; wird aljo die eine pofitio an- 
genommen, fo muß die andere ebenfalls pofitio gejeßt werden. Wirken Bin- 
gegen, wie in Fig. 108, die Kräfte in entgegengefegten Richtungen um den 
Fig. 108. Fig. 109. 





L, 


P, 





Punkt O herum, fo nennt man diejelben, ſowie ihre ftatifchen Momente, ent⸗ 
gegengefetste, und es ift nun die eine negativ zu fegen, wenn man bie andere 
pofitiv annimmt. Bei der in Fig. 109 repräfentirten Zufammenfegung hat 
man 3. B. Pa=P,aı — Pıa,, weil P, der Kraft Pi entgegengefeßt, 
alfo ihr Moment P; as negativ ift, während bei der Zuſammenſetung ü in 
Gig. 106, Pa—=P,a, + Pa, ausfällt. 


Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. Ergreifen drei 
Kräfte Pi, Pr, P;, Big. 110, einen Körper in verjchiedenen Punkten A,, 
As, A; einer Ebene, fo vereinige man nad) ber legten Regel erft zwei 
(P,, P,) diefer Kräfte zu einer Mittelfraft CQ — Q, und dieſe nachher, 
nach berfelben Regel, mit der dritten Kraft (P,), indem man aus DR, —= CQ 
und DR, = A; P; da8 Parallelogramm DR, RR, conſtruirt. Die Dia 
gonale DR ift num die gefucdhte Mittelfraft P zu Pı, P, mb P,. Es 
ift hiernach auch Leicht einzufehen, wie beim Hinzufommen einer vierten Kraft 
P, die Müttelfraft gefunden werden kann, u. f. w. 
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Bei diefer Zufammenfegung der Kräfte wird die Größe und Richtung der 
Mittelfraft genau fo gefunden, als wenn die Kräfte in einem einzigen 
Fig. 110. Puntte angriffen (ſ. $. 80), es 
find daher die in $. 80 angegebe- 
nen Rechnungsregeln anzumen- 
den, um biefe beiden erften Ele⸗ 
mente der Mittelkraft zu beftinmen; 
um aber das britte Element, näm⸗ 
(id) den Ort der Mittelfraft oder 
ihre Angriffslinie zu finden, hat 
man von der Gleichung zwiſchen 
ben ftatifchen Momenten Gebrauch 
zu mahen Sind auch bier 
OL, =a,, OL,=a,,OL,—=a; 
und OL==a bie Hebelarme der 
drei Seitenfräfte P,, Ps, P, und 
Ihrer Mittelfraft P in Hinficht auf einen willkürlichen Punkt O und ift Q 
die Mittelfraft aus Pꝛ und P, fowie OK der Hebelarm derfelben, fo 
bat man: 
Pa= 0.0K+ P;a; und Q. OK—Pa +P, Q,. 
Berbinden wir aber diefe beiden Gleichungen mit einander, fo erhalten wir: 
Pa=P,4 +P,a + P;a,;, 
md ebenfo ftellt fich für mehrere Kräfte heraus: 
Pa=Pa+Pa, + Pa, +, 
d. h. es ift allemal das (ftatifhe) Moment ber Mittelfraft gleich 


der algebraifhen Summe aus ben (ftatifhen) Momenten ber 
Seitenfräfte. 





Sind nun Pi, P,, P; u ſ. w, Fig. 111 (a. f. S.), die einzelnen Kräfte 
eines Kräfteſyſtemes, find ferner &, &, @, u. ſ. w. die Winkel P. Di X, 
PD,X, P,D,X u. f. w., unter weldyen eine beliebig angenommene Are 
XX von ben Kraftrichtungen gefchnitten wird, und bezeichnen endlich 
9%, Aa, Az u. f. w. die Hebelarme OL,, OL, OL; u. |. w. dieſer Kräfte 
hinſichtlich des Durchſchnittspunktes O zwifchen beiden Aren X X und YY, 
jo hat man nad; den 88. 80 und 90: 

1) die Seitenfraft parallel zur Are XX: 

0=P,co.c + Pcos.u +», 
2) die Seitenfraft parallel zur Are YY: 
R=P, sn. + Psin.. + ---, 
11° 


8. 91 
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3) die Mittelfraft des ganzen Syſtemes: 
=Va+R, 

4) den Winfel «, unter welchem die Mittelkraft die Are ſchneidet, durd) 

tang. & — a 

5 

5) den Hebelarm der Mittelkraft, oder den Halbmeſſer des Kreiſes, 
welchen die Richtung der Mittelkraft tangirt: 


Ber Pa+P%+ — 
P 


Fig. 111. 





Bezeichnen d, di, da u. ſ. w. die Abjchnitte OD, OD,, OD, u. |. w. von 
der Are XX, fo iſt: 
a—bsin.c, a — bdi sin.aı, Aa —by sin.ag u. |. w., 
und daher — 


2 rip Geber ER DEE Ne Bessiirishee Te, RB er 9 ER Weit. Bas AH FREIEN: 


Erſetzt man die Mittelkraft (7) durch eine ihr gleiche Gegenfraft (— P). 
jo halten fi) die Kräfte P,, P,, P.... (— P) da8 Gleichgewicht. 

Bezeihnen noch 21,02... fowie Yı,%2... die Koordinaten der Angriffs⸗ 
vunkte A,, Ag... der gegebenen Kräfte P, Py..., To find die Momente 


der Componenten der letzteren: A, 71, Ra%a ... fowie Q, Yyı, QaY, ..., und 
es ift das Moment dev Mittelfraft: 
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Pa=- (Rn +R% +: )—(Qyı ++). 
daher der Hebelarm berfelben: 


— (Rı æi + Rız, +.)— (Qı Yı + QeyY: +) 
V(R+R+-)7+Q+9+-) 


Beifpiel. Die Kräfte PR, — 10 Pfund, P, = 30 Pfund, P, = 70 Pfund, 
Fig. 112 durchſchneiden die Are XX unter ten Winkeln «, = 60%, 
0 = — 800%, ag = 142°, und es find die Entfernungen zwifchen ven Durch⸗ 
Ihnittepunften D,, De, D; der Kraftrihtungen mit der Are, D, D; = 4 Buß 
ud D,D, = 5 Fuß. Man fudht die fämmtlichen Berimmungsftüde der 
Nittelfraft. Die Summe der Seitenfräfte parallel zur Are XX if: 

Q = 40 cos. 60° + 30 cos. (— 80°) + 70 cos. 1429 
— 40 cos. 60% + 80 cos. 800 — 70 cos, 38° 
=20 + 5,209 — 55,161 = — 29,952 Pfund. 

Die Summe ver Seitenfräfte parallel zur Are YY: 

R= 40 sin 60° +30 sin. (— 80%) +70sin. 1420 
— 40 8in.600 — 30 sin. 800-4 70 sin. 38° 
— 34,641 — 29,544 + 43,096 = 48,193. 


dig. 112. 


V 





er folgt die geſuchte Mittelkraft: 
VG - V 2,9522} 48,193? — V 3210,68 —= 56,742 Pfund. 
de Winkel ««, unter welchem fie die Are fehneivet, ift ferner beftimmt durch: 
tang. « = = — — 1,6090, es ergiebt fidh daher: 
«= 1900 — 5808 — 121952‘. 
Berlegt man den Arpunkt O nah D;, fo Hat man den SHebeların ver 
Mittelkraft: 


7 P, sin. a, .d, + Pasıin.ag.b5 + .. . Ribi +Rb+ 
OL—a— bein m L α 


_34,61.4+9)— 954.540 _ 164,049 


162,049 _ 2591 Auf, 
56,722 = a0 7° Auf 
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und dagegen den Abichnitt: 


0D=-tb — 164,049 


15 > 3,404 Fuß. 

Parallelkräfte. Sind die Kräfte P,, Pr, Ps u. ſ. w., Fig. 113, 
eines feften Syftemes unter ſich parallel, fo fallen die Hebelarme OL,, 
OL, OLs u. f. w. über einander; zieht man nun durd den Anfangspunft 
O eine willfürliche Linie XX, fo fchneiden Hiervon die Kraftrichtungen bie 
Stüde OD, OD,, OD, u. |. w. ab, welche den Hebelarmen OL,, OL, 
OL; u. ſ. w. proportional fd, weil \ OD L) =» AO0ODL 
@ /\ OD,L; u.f.w. if. Bezeichnet man den Winkel DR, OL, —=D,OL, 
u, ſ. w. durch &, die Hebelarme OL,, OL, u. f. w. durd) a,, as u. f. w., 
die Abſchnitte O.D,, O D, u. |. w. durch di, b, u. f. w., fo hat man: 

a, —=b, c08.0, a ==b; cos. u. |. w. 


Setzt man endlich diefe Werthe in die Formel: 
Pa=Paa+Pa+---, 
fo erhält man: 
Pb .cos.« = P,ıb, cos.0 + Pb, cos. + ---, 
oder, wenn man ben gemeinfchaftlichen Factor cos. « wegläßt: 
P=Pbh+PDb-+-- | 
Gig. 118. Es ift alfo bei jedem Sy 
fteme paralleler Kräfte geftat- 
tet, die Hebelarme durch bie 
von irgend einer Linie XX 
abgejchnittenen fchiefen Ent- 
fernungen, we OD,, OD, 
u. ſ. w., zu erfegen. Da bie 
Größe und Richtung der Mit 
telfraft eines Kräfteſyſtemes 
mit verfchiedenen Angriffe 
punften diejelbe ift, wie bie 
eines Syſtemes von Kräften, welche in einem Punkte angreifen, fo hat die 
Mitteltraft des Syftemes paralleler Kräfte mit den einzelnen 
Kräften gleihe Richtung und ift gleich der algebraifhen Summe 
derfelben; es ift alfo: 
)P=P +BR+BH+::: und 
Pa +Pa+:-- 
D)a— D+rDBtr..”® oder auch: 
„_Ab+Pb+-- 
BP ++: 
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BeifpielL Gs ſeien die Kräfte PR = 12 Pfund, P, — — 82 Pfund, 
P,=25 Pfund, und ihre Richtungen mögen eine gerade Linie in den Punkten 
D,, D, und D,, Fig. 113 (a. v. ©.), ſchneiden, deren Abflände von einander 
felgende find: D,D, = 21 Soll, D,D,;, = 8 Zoll. Man fol die Mittel 
fraft angeben. Die Größe diefer Kraft ift: 

‚ P=-12 — 32 +23 — 5 Pfun, 

und bie Gntfernung D,D ihres Angriffepunftes D in der Are X X, vom Punkte D, 
aus gemefien: 

_ 12.02.21 +35.214+30) _0— 67241270 _ 120,6 Zoll 

Kräftepaare. mei gleid) große, zwar parallel, aber entgegengejeßt ge- 
richtete Kräfte P, und D,, Fig. 114, haben die Mittelfroft: 

P=P, + (— P)=P: — Pı = Null, 

mit dem Hebelarme 


4 — Aa FA _ © (unendlich groß). 


Fig. 114. ig. 115. 
P, 





-RB 





Zur Herftellung des Gfleichgewichtes mit einem folchen Kräftepaare ift 
dieſemnach eine einzige endliche und in endlicher Entfernung wirkende Kraft 
P nicht hinreichend, wohl aber können zwei folcher Kräftepaare einander das 
Gleichgewicht Halten. Sind PL und — Pı fowie — P, und P,, Big. 115, 
wei folde Paare, und OL) = a, 0 =0L — LM — ai — bi, 
ferner OL, =, md OM = OL, — I), M — a; — b, bie Hebelarme 
berfelben, von einem gewiflen Punkte O aus genommen, fo hat man fir das 
Gleichgewicht: 

Pa — Pı (a — bi) — Pı@ + P,(& — b)=0, d. i.: 
pP, b, = P, b,. 

Zwei ſolche Kräftepaare find alfo im Gleichgewichte, wenn 
das Product aus einer Kraft und ihrem Abſtande von der Ge— 
genfraft bei einem Paare fo groß ift wie bei dem anderen. 

Ein Paar von gleichen Gegenkräften nennt man ſchlechtweg ein Kräfte: 
paar (franz. und engl. couple), und das Product aus einer Kraft defjelben 
und dem Normalabftande von der anderen Kraft heißt dag Moment des 


8. 93 
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Kräftepaares. Nach dem Vorigen find zwei nad) entgegengeſetzten Rich— 
tungen wirkende Kräftepaare im Gleichgewichte, wenn ſie gleiche Momente beſitzen. 
Die Richtigkeit dieſes Satzes läßt fi auch direct auf folgende Weiſe dar- 
thun. Verlegen wir die Angriffspunfte der Kräfte P,, P, und — P, — 2, 
der Kräftepaare (P,— Pı) ul (P,,— P;), Fig. 116, nad) den Durd)- 
Fig. 116. ſchnitten A und B ihrer 
Angriffelinien, und vereint: 
gen wir fowohl P, nıit P,, 
a8 au — P, wit — P, 
durch ein Kräfteparallelo- 
gramm zu den Mittelfräf- 
ten Rund —R. allen 
nun die Richtungen diefer 
Mittelfräfte in die Fort: 
fegungen der Linie AB, fo 
find diefe Kräfte und folg- 
id) auch die ihnen ent- 
Iprechenden Sträftepaare (Pi, — Pı), (P,— Ps), mit einander im Gleich 
getichte. Damit dies eintrete, muß das durch AB und durch die Richtun- 
gen der Kräfte — P, und Pz gebildete ‘Dreied! ABC ähnlich fein den 
Dreieden RAP, und BRP\,, und daher der Proportion: 
CB 


Pı Chlei —. CR 
Tan oder der Gleichung: P.CA=P,.CB 


Senlige gefchehen. 

Nun find aber die Berpendifel AZ, —=b, und BL, =b, zwiſchen den 
Richtungen der Kräftepaare den Hypotenuſen CA und CB ber einander 
ähnlichen vechtwinkligen Dreiede ACL, und BCL, proportional, folglid; 


ift aud) 

Pb, =P;b 
zu ſetzen. Es find alfo Momente der beiden im Gleichgewichte befindlichen 
Kräftepaare einander gleid). 

Segen wir in der Yormel ($. 91) für den Hebelarnı « der Mittelkraft: 

Pa+P@a+:-- 

P 
P=0, während die Summe der ftatifchen Momente einen endlichen Werth 
hat, fo befonmen wir ebenfalls a — ©, ein Beweis, daß in diefem Falle 
gleichfalls keine Mittelkraft, fondern nur ein Kräftepaar möglich) ift. 

Damit fi die Kräfte eines Kräftefgftens das Gleichgewicht halten, ift 
alfo nicht bloß nöthig, dag die Mittelvaft P — Vo: + .R2, ober jeder 
der Komponenten Q und Z, fondern aud) ihr Moment 

Pa=P, + Pıau + .- — Null fe. 





a — 
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Beifpiel. Beſteht ein Kräftepaar aus den Kräften >, — 25 Pfund une 
-P, = —25 Pfund, ein anderes aber aus den Kräften — P,—= — 18 Pfund 
und P. — 18 Pfund, und iſt der Normalabſtand d, des erfteren Paares — 3 Zuß, 
je muß für den Gleichgewichtszuftand, ver Normalabitand oder Hebelarm des zweiten 


u, = _ x — 4, Fuß betragen. 


Zusammensetzung und Zerlegung der Kräftepaare Die 
Zufammenfegung und Zerlegung der in einer und derfelben Ebene wir- 
tenden Kräftepaare wird durch eine einfache algebraifche Addition bewirkt, 
amd ift daher viel einfacher als die Zuſammenſetzung und Zerlegung einzel- 
ner Kräfte. Da fic zwei entgegengefegte KRräftepaare einander das Gleich— 
gewicht halten, wenn fie einerlet Momente haben, fo find auch die Wirkun- 
gen zweier gleichgerichteten Kräftepaare einander gleich, wenn das Moment 
des einen Kräftepaares gleich ift dem Moment des anderen. Sind daher 
zwei Kräftepaare (P,, — Pı) und (P,, — P,), ig. 117, mit einander 

zu vereinigen, jo kann man das eine (P,, — P;) 
Big. 117. durch ein anderes erfegen, welches mit dem er- 
fteren Baar (P,,— Pı) den Hebelarm AB=b, 
gemeinjchaftlich hat, und dann die Kräfte deffel- 
ben zu denen des anderen addiren, jo daß man 
ein einziges Kräftepaar erhält. Iſt d, der 
B Hebelarm OD des anderen Sräftepaares und 
ft (Q, — 9Q) das rebucirte Kräftepaar, fo 

a Hat man Qb, = Pab,, folglid) 
pr Q= ag daher einen Componenten dee 

1 

zufanmengefegten Kräftepaares : 

P+Q=B + 
und das gefuchte Moment des refultirenden Kräftepaares: 
(Pı + 0) bi — Pibi + Paba. 

Auf gleiche Weiſe findet man das aus drei Kräftepaaren reſultirende 
Kräftepaar. Sind Pybi, Pab, und P,b, die Momente dieſer Kräftepaare, 
ſo kann man: 











Pb = Jb, und P; b, = Rb, oder: 
_ Pıb _ Pb 
= — und R = — 
ſetzen, ſo daß nun das Moment des reſultirenden Kräftepaares 
(PP +Q9+R)b=Pb +P,b,+ P;b; 








ſich ergiebt. 
Bei diefer Vereinigung von Kräftepaaren zu einem einzigen Kräftepaare 
ift natürlich auch auf die Vorzeichen Küdficht zu nehmen, da die Momente 


8.94 
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derjenigen Kräftepaare, welche nach der einen Umdrehungsrichtung wirken, 
das pofitive, und die Momente derjenigen Kräftepaare, welche den Körper 
nach der entgegengefegten Richtung umzudrehen fuchen, das negative Zeichen 
erhalten müſſen. Ueber die Umdrehungsrichtung eines Kräftepaares Tann 
man ſich fogleich Rechenfchaft ablegen, wenn man zwiſchen den Angriffe: 
linien des Paares einen Drehungspunft willfürlic; annimmt. Haben dann 
die Kräfte des Paares die Richtung, in welcher ſich die Zeiger einer Uhr 
umdrehen, fo, fann man das Kräftepaar, und aljo aud) fein Moment, ein 
pofitive8 nenyen, und wirken die Kräfte eines" Paares der Umbdrehungs: 
bewegung ber Uhrzeiger entgegengefegt, d. i. von rechts nad) links, fo er: 
hält dann diefes Kräftepaar, und aljozauc, fein Moment, das negative Zeichen. 


Die vorftehende Regel über die Zufammenfegung der Kräftepaare ift 
Fig. 118. dann noc, anwendbar, wenn die Kräfte: 
paare in parallelen Ebenen wirken. 
Wenp die parallelen Sräftepaare (P,, 
— Pı) und (P,,— P;), ig. 118, in 
parallelen Ebenen MM und NN mit 
gleichen Momenten P, db, und Pb, 
einander entgegenwirken, jo halten fie 
einander ebenfalls das Gleichgewicht; 
denn es rejultiren aus denfelben zwei 
Mittelfräfte 2, + Ps, und—(P, + PB), 
welche einander vollftändig aufheben, da 
fie in demfelben Punkte Z angreifen, der 
beftimmt ift durch die Gleichungen: 
EA.Pı —EC.P,EB.P, —=ED.P,, und 
Pıb=P;b,b.i. AB.Pı = CD. P,, wonad) 
EA:EB:AB=EC:ED:CD 
folgt, und daher diefer Punkt mit dem Durchichnitte der Transverfalen A C 
und BD zufammenfällt. 

Da dem Kräftepaare (Ps, — Ps) jedes andere Kräftepaar das Gleich— 
gewicht hält, welches mit bemfelben in einerlei Ebene wirkt, und das ent- 
gegengefegte Moment Hat, fo folgt aud), daß jedes Kräftepaar durch ein ans 
deres erfetst werden kann, welches mit demfelben einerlei Moment hat, und 
in einer Ebene wirft, welche der Ebene des erften parallel läuft. 

Wenn daher auf einen Körper mehrere Kräftepaare wirken, deren Wirkungs⸗ 
ebenen parallel find, fo laſſen ſich diefelben durch ein einziges Kräftepaar 
erfegen,, deflen Moment die algebraifche Summe von den Momenten dieſer 
Paare ift, und defien Übrigens willfürliche Wirkungsebene mit den Ebenen 
des gegebenen Syſtems parallel läuft. 
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Birken zwei Kräftepaare (P,, — P,) und (D,, — P,) in zwei Ebenen 8. 95 
EME, und FNF‘,, ig. 119, welche fich unter einem gewiſſen Winkel 
EAF = E BE ı = % 
im der geraden Linie AB fchneiden, fo laflen ſich diefelben, nachdem man fie 
auf einen und denfelben Hebelarm AB 
Big. 119. reducirt hat, durch das Kräfteparalle 
logramm zu einem Kräftepaare ver⸗ 
einigen. Durch dieſes erhält man 
aus P, und P, die Mitteltraft Z, 
jowie aus — P, und — P, die Mit- 
telfraft — R. Beide Mittelträfte find 
gleich groß und einander entgegenges 
ſetzt gerichtet, und bilden folglich wieder 
ein Kräftepaar (R, — R), deſſen 
Ebene durch die Richtungen von R 
und — R beftimmt ift. 
Durch Rechnung beftimmt ſich nad) 
$. 77 die Mittelfraft R mittelft ber 





Formeln: 
R=VP?-+P?ı2P P,cos.a und 
sin B — P. sin. & 

2 — R ? 


wo ß den Winfel EAR —= E)BR bezeichnet, welchen die Richtung der 
Mittelfraft MR mit der der Seitenfraft P, einfchliegt. 
IR mm der Hebelarm AB==c, und fegt man das Moment Pıc— Pa 
b 


md das Moment Pac = Yb, ober P, — — und P, — 2, fo erhält 


BICHOERZe 


alſo das Moment des aus den Kräftepaaren (P,— P) und (9, — Q) reſul⸗ 
firenden Kräftepaares: 


Re =YV (Pa)? + (Qb)? + 2 Pa.Qb.cos. «, 
und ebenfo fir den Winkel 4, um melden bie Ebene deffelben von der des 
erſten Kräftepaares (P, — .P) abweicht: 
sin. B — sin a. 
Es laſſen ſich alfo die in verſchiedenen Ebenen wirkenden Kräftepaare ger 
nan jo zufammenfegen umd zerlegen, wie die in einem Bunfte angreifenden 
einfachen Kräfte, wenn man ftatt der leßteren die Momente ber erfteren, und 


man: 
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ftatt der Winkel, unter welchen fich die Richtungen der erfteren fchneiden, die 
Winkel einfegt, um melchen die Ebenen der leßteren von einander abweichen. 
Diefe Zurückführung der Theorie der Kräftepaare auf die Lehre von der 
Zufammenfegung und Zerlegung einfacher Kräfte Täßt fi) noch durch Ein- 
führen von Umdrehungsaren ftatt der Imdrehungsebenen der Paare beſonders 
vereinfachen. Unter der Umdrehungsare oder Are eines Kräftepaaree 
verfteht man jedes Berpendifel auf der Ebene deffelben. Da ſich jedes Kräfte 
paar in feiner Ebene beliebig verrüden läßt, ohne feine Wirkung auf den 
Körpern zu verändern, fo kann man aud) die Are des Paares durd) jeden 
beliebigen Punkt legen. 
In Folge der Rechtwinklichkeit zwifchen der Ebene und der Are eines 
Fig. 120. Kräftepaares fchliegen die Axen AX, 
AYund AZ, Fig. 120, der Kräfte: 
paare eined Körperd genau denjelben 
Winkel zwischen fich ein, wie die Ebene 
AEK, AFK und AGK derſelben. 
ft das eine Kräftepaar die Kefultante 
aus den beiden anderen, jo bildet, dem 
Borftehenden zufolge, deſſen Moment 
Re die Diagonale des aus den Mo— 
menten Pa und Qb conftruirten Pa- 
rallelogramms, trägt man daher die 
Momente Pa und Qb auf die Aren 
AXund AY auf und vollendet man das dadurch angefangene Parallelogranım, 
fo erhält man in der Diagonale deſſelben nicht allein Die Arc AZ des refultivenden 
Rräftepaares, fondern auch deffen Moment Rc. Hiernach find alfo die Kräfte: 
paare genau fo zuſammen zu fegen und zu zerlegen, wie die 
einzelnen in einem Punkte angreifenden Kräfte, vorausgeſetzt, daß 
man die Aren dieſer Paare mit den Richtungen, und die Momente derſelben 
mit den Größen der einfachen Kräfte vertauſcht. Alle in 8.76, $.77 uf. w. 
abgehandelten Lehren Über die Zuſammenſetzung und Zerlegung der Kräfte 
finden daher aud) in diefem Sinne ihre Anwendung bei der Zufammenfegung 
und Zerlegung der Kräftepaare. 





$. 96 Mittelpunkt paralleler Kräfte. Yiegen bie Parallelkräfte in ver: 
ſchiedenen Ebenen, fo ift deren Vereinigung auf folgende Weiſe auszuführen. 
Berlängert man die Gerade A, Az, Fig. 121, welche die Angriffepuntte zweier 
Parallelkräfte ?, und P, verbindet, biß zur Ebene X Y zwifchen den recht⸗ 
winflig gegen einander ftehenden Aren MX und MY, und nimmt man den 
Durchſchnittspunkt K als den Anfangspuntt an, fo erhält man für den An- 
griffspunkt A der Mittelfraft Pı + Ps diefer Kräfte: 
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(P + P).KA= P.KAı + P.KA,. 
Da nun B, B, und By die Projectionen der Angriffspunfte A, A, und 
A, in der Ebene X Y find, fo hat man: 
AB:A,B,:AsBı = KA:KA,:KA,, 
umd daher auch: — 
A 4 P,). AB — pP, .AıBı + P,. A, Ba. 
Bezeichnen wir die Normalabftände Ar B;, Ag Ba, As Bs u. f. w. der 
dig. 121. Angrifföpunfte von der Grundebene 
X durch 2, %, 2% u. ſ. w., und 
den Normalabftand des Angriffspunf- 
te8 A von eben diefer Ebene durch 2, fo 
haben wir hiernad) für zwei Kräfte: 
(PL + P)e=Pıa + Po; 
erner für drei Kräfte, da PR + P 
als eine Kraft mit dem Momente 
P,zı + Paez angejehen werden kann: 
(P + PR + PB): 
—=Pa+ Pa&g + Pe u. !. w. 
Es ift alſo allgemein: 
(A+PR+P +.-)ze= Pa + Ps + Ps..., 
folglich: 





1) = Pa & Paꝛæʒ +, 
P+PR+t-- 

Bezeichnen wir ebenfo bie Abftände A C und A.D des Angriffspunftes A 
der Mittelkraft von den Ebenen XZ und YZ durch y und x, ſowie die Ab- 
fände der Angriffspunfte A,, Ay... von eben diefen Ebenen durch yı, Yı -.. 
md 2, 72..., jo erhalten wir: 


P P ... 
hy r 





P+P+t und 
_PatPpP»® +: 
3) + — 


Die Abſtände, x, y, e, von drei Grundebenen, wie z. B. von dem Fuß- 
boden und zwei Seitenwänden eines Zimmers, beftimmen aber ben Punkt 
(A) vollftändig, denn er ift der achte Eckpunkt des aus x, y und 2 zu con- 
fruirenden Barallefepipedes; es giebt folglich nur einen einzigen Angriffspunft 
der Mittelfraft eines ſolchen Kräfteſyſtems. 

Da die drei Formeln für x, y und & die Winkel, welche die Kräfte mit 
den Örundebenen einfchließen, gar nicht enthalten, jo ift der Angriffspuntt 
von diefen, und aljo auch von den Sraftrichtungen, gar nicht abhängig, es 
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läßt ſich demnach auch das ganze Syftem um diefen Punkt drehen, ohne daß 
er aufhört, Angriffspunft zu fein, wenn nur bei diefer Drehung ber Baral- 
lelismus unter den Kräften bleibt. 

Dean nennt bei einem Syfteme paralleler Kräfte das Product aus einer 
Kraft und dem Abftande ihres Angriffspunftes von einer Ebene oder Linie 
das Moment diefer Kraft hinfichtlich diefer Ebene oder Linie, auch ift e8 ger 
wöhnlich, den Angriffspunft der Mittelfvaft felbft den Mittelpunft des 
ganzen Syftems (franz. centre des forces parallöles; engl. centre of pa- 
rallel forces) zu nennen. Man erhält alfo den Abftand des Mittelpunftes 
eines Syſtems paralleler Kräfte von irgend einer Ebene oder 
Tinte (letered, wenn die Kräfte in einer Ebene liegen), wenn man bie 
Summe der (ftatifhen) Momente durch die Sunme der Kräfte 
dividirt. 


Beifpiel. Sind die Kräfte | P. 


5b — 7110| 4 Pfund 
. 1 2 0| 9 FuR 
die Abftände oder Koordinaten ber | q 4 5 3 
Angriffspunfte verfelben . . . .)| Fr ” 
En 8 8 7110 „ 
P.&n 5| — 14 0 | 36 Fußpfd. 
fo bat man die Momente... .‘ Pya 10 -—383/|90|2 „ 
P. Eu 40 | — 21 | 701 0 —_ 


Nun ift aber die Kraftfumme = 19 — 7 —= 12 Pfund; es folgen daher die Ab 
fände des Mittelpunftes diefes Syſtems von ben drei Grundebenen: 


a TE - ME 92 = 208 Buß, 

10 50 12 — 28 44 11 
y„-PHRFR—% r == 5 = 366 uf, und 
0 70 440 — 1 19 8 _ 

‚= II = =T = 1078 Buß. 


Kräfte im Raume. Kommt ed darauf an, ein aus verjchieden ge- 
richteten Kräften beftehendes Syſtem zu vereinigen, fo lege man eine Ebene 
durch daffelbe, verlege ſämmtliche Angriffspunfte in diefe Ebene und zerlege 
jede Kraft in zwei Seitenkräfte, die eine wintelrecht auf diefe Ebene und bie 
zweite in bie Ebene felbft fallend. Sind 41, Ps... die Winfel, unter welchen 
die Ebene von den Kraftrichtungen gefchnitten wird, jo folgen die Normal- 
fräfte P sin. ßı, Pasin.ß,..., dagegen bie Kräfte in der Ebene P, cos. Pı, 
P; c08.ß; u. ſ. w. Die leßteren laſſen fid) nad) $.91 ımb die erfteren nad) 
dem legten Baragraphen (96) zu einer Mittelfraft vereinigen. Im der Regel 
werben ſich die Richtungen beider Mittelfräfte nirgends ſchneiden, und es 
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wird demnach auch eine Bereinigung diefer Kräfte nicht möglich fein; geht 
aber die Mittelfraft aus den parallelen Kräften durch einen Punkt X, 
dig. 122, in der Richtung A B der Mittelfraft P aus den in ber Ebene 
(der Papierebene) befindlichen Kräften, fo ift eine Zufammenfegung möglich. 
Segen wir die Abſtände OC= DK=u und O0D—= CK —=v für 
den Angriffspunkt K der erften Meittelfraft, dagegen den Hebelarm ON ber 
jweiten — a und den Winkel BA O, unter welchem diefelbe die Are X X 
ſchneidet, — e, fo ift die Bedingung flir die Möglichkeit ber Zufammenfegung: 
usin.a 4 vcos.a — a. 

Wird diefer Gleichung nicht Genüge geleiftet, geht z. B. die Mittelkraft 
aus den Normalkräften durch X,, fo ift die Zurüdführung des ganzen Kräfte: 
ſyſtems auf eine Mittelkraft gar nicht möglich, wohl aber läßt fich daflelbe 


Fig. 122. Fig. 123. 





anf eine Meittelfraft R, Fig. 123, und ein Sräftepaar (P, — P) zurüd» 
führen, wenn man bie Mittelkraft N der parallelen Seitenfräfte in die Kräfte 
— Pund R zerlegt, von denen die eine der Mittelfraft P von ben Kräften 
m der Ebene an Größe gleich, parallel und entgegengefegt gerichtet if. | 
Diefe Zurückführung eines beliebigen Kräfteſyſtemes auf eine einzige 
Kraft und auf ein Kräftepaar läßt ſich auch unmittelbar daburd) bewirken, 
daß man fich in eimem beliebigen Punkte des Körpers, auf welchen dieſes 
Syftem von Kräften wirft, noch ein Suftem von Kräftepaaren angreifend 
denkt, deren pofitive Componenten den gegebenen Kräften in Größe und Rich— 
tung vollfommen gleid) find. Diefe Kräftepaare ändern natürlich in dem 
Gleihgewichtözuftande bes Körpers nichts, da fie in demfelben Punkte an- 
greifen, ſich folglich felbft aufheben; dagegen laſſen ſich die pofitiven Compo— 
nenten derfelben nach den bekannten Regeln ($. 81) zu einer Miittelfraft ver- 
einigen, und es bilden die negativen Komponenten berjelben mit dein gegebe⸗ 
nen Kräften, Kräftepaare, die fi) nach $. 95 zu einem einzigen Kräftepaar 
zuſammenſetzen laſſen. Es bleibt alſo zulegt nur noch jene Mittelkraft und 
dieſes Kräftepaar übrig. 
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$. 98  Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. ®ird ein Syſtem 
von in einer Ebene wirkenden Kräften Pi, Ps, Ps, Big. 124, progreffio, 
d. 5. fo fortgerüdt, daß alle Angriffspunfte A,, As, As... gleiche Rarallel- 
wege Aı Bı, Aa Ba, As , durdjlaufen, fo ift (in dem Sinne des Paragra- 
phen 83) die Arbeit der Mittelkraft gleich der Summe aus den Arbeiten ber 


Fig. 124. 





Seitenfräfte, folglich im Zuftande des Gleichgewichts dieſelbe — Null. Sind 
die in die Kraftrichtungen fallenden Projectionen A, Zi, As, u. f. w. bei 
gemeinfchaftlichen Wege A, Bi — AB u. |. w. — si, 5 u. ſ. w, fo iſt 
alfo die mechanische Arbeit der Mittelfraft: 
Ps = Pisi + Ps +: -- 
Diefes Geſetz folgt aus einer der Formeln des $. 91. Nach) diefer ifi 
der mit einer Are X X parallel laufende Component Q der Mittelfraft gleich 


der Summe: 
+9 +9 + 
der gleichlaufenden Componenten der Seitenfräfte P,, Pz u. ſ. w.; nun folgt 
aber aus der Aehnlichfeit der Dreiede A) BZ, und A, PıQı die Broportion: 


und hieraus: 
Ps 


‚ ebenfo Q, —= = u. ſ. w, fowie auch Q — AB’ 


Pıs 
Qı = IB 
man fann daher ftatt 
= ++ - 
P=Ps +Ps + 
fegen. 
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Gleichgewicht bei einer Drehbewegung. Wirb das in einer 
Ebene wirfende Kräfteſyſtem P), P, u. ſ. w., Fig. 125, um einen Punkt O fehr 
wenig gedreht, fo gilt da8 in den Paragraphen 83 und 98 ausgeſprochene 
Geſetz des Princips der virtuellen 
Gefchwindigfeiten ebenfall®, wie 
fi) auf folgende Weife beweifen 
läßt. Nach $. 89 ift das Kraft 
moment P.O L— Pa ber Mittel⸗ 
kraft gleich der Summe von den Mo⸗ 
menten der Seitenfräfte, alfo: 

Pa= Pa, + Pa, +: 

Der einer Drehung um den 
Heinen Winfel AL OB = 30 

0 
1800 
iprediende Weg A, Bı ift auf dem Halbmeffer OA, winkelrecht, daher das 
Treied A, B, C,, welches entfteht, wenn man ein Yoth B, C, gegen die Kraft- 
richtung fällt, dem durch den Hebelarn OL, — a, beftimmten Dreiede 
0A, L, ähnlich und diefemnad): 

Ol, __ Ar, 
0A ABı 
Setzt man die virtuelle Gefchwindigfeit A, Ch — 6, und ben Bogen 


— — 


AB = 0A,.ß, ſo erhält man: 
— 04,.4 _ 6 en 
een ebenfo a, — 3 
Wenn man nun diefe Werthe für a,, a, u.f.w. in der obigen Gleichung 
einfegt, fo erhält man: 
Po P,0, P,03 
— — 2 1. ſ. w., 
Ele a 
oder, da 4 ein gemeinfchaftlicher Divifor ift, 
PoOo — Proy - Paꝛo, P 
genau wie in $. 83. 
Es iſt alfo auch für Fleine Drohungen die mehanifche Arbeit 


(P6) der Mittelfraft gleich der Summe aus den medhanifchen 
Arbeiten der Seitenfräfte. 


Fig. 125. 





oder Bogen BP — . nz ent 


a u. |. w. 





Das Princip der virtuellen Gefchtwindigkeiten gift fogar bei beliebig großen 
Trehungen, wenn man ftatt der virtuellen Gefchtwindigfeiten der Angriffs- 
punkte die Projectionen L, Di, L,D, u. ſ. w., Fig. 126 (a. f. ©.), der in 


Weisbab’e Yebrbub d. Viechanit. 1. 12 


8. 10 


178 Dritter Abfehnitt. Erſtes Gapitel. [$s. 101. 


den Lothpunkten 7, I» u. ſ. w. anfangenden Wege einführt ; denn multipli- 
eirt man die befannte Gleichung der ſtatiſchen Momente 
Fig. 126. 





Ppa=PatPa +: 
durch sin. ß, und feßt in der neuen Gleichung: 

Pa sin.ßB = Pıa,sin.ß + Pwmsin.ß + ---, 
ftatt a, sin. ß, az sin.B... die Wege 

0B,sn.L)0B =DB =LCG=5 

OB sn. L,0B =DBR =1LG = s u. |. w, 
jo folgt die Öleihung: Ps = Pısı + Ps +--- 

Ebenſo behält diefes Princip bei endlichen Trehungen feine Richtigfeit, 
wenn fich die SEraftrichtungen mit dem Syfteme gleidjzeitig umdrehen, oder 
wenn ſich der Angriffe oder Yothpunft Z unaufhörlich und fo verändert, 
daß die Hebelarme OL, = OB, u. |. w. unveränderlicd) bleiben; denn aus 

Pa = Pıu + Pauæa, 
folgt durch Multiplication mit 6: 

Pafß=Pwuß+t Paß + --,di. 

PpP=Psas+PRs+t 
wer 5, 5, u. f. w. die bogenförmigen Wege Zu Bi, Z2Bs u. f. w. der 
Loth⸗ oder Angriffspunfte Z,, Z, u. 1. w. bezeichnen. 


101  Zurückführung einer kleinen Verrückung auf eine Drehung. 
Jede in einer Ebene vor fid) gehende Kleine Bewegung oder Verrückung 
eines Körpers läßt fich als eine Fleine Drehung um einen bewegliden Mit- 
telpumnft anfchen, wie in Folgenden bewiejen werden fol. Seien zwei Punkte 
A und B, ig. 127, dieſes Körpers (diefer Fläche oder Yinie) bei einer 
Keinen Bewegung nad) A, und B, fortgerüidt, fei alfo auch A,Bı = AB. 
Errichten wir in diefen Punkten Perpendifel auf die durchlaufenen kleinen Wege 
4 A, und M Bi, fo ſchneiden ſich diefelben in einem Punkte C, alis dem man ſich 
dieſe als Kreisbogen anzufchenden Wege AA, und BB, beſchrieben deufen 
fann. Nun find aber wegen der Öleichheiten AB—= AB, AC= A 
und BC—= BC die Dreicde ABC und A, B, C einander congruent; & 
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ift Daher auch der Winfel B, CA, gleich dem Winkel B CA und der Drehungs- 
winfel A C A, gleic, dem Drehungswinfel BOB). Madytman AD, — AD, 
ſo befommt man wegen der Gleichheit der Winkel D, A, Ch und DAC und 

Sig. 197. wegen ber Gleichheit der Seiten C A, 
und CA, in CA,D, und CAD wieber 
zwei congruente Dreiecke, in welchen 
CD, =CD m /A CD, 
=[ .ACDif. Esift folglich auch 
LACA=[/_.DCD,, und es gebt 
daber bei ber einen Verrückung der 
Linie AB, aud) jeder beliebige Punkt 
Din ihr in einem Tleinen Kreisbogen 
DD, fort. Iſt endlih E ein außer- 
halb der Linie AB liegender und mit 
ihr feft verbundener Punkt, fo ift noch 
der Meine Weg EE, beflelben als ein Kreisbogen aus C anzujehen; 
denn macht man den Winfel E),AıBı = EAB und die Entfernung A,E, 
— AE, fo erhält man wieder zwei congruente Dreiede E)A,C und EAC 
mit den gleichen Seiten CE, und CE und den gleihen Winkeln A, CE, 
md ACE, und dafjelbe läßt ſich auch für jeden anderen mit AB feft ver- 
bundenen Punft beweiſen. Man fann folglich jede Meine Bervegung einer 
mit AB feft verbimbenen Fläche oder eines feiten Körpers als eine Meine 
Drehung um ein Centrum anfehen, das ſich ergiebt, wenn man den Durd;- 
ſchnittspunkt C beftimmt, in welchem fich die Berpendikel zu den Wegen A Aı 
und BB, zweier Punkte des Körpers fchneiden. 


sc 





Allgemeinheit des Principes der virtuellen Geschwindig- 
keiten. Nad) einem vorhergehenden Paragraphen (99) ift fir eine Meine 
Drehung des Kräftefyftems die mechanifche Arbeit der Miittelfraft gleich der alge- 
braiichen Summe aus den Arbeiten ihrer Komponenten, nad) dem legten Pa⸗ 
tagraphen (101) läßt ſich aber jede Heine Verritdung eines Körpers als eine 
fleine Drehung anfehen; es gilt daher das oben auögefprochene Gefeg von 
dem Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten auch fiir jede beliebig Feine 
Detvegung eines feften Körpers oder Kräfteſyſtems. 

‚tt alfo in einem Kräftefyftente Gleichgewicht vorhanden, d. h. die Mittelfraft 
ſelbſt gleich Null, fo muß auch nad) einer Meinen, übrigens beliebigen 
Bewegung die Summe der mehanifchen Arbeiten gleich Null fein. 
Bern umgelehrt, für eine feine Bewegung des Körpers bie Summe der mechani- 
ſchen Arbeiten gleich Null ift, jo ift deshalb noch nicht Gleichgewicht noth— 
wendig, es muß vielmehr bei allen möglichen fleinen Verrückungen diefe 
Summe glei) Null ausfallen, wenn Gleichgewicht vorhanden fein fol. Da 

12 * 
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die da8 Gefeg der virtuellen Geſchwindigkeiten ausdrlidende Formel nur eine 
Bedingung des Gleichgewichts erfüllt, fo fordert das Gleichgewicht, daß dieſem 
Geſetze wenigſtens bei ebenfoviel von einander unabhängigen Bewegungen ent- 
ſprochen wird, al8 folcher Bedingungen gemadjt werden können, z. B. für ei 
Kräftefyftem in der Ebene bei drei von einander unabhängigen Bewegungen. 


Zweites Gapitel. 
Die Lehre vom Schwerpunfte. 


. 1083 Schwerpunkt. Die Gewichte von den Theilen eines ſchweren Körpers 
bilden ein Eyftem von Barallelfräften, deſſen Mittelkraft das Gewicht des 
ganzen Körpers ift und defien Mittelpunkt nad) den drei Formeln des Pa- 
ragraphen 96 beftiinmt werden kann. Man nennt diefen Dkittelpunft der 
Cchwerfräfte eines Körpers oder einer Körperverbindung den Schwerpunft 
(franz. centre de gravite; engl. centre of gravity), auch wohl Mittel: 
punkt der Maffe des Körpers oder der Verbindung von Körpern. 
Dreht man einen Körper um feinen Schwerpunkt, jo hört diefer Punkt nicht 
auf, Mittelpunkt der Schwere zu fein, denn läßt man die drei Grundebenen, 
auf die man die Augriffspunkte der einzelnen Gewichte bezieht, mit dem 
Körper zugleich ſich umdrehen, fo ändert fic bei dieſer Drehung nur die 
Lage der Kraftrichtungen gegen diefe Ebenen, die Abftände der Angriffspunfte 
von ‚diefen Ebenen hingegen bleiben unverändert. Der Schwerpunft iſt hier: 
nach derjenige Punkt eines Körpers, in welchem das Gewicht deſſelben als 
vertical niederziehende Kraft wirkt, der alfo unterftügt oder feitgehalten werden 
muß, um den Körper in jeder Yage in Ruhe zu erhalten. 


‚104 Schwerlinie und Schwerebene. Jede den Schwerpunft enthal- 
tende gerade Linie heißt Schwerlinie, und jede durch den Schwerpunkt ge: 
hende Ebene Schwerebene. Der Schwerpunkt beftimmt ſich durch den 
Durchſchnitt zweier Schwerlinien, oder durd) den Durchſchnitt einer Schwer- 
(inte mit einer Schwerebene, oder durd) das Sichkreuzen dreier Schwerebenen. 

Ta ſich der Angriffspunkt einer Kraft in der Kraftrichtung beliebig ver: 
legen läßt, ohne die Wirkung der Kraft zu verändern, fo ift ein Körper in 
einer Lage im Gleichgewichte, wenn irgend ein Punkt in der durch den Schwer: 
punft gehenden Xerticallinie feitgehalten wird. 
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Hängt man einen Körper M, Fig. 128, an einem Faden CA auf, fo 
erhält man hiernach in der Verlängerung AB diejes Fadens eine Schwer: 
finie, und hängt man ihn noch 
auf eine zweite Weile auf, fo 
ſtößt man auf eine zweite Schwer» 
linie DE. Der Durchſchnitts⸗ 
punkt S beider Yinien ift nun der 
Schwerpunkt des ganzen Körpers. 

Hängt man den Körper an 
einer Are auf, oder bringt man 
ihn über einer fcharfen Kante 
(Schneide eines Meſſers) ins 
Gleichgewicht, fo erhält man in 
der Berticalebene durch die Are 
oder ſcharfe Kante eine Schwer- 
ebene u. f. w. 


Empiriſche Beftinnmungen des Schwerpunftes, wie fie eben angedeutet 
wurden, find felten anwendbar; meiften® hat man aber von den im Folgenden 
gegebenen geometrischen Kegeln Gebrauch zur machen, um den Schwerpunkt 
mit Sicherheit zu beftimmen. 

Dei manchen Körpern, 3. B. bei Ringen, fällt der Schwerpunkt außer- 
halb der Maſſe des Körpers. Soll ein ſolcher Körper in feinem Schwer- 
punkte feftgehalten werden, fo ift e8 nöthig, diefen durd) einen zweiten 
Körper fo mit dem erften zu verbinden, daß die Schwerpunkte beider Kör— 
per zuſammenfallen. 


Fig. 128. 





Schwerpunktsbestimmung. Sind x, 2%, 2; u. |. w. die Abftände $. 104 
der Theile eines ſchweren Körpers von der einen Grundebene, Yı, Ya, Ya »-- 
diefelben von der anderen, und 21, £2, 23 . . . die von der dritten, find end- 
lid, die Gewichte diefer Theile P,), P, P, u. |. w., fo hat man nad) $. 96 
die Abftände des Schwerpunktes dieſes Körpers von diefen drei Ebenen: 


Pızı + Paxa + Pa — — 
P+PR+PBHt:- 
— Prui + Pyı + Pya+t 
— 
_"PAa+PRa+ Ps +: — 
— — 


Bezeichnet man die Volumina der Körpertheile durch Vi, Vz, Vs u. |. w., 
und ihre Dichtigkeiten durch Yı, 92, Va u. |. w., fo läßt ſich aud) jegen: 


— 
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_ Na + hy + °-- 
z Yıyı + Vıy + --- u 
Iſt endlich der Körper homogen, haben alſo alle Theile deſſelben einerlei 
Dichtigkeit Y, fo ergiebt fid): 
Math +::)7 
OMRFRF+TTF 
oder, indem man den gemeinfchaftlichen Factor y oben und unten hebt: 


natnhnt:-: 


a a re 
)y)y— AH YYa+-- 


Ze A ee 
_ Na + %h2+ — 
a re 

Man kann alſo ftatt der Gewichte die Volumina der einzelnen Theile 
eined Körpers einjegen, und bringt dadurd, die Beftinmung des Schwer 
punktes in das Gebiet der reinen Geometrie. 

Wenn Körper nad einer oder nach zwei Raumbdinenfionen wenig aus 
gehehnt find, wie z. B. dünne Bleche, feine Drähte u. |. w., jo Tann man 
fie als Flächen oder Linien anfehen und nun mit Hilfe dev letzteren brei 
Formeln ihre Schwerpunfte ebenfalls beftimmen, wenn man ftatt der Do 
lumina V,, Vz, u. f. w., Flächeninhalte Fi, Fa u. f. w. ober Längen li, l, 
u. f. w. einführt. 


Bei regelmäßigen Räumen fällt der Schwerpunkt mit dem Mittel: 
punkte zufammen, 3. B. bei dem Witrfel, der Kugel, dem gleichjeitigen ‘Drei: 
ede, Kreife u. |. w. Symmetrifhe Räunte haben ihren Schwerpunft 
in der Ebene oder Are der Symmetrie. Die Ebene der Symmetrie 
ABCD theilt einen Körper ADFH, Sig. 129, in zwei nur durch rechts 

Fig. 129. und links verſchiedene ‚Hälften, es finden 

daher auf beiden Seiten diefer Ebene 

2, gleiche Verhältniſſe ftatt; es find alſo 

#, auch die Momente auf der einen Seite 

fo groß, wie auf der anderen, und es 

fällt folglich der Schwerpunkt in biele 
Ebene jebft. 

Weil ebenfo die Are EF der Sym: 
metrie eine ebene Fläche ABFCD, 
dig. 130, in zwei Theile zerfchneibet, 
wovon der eine Spiegelbild des anderen 
ift, jo find auch bier die Berhältnifle 
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auf der einen Seite diefelben wie auf der anderen; es find folglich auch die 
Momente auf beiden Zeiten gleich, und es liegt der Schwerpunkt des (Sans 
zen in dieſer Pinie felbft. 
Endlich ift aud) die Symmetrieaxe KL eines Körpers ABGH, 
dig. 131, Schwerlinie beffelben, weil fie aus bem Durchſchnitt von zwei 
Fig. 130. Fig. 131. 





— r 


u Li 


Symmetrieebenen ABCD und EFGH hervorgeht. Aus diefem Grunde 
fält der Schwerpunft eine® Cylinders, eines Kegel® und eines durch Um- 
drehfung einer Fläche, oder durd) Abdrehung auf der Drehbank entitandenen 
Rotationsförpers iiberhaupt, in die Are diefer Körper. 


Schwerpunkte von Linien. Der Schwerpunft einer geraden 
Linie liegt in der Mitte derfelben. 


Ter Schwerpunft eines Kreisbogene AMB—D, Fig. 132, befin- 
det fich in dem Halbmeſſer CM, welcher in der Mitte M des Bogens aus: 
läuft, denn diefer Halbmeffer ift Are der Symmetrie dieſes Bogens. Um 
aber die Entfernung CS — y des Schwerpunftes S vom Mittelpunfte zu 
finden, theile man den Bogen in fehr viele Theile und beftimme die ftatifchen 

Momente derjelben in Be⸗ 

ziehung auf eine durch den 
Mittelpunkt C und mit der 

Sehne AB = s parallel 

gehende Are XX. ft 

PQ ein Theil bes Bogens 

und PN deilen Abftand 

von XX, fo ift das fla- 

tifche Moment diejes Bo» 

gentheile8 — PQ. PN. 
Zieht man num den Halbmeffer PU —= MC=r, und die Projection 
QRvon PQ parallel zu AB, fo erhält man zwei ähnliche Dreiede PQOR 
und CPN, für welche gilt: 


Fig. 132. 
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PQ:QR=(CP:PN, 
und woraus fich das ftatifche Moment ‘eines Bogenelementes 
PQ.PN=QR.CP=QR.r 
beftinmt. 


Nun ift aber für die ftatifchen Momente aller Übrigen Elemente der 
Halbmeffer r ein gemeinfchaftlicher Factor und die Summe aller Projectionen 
OR der Bogenelemente gleid) der der Projection des ganzen Bogens ent- 
fprechenden Sehne; e8 folgt daher auch das Moment des ganzen Bogens 
— Sehne smal Halbmefier r. Set man dieſes Moment glei) Bogen 
bmal Abftand 4, alfo by = sr, fo erhält man: 

I _ 2 — 2, 
„= F und y — ẽ 

Es verhält ſich alſo der Abſtand des Schwerpunktes vom Mit— 

telpunkte zum Halbmeſſer, wie die Sehne zum Bogen. 


Iſt der Centriwinkel ACB des Bogens b, — 30, alſo ber den Halb: 
0 
meſſer 1 entiprechende Bogen 43 — en 7, fo bat man b—= fr und 


s—2r sin. 6 weshalb auch folgt: 


2 
2 sin. . 
= | 
Für den Halbfreis ift A —= 7 und sin. B — 1, daher 


—— 


2 4.7 
y-.'= 0,6366 ... r, ungefähr — Tr 


105 Um den Schwerpunft eines Polygons oder einer Pinienverbindung 

Fig. 138, ABCD, ig. 133, zu finden, ſuche man 
die Abftände der Mittelpunfte H, X, M 
der Linien AB=1,BC=1,CD=]; 
u. ſ. w. von zwei Aren OX und OY, 
nänlid HH, =yı, HH, =%, KKı 
—1, KK, —=2, uf.w.; die Abftände 
des geſuchten Schwerpunftes von eben 
diefen Aren find dann: 


atbkat 
0S = SS, ==, 
— HR + 


0 88 — — as) 298 I — — re . 
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3.9. der Abftand des Schwerpunktes S eines im Triangel gebogenen 
Trabtes ABC, Fig. 134, von der Grundlinie AB ift: 


_Nah+',bh _ a+b 4K 


NS=y=hote —arıte? 
wenn die den Winkeln A, B, C gegenüberftehenden Seiten durch «, b, c 
Fig. 131. und die Höhe C G durch A bezeich- 
net werden. 


Berbindet man die Mittelpunfte 
H, K, M der Dreiedöfeiten unter 
einander, und conftruirt man in das 
fo erhaltene Dreied einen Kreis, jo 
fällt deſſen Mittelpunkt mit dem 
Schwerpunkte S zuſammen, denn der 
Abftand diefes Punktes von der einen 





AG NM B Seite IK ift: 
h a+b Äh ch 
SD=ND-NS=2 27 2(a+b+0 


4430 
—— — 


SF von den anderen Seiten. 


‚ alfo conftant und daher — den Abftänden SE und 


Schwerpunkte ebener Figuren. Der Schwerpunft eines 
Farallelogrammes ABCD, Fig. 135, liegt im Durchſchnittspunkte S 
feiner Diagonalen, denn alle Streifen, 
wie KL, welche durch Legung von zu 
einer Diagonale BD parallelen Linien 
ſich ergeben, werden durd) die andere 
Diagonale A C halbirt, es ift alſo jede 
von den Diagonalen eine Schwerlinie. 

Bei einem Dreiede AB C, Fig. 136 
(a. f. S.), ift jede Linie C D von einer Spige 
nad) der Mitte D der Gegenſeite AB 
ine Schwerlinie, denn es halbirt diefelbe alle Elemente KL des Dreieckes, 
welche fich ergeben, wenn man daſſelbe durd) Barallellinien zu AB zerfchnei- 
det. Zieht man von einen zweiten Ede A nad) der Ditte E der Gegen: 
lite BC eine zweite Schwerlinie, ſo giebt der Durchſchnitt S beider Schwer: 
linien den Schwerpunkt des ganzen Dreieckes. 

Bel BD—!1,BA und BE—= BC, fo ift DE parallel zu 
AC und gleich 7,AC, au ADES ähnlich den: Dreiede CAS und end» 
ih CS—=2SD. Addirt man hierzu noch SD, fo folgt CS + SD, 


Fig. 135. 
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di. CD=3DS, und demnad, umgekehrt, DS — 1/, SD. Es ſteht 
alſo der Schwerpunft S um ein Drittel der Linie CD von dem Mittel: 
punfte D der Grundlinie und um zwei Drittel derfelben von der Spike C 
ab. Zieht man CH und SN winfelreht zur Bafis, fo hat man auch SN 


Fig. 136. Big. 137. 





— Mr 
X, USD, B: 
— 1), CH; «8 fteht alfo der Schwerpunft S aud) um ein Drittel der Höhe 
von der Bafis des Dreiedes ab. | 
Der Abjtand des Schwerpunftes eines Dreiede® ABC, "ig. 137, von 
eine Are XX it SS, — DD, + !Y; (CC — DD,), aber DD, 
= 1(4Aı + BB), folglid) ift: 
AAı+ BB +CG 


y=SS =! CC, + %.1)3(Adıt+ BB)= 3 


d.i. das arithmetiſche Mittel aus den Abftänden der drei Eckpunkte von X X. 


Da der Abftand des Schwerpunktes von drei gleichen, in den Eckpunkten 
eines Dreiedes angebrad)ten Gewichten auf diefelbe Weife beſtimmt wird, To 
fällt der Schwerpunkt eines ebenen Dreiedes mit den Schwerpunkte von 
diefen drei gleichen Gewichten zuſammen. 


Die Beitimmung des Schwerpunktes S eines Trapezes ABUD. 
Fig. 138, läßt ſich auf folgende Weife bewerfftelligen. Die gerade Linie 
MN, welche die Mittelpunfte der beiden Grumdlinien AB und CD mit 


. einander verbindet, ift Schwerlinie des Trapezes, denn viele gerade Linien, 


parallel zu den Grundlinien gezogen, zerlegen das Trapez in fchmale Strei- 
fen, deven Mittel- oder Schwerpunkte in MN-fallen. Um nun den Schwer: 
punkt S vollftändig zu beftimmen, hat man nur noch deſſen Abftand SH 
von der einen Baſis AB zu finden. 


Es bezeichne di die eine und by die andere dev parallelen Seiten AB 
und CD des Trapezes, fowie h die Höhe oder den Normalabftand dieler 
Ceiten. Zieht man nun DE parallel zur Seite BC, fo erhält man ein 
Parallelogranın BCDE mit dem Inhalte db, h und dem Schwerpunfte S,, 
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2. und ein Dreieck A DE mit dem Inhalte 


und dem Schwerpunkte S,, deffen Abſtand von AB — 3 iſt. 


deſſen Abſtand von AB, — 
& — b)h 
2 


Fig. 188. 





Tas ftatifche Moment des Trapezes hinſichtlich 4 B ift een 


Fy=b;h + &ı —S— = (b, +25) rw 


aber der Inhalt des Trapezesift F— (bı + 5," —; es folgt daher der Normal» 


abftand des Schwerpunktes S von der Bafis: 
HS—y— 1,(bı + 2b,)h? b +25, A 


- — MED — — — © 


— (di +b)h b+b 3 
Der Abftand diefes Punktes von der Mittellinie KL — ar des 
Trapezes n 


361 +d:)— 2(bı +2b,)\ h 

US= — H5= (eO WI SO HE bb, re d. i. 
—— 
bi46b, 6 


Um den Schwerpunkt conſtruirend zu finden, verlängere man die beiden 
Grundlinien, mache die Verlängerung CG — db, und die Verlängerung 
AF— b,, und verbinde die dadurch erhaltenen Endpunfte F und G burd) 
eine Gerade; ber Durchichnittspunft S mit der Mittellinie MN ift der ge 


ſuchte Schwerpunft, denn aus HS — ——— F folgt auch: 


b+b 
db +25, MN 24h +b MN 
MS= ih 3 und NS—= —— ui 3 alfo: 


MS_b+2, !hb + MA+AF MF 


NS 24,4, db+W,b CGHNC NG 





8 III 


8. 112 
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wie aus der Aehnlichkeit der Dreiece MSF und NSG wirklich her: 
vorgeht. 

Der Abftand des Schwerpunftes vom Eckpunkt A ift, wenn @ die Projection 
AO der Seite AD auf AB bezeichnet, durd) die Formel 


b’+bb, +b3+a(b, + 2b,) 
AHl=ı= -— 2 2! 1 17023 
* 3(b, +b,) 


beftimmtt. 


Um den Schwerpunkt irgend eines anderen Viereckkes ABCD, 
Fig. 139. 


Fig. 139, zu ermitteln, kann nian daffelbe 
durch eine Diagonale AU im zwei 
Dreiede zerlegen, nad) dem Worker: 
gehenden die Schwerpunfte S, und S, der: 
jelben angeben und dadurch eine Schwer: 
linie S, 8, beftinmen. Zerlegt man 
num noch das Viereck durch die Diago- 
nale BD in zwei andere Dreiede, und 
beftimmt deren Schwerpunfte, fo ſtößt 
man auf eine zweite Schwerlinie, deren 
Durchſchnitt mit der erfteren den Schwer: 





punkt des ganzen Viereckes giebt. 

Einfacher geht man aber zu Werke, wenn man die Diagonale AC in 
M halbirt, das größere Stück BE der zweiten Diagonale Über das Heinere 
trägt, jo dag DF— BE wird; benn zieht man nun FM und theilt 
diefe Linie in drei gleiche Theile, fo Liegt im erften Theilpunkte S von M 
aus, der Schwerpunkt S, wie fid) auf folgende Weiſe beweifen läßt. Ce 
iſt MS, = 1, MD und MS, = 11 MB, folglich 81 Sg parallel zu 
BD, aber SS, mal \AACD=SS, mal AACB, oder SS, . DE 
— 882. BEÆ, daher SS, : SS: = BE: DE. Nun ift noch BE 
=DF wm DE=BF, fogli ud SS, :S8, = DF: BF. 
Die Gerade MF fchneidet demnach die Schwerlinie S, S; in dem Schwer: 
punkte S de8 ganzen Viereckes. 


Kommt e8 darauf an,den Schwerpunkt S eines Polygons ABCDE, 
Fig. 140, zu finden, fo zerlege man dieſes Polygon in “Dreiede und be 
ftimme die ftatifchen Momente derfelben in Hinficht auf zwei rechtwinkelige 
Aren XX und YY. 

Eind die Coordinaten OA, =, 0A; =y, OB=%, 0B=%ys 
u. f. w. der Edpunfte gegeben, fo Lafjen fich die ſtatiſchen Momente der 
einzelnen Dreiede ABO, BCO, CDO u. |. w. einfach auf folgende Weile 
ernuitteln. Der Inhalt des Dreieckes ABO ift, nad) der unten ſtehenden 
Anmerlung, = Di = Ih (m y — 2, Yı), der Inhalt des folgenden Drei⸗ 
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des BCO, =D, = 1 (1 — 2; y) u. f. w., die Abftände des Schwer: 
punftes des Dreieckes ABO von YY, nach $. 109: 

a +n+0 _zsı +2 


u = ö— 5 — 3 


von KX—v — nem, die des Schwerpunftes des Dreieckes BC O: 


u = Ta und v, — 

Multiplicirt man diefe Abftände mit den Inhalten der Dreiede, fo erhält 
man die Momente der legteren, und fest man bie fo erhaltenen Werthe in 
die Formeln: 

__. Dm+ DW au und »— D,vı + Da vʒ * - 
 DA+D+- Di +D,+-- 
jo hält man die Abftände v— OS, und r —= 08, des gefuhten Schwer⸗ 
punktes S von ben Aren YY und X X. 

Wenn man ein »feitiges Polygon auf zweierlei Weile durch eine Diago- 
nale in ein Dreieck und ein (n — 1)feitiges Polygon zerlegt, und jebes Mal 
den Schwerpunft des erfteren mit dem des leßteren verbindet, fo erhält man 
auf diefe Weife zwei Schwerlinien des Polygons, welche fid, in dem Schwer⸗ 
punkt deſſelben fchneiden. ‘Durch wiederholte Anwendung diefer Beſtimmung 
kann man den Schwerpunkt eine® jeden Polygons auf dem Wege der Con⸗ 
ſtruction finden. 


„tn u. f. w. 


Beilpiel. Gin Künfed ABCDE, Fig. 140, it durch die folgenden Coor⸗ 
dig. 140. 





tinaten jeiner Gdpunfte A, B, C u. f. w. gegeben, und man ſucht die Coordin a⸗ 
in feines Schwerpunftes: 
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— — — —— — — — —— — — —— — — —— —— — — 








Gegebene Fr meellacen | Die ſecheſachen Rati 
&oordinaten Do rdinafen ſchen Momente. 
“1 Die zweifahen Inhalte | Schwerpuntfte. 
— — der Dreiecke. 


34. | 3m 6D,w | 6D,v. 











24 11 | 24.21 —7.11 = 4297 31 32 13237 13664 


7 21 | 7.15+21.16 = 41 | — 9 36 | — 3969 | 15876 
— 16 15 | 16.9-+12.15 = 324 | —28 6 | — 9073 1944 
—12|— 9| 2.2+18.9= 306 |+ 6 | — 21 1886 | — 64% 

18 | — 12 |18.11+24.12 = 486 | +42 | — ı | 20412 | — 486 





Summe 1984 — 





Der Abſtand des Schwerpunktes von der Are YY iſt nm: 


1 22444 
und von der Are X X: 
1 24572 


Anmerfung Sin CA=x,, CB, =2, CA=y, un CB, —=y, die 
Eoordinaten von zwei Edpunften eines Dreiedes ABC, Fig. 141, deren dritter 
Eckpunkt C mit dem Anfangspunfte des Coordinatenſyſtemes zufammenfällt, fo hat 
man den Inhalt deſſelben: 

Fig. 141 D = Tropez ABB, A, + Dreied 
CBB, — Deeied CAA, 


x x 
= (HER) 2, + —— 
— FıYa — XaYı . 

2 


Es ift alſo der Inhalt dieſes Drei 
edes die Differenz von zmei anderen 
Dreieden OB,A, und CA,B,, und 
es ift die eine Coordinate eines Bunftes 
Grundlinie des einen und die andere 
Eoordinate Höhe des anderen Dreieckes, 
ebenfo die eine Coordinate des anderen Bunftes Höhe des einen und bie andere 
Coordinate Grundlinie des anderen Dreiedes. 





$. 113 Der Schwerpuntt eines Kreisausfhnittes ACB, dig. 142, 
fällt mit dem Schwerpunkte S eines Kreisbogens A, Bı zuſammen, der 
mit dem Ausſchnitte einerlei Centriwinfel hat und deſſen Halbmeſſer 
CA, zwei Drittel von dem Halbmefjer CA des Ausfchnittes ift, denn es 
läßt ſich der Ausschnitt durch unendlich viele Halbmeſſer in lauter Tchmale 


.114.] Die Lehre vom Schwerpunkte. 191 
Zreiede zerlegen, been Schwerpunkte um zwei Drittel des Halbmeſſers von 
dig. 142. 





dem Gentro C abftehen und deshalb in ih- 
ver ftetigen Folge den Bogen A, Mı Bı 
bilden. Es Tiegt alfo der Schwerpuntt S 
des Ausſchnittes in dem diefes Flächenſtück 
halbirenden Halbmeſſer CM und in ber 
Entfernung 





infofern r den Halbmeſſer CA des Sectors 


und 8 den den Gentriwinfel A CB beilelben mefienden Bogen bezeichnet. 
dür die Halbe Kreisfläde ift 8 — z, sin. Y,B = sin. W—1, 


daher : 


4 a 
y=;,'= 0,4244 7 oder ungefähr Fra 


Für einen Quadranten folgt: 


ı V'% 


= _ ı  —r — 
3 Ihr 
und für einen Eertanten: 
4 Ye, 


4V 2 


3x 





r = 0,6002 r 


— 2, — 0,6366 r. 


57: 


Der Schwerpunft eines Kreisabfchnittes ABM, ig. 143, 


dig. 143. 





ergiebt fi, wenn man das Moment des 
Abſchnittes ABM gleich jegt der Diffe— 
renz der Momente des Ausfchnittes 
ACBM und des Dreiede8 ACB. 
Str der Halbmeſſer CA, s die Sehne 
AB und A der Flächeninhalt des Seg— 
mente® ABM, fo hat man das Mo- 
ment des Ausfchnittes: 


ferner das Monient bes Dreiedes: 


. — 8 s? 2 s? sry? 83 
= Treie mal CS —= :\. — T 2)» — 77m 


und demnach das Moment des Abjchnittes A: 





8. 114 
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— ya 3 3 
A. B=-hy=-tın-(Ü-)- 8. 


3 12 12 
3 
Es ift folglich der gefuchte Abftand: y — 15% 
Fir den Halbfreis ift s = 2r d A = — daher: 
— 8r2 4r 
_— ar? 8m’ 


12. — 
2. 2 


wie oben gefunden wurde. 
Auf gleiche Weiſe beſtimmt ſich auch der Schwerpunkt S eines 
Fig. 144. Ringſtückes ABDB, Fig. 144, denn 
dieſes iſt die Differenz zweier Sectoren 
ACB und DCE. Sind die Halbmeſ⸗ 
ſer CA — ri und CE=r, um die 
Sehnen AB = s, und DE = s, Io 
erhält man die ftatiichen Momente der 


* sr) sr) 
Sectoren 7. und —, daher das 


ſtatiſche Moment des Ringftüdes: 





2 _ gr | 
v— Ah an oder, da = — 72 if, 
3 81 71 
_ ons, 
F= 3 fi 
Pr, en — non 
Der Inhalt des Ringſtückes ift FF .-59 = , 


wofern 6 den bem Gentriwinfel A CB enfpredhenben Bogen beride: es 
a demnach der Schwerpunlt S bes Ringſtückes durch den Abſtand 
r — ?2 9 2 (23 Sehne 


OF non 3 nß 3\ri—ı "Bogen 


Beifpiel. Sind die Halbmeſſer der Stirnflähe eines Gewölbes r, = 5 Fuß 
und 13 — 3), Fuß, und ift der Gentriwinfel viefer Fläche 8% — 130°, fo felgt 
der Abſtand des Schwerpunftes diefer Fläche vom Mittelpunfte: 

__ 4 sin. 650 53— 3,53 ' 4.0,9068 125 — 42,875 _ 3,6252 . 82,125 
35 arc. 1300 " 52 — 352 3.2.2689 ° 25 — 12,25 6,8067 . 12,75 
— 3,430 Fuß. 


$. (115) Schwerpunktsbestimmung durch den höheren Calcul, Die 
Beſtimmung des Schwerpunktes ebener Flächen läßt fi) mit Hülfe des 
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höheren Calculs wie folgt bewirken. Es ſei ANP, Fig. 145, bie ge- 

gebene Fläche, AN — x ihre Abfciffe und NP y ihre Ordinate. Der 
Inhalt eines Efementes N MP derfelben ift 

oF = ydr (vergl. analyt. Hülfslehren, Art. 29), 

Zig. 145. folglich das Moment deflelben in Hinficht auf 

Y P 


die Orbdinatenare OY: 
OM.OoF— AN.OF— xzyds; 
jetst man daher den Abftand ,S — AK bes 
Schwerpunttes S der ganzen Fläche F’ von ber 
Are AY, = u, fo hat man: 
Fu — [ zyOr. 
7 und folglid: 
wi _S2y0% _Jevoz 
F [ yox 
Da der Mittel- oder Schwerpunkt M des Elementes N MP von ber 
Abſciſſenare AX um NM = sy abfteht, fo ift das Moment von OF 
in Sinficht auf diefe Are AX: 

NM.OF—= YydF — !ny?dr; 
jegt man daher den Abitand KS — AL des Schwerpunttes S der ganzen 
Fläche F' von der Are AX, = r, fo ift 

Fr — [ 1/,y29x, und daher 








3.8. fir die Parabel, deren Gleihung y? = pr oder y = Vp..” 
it, hat man: 


S Vp.2*x0x Vp/ — Sr" or 
2 f Vp.xr0xz Vp fx" 0x  Jaror 


2), a 





Tre 2 
alſo: 
LS= AK = °,AN, und dagegen 
[pr?z [xz0x _1/,g2 
— 1, Zu — 1), Vp——— = 1, V rat 
v a Vp/z*or fh —— /2 5 x 
— I Vpæ — ?/ 
alſo: 


KS=AL= 3, NP. 
VBeitbach's Lehrbuch d. Mechanit. 1. 13 
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8. 116 Schwerpunkte krummer Flächen. Der Schwerpunkt von ber 
trummen Oberflähe (dem Mantel) eines Cylinders ABCD, 
Fig. 146, liegt in der Mitte S der Are 
MN dieſes Körpers; denn alle ringförmi- 
Bi gen Elemente des Cylindermantels, welde 
man erhält, wenn man parallel zur Baſis 
Schnitte durch den Körper führt, find unter 
fich gleich und haben ihre Schwer⸗ und 
Mittelpunkte in diefer Are; es bilden alfo 
diefe Schwerpuntte eine gleichförmig ſchwere 
Linie. Aus denjelben Gründen liegt aud) 
der Echwerpunft von der Umfläche eines 
Prismas im Mittelpunfte der die Schwerpunkte der Umfänge beider Grund: 
flächen verbindenden Geraden. 
Der Schwerpuntt S des Mantels von einem geraden Kegel 
ABC, Fig. 147, liegt in der Are des Kegels und ift um ein Drittel diejer 
Linie von der Bafis oder um zwei Drittel von der Spige C entfernt; denn 
diefe krumme Fläche Täßt ſich durd) gerade Linien, welche man Seiten des 
Kegeld nennt, in unendlich viele, unendlich ſchmale Dreiede zerlegen, deren 
Schwerpunkte einen Kreis IK bilden, welcher um zwei Drittel der Are 
von der Spige C' abfteht, und deilen Schwer: oder Mittelpuntt S in bie 
Are CM fällt. 


Fig. 146. 





ig. 147. Fig. 148. 





Der Schwerpunft einer Kugelzone ABDE, Fig. 148, und ebenfo 
der Schwerpunft einer Kugelfchale (Lalotte) Liegt im Mittelpunkte S ihrer 
Höhe MN; denn e8 hat, den Lehren der Geometrie zufolge, die Zone mit 
einem Cylindermantel FGHK gleichen Inhalt, deffen Höhe gleich ift ber 
Höhe MN und deilen Halbmeffer gleich ift dem Kugelhalbmeſſer CO der 
Zone, und es findet diefe Gleichheit auch unter den ringförmigen Elementen 
ftatt, die man erhält, werm man durch diefe beiden Frummen Flächen unend- 
lich viele Ebenen parallel zu den Grundfreifen derjelben legt; es fällt diefem- 
nad der Schwerpunkt S der Zone mit den des Eylindermanteld zuſammen. 
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Anmerfung. Der Schwerpuntt von dem Mantel eines ſchiefen Kegels ober 
einer ſchiefen Pyramide fteht zwar um ein Drittel der Höhe von der Bafls ab, be- 
Antet fih aber nicht in der von der Spike nad dem Schwerpunfte des Umfanges 
ver Bafis gehenden Geraden, weil Schnitte parallel zur Bafls den Mantel in 
Ringe zerlegen, die an verfchiedenen Stellen ihres Umfanges verſchieden breit find. 


Schwerpunkte von Körpern. Der Schwerpunft eines Pris- $. 117 
ma® AK, Fig. 149, ift ber Mittelpunft S derjenigen geraden Linie, welche 
Fig. 149. die Schwerpunfte M und N der beiden 
Grundflächen AD und GK verbindet; 
denn das Prisma läßt fi durch Schnitte 
parallel zur Bafis in lauter congruente 
Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte in 
MN fallen, und in ihrer ftetigen Folge die 
gleihförmig ſchwere gerade Linie MN felbft 
bilden. 
Aus demfelben Grunde befindet ſich auch 
der Schwerpunft eines Cylinders in der Mitte der Are beffelben. 

Der Schwerpunft einer Pyramide ADF, %ig. 150, Tiegt in ber geraden 
Eine MF von der Spige F nad) "dem Schwerpunkte M der Bafis; denn 
ale Schnitte, wie NOPOQR, haben wegen ihrer Aehnlichleit mit der Baſis 
ABCDE ihre Schwerpunkte in biefer Linie. 

Fig. 150. Fig. 151. 





D 





IH die Pyramide dreifeitig, wie ABCD, Fig. 151, fo läßt ſich jeder ber 
vier Echpunkte als Spige und die gegenüberliegenbe Fläche als Baſis an- 
ſehen; es beſtimmt fich daher der Schwerpunft S in dem Durchſchnitte von 
zwei aus den Eden D und A nad den Schwerpunkten M und N der gegen- 
überfiegenden Flächen ABC und BOD gehenden geraden Linien. 

Giebt man noch die geraden Linien EA und ED an, fo hat man (nad) 

eo 13 P\ 





s. 118 
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8. 109) EM—= !;EAund EN = WED; es ift daher MN parallel 
zu AD und — !/, AD, fowie auch das Dreied MNS ähnlich dem Tretede 
fig. 152. DAS. Dieſer Aehnlichkeit zufolge 
bat man wider MS = !j, DS, 
oder DS—=3 MS, alfo UD=MS 
+ SD=4MS, und umgekehrt, 
MS—=N1,MD. Der Schwer 
punft der dreifeitigen Pyramide liegt 
alfo um ein Viertel derjenigen Linie 
von der Bajis ab, welche die Zpige 
D der Pyramide mit dem Schwer: 
punkte M ihrer Baſis verbindet. 

Giebt man noch die Höhenlinien 
DH und SG an und zieht man die 
Linie HM, io erhält man die ähn- 
lichen. Dreiede DHM und SGM. 
in fwelchen fnad) dem Vorigen, S@ — 1/, DH if. Man kann alfo be 
haupten: der Abſtand bes Schwerpunftes S einer dreifeitigen Pyramide it 
von der Bafis gleicd) ein Viertel, und der von der Spitze gleich drei Viertel 
der Höhe von der ganzen Pyramide entfernt. 

Da endlich jede Pyramide, und ebenfo jeder Kegel, aus lauter gleich hohen 
dreifeitigen Pyramiden zufammengefegt ift, jo fteht auc) der Schwerpunkt 
aller Pyramiden und Kegel um ein Viertel der Höhe von der Grundfläck, 
ſowie um drei Viertel derfelben von der Spige ab. 

Man findet alſo den Schwerpunft einer Pyramide oder den eines Kegels, 
wenn man in dem Abftande, ein Viertel der Höhe von der Baſis, eine Ebene 
parallel zu diefer legt und den CE chwerpunft de8 erhaltenen Querſchnittes 
oder den Durchichnitt defjelben mit der die Spige und den Schwerpunkt ber 
Bafis verbindenden Geraden auffucht. 





Kennt man die Abftände AA, BBı u. ſ. w. der vier Eckpunkte einer 
dreifeitigen Pyramide ABCD, Fig. 153, von einer Ebene II KA, jo 
erhält man den Abftand SS, des Schwerpunktes S von diefer Ebene durch 
den Mittelwerth: 


ss = 
wie jich folgendergeftalt beweijen läßt. 


Der Abſtand des Schwerpunftes M der Baſis ABC von eben dieſer 
Ebene ift ($. 109): 


AA +BB +CG +DD, 
4 2 


AA + BBı + CG. 
3 2 
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und der Abftand des Schwerpunktes S der Pyramide läßt ſich fegen: 
SS = MM, + ', (DD — MM,), 


Fig. 153. 





woiern DD, der Abftand der Spitze iſt; es folgt daher aus der Verbin 
tung der beiden legten Gleichungen : 


AA, + BB, + CG+DD, 
4 


Ter Abftand des Schwerpunktes von vier gleichen, in den Eckpunkten 
der dreifeitigen Pyramide angebrachten Gewichten ift ebenfall® gleich dem 
arıthmetiichen Mittel 
Ah + BB + CC + DD, 

— Te Ne Ur REN er, — ee * ; 
jolglich jällt der Schwerpunkt der Pyramide mit dem Schwerpunkte von 
dieiem Gewichtsſyſteme zuſanimen. 


Fig. 154. Anmerkung. Auch die Volu— 
4 menbeſtimmung einer dreiſeitigen Py— 
— ramide aus den Goordinaten ihrer 
Eckpunkte iſt eine ſehr einfache. Le— 
gen wir durch die Spitze O einer 
jelhen Boramive ABCO, Fig. 154, 
drei Grundebenen XY, X YZ, 
und bezeichnen wir vie Abflände der 
Gdpunfte 4, h, C ven diefen Ebenen 
duch 21,29,295 Yo Ya, Yaundırı L, X, 
jo ft das Volumen der Pyramide: 
V X [2 Yg2s + % Ys2ı 
+ 23 Yyı23— (X Y322 + %aYı 23 
+ 23%Y321)]; 


ee u, MA, a: l 4 DD, = 








Y 
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wie fich ergiebt, wenn man bie Pyramide als das Asgregat von vier ſchief abge⸗ 


ſchnittenen Prismen anfieht. 
Die Abſtaͤnde des Schwerpunktes dieſer Pyramide von ben drei Grundebenen 


yz, x3 und xy find: 
_4tnt5% _YıtNnt% tat 
ee a 4 


und = 


8. 119 Da ſich jedes Polyeder, wie ABCDO, Fig. 155, in lauter dreiſeitige 
Pyramiden, wie ABCO, BCDO, zerlegen läßt, fo Tann man aud) den 


Fig. 155.1 





Schwerpuntt S deffelben finden, wenn man die Volumina und ftatifchen 
Momente der einzelnen Pyramiden berechnet. 

Sind die Abftände der Edpunfte A, B, C u. f. w. von den durch bie 
gemeinfchaftlihe Spike O aller Pyramiden gelegten Coordinatenebenen 
YZ, XZuıd XY: ©, 2%, 2% u. |. w., Yı, 9, Ya u. |. w. und 2, 2, 2 
n. |. w., fo hat man die Bolumina der einzelnen Pyramiden: 


Nr, as tm ya+ ya — A Y E2 — La Yı 8 — La Yazı), 
Nerv ats ya ty — my — I3 Yıkı — 2% y5 23) 
u. |. w. und bie Abftände ihrer Schwerpunkte von den gedachten Ebenen: 


 _.G+2+2% _Mtrty a t+%+% 
u = — — — — — ‚u = ee 


Aus diefen Werthen berechnen ſich endlich die Abſtände u, v, wo des 
Schwerpunktes S des ganzen Körpers mittelft der Formeln: 
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_NY,wtrrw+t-- „_ (mt that 
Ernte POT — 
_Ihwthwmt 
mM FR+ 
Beifpiel. Ein von ſechs Dreiecken begrenzter Körper ABCDO, Fig. 155, if 


dur folgende Goorbinatenwerthe feiner Eckpunkte beflimmt, und man fucht bie 
Goerbinaten feines Schwerpunftes. 


‚und 


Ü 


— — ——⸗ 
— —— —— — —— — 








Bench Vierfache 
Bee Coordir | Wierundzwanzigfache 
Coordi⸗ | zwanzig 
nalen Die ſechefachen Inhalte Een ſtatiſche Momente. 
der breifeitigen Pyramiden punkte, 
ABCO un BCDO 
z|ylz 8 24 Vau 24 Vatn 4V/,Ww 
20123141 20.29.28 20.40.30 
. 23.30. = hsson - Be 28.45/ =31072|77| 9219912392544 12858624 | 3076124 
45129 Mi 41.45.40 41. au) 
12]40128 45.35.28 —* 
—— * 17204 95 104 78 1634380 1780216 134191 
38135 Mi 30.38.40 30.12.35 
Summe 48276) ....... 4026924 14647840 | 441804 


Aus den Ergebniflen diefer Rechnung folgen nun die Abflände des Schwer: 
punktes S des ganzen Körpers von den Ebenen YZ, XZ und XY: 


= T . 482376 — 20,853, 
1 4647840 
v7 Tr 08, 
1 4418040 


Anmerfung. Man kann natürlih den Schwerpunft eines Polyeders auch da⸗ 
durch finden, daß man daſſelbe auf zweierlei Weiſe durch je eine Ebene in zwei 
Etüde zerlegt, die Schwerpunkte je zweier Stücke durch eine Gerade verbindet und 
den Durchfchnitt von beiden Geraden angiebt. Da beide Geraden Schwerlinien des 
Belyeders find, fo ift natürlich ihr Durchſchnitt auch Schwerpunkt des Körpers. 
Benn das Polyeder fehr viele Eden hat, fo ift jedoch dieſe Beſtimmungeweiſe ſehr 
weitläufig, da man dann bie Zerlegung des Körpers in Stüde fehr oft wieberholen 
muß. Bei dem fünfedigen Körper in ig. 155, welder auf zweierlei Weiſe in je 
zwei breijeitigen Pyramiden zu zerlegen ift, liegt der Schwerpunkt im Durchſchnitt 
der Schwerlinien, welche die Schwerpunkte von je zwei dieſer Pyramiden mit ein⸗ 
ander verbinden. 
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8. 120 Der Schwerpunft einer abgeftumpften Byramide ADYN, 
Fig. 156, liegt in der Linie GM, welche die Schwerpunfte beider (parallelen) 


Fig. 156. Grundflächen verbindet. Um noch ben 
F Abftand diefes Punktes von einer der 
F; Grundflächen zu beftimmen, bat man 


FE die Volumina und Momente der voll: 
Fin  fländigen Pyramide ADF und der Er⸗ 
BE gänzungspyramide NQF' zu ermitteln. 
Sind die Inhalte der Grundflächen AD 
und Ng, = Gr und Gꝛ. und iſt der 
L Normalabftand beider von einander — A. 
fo beſtimmt fich die Höhe x der Ergän⸗ 
Mon aus der Formel: 





Bas 





A D —_ + x)? 
= zw’ 
h G, h AV 
{ — — V& — 
welche F +1 Ge’ alio x = VH—V® VG,’ 
kV dı 
w h — — giebt. 
ſowie +ı= vH y& gie 
Das Moment der ganzen Pyramide in Beziehung auf die Baſis 6, 
ft num: 
Akt), +2 — 2 6 
3 " Vo_Va) 
fowie das ber Entmungeneanie 
Ge T 13296 h? G} 
= (+ -)= 
+3) ya Ve Vz; eva Ve) 


es folgt baher en Moment be abgekürzten Pyramide: 
6— TIhOGVA 
VE Vey'! «VAai— ad} 
"(RVG +3 )_ 
12(M—21 4,0 + G,) 
Run ift noch der Inhalt der abgefürzten Pyramide: 
v=(4+ v GG + @s) un 
Ban ergiebt ſich endlich der Abftand SS, ihres Schwerpunktes S von ber 
aſis: 


— (142VG6, 4 36. 
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_H+ Van +3n h 
Gı+ y Ga+@ 4 
Ter Abftand S, S diefes Punktes von der Mittelebene KL, welche die 
Höhe k der Pyramide halbirt und mit ben Grundflächen berfelben parallel 
läuft, ft: 
h — Ka V Gi Ga ) - (61 + V/06% +36s)] h 
4 a+VYa%+B6 4 
= Va GM — @, — h 
aA+Yar+a/ | 
Sind die Halbmeffer der Grundflächen eines abgekürzten Kegels rı 
und r,, ift ao  —=ar ud 9—=rr}, fo hat man für diefen 
— — arınd3r? h 
De rtrnn+r 4 un 


vn N 
Yı = FI SIT — 0 
tun 4 


Beiipiel. Der Schwerpunft eines abgefürzten Kegels von der Höhe A — 20 
Jel und den Halbmeflern r — 12 und r, = 8 Zoll Tiegt, wie alle Mal, in der 
ste Mittelpunfte beiver Freisformigen Grunpflächen verbindenden Linie, und fteht 
fen der größeren um 

122+2.12.8+3.82 5.528 2640 


—10/ „ ee De ee s 
Eh are zo 08 Sell ab. 


= 





Sin Obelisk, d. i. ein von zwei unähnlichen vectangulären Grundflächen 8. 121 
und von vier Trapezen umfchlofjener Körper ACOQ, Fig. 157, läßt ſich 
in ein Parallelepiped AFRP, in zwei 
dreifeitige Prismen EHRQ und GKRO 
und in eine vierfeitige Pyramide KR 
zerlegen; man kann daher mit Hülfe der 
Montente diefer Beftandtheile ben Schwer: 
punkt des ganzen Körpers finden. 

Es läßt fich ehr leicht einfehen, daß 
bie gerade Pinie von der Mitte der einen 
Baſis nad) der Mitte der anderen, Schwer: 
(inie diefes Körpers ift; es bleibt alfo 
nur noch der Abftand des Schwer: 
punftes von der einen Baſis zu beftunmen übrig. Bezeichnen wir die Yänge 
BC und Breite AB der einen Bafis durd) 7, und bi, fowie die Länge QR 
und Breite PQ der anderen Bafis dur) !, und b,, und die Höhe dee 
Körpers oder den Abftand beider Grundfläcdyen von einander, durd) 4. Dann 
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ift der Inhalt des Parallelepipeds — b,1,h, und das Moment deſſelben 
b,%,h 2 — 11,21, ht, ferner der Inhalt der beiden breifeitigen Prismen 


= (db) + —a]0)$, 
und deren Moment 
= (bb — ba] a + [a —1]0)4 ‘ 3. 
endlich der Inhalt der Pyramide 
— (bi - ba) (lı— 4. 
und deren Moment 
— (bi — b) (ı -1)3 2 
Hieraus folgt das Volumen des ganzen Körpers: 
—(6b,1; +36, +31 —6bylgH25,h + 205 — 201 — 2b;1)-2 


h 
—(254,, +24, +bha+lıbo) ; 
fowie beffen Moment: 
h 
y= (6 ba la 42bih 421b2 — 4b2l. bili bꝛl⸗ — di la — I, be) ‘77 


h 
= (db +b;l, +bl + bali 13°’ 
und es ergiebt ſich der Abftand feines Schwerpunftes S von der Grund⸗ 


fläche b, lı: 
_ bu 8bala tbuotbl Ah 
vun —— 
Es läßt ſich auch (ſ. die Planimetrie und Stereometrie von C. Koppe): 
———— 3 ud. hh h 
jegen. Der Abftand bes Sqchwemantiet Yı von der mittleren Querſſchnitte⸗ 
ebene beftimmt fich durch die Formel: 
h 





yo bl — bals ch 
Herz) +e— u) h—h) 


Anmerkung. Diefe Formel findet au ihre Anwendung bei Körpern mit 
elliptifhen Grundfläden. Sind die Halbaren der einen Grundflaͤche a, und d, und 
die der anderen a, und d,, fo tft das Bolumen eines ſolchen Körpers (Kübels): 


h 
r=7 (251 420281 + 0b +asdı), 
und der Abftand feines Schwerpunftes von ber Bafls a, d: 
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_ _nbi+3asbs +a,d, + usb, . h 

—— 54,5, 4208, +05, tab, 2 
Beifpiel, Ein Teihdamm ACOQ, Fig. 158, von 20 Fuß Höhe, ifl unten 
250 Fuß lang und 40 Fuß breit, dagegen oben 400 Fuß lang und 15 Fuß breit; 


Fig. 158. 





man ſucht den Abſtand feines Schwerpunftes von-jver Bafls. Hier iſt db, = 40, 
ı=30, 545 = 15, , = 40, mh 20, daher der gefuchte Berticalabftand: 
40.250 + 3.15. 400 + 40 . 400 + 15 . 250 


— — — —— — — — nee ee 20 
_75m.30f2.18.10420.10 LIE.‘ % 


4775 1910 - 
= 5175 .10 = 207 = 9,227 Fuß. 


Dreht fich ein Kreisausſchnitt ACD, Fig. 159, um feinen Halbmeffer $. 122 

CD, fo entfteht ein Kugelausfchnitt A CB, deſſen Schwerpunkt wie folgt 

Fig. 159. beſtimmt wird. Man kann ſich diefen Kör- 
per als einen Inbegriff von unendlich vielen 
und unendlich dünnen Pyramiden vorſtellen, 
deren gemeinfchaftliche Spige der Mittel- 
punlt C ift und beren Grundflächen die 
Kugelmütze ADB bilden. Die Schwerpuntte 
aller diefer Pyramiden ftehen um 3/, bes 
Kugelhalbmeſſers CD vom Mittelpunkte Cab, 
ed bilden daher biefelben eine zweite Kugel» 
müge A, D, Bi vom Halbmeſſer CD, 
— 3, CD. De Schwerpunkt 8 biefer 
krummen Fläche ift aber auch der Schwerpumft bes Kugelausfchnittes, weil 
fich die Gewichte der Elementarpyramibden auf diefe Fläche gleichförmig ver- 
teilen, biefe alſo gleichförmig ſchwer ausfällt. 

Segen wir nun ben Halbmeflr CA—= CD— r ımd bie Höhe DM 
der äußeren Galotte — Ah, fo erhalten wir flir die innere Calotte 
CD =®,r und MD =; h, folglich (G. 116) SD, —= Y,MD, 
= ?/sh und den Abftand des Schwerpunftes des Kugelausfchnitte® dom 
Mittelpunfte C: 


08* CD, — SD, = 34 r— 3), h= ur (' — 


ir die Halbkugel iſt z. B. à — r, daher der Abſtand ihres Schwer⸗ 
punfte® 8 vom Mittelpunkte C: 


03=®%/), = Y. 
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8. 116 Schwerpunkte krummer Flächen. Der Schwerpunkt von ber 
trummen Oberflähe (dem Mantel) eines Cylinders ABCD, 


Fig. 146. 





Fig. 146, liegt in der Mitte S der Are 
MN diefes Körpers; denn alle ringförmi- 
gen Klemente des Cylindermantels, welche 
man erhält, wenn man parallel zur Baſis 
Schnitte durch den Körper führt, find unter 
fich glei) und haben ihre Schwer- und 
Mittelpunfte in diefer Are; es bilden aljo 
diefe Schwerpunfte eine gleichförmig ſchwere 
Linie. Aus denfelben Gründen Tiegt aud) 
der Schwerpunkt von der Umfläche eines 


Prismas im Mittelpunkte der die Schwerpunkte der Umfänge beider Grund- 


flächen verbindenden Geraden. 


Der Schwerpunkt S des Mantels von einem geraden Kegel 
ABC, Fig. 147, liegt in der Are des Kegeld und ift um ein Drittel diejer 
Linie von der Bafis oder um zwei Drittel von der Epige C entfernt; denn 
diefe krumme Fläche läßt fi) durd) gerade Linien, welche man Seiten de 
Kegeld nennt, in unendlich viele, unendlich ſchmale Dreiede zerlegen, deren 
Schwerpunkte einen Kreis HK bilden, welcher um zwei Drittel der Are 
von der Spige C’ abfteht, und defien Schwer⸗- oder Mittelpuntt S in bie 


Are CM fallt. 
Fig. 147. 


Fig. 148. 





Der Schwerpunft einer Kugelzone ABDE, Fig. 148, und ebenfo 
der Schwerpunkt einer Kugelſchale (Lalotte) liegt im Mittelpunfte S ihrer 
Höhe MN; denn e8 hat, den Lehren der Geometrie zufolge, die Zone mit 
einem Cylindermantel FGHK gleichen Inhalt, deffen Höhe gleich ift ber 
Höhe MN und deilen Halbmeffer gleich ift dem Kugelhalbmefler CO der 
Bone, und es findet diefe Gleichheit auch unter den ringfürmigen Elementen 
ftatt, die man erhält, wenn man durch diefe beiden krummen Flächen unend- 
lich viele Ebenen parallel zu den Grundfreifen derjelben legt; e8 fällt diefem- 
nad) der Schwerpunft S der Zone mit dem des Cylindermanteld zufanımen. 
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Anmerfung. Der Schwerpunft von dem Mantel eines fchiefen Kegels ober 
einer ſchiefen Pyramide fteht zwar um ein Drittel der Höhe von der Bafls ab, be 
indet fi aber nicht in der von ver Spige nad dem Schwerpunfte des Umfanges 
vr Baſis gehenden Geraden, weil Schnitte parallel zur Bafls den Mantel in 
Ringe zerlegen, die an verfchievenen Stellen ihres Umfanges verſchieden breit find. 


Schwerpunkte von Körpern. Der Schwerpunft eines Pris- $. 117 
ma® AK, Fig. 149, ift der Mttelpunkt S derjenigen geraben Linie, welche 
Fig. 149, die Schwerpunfte M und N ber beiden 
Srundflähen AD und GK verbindet; 
denn das Prisma läßt ſich durch Schnitte 
parallel zur Bafis in lauter congruente 
Scheiben zerlegen, deren Schwerpunfte in 
MN fallen, und in ihrer ftetigen Folge die 
gleichförmig ſchwere gerade Tinte MN jelbft 
bilden. 
Aus demſelben Grunde befindet fi auch 
der Schwerpunkt eines Cylinders in der Mitte der Are deffelben. 

Der Schwerpunkt einer Byramide ADF, Fig. 150, fliegt in der geraden 
Eine MF von der Spike F nad) ‘dem Schwerpunkte M der Bafis; dem 
alle Schnitte, wie NOPQR, haben wegen ihrer Aehnlichleit mit der Baſis 
ABCDE ihre Schwerpunfte in biefer Linie. 

Fig. 150. Fig. 151. 





D 





I die Pyramide dreifeitig, wie ABCD, Fig. 151, fo läßt fich jeder der 
vier Eckpunkte als Spige und die gegemüberliegende Fläche als Baſis an- 
leben; es beftimmt fi) daher der Schwerpunft S in dem Durchſchnitte von 
jwei aus den Eden D und A nad) den Schwerpunften M und N der gegen- 
überliegenden Flächen ABC und BCD gehenden geraben Linien. 

Gebt man noch die geraden Linien EA und ED an, fo hat man (nad) 

® 13° 
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8. 109) EM —= !;,EA und EN = 1W;ED; es ift daher MN paralleı 
zu AD und — !/, AD, fowie auch das Dreied MNS ähnlich dem Dreiecke 
Fig. 152. DAS. Dieſer Aehnlichkeit zufolge 
hat man wieder MS —!1j, DS, 
der DS—=3MS, alſo MD=MS 
+ SD=4MS, mb umgekehrt, 
MS—=1, MD. De Schwer⸗ 
punkt der dreifeitigen Pyramide liegt 
alfo um ein Viertel derjenigen Pinie 
von der Baſis ab, welche die Spitze 
D der Pyramide mit dem Schwer- 
punkte M ihrer Baſis verbindet. 

Giebt man noch die Höhenlinien 
DH und SG an umd zieht man die 
Linie ZZM, jo erhält man die ähn- 
lichen. Dreiede DHM und SGM, 
in welchen fnad) dem Borigen, Sa — 1/, DH if. Man kann alfo be 
haupten: der Abftand des Schwerpunktes S einer dreifeitigen Pyramide ift 
von der Bafis gleich ein Viertel, und ber von der Spite gleich drei Viertel 
der Höhe von der ganzen Pyramide entfernt. 

Da endlich jede Pyramide, und ebenfo jeder Segel, aus lauter gleich hohen 
dreifeitigen Pyramiden zufammengefegt ift, jo fteht auch der Schwerpunkt 
aller Pyramiden und Kegel um ein Viertel der Höhe von der Grundfläche, 
forwie um drei Niertel derjelben von der Spite ab. 

Man findet aljo den Schwerpunft einer Pyramide ober den eines Kegels, 
wenn man in dem Abftande, ein Viertel der Höhe von der Bafis, eine Ebene 
parallel zu diefer legt und den Schwerpunkt des erhaltenen Querſchnittes 
oder den Durchfchnitt defjelben mit der die Spige und den Schwerpunkt ber 
Bafis verbindenden Geraden aufjudht. 





}. 118 Kennt man bie Abftände AA, BBı u. f. w. der vier Eckpunkte einer 
dreifeitigen Pyramide ABCD, fig. 153, von einer Ebene IIA, jo 
erhält man den Abjtand SS, des Schwerpunftes S von diefer Ebene durch 
den Mittelwerth: 

ss — AA, + BB + CC + DD, 
4 ’ 

wie ſich folgendergeftalt beweifen läßt. 

Der Abftand des Schwerpunftes M der Bafid ABC von eben dieſer 

Ebene ift ($. 109): 

wa — AA, + Bat ca 








1 


g. 118.) Tie Lehre vom Schwerpunkte. 19 
und der Abſtand des Schwerpunktes S der Pyramide läßt jich fegen: 
58 = MM, + !\ (DD, — UM)), 


dig. 1583. 





wotern DD, der Abftand der Spitze ijt; es folgt daher aus der Verbin 
dung der beiden legten Gleichungen: 


AA, +BB, + Ca +DD 
4 


Ter Abftand des Schwerpimftes von vier gleichen, in den Edpunften 
der dreifeitigen Pyramide angebrachten Gewichten ift ebenfalls gleich dem 
arithmetiſchen Mittel 


u — 1 ; 


jolglich fällt der Schwerpunkt der Pyramide mit dem Schwerpunkte von 
Neem Gewichtsſyſteme zuſammen. 


Fig. 154. Anmerkung. Auch die Volu— 
menbeſtimmung einer dreiſeitigen Py— 
ramide aus den Geordinaten ihrer 
Eckpunkte it eine fchr einfache. Le: 
gen wir durch Die Spitze O einer 
jelhen Pyramide ABCO, ig. 154, 
drei Grundebenen XY, XZ, YZ, 
und bezeichnen wir die Abflänte der 
Eckpunkte A, B, U von diefen Ebenen 
duch 21,29 235 Y1, Ya YaUNdT, TyCy 
jo tt Das Volumen der Pyramipve: 
Vv=+YlxYa2s + % Ys8ı 
+ %3 Yyı 22 — (X Ys2a + 2aYı 23 
+ %aya2ı)); 


N — — 38 MM, * ‚DN = 
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wie fich ergiebt, wenn man bie Pyramide als das Aggregat von vier ſchief abge: 
ſchnittenen Prismen anfteht. | - 
Die Abftände des Schwerpunftes diefer Pyramide von den drei Grundebenen 
yz, x3 und zy find: — 
a +2%+32 
„taste „turn, und Tat, 


8. 119 Da fi jedes Polyeder, wie ABCDO, Fig. 155, in lauter dreifeitige 
Pyramiden, wie ABCO, BCDO, zerlegen läßt, ſo kann man aud) den 


Fig. 155.\ 





Schwerpunkt S beflelben finden, wenn man die Volumina und ftatifchen 
Momente der einzelnen Pyramiden berechnet. 

Sind die Abftände der Eckpunkte A, B, C u. f. w. von den durch die 
gemeinfchaftliche Spige O aller Pyramiden gelegten Coordinatenebenen 
YZ, XZwXFY: zo, %, % u. |. w., Yı, 4, Yys u. |. w. und 2, &, 25 
u. |. w., jo hat man die Bolumina der einzelnen Pyramiden: 


y=+ 1e (&ı Yalz +22 Ya Lı + 2sYyı2a — Fi Y3 %2 — X Yı 23 — Ta Ya2ı), 
V,=+ Ue(&aY3 24 + Xa Ya 2 + 24YL3 — ol — uyııı — 74 Y 24) 
u. |. w. und die Abftänbe ihrer Schwerpunkte von den gedachten Ebenen: 


_Aatnt+s _ _UtntH _at+8s+% 
Meg ee ee 2 ie ee 
„taten „Hinten „„Atrate u. f.w. 


Aus diefen Werthen berechnen fich endlich die Abftände u, v, w bes 
Schwerpunktes S des ganzen Körpers mittelft ber Yormeln: 
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Nuthut  _Nathut 
nen PO OmFnH 
_Nw+Iw + 
—— 
Beiſpiel. Ein von ſechs Dreiecken begrenzter Körper ABCDO, Fig. 155, if 


tur folgende Goorbinatenwerthe feiner Eckpunkte beflimmt, und man fucht bie 
Coordinaten feines Schwerpunktes. 


uw ‚und 


v= 





















Vierfache 
ebene 
*7 | Coordi⸗ Vierundzwanzigfache 
r Die ſechsfachen Inhalte naten der 
ſtatiſche Momente. 
naten. — Schwer⸗ 
der dreiſeitigen Pyramiden punfte 
ABCO wm BCDO. — na 
lvl: 8 8 5 24 Vau 24 V. v. 4Y. 
20[23|41 20.29.28) (20.40.30 
. 6sv= —* — —*t 771 92|99 2892544 12858624 | 307612: 
45129|30 41.45.40 41.12.29 
12)40|28 45.35.28 45.40.20 
6V= —* — 129.28.38/ =17204|95|104|78]1634380 | 1789216 134191: 
3335 120 30.38.40 30.12.85 
Summe 48276) ..... 4026924 14647840 | 4418041 





Aus den Ergebniflen diefer Rechnung folgen nun die Abflände bes Schwer: 
punktes S des ganzen Körpers von den Ebenen YZ, XZ und XY: 


1 4026924 
—7 re 70888, 

1 4647840 
are 24060, 

1 4418040 
= zur = MEN 


Anmerfung. Wan fann natürlid den Schwerpunkt eines Polyeders auch das 
duch finden, daß man daſſelbe auf zweierlei Weife durch je eine Ebene in zwei 
Stüde zerlegt, die Schwerpunkte je zweier Stüde durch eine Gerade verbindet und 
ven Durchfchnitt von beiden Geraden angiebt. Da beide Geraden Schwerlinien bes 
Bolyeders find, fo iR natürlich ihr Durchſchnitt auch Schwerpunft des Körpers. 
Wenn das Polyeder fehr viele Eden hat, fo ift jevoch diefe Beflimmungsweife fehr 
weitläufig, da man dann die Zerlegung des Körpers in Stüde fehr oft wiederholen 
muß. Bei dem fünfediigen Körper in Fig. 155, welcher auf zweierlei Weile in je 
zwei breijeitigen Pyramiden zu zerlegen ift, liegt der Schwerpunft im Durchſchnitt 
der Schwerlinien, welche die Schwerpunkte von je zwei dieſer Pyramiden mit ein⸗ 
ander verbinden. 
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8.120 Der Schwerpunkt einer abgeftumpften Pyramide ADOQN, 

Fig. 156, liegt in der Linie @M, welche die Schwerpunkte beider (parallelen) 

Fig. 156. Grumndflächen verbindet. Um nod) den 

Y Abftand diefes Punktes von einer der 

| Grundflähen zu beftimmen, hat man 

Fi die Volumina und Momente der voll- 

i ftändigen Pyramide ADF und der Er: 

gänzungspyramide NQF zu ermitteln. 

Sind die Inhalte der Grundflächen AD 

und NQ,—= G, und G,, und ift der 

Normalabftand beider von einander — A. 

jo beftimmt fich die Höhe x der Ergän- 
zungsppramide aus der Formel: 











A _Ub+D 
@3 a? i 
AV 
wel — + l= v8, l — 
€ che + a ſo ı= VH-Vo Ve 
hV Gı 
w h = —= giebt. 
jowie +1= VE = VE gie 
Das Moment der ganzen Pyramide in Beziehung auf die Bafis G, 
ft nun: 
Ahk+R) -i2 — h?G} 
3 
ſowie das der u 
= (n+ 2)= — ve +1 1", 
e\ 74a "Va-V Ve, "Va_Vo) 


e3 folgt daher da8 Moment der abgefürzten Byramibde: 


h? — 
Zi 2 _ 1 3—46 ud 
2 Va _ vv [H-ıV a —-0)— 
_M(G?—4G, Va A+3CH) _ 
I2(61 —2\’@,%+ 6) 
Nun ift noch der Inhalt der abgekürzten Pyramide: 
’=(4+V9G +0); 


2 ergiebt fich endlich der Abftand SS, ihres Schwerpunktes S von der 
aſis 


———— 
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_H+VHn+3G h 
a+VYahn+% 4 
Der Abftand S, S diefes Punftes von der Mittelebene KL, welche die 
Höhe h der Pyramide halbirt und mit den Grundflächen derfelben parallel 
läuft, iſt: 
— 26—VGEG.; ν +3 G3)] h 
4 G, + Va@ G2 4 6; 4 


= VE GH — Gr, — h 

H+Va@R+G, | 
Sind die Halbmefjer der Grundflächen eines abgefürzten Kegels rı 

und r,, ift alo G  =rr) ud @,=rr}, fo hat man für diefen 


— rr +2rır, +3r} j h und 
Ntnntr 4 


= 


Beiipiel. Der Schwerpunft eines abgefürzten Kegels von ver Höhe A — 20 
Zell und den Halbmeflern r = 12 und r, = 8 Zoll liegt, wie alle Mal, in der 
tie Mittelpunfte beider ——— Grundflaͤchen verbindenden Linie, und ſteht 
ten der größeren um 

yon, . 12?+2.12.8+3.82_ 5.528 _ 2640 

— — 122712.8+82 304 304 





— 8,684 Zoll ab. 


Gin Obelisk, d. i. ein von zwei unähnlichen rectangulären Grundflächen 8. 121 

und von vier Trapezen umichloffener Körper AUOQ, Fig. 157, läßt ſich 

Fig. 157. in ein Parallelepiped AFRP, in zwei 

0 dreifeitige Prismen EHRQ und GKRO 

und in eine vierfeitige Pyramide TKR 

zerlegen; man kann daher mit Hitlfe der 

Momente diefer Beftandtheile den Schwer: 
punkt des ganzen Körpers finden. 

Es läßt ſich fehr leicht einfehen, daß 
die gerade Pinie von der Mitte der einen 
Baſis nad) der Mitte der anderen, Schwer: 
linie diefes Körpers ift; es bleibt alfo 
nur noch der Abftand des Schwer: 
punktes von der einen Baſis zu beſtimmen übrig. Bezeichnen wir die Yänge 
BC und Breite A B der einen Bafis durd) I, und bi, fowie die Yänge QR 
md Breite PQ der anderen Bafis durch 7, und b,, und die Höhe des 
Körpers oder den Abftand beider Grundflächen von einander, buch A. Dann 
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ift der Inhalt des Parallelepipeds — b,1l;h, und das Moment deſſelben 
h 

bılah- ᷓ — U/gbal,h?, ferner der Inhalt der beiden breifeitigen Prismen 


= (db) + —u)8)4, 
und deren Moment 

= (Bd —blb +) ER, 
endlich der Inhalt der Pyramide 

= -b)ı-W5, 
und deren Moment 

— (bi —b,) (h 1) 2. 

Hieraus folgt das Volumen des ganzen Körpers: 


h 
(6b, +36, +31, — 6b, +2b, +26, — 241, — 28,11) 


h 
—=(2bı +25, rd tb)» 
fowie defien Moment: 
h3 
w= (65, +25, 4246,46, +blı 4b —bdla— Id) 75 


— bu, bili + Phab) ., 


und es ergiebt ſich der Abſtand feines Schwerpunktes S von ber Grund⸗ 
fläche b, I: 
| bili - Sbala - bila bah Ah 

— 

Es läßt ſich auch (ſ. die Planimetrie und Stereometrie von C. Koppe): 

y_bd- + + n ed hi a 

ſetzen. Der Abftand des Echwem ente Yı von der mittleren Querſſchnitte⸗ 
ebene beſtimmt jich durch die Formel: 





h — bh 
MEI) te) —h) 


Anmerkung. Diefe Formel findet auch ihre Anwenvung bei Körpern mit 
elliptifhen Grundflaͤchen. Sind die Halbaren der einen Grundfläche a, und db, und 
die der anderen a, und d,, fo iſt das Volumen eines folgen Körpers (Kübels): 


h 
v=7 2ab +20b, +01 + ab), 
und ber Abſtand feines Schwerpunftes von der Bafls za, db: 


Äh 
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eat ba tet, h | 
— t2, tra 2 | 
Beifpiel. Ein Teichdamm ACOQ, Fig. 158, von 20 Fuß Höhe, ift unten 
250 Fuß lang und 40 Fuß breit, dagegen oben 400 Fuß lang und 15 Fuß breit; 
#ig. 158. 





man fucht den Abſtand feines Schwerpunttes von er Balls. Hier ift db, = 40, 
ı=30, b, = 15, I, = 400, und Aa= 20, daher der gefuchte Verticalabſtand: 
40 . 250 +3. 15.400 +40 . 400 + 15.250 ., 
= 59.350+32.15.40+40.40+15.20' ” 


4775 1910 
= 575° = 907 7 9227 Buß. 


Dreht ſich ein Kreisausſchnitt ACD, Fig. 159, um feinen Halbmeſſer 8. 122 
CD, fo entfteht ein Rugelausfhnitt ACB, beffen Schwerpuntt wie folgt 
Fig. 159. beftimmt wird, Man kann fich diefen Kör⸗ 
per als einen Inbegriff von unendlich vielen 
und unendlich dünnen Pyramiden vorftellen, 
deren gemeinfchaftliche Spige der Mittel» 
punft C ift und deren Orundflächen bie 
Kugelmüge ADB bilden. Die Schwerpunfte 
aller diefer Byramiden ftehen um ?/, bes 
Kugelhalbmeffers C.D vom Mittelpuntte Cab, 
e8 bilden daher diefelben eine zweite Kugel» 
müße A, D, Bi vom Halbmefir CD, 
— 31, CD. Der Schwerpunkt 9 diefer 
krummen Fläche ift aber auch der Schwerpunft des Kugelausfchnittes, weil 
fid) die Gewichte der Elementarpyramiden auf diefe Fläche gleichförmig ver- 
theilen, diefe alfo gleihförmig ſchwer ausfällt. 

Seen wir num den Halbmeffr OA= CD= r und bie Höhe DM 
der äußeren Calotte — h, fo erhalten wir für die innere Calotte 
CD, = ar, und MD = Ja h, folglich ($. 116) SD, — 1 MD, 
= 2%; h und den Abftand des Schwerpunftes des Kugelausjchnitted vom 
Mittelpuntte C' 

CS=0D—-SD =yur—ylı—H (r 3 

Für die Halbkugel ift z. B. — r, daher der Abftand ihres Schwer: - 
punkte S vom Mittelpunfte C': 


= -—% r. 








. 123 
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Den Schwerpunkt S von einem Kugelfegmente ABD, Fig. 160, er- 

Fig. 160. hält man, indem man das Moment 

D dieſes Segmentes gleichjegt der Diffe: 

venz zwifchen dem Momente des Aus- 

fchnitte8 ADB C und dem des Kegele 

ABC. Bezeichnen wir wieder den 

Kugelhalbmeſſer U.D durch r und die 

Höhe DM durd) h, fo erhalten wir 
das Moment des Ausichnittee 


—= 2, arıh.?;(2r — h) —W,arıh(ar—h). 

und das des Kegels 

— I, ah(2r — Hh). (r — )Y. H) — ah(2r—h)(r —h): 

daher iſt das Moment des Kugelſegmentes 

VV (CAT —h)(? — Ir — VM r — I). 
Der Inhalt dieſes Segmentes iſt aber 
V=\,aht(dr—h); 

e8 folgt daher der in Frage ftehende Abftand: 
,aht@r—h? ,, (2r—h)? 
am) Mt gr 


Set man wieder A — r, fo geht das Segment in eine Halbkugel 
über, und e8 folgt wie oben, CS — ? sr. 
Diefe Formel gilt felbft fir da8 Segment eines Sphäroides 4,DB, 
welches entfteht, wenn fich der elliptifche Bogen DA, um die große Halb- 
are UD—= r dreht; denn zerjchneidet man beide Segmente durch Ebenen 
parallel zur Bafis AB in lauter dünne Scheiben, fo ift das Verhältniß 
2 rm 2 

von je zwei derjelben unveränderlich — MA! = CE — “ wenn b die 
UA? UR: r 

Heine Halbaxe der Ellipſe bezeichnet. Man muß alfo fowohl das Volumen, 








3 
als auch das Moment des Kngelſegmentes durch multipliciren, um das 


Volumen und das Moment des Segmentes vom Sphäroid zu erhalten, und 


Moment 
verändert dadurch den Quotienten US —= um Nichts. 
Rolumen 
,(2r — h): 


— — , , wobet r die Gröoße der- 
3r —h Größe b 


jenigen Halbare bezeichnet, um welches ſich die Ellipſe bei Entjtehung bes 
Sphäroides dreht. 


Es iſt Überhaupt US — y—=}?’, 


Anwendung der Simpson’schen Regel. Ilm den Schwerpunlt 
eines ungefegmäßigen Körper ABCD, Fig 161, zu finden, zerlege 
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man denjelben durch gleich viel von einander abftehende Ebenen in dunne 
Scheiben, beftinnme die Inhalte der erhaltenen Durchſchnitte und deren Momente 
in Hinficht auf die als Baſis dienende erfte Parallelebene A B, und vereinige 

Fig. 161. endlic) beide durch die Simpfon’fche Regel. 

SEE Sind die Inhalte diefer Durchſchnitte 
Fo, Fı, Fa, F, F4 und ift die ganze Höhe 
oder der Abftand MN zwilchen den äußerften 
Parallelebenen, —=h, jo hat man das Volu- 
men des Körpers nad) der Simpfon’ichen 
Kegel (annähernd): 


Multiplicirt man noch in diefer Formel jede Fläche durch ihren Abftand 
von der Baſis, fo erhält man das Moment des Körpers, nämlid): 
h | 
Fy=(0.F+1.4F,+2.2B,+3.4F, +4 F))Z 15, 
und es giebt die Divifion beider Ausdrücke durch einander den gefuchten 
Abftand des Schwerpunttes S: 
us— „0: F+1.4F+22R+34F,+4.F)h 
\ FR+4M+2R+4B+F 4 
ft die Zahl der plattenfürmigen Elemente — 6, fo hat man: 


— OT ein T eng T ind FT er Te 





Es ift leicht zu erachten, wie man dieje Formel umuänbern hat, wenn 
die Zahl der Schnitte eine andere ift. Nur fordert diefe Regel, da die Zahl 
der abgefchnittenren Stücke eine gerade, die Flächenzahl alfo eine ungerade ift. 

In vielen Fällen der Anwendung geniigt die Beftimmung eines Ab- 
Randes, weil außerdem noch eine Schwerlinie befannt if. Die in ber 
Praris gewöhnlich vorfommenden Körper find auf der Drehbant erzeugte 
Rotationsförper, deren Rotationsare die Schwerlinie der Körper ift. 

Endlich findet die Formel auch ihre Anwendung bei Beſtimmung des 

Fig. 162. Schwerpunktes einer Fläche, in welchem alle die 
Dunerfchnitte Fo, Fi, Fr u. ſ. w. in Linien über- 
gehen. 


Beifpiel 1. Zür das parabolifche Conoid ABC, 
Sig. 162, welches durch Umdrehung des Parabelftüdes 
ABM um feine Are AM entſtanden ift, erhält man, 
wenn man nur einen Mittelfchnitt DN E durchführt, 
Folgendes: 

68 jei die Höhe AM — h, der Halbmeiler BM = r, 


AN= nM—% und daher der Rabius DN=rYVy, Der Inhalt "des 
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nr3 


Schnitte durch A Fb =0, durch N F =nDM— 7 und burd 
M, F,;, = nr? Hiernach folgt das Volumen dieſes Körpers: 
— + F)=@ar tary= ar Rah; 
jowie das Moment deflelben: 
vy=% (1.277, +2.nrB)= nr? Y,Fyh8, 
und daher der Abftand feines Schwerpunftes S vom Scheitel: 








_u—YaFah? _ 
AS=y= Vrhn / h. 
Fig. 168. Fig. 164. 
RB = 
ut 
M\ 
A M 
I 


Beiſpiel 2. Das Gefäß ABCD, Fig. 164, hat die mittleren halben Weiten 
ro = 130ll, r, = 1130ll, rg = 0,9 Zell, rz = 0,7 Zell, r, = 0,4 Zoll bei 
einer Höbe MN = 2,5 Zoll; man fuht den Schwerpunkt S feines Faſſungsrau⸗ 
mes. Die Duerfähnitte find A,—1.7,F}=121.7, FR=081.n, FR, —=0,49.r, 
F,=0,16.r, es ift daher der Abſtand feines Schwerpunftes von der Horizontal: 


ebene AB: 
_0.17+1.4.1,21.”+2.2.0,817+3.4.0,49n-+4.0,16.2 2,5 


MN— 17 +4.121rn+2.0,817+4.0,49r -+0,16.7 4 


— 1460 , 25 _ 36,50 _ „9502 Zell. 


— 958 4 33832 


Der Faflungsraum iſt V = 9,587 — — 6,270 Cub.⸗-Zoll. 
Schwerpunktsbestimmung von Rotationsflächen und Rota- 
tionskörpern. Die Schwerpunkte krummer Flächen und runmflächiger Körper 
von beftimmten Formen laffen ſich allgemein nur 
mit Hilfe der Differenzial« und Integralrechnung 
beftimmen. In der Praxis kommen vorzüglich 
die Rotationsflähen und Rotationskörper 
vor, baher möge im folgenden aud) nur von der 
Beftimmung der Schwerpunkte biefer Gebilde 
— die Rede fein. Dreht fich die ebene Curve AP, 
dig. 165, um die Are AC, fo bejchreibt fie 
eine fogenannte Rotationsflähe APP,, umb 
dreht fich die von der Curve AP und ihren 
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Coordinaten AM und MP begrenzte Fläche A PM um eben diefe Are, fo 
wird dadurch ein von der Rotationsfläche A PP, und von einer Kreisfläche 
PMP, begrenzter Rotationskörper erzeugt. 

Bezeichnen wir die Abfciffe AM durch x, die entfprechende Ordinate MP 
durch „, fowie den zugehörigen Bogen A P durd) s, ferner das Abfcifienele- 
ment MN = PR durd 9x, das Drbdinatenelement Q R durd 9y und 
da8 Curvenelement PQ dur Os, fo haben wir den Inhalt des bei der Kor 
tatoin von Os durchlaufenen gürtelfürmigen Elementes PQ Q, Pı ber Ro- 
tationsfläche APPı = 0, 

00=22.PM.PQ=2nyds, 
und dagegen den Inhalt des von diefem Flächenelemente umgürteten Elementes 
des Rotationskörpers APP, = V: 
oV—=aPM:.MN—ay:Or. 
Weil beide Elemente um die Abfciffe x von einer durch A gehenden und 


auf der Are A C winkelrecht ftehenden Ebene abftehen, fo ift das Moment 
vm 00: 
200 —=2rxıyös, 
und das von OP: 
zsoV—nxy?dr. 
Da nun 0= [ 2nyds = 2n / yös, und 
v= /[ ay20x — x / y0x 
if, und dem legteren zufolge das Moment von O: 
[ 2u2y9s = 2n [ xy0s, 
und das von V: 
[weyodz= x [ xy?0x 
ſich ergiebt, fo ift demnach der Abftand A S—y des Schwerpunftes S von 
dem Anfangspunkte A: 
1) für die Rotntionsfläce: 
2mfayos _ SzyPs 
 2u/yos /yos 
2) für den Rotationskörper: 
a [zy?0z [ay?0s 
 a/yoz [yos 
a B. für eine Sugelcalotte mit dem Halbmeſſer C Q — r hat man, 
bier 


P . 0 
3 = Ip d. i. 7. alſo yos=röz if: 


‚ und dagegen 
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zrOr won _ 1/, 22 
sau _ fr — a _ — I,2—=1l,AM. 


Sror So T 


(Bergleihe $. 116.) 
Tür das Hugelfegment ift dagegen, da fih „P—=2rr — x? jegen läßt: 
[are —a)zdz  [ara0r— 20x 
[are —e)02 [2rror — [20x 


tra — rt _ Oor— ua) _ (Br—3e\ x 
ra, 7— 1h% = 7a)? 


und folglich: 
(OSer—i=, —— *. - (Bergl. 8. 123.) 





AS—=u= 





. 125 Guldinische Regel. Cine intereffante und zuweilen fehr nügliche An- 
wendung der Lehre vom Schwerpunfte ift die Guldinifche Regel ober die 
barycentrifche Methode (franz. methode centrobarique; engl. the pro- 
perties of Guldinus). Diejer zufolge ift der Inhalt eines Rotations:- 
förpers (oder einer Rotationsfläche) gleich dem Producte aus der Er- 
zeugungsfläcdhe (oder Erzeugungslinie) und dem bei der Erzeugung des 
Rotationsfürpers (oder der Rotationsfläche) durchlaufenen Wege ihres 
Schwerpunktes. Die Richtigkeit dieſes Satzes läßt ſich auf folgende Weiſe 
darthun. 

Dreht fi) die ebene Flähe A BD, Fig. 166, um eine Are X X, fo be 

fig. 166. Tchreibt jedes Element Fi, F3 u. ſ. w. 

derfelben einen Ring; find die Ent- 
fernungen Fi Ai, Fa A u. f. w. die 
jer Elemente von der Umdrehungsare 

XX, =r,r3 u. ſ. w. und ift der Um 

drehungswintel FKFL—=SCS, a", 

alfo der entjprechende Bogen für den 

Halbmefler 1, — «a, fo find bie 

bogenförmigen Wege der Elemente 

— 170,150 u.|. w. ‘Die von den 

Elementen F,, Fy u. . w. durdjlau- 

fenen Räume laſſen fi) als krummgebogene Prismen von den Grunbfläcen 

Fı,F, u. f.w. und von den Höhen rı«, rz«@ u. ſ. w. anfehen, haben alſo bie 

Inhalte Fr &, Fyr,a u. ſ. w., und es ift fonad) das Volumen des ganzen 

Körpers ABDD, B, A:: 

V=FrnetPRreae.=(Fr - Fars +...).e. 
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HM CS=y, ber Abftand bes Schwerpunttes 3 der Erzeugungsfläche von 
der Umdrehungsare, jo hat man auch: 
AFA+rR+.)y-hn+rnt-, 
md folglich da8 Volumen des ganzen Körpers: 
v=(Hh+PrR+-)ye. 
Aber Fr + F3 +» -- ift der Inhalt der ganzen Flähe F und ya ift der 
vom Schwerpunkte S burchlaufene Kreisbogen SS, —=w; es folgt daher 
V’= Fe, wie oben behauptet wurbe. 

Diefe Formel gilt auch file die Rotation einer Xinie, weil ſich biefelbe 
als eine Fläche von unendlich Meiner Breite anfehen läßt, es ift nämlich 
F=1m, d. h. die Rotationsflädhe ift ein Product aus der Erzeugungs⸗ 
mie (1) und dem Wege (m) ihres Schwerpunttes. 


Beiſpiel 1. Bei eineni halben Ringe mit elliptifhem Querſchnitte ABED, 
fig. 167, Seien die Halbaren des Querſchnitte CA=a und CB=b, und 
ii die Entfernung UM bes Mittelpunktes C dieſes Schnittes von der Are 
XX,—=r. Dann ift die elliptifhe Erzeugungsfläche F=nab, und ber Weg 
Ihres Schwerhunftes (C), w — nr; daher das Volumen biefes halben Ringes: 
Vzntabr, und’das des ganzen Ringes: 7, —=2 V— 2ndabr. 

Sind die Dimenfionen folgende: a—=5 Zoll, b=3 Zoll, r=6 Zoll, fo tft das 
Volumen eines Biertelringes: 


1,.n2.5.3.6—=9,86%6.5.9— 444,182 Cubitʒoll. 


Sig. 167. Kig. 168. 





Beitpiel 2. Kür einen Ring mit halbfreisförmigem Duerfänitte 
ABD, #ig. 168, ift, wenn CA-= C B=a, ven Halbmeiler viefes Duerfchnittes 
un MC=r, ven des hohlen Raumes oder Halfes bezeichnet, das Bolumen 


V= 2 2m +52) = na? (ar +%, a). 


Beiſpiel 3. Dreht fih ein Kreisfegment ADB, Fig. 169 (a: f. ©.), um ven 
mit feiner Schne A B parallel laufenden Durchmeſſer EF', fo befchreibt es eine 
Kugel AD, B mit einer cylindriſchen Aushöhlung ABB,A,. If nun A der 

Deitpah's Yehrbuh der Mechanik. 1. 14 
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Inhalt diefes Segmentes und 3 die Größe der Sehne A B= A, B, deſſelben, ſo 
bat man nad $. 114 den Abitand feines Schwerpunftes S vom Mittelpunfte C: 
8 


— 
und daher das Volumen der erzeugten Hohlkugel: 
aan ee 
ze: 


Bei der Vollkugel ift die Sehne over Höhe der cylindriſchen Bohrung dem 
Durchmeſſer d der Kugel gleich geworden, daher der Inhalt verjelben: 


nd? 
v= a’ 





wie befannt. 


Beifpiel 4. Es fei die Oberfläche und der Inhalt ver Kuppel ADB, Fig. 
170, eines Kloſtergewölbes zu finden, und zu, dieſem Zwecke vie halbe Weite 


Fig. 169. Fig. 170. 
N) 





MA=MB=a un bie Höhe MD—h gegeben. Aus beiden Dimenfionen 
folgt der Halbmeſſer CA—= CD ves Erzeugungekreiſes: 
a? + h? 
2a ° 
und der Gentriwinfel ACD=a«, wenn man ſetzt: 


i h 
sın. [74 — — 
r 


Der Schwerpunft S eines Bogens 
DAD,=2AD 
ift beflimmt durch die Entfernung: 

_„ Schne MD _rsin.« 

BEr en AD m 
es ift folglich der Abftann des Schwerpunftes S von der Are MD: 
_rsina sin. &x 
es r cos. (—— 
und der Weg des Schwerpunftes bei Erzeugung der Flähe ADB: 


sin. a 
vuv=2nr — - cos.a) 


, ferner CM=rcos.«, 





— cos. ), 
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Die Ergeugungslinie DAD, it 2r«, folglih ihre Hälfte AD,=re«, und 
vie von der letzteren befchriebene Rotationsflähe ADB: 


sin. a . 
O=ra.2nr(, = — coa. e)=2n rꝰ (sin. c — acos.«) 


zu jegen. 
Schr gewöhnlich ift ad — 60°, alfo: 
a 3 sin.a=Ys V3 und cos. «— Un; 
daber folgt dann der geſuchte Inhalt: 
= ar(VS—7)=21515 ‚rı, 


Aür das Segment DAD, =A=r?!(a— Y,sin.2«) if der Abſtand des 
Schwerpunftes vom Mittelpunfte C: 
_(2.MD) _ 3). rd sin. a3 
— mA 8 A ’ 
taber Abſtand von der Are: 


, 3 
MS=CS—- CM= net _ r cos. «, 


endlich der Weg dieſes Schwerpunftes bei einer Umbrebung um MD: 


2nr3 . ar 
Z 1 sin. a! — (« — Yy sin.2«) cos.a]. 








nr . 
en T (Ya r2sin. a3 — A co8. a) 


Das Bolumen des ganzen burh das Segment DAD, erzeugten Körpers ergiebt | 
üb, wenn man diefen Weg dur A multiplicirt, und das Bolumen der Kuppel 
wird gefunden, wenn man hiervon die Hälfte nimmt, alfo: 
V=nr:[dy,sin. ad — (a — V sin.2 ca) cos. «). 
3. 8. für a — 60°, alfe: 


N... — . 
.—7 it sin.a== Ih v3, sin. 24 und cos. a —= Y,, daher: 


Y=nr? (% ‚3 - =) —=0,3%6 . r?. 


Die Guldini’sche Kegel findet auch ihre Anwendung bei ſolchen Körpern, 8. 127 
weiche entftehen, wenn ſich die Erzeugungsfläche beim Fortrücken ihres 
Zchwerpunktes längs irgend einer Curve ſtets winkelrecht gegen diefelbe ftellt, 
weil fi) jede Curve aus unendlich vielen und unenblic, Heinen Kreisbögen 
sulammenjegen läßt. Es ift aud) hier da8 Volumen des erzeugten Körpers 
dad Product aus der Erzeugungsfläche und dem Wege ihres Schwerpunftes. 
Ebenſo ift diefe Regel noch dann anwendbar, wenn bie Erzeugungöfläche bei 
ihrer Fortbewegung immer gegen die Frojection des Weges ihres Schwer- 
punftes auf irgend eine Ebene, rechtwinfelig gerichtet bleibt. Es ift hier aber 
die Erzeugungsfläche nicht mit dem Wege, fondern mit der Projection des 
Berges zu multipliciren. 

14* 
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ift der Inhalt des Parallelepipeds — b,l; h, und das Moment deſſelben 
h . 
b,uh- 3 >= I/gbal, h?, ferner der Inhalt der beiben breifeitigen Prismen 


= (Bı —b]bu+[ı —%]b:) 3. 
und deren Moment 

— C.— B lu - I. 4 
endlich der Inhalt der Pyramide 

— (db —b) (lı— t, 
und deren Moment 

-b-Wu-m4 2 


4 
Hieraus folgt da8 Volumen des ganzen Körpers: 


h 
V=(6bl, +36, +3, 66,5, 4264, +2, — 2 a — 26:11) 


h 
—(2bh +25, +bil +ub)S: 
ſowie deffen Moment: 
h3 
y= (6b212 +25, % +21,b,—4b,l, +bl; +bt — bi la — Ib) 5 


h? 
— ab P bili Pbila - bl: 15’ 
und es ergiebt fich der Abftand feines Schwerpunktes S von ber Grund 
fläche bi I: 
bili Bbꝛla tb tbl Rh 
Es läßt ſich auch (f. die Planimetrie und Stereometrie von C. Koppe): 
_b+b tb h—b ıh-hb A 
ven eg 23 
feßen. Der Abftand des Schwerpunftes y, von ber mittleren Duerffchnittss 
ebene beſtimmt fich durch die Formel: 
h 





0 U 
Haze )atn)t+tb Jun 


Anmerkung. Diefe Formel findet auch ihre Anwendung bei Körpern mit 
elliptifhen Grundflaͤchen. Sind die Halbaren der einen Grundfläche a, und b, und 
bie der anderen a, und ds, fo ift das Volumen eines ſolchen Körpers (Kübels): 


h 
r=7 (20,5) +20d, +0,83 + adı), 
und ber Abſtand feines Schwerpunftes von ber Bafls na, bi: 


h. 
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3 — _Adı 3b, + a, by + ab, ‚Ah 
’ 56,5, +20, +0,85, Fa, 2 
Beifpiel. Ein Teihdamm ACOQ, Fig. 158, von 20 Buß Höhe, ift unten 
250 Fuß lang und 40 Fuß breit, Dagegen oben 400 Fuß lang und 15 Fuß breit; 
Fig. 158. 





man ſucht den Abftand feines Schwerpunttes vonjver Baſis. Hier ifl b, = 40, 

=, =1lb,, — 400, und = 20, daher der gefuchte Verticalabftand: 
— 40 250 + 3. 13. 400 + 40. 400 + 15 . 250 20, 
_730.30+F2.15.400 440.10 Lin.‘ % 


4775 1910 
= 10 = 57 = 9227 Ruf, 


Dreht ſich ein Kreisausſchnitt ACD, Fig. 159, um feinen Halbmeffer 
CD, fo entfteht ein Kugelausſchnitt A C.B, beffen Schwerpunkt wie folgt 
Fig. 159. beftimmt wird. Man kann fich diefen Kör⸗ 
per als einen Inbegriff von unendlich vielen 
und unenblid, binnen Pyramiden vorftellen, 
deren gemeinfchaftliche Spige der Mittel- 
punlt C ift und deren Grundflächen bie 
Kugelmüge ADB bilden. Die Schwerpunkte 
aller diefer Pyramiden ftehen um 3/, bes 
Kugelhalbmeſſers CD vom Mittelpuntte C’ob, 
es bilden daher diefelben eine zweite Kugel⸗ 
müge Aı Di B, vom Halbmeſſer CD, 
— 3/, CD. Der Schwerpunkt S_ biefer 
krummen Fläche ift aber andy der Schwerpunft des Kugelausſchnittes, weil 
fc) die Getwichte der Elementarpyramiben auf diefe Fläche gleichförmig ver- 
theilen, diefe alfo gleichförmig ſchwer ausfällt. 

Segen wir nun den Halbmeſſer CA—= CD— r und die Höhe DM 
der äußeren Calotte — Ah, fo erhalten wir für die innere Galotte 
CD, == 3, r, und M,D, = / h, folglich ($. 116) SD, = ls MD, 
= °/,h und den Abftand bes Schwerpunftes des Kugelausfchnittes vom 
Mittelpuntte C: 


S= CD, — SD, = 34 r— 3/6 h= ur (' — * 





Sr die Halbkugel iſt z. B. % — r, daher der Abſtand ihres Schwer⸗ 


punftes S vom Mittelpunkte C: 


r 
08 3/. 7= er. 


8. 122 
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. 123 Den Schwerpunft S von einem Rugelfegmente ABD, fig. 160, er: 


. 124 


Fig. 160, hält man, indem man das Moment 

D dieſes Segmentes gleichſetzt der Diffe- 
venz zwifchen dem Momente des Aus- 
jchnitte8 ADB C und dem des Kegels 
ABC. DBezeichnen wir wieder ben 
Kugelhalbmefler UD durch r und die 
Höhe DM durd) h, fo erhalten wir 
das Moment des Ausſchnittes 


—=?/,arth.®l,(2r — h) — Y,arıh(2r—h). 
und das des Kegele 
—=ıI,ah(2r—Ih).(r—h).?,(r -h)=N, ah(2r—h)(r—h): 
daher ift da8 Moment des Kugelfegmentes 
VYy=\,ah@r—h)? — Ir — khY)=!,ahrt(2r — MN) 
Der Inhalt dieſes Segmentes ift aber 
V=Y,alM(a3r —h); 
e8 folgt daher der in Frage ftehende Abſtand: 
yaM(ar—h , (ar) 
0OB=y= ı,aht(är—h) LE 3r—ıh 

Segt man wieder A — r, fo geht das Segment in eine Halbfugel 
über, und es folgt wie oben, CS — ?gr. 

Diefe Formel gilt jelbft für das Segment eines Ephäroides A, DB, 
weiches entfteht, wenn fich der elliptifche Bogen DA, um die große Halb: 
are ÜD = r dreht; denn zerjchneidet man beide Segmente durch Ebenen 
parallel zur Bafis AB in lauter dünne Scheiben, fo ift das Verhältniß 





2 2 
von je zwei derfelben unveränderlic) — — = * — = wenn b die 
UL Y 


Heine Halbare der Ellipfe bezeichnet. Man muß aljo jowohl das Volumen, 


b? 
als aud) das Moment des Kugelſegmentes durch — multipliciren, um das 


Volumen und das Moment des Zegmented vom Sphäroid zu erhalten, und 





Moment 
verändert dadurch den Uiuotienten US —= „— ‚um Nichts. 
) Volumen 
2 — / 2 . . 2 - 
Es iſt Überhaupt US— y =}? a, rl, wober r die Größe der: 


jenigen Halbaxe bezeichnet, um welches ſich die Ellipſe bei Entſtehung des 
CE phäroides dreht. 


Anwendung der Simpson’schen Regel. lim den Schwerpunft 
eines ungejegmäßigen Körper ABCD, Fig 161, zu finden, zerlege 
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man denfelben durch gleich viel von einander abftehende Ebenen in biinne 
Scheiben, beftimmte die Inhalte der erhaltenen Durchfchnitte und beren Momente 
in Hinficht auf die als Bafis dienende erfte Parallelebene AB, und vereinige 
Fig. 161. endlich beide durd; die Simpſon'ſche Regel. 
Sind die Inhalte diefer Durchichnitte 
Fo, Fi, Fa, Fa, Fe uud ift die ganze Höhe 
oder der Abftand MN zwifchen den äußerften 
Varallelebenen, — h, jo hat man das Volu⸗ 
menu des Körpers nach der Simpfon’fchen 
Kegel (annähernd): 


h 
V=(F+4F +2F,+4F, +F)3z 


Multiplieiet man noch in diefer Yormel jede Fläche durch ihren Abftand 

von der Baſis, jo erhält man das Moment des Körpers, nämlich: 
Fy—=(0.R+14R+2.2R+3.4F, +HAR)So, 
und es giebt die Divifion beider Ausdrlide durch einander den gefuchten 
Abſtand des Schwerpunftes S: 
vs, _ :R+14FR+2254+34BR+4F)h 

— IE TT 1 

Iſt die Zahl der plattenförmigen Efemente — 6, fo hat man: 

_0.F5+1.4F,+2.2P,+3.4P, 4+4.2F, 45.4, 46.F, ı 

Bu F+4FR+2F +45 +2Fı+4F,+F, 6 

Es ift leicht zu eradjten, wie man diefe Formel umzuändern hat, wenn 
die Zahl der Schnitte eine andere ift. Nur fordert biefe Regel, daß die Zahl 
der abgejchnittenen Stüde eine gerade, die Flächenzahl alfo eine ungerade ift. 

In vielen Fällen der Anwendung genügt die Beitimmung eines Ab- 
ſtandes, weil außerdem noch eine Schwerlinie befannt if. Die in der 
Praris gewöhnlich vorkommenden Körper find auf der Drehbant erzeugte 
Rotationskörper, deren Rotationsare die EC chwerlinie der Körper ift. 

Endlich findet die Formel auch ihre Anwendung bei Beſtimmung des 

ig. 162. Schwerpunktes einer Fläche, in welchen Falle die 

Querſchnitte Fo, Fi, Fy u. f. w. in Linien über- 
gehen. 


Beifpiel 1. Zür das parabofifhe Conoid ABC, 
Sig. 162, welches durch Umdrehung des Parabelftückes 
ABM um feine Are AM entitanden ift, erhält man, 
wenn man nur einen Mittelfchnitt DN E durchführt, 
| Folgendes: 

c 68 fei vie Höhe AM — h, der Halbmeſſer BM = r, 


AN=NM—= 2 und daher ver Radius DN—=r VY. Der Inhalt ' des 
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Sqhnittes duch A iR Fo = 0, durch N, F, = aDM =" un durch 
M, F, = nr? Hiernach folgt das Volumen dieſes Störpers: 
v=2(0+ 4F + F)=t@ar tar) Yarıı=),Fıh; 
jowie das Moment deſſelben: 
VYy=%d.2nr, +2.nr)= Ynrık?= Y,Fyhs, 
unb daher der Abfland feines Schwerpunftes S vom Scheitel: 





_u— AhFeh? _ 
AS=y= „rk [a R. 
Fig. 163. 
B 7 
nD T| 





- Beifpiel 2. Das Gefäß ABCD, Fig. 164, hat die mittleren halben Weiten 
ro = 13l, r, = 113el, rz, = 0,9 Zoll, r, = 0,7 Zoll, r, = 0,4 Zell bei 
einer Höhe MN = 2,5 Zoll; man ſucht den Schwerpunft S feines Faffungerau: 
mes. Die Querſchnitte fin FO—L. , F},=121.n, FR,=081.n, F,=0,49.n, 
F,=0,16.r, es ift daher der Abftand feines Schwerpunftes von der Horizontal: 
ebene AB: 

_0.1#8+1.4.1,21.7+2.2.0,817 +3.1.0,49r +4.0,16.2 2,5 





le 17 +4.1,21n+2.0,817+4.0,492 +0,16.n ru 
14,60 25 __ 36,50 __ 
Is ı Rn” 0,9502 Zoll. 

Der Faflungsraum it V = 9,580.=2 — 6,270 Eub.:3oll. 


Schwerpunktsbestimmung von Rotationsflächen und Rote- 
tionskörpern. Die Schwerpunktefrummer Flächen und krummflächiger Körper 


Fig. 165. von beſtimmten Formen laffen ſich allgemein nur 
eg mit Hülfe der Differenzial- und Integralrechnung 
5 beſtimmen. In der Praxis kommen vorzüglich 





e er | die Rotationsflähen und Rotationskörper 


vor, daher möge im Folgenden auch nur von der 
Beſtimmung der Schwerpunfte diefer Gebilde 
IB Ne ; : . 

Hi die Rede fein. Dreht fich die ebene Curve AP, 
9 Fig. 165, un die Are AC, fo beſchreibt fie 
| eine jogenannte Rotationsfläche A PP,, umd 
dreht fich die von der Curve AP und ihren 
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Coorbinaten AM und MP begrenzte fläche A PM um eben diefe Are, fo 
wird dadurch ein von der Rotationsfläche A PP, und von einer Sreisfläche 
PMP, begrenzter Rotationölörper erzeugt. 

Bezeichnen wir die Abfciffe AM durch x, die entſprechende Ordinate MP 
durch „, fowie den zugehörigen Bogen A P durch s, ferner das Abfcifienele- 
ment MN = PR durd) 9x, das Orbinatenelement Q R durd) 9 y und 
das Survenelement PQ durch 95, fo haben wir den Inhalt des bei der or 
tatoin von Os burchlaufenen gürtelförmigen Elementes PQ Q, Pı der Ro- 
tationsflähe APP, — 0, 

00=2x2.PM.PQ=2nyds, 
und dagegen den Inhalt des von diefem Flächenelemente umgürteten Elementes 
des Rotationskörpers APP, = V: 

oVY—=aPpM:.MN—ny20a. 

Weil beide Elemente um die Abfciffe x von einer durch A gehenden und 
auf der Are A C winfeltecht ftehenben Ebene abftehen, jo ift das Moment 
von 0. 0: 

200 =2nzy0s, 
md das von OF’: 
zsoV—nıy?0a. 


Ta nun 0= [ 2nyds— 2n ['yOs, und 
v= /aylda—=a/[y0r 
ft, und dem Iegteren zufolge das Moment von O: 
[ 2uxy0s = 2n /[ zyds, 
und das von V: 
[ weyPöx—= a [ 2y?9x 
fi, ergiebt, fo ift demnach der Ahftand AS —y des Schwerpunftes S von 
dem Anfangspunlte A: 
1) für die Rotutionsfläde: 
_ an/ayos _ [zy2s 
— 2u/yos [vos 
2) für den Rotationskörper: 
_aufzyoe Say?0x_ 
af y?0z — y29x 


* Bfur eine Kugelealotte mit bem Halbmefir CQ — r hat man, 
bier 


pP . 08 r 
== = 4. d. i. F 7 alſo yos=rdz if: 





, und dagegen 
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Sror for * 
(Bergleiche $. 116.) 

Für das Kugeljegment ift dagegen, da ſich y„—=2rr — x? jegen läßt: 

_ ftar=— 2%) wir S2rarös— [20x 

frz — 22) 02  Sarzoz — [20x 


Hr hr _ Ohr) r _ „zer 
ra 1/, 8 = r— Ur 3r —ı 4°’ 


und folglich: 
 (dser—iı=!, er *. - (Bergl. 8. 123.) 





4S=yu= — Inz=1hAM. 


AS— 





&. 125 Guldinische Regel. Kine interefjante und zuweilen jehr nützliche An- 
wendung der Tehre von Schwerpunkte ift die Guldinifche Regel oder die 
barycentrifche Methode (franz. methode centrobarıque; engl. the pro- 
perties of Guldinus). Diejer zufolge ift der Inhalt eines Rotations— 
förpers (oder einer Rotationsfläche) gleich dem Producte aus der Er- 
zeugungsfläche (oder Erzeugungelinie) und dem bei der Erzeugung des 
Rotationsförpers (oder der Rotationsflädhe) durchlaufenen Wege ihres 
Schwerpunftes. Die Richtigkeit dieſes Sages läßt fich auf folgende Weije 
darthun. 

Dreht fich die ebene Fläche ABD, Fig. 166, um eine Are X X, fo be- 

Fig. 166. fchreibt jedes Element Fi, Fy u. ſ. w. 

derfelben einen Ring; find die Ent- 
fernungen F, Ki, Fa Kr u. ſ. w. die 
jer Elemente von der Umdrehungsare 

XX, =r,r u. ſ. w. und ift der Um⸗ 

drehungswinkel FF KFR—=SCS, a", 

aljo der entjprechende Bogen für den 

Halbmefler 1, — a, fo find bie 

bogenförmigen Wege ber Elemente 

—r,0,r,3au.f. w. Die von den 

Elementen F,, F, u. f. w. durdjlau- 

fenen Räume laſſen fi) als krummgebogene Prismen von den Grundflächen 

Fi, Fe u.f.w. und von den Höhen ro, re u. |. mw. anfehen, haben alfo die 

Inhalte Fi re, Far, a u.f.mw., und es ift fonach da8 Volumen des ganzen 

Körpers ABDD, B, A:: 

V=F, 11c-+ PRna..=(F yı +F3 1% +..).e. 
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It CS=y, der Abitand bes Schwerpunktes I der Erzengungsflädge von 
der Umbdrehumgsare, fo hat man auch: 
AM+R+.)y -hn+Fr+t-, 
und folglich da8 Volumen des ganzen Körpers: 
V=(A+mr+-)ya. 
Aber FA + Fy + --- ift der Inhalt der ganzen Fläche F mb ya ift ber 
vom Schwerpuntte S durchlaufene Kreisbogen 8 81 —=w; es folgt daher 
= Fee, mie oben behauptet wurde. 

Diefe Formel gilt aud) fiir die Rotation einer Linie, weil ſich biefelbe 
als eine Fläche von unendlich Heiner Breite anfehen läßt, es ift nämlid) 
F=1lw, d. h. bie Rotationsfläcde ift ein Product aus der Erzeugungs⸗ 
linie () und dem Wege (1) ihres Schwerpunttes. 


Beifpiell. Beieinemi halben Ringe mitelliptifgem Querſchnitte ABED, 
sig. 167, feien die Halbaren des Querſchnitte CA=a und CB=b, und 
iet bie Entfernung CM bes Mittelpunftes C viefes Schnittes von ber Are 
XX,—=r. Dann if die elliptifche Erzeugungsflähe F=nab, und ber Weg 
Ihres Schwerpunktes ((), w — nr; daher das Volumen dieſes halben Ringes: 
V=ntabr, und' das des ganzen Ringes: 9, —=2 V/= 2nlabr. 

Sind die Dimenflonen folgende: a—5 Soll, b=3 Boll, r=6 Zoll, fo ift das 
Volumen eines Biertelringes: 


1,.n2.5.3.6=9,86%6.5.9 == 444,192 Cubikzoll. 


Fig. 167. Fig. 168. 





Beiiviel 2. Kür einen Ring mit halbfreisfürmigem Duerfänitte 
ABD, Fig. 168, ift, wenn CA=CB=.a, ven Halbmefler dieſes Querſchnittes 
un MC=r, ven des hohlen Raumes oder Halfes bezeichnet, das Volumen 

n a? 


5 2n r+52)= na (ar +% a)- 


Beiſpiel 3. Dreht fih ein Kreisfegment ADB, Fig. 169 (a: f. ©.), um den 
mit feiner Sehne AB parallel laufenden Durchmeſſer EF', fo befchreibt es eine 
Kugel AD, B mit einer cylindriſchen Aushöhlung ABB, A,. If nun A der 

Beiäpach's Lehrbub der Mechauik. I. 14 
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Inhalt diefes Segmentes und s die Größe der Sehne AB=A, B, veflelben, ic 
hat man nad 6. 114 den Abitand feines Schwerpunftes S vom Mittelpunfte (: 
8 


TEEN 
Ir 2 
und daher das Volumen der erzeugten Hohlfugel : 
— ei 
m2NM zn 27 6 


Bei der Bollfugel ift die Sehne oder Höhe der eplindriihen Bohrung dem 
Durchmefler d der Kugel gleich geworben, daher der Inhalt verjelben: 
n.d? 
V —— 


67 


wie bekannt. 


Beiſpiel 4. Es ſei die Oberfläche und der Inhalt der Kuppel ADB, dig. 
170, eines Kloftergewölbes zu finden, und zu, biejem Zwecke vie halbe Weite 


Fig. 170. 





MA=MB-a uns die Höhe MD—h gegeben. Aus beiden Dimenfionen 
folgt der Halbmeſſer C A= CD ves Erzeugungsfreifes: 
a? + h? 
— 720 ’ 
und der Gentriwinfel AC D=a, wenn man ſetzt: 


a h 
sın. a — — 
Tr 


Der Schwerpunkt S eines Bogens 
ift beſtimmt durch die Entfernung: 





_„ Schnee MD _rsin.a _ — 
CDzr, In ide gt ferner CM=rcos.«, 
es ift folglich der Abjtann des Schwerpunftes S von der Are MD: 
MS. et — 17c08s.0—r u — cos.« ), 
c 


und der Weg des Schwerpunftes bei Erzeugung der Slähe ADB: 


sin. a 
uv=2n A — c08. a): 
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Die Grzeugungslinie DAD, it 2ra, folglih ihre Hälfte AD,=r«, und 
die von der leßteren befchriebene Rotationofläche ADB: 


sin. « . 
O=ra.2n (” -— — cos. a)=2n r? (sin. a — a c08. «) 
a 4 


zu ſeten. 
Schr gewöhnlich iſt «= 60°, alſo: 
—E 3 sin. a = Ya V3 un co.u.— Us; 
taber folgt dann der gefuchte Inhalt: 


0 ar: (VS —z)=2,1518.r% 


air das Segment DAD, =A=r?(« — Y,sin.2a) iſt der Abfland des 
Schmwerpunttes vom Mittelpunfte C: 
_Q@.MD) _ 3). rd sin. a3 
— mA 79 A 
taber Abſtand von der Are: 
a r8 sin. «3 
34 


MS=C0S-CM=% 





emdlih ber Weg biefes Schwerpunftes bei einer Umdrehung um MD: 
ur 5) Ben a3 _2nr 
24 (Y,r2sin.a® — A cos. «)= A 


Das Bolumen des ganzen durch das Segment DAD, erzeugten Körpers ergiebt 
üb, wenn man biefen Weg dur A multiplicirt, und das Volumen der Kuppel 
wird gefunden, wenn man hiervon bie Hälfte nimmt, alfo: 

V=nr[, sin. ad — (a — Sin. 2 ) cos. e]. 

3. B. für ad —= 60°, alfo: 








I sin. a3 — (« — 1/3 sin.2 a) cos. a). 


a 7, it sin.a— 1% v3, sin. 2a und cor. e = Y,, daher: 


Y=nr3 (% Y3-- =) 0,3956 .r?. 


Die Guldini'ſche Kegel findet aud) ihre Anwendung bei jolden Körpern, F. 127 
welche entftehen, wenn fich die Erzeugungsfläche beim Fortrücken ihres 
Zchwerpunktes längs irgend einer Kurve ſtets winkelrecht gegen diefelbe ftellt, 
weil fi jede Curve aus unendlich vielen und unendlid) Meinen Kreisbögen 
zuſammenſetzen läßt. Es ift auch hier das Volumen des erzeugten Rörpers 
das Product aus der Erzeugungsflädhe und dem Wege ihres Schwerpunftes. 
Ebenſo ift dieſe Hegel noc, dann anwendbar, wenn die Erzeugungsfläche bei 
ihrer Fortbewegung immer gegen die Projection des Weges ihres Schwer- 
punftes auf irgend eine Ebene, rechtwinfelig gerichtet bleibt. Es ift hier aber 
die Ergeugungsfläche nicht mit dem Wege, fondern mit der Projection des 
Beges zu multiplieiren. 

14” 
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Hiernad) wird 3. B. das Volumen eines Schraubengewwindes A HK, Fig. 171, 

Fig. 171. beftimmt, durch da8 Product aus dem 
Querſchnitt ABDE deflelben und 
aus dem Umfang des Kreiſes, deſſen 
Halbmefler der Abftand AS des 
Schwerpunftes S der Fläche ABDE 
von der Are CM der Schrauben: 
ſpindel if. 

In manden Fällen kann man 
aud; bei Beftimmung körperlicher 
Räume die Guldini'ſche Regel mit 
der Simpfon’fchen Regel vereinigt 
anwenden. Um 3. B. den Inhalt 
des krummen Dammkörpers A,D, Bı D, A,, Big. 172, [zu finden, hat man 
nur nöthig, den Krlimmungswintel 5 CH—=250I —=2S CH —=P. 





Fig. 172. z 





ferner die Duerfchnitte AD,—Fy, AD —=F, und A,D, —F,, ſowie 
die Abftäinde CS — r0. OSı =r und CH — rse der Schwerpunlte S.. 
S, und S, diefer Querſchnitte von der verticalen Gentralare C X zu kennen. 
Das Volumen V dieſes Körpers beſtimmt ſich dann durch die Tyormel: 
v—ß ( 4 Fi Yı + F} 2) — B’r Fo Yo + 4F, Y 4 an) 

= 6 180° 6 

— 0,01745 Beh ten, 

Sind die Halbmefler r,, rı und r3 einander glei, oder wenig von ein- 
ander verfchieden, fo fann man un —=r, =r,=r, und daher 


v—=0,1745 Br Ar) ſetzen. 


F. 128 Eine andere, mit der legten Regel in naher Verbindung ſtehende Anwen- 
dung der Vehre vom Schwerpunkte ift folgende. 








| 
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Man kann annehmen, daß jeder [chief abgeſchnittene, prismatifche 
Körper ABKL, Fig. 173, aus lauter unendlich dünnen Prismen wie 
Fig. 173. F, 6, beftehe. Sind mın G,, G, u. f. w, 
die Grundflächen und %,, hs u. ſ. w. die Höhen 
diefer prismatifchen Elemente, fo hat man 
ihre Inhalte: 
Gı hı, G; ha u, ſ. w., 
und ſonach das Volumen des ganzen ſchief 
abgeſchnittenen Prismas: 
V=Gah+@k+:-- 

Nun verhält fi) aber ein Element F\ 
des fchiefen Schnittes KL zum Elemente 
Gi der Bafis AB = G, wie bie ganze 
fchiefe Fläche F zur Baſis G; es folgt 
daher: 


— E u. Fw, und 


v=&(Ah+Fh +.) 


Ta endlihh Fi hı + Fahz + -- das Moment Fl des ganzen fchiefen 
Zchnittes ift, fo ergiebt fid) : 
V -=5 :-Fh=Gh, 
di der Inhalt des [chief abgejchnittenen Prismas iſt gleich dem 
Inhalte eines vollftändigen Prismas, welches mit demfelben auf 
einerlei Grundfläche fteht und deffen Höhe gleich ift dem Ab— 
. Rande SO des Schwerpunktes S des fchiefen Schnittes von der 
Basis, 

Bei einem geraden und ſchief abgejchnittenen dreifeitigen Prisma if, 
wenn A, A, und A, die Seitenkanten defielben find, der Abftand des Schwer- 
punltes des fchiefen Schnitte von der Baſis ([. $. 109): 

hıt+Rhe+ hs 
h= 3° 


N 





daher folgt da8 Volumen diefes Prismas: 
YV=Gh= ed, . 
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Drittes Capitel. 


Gleichgewicht feftgebaltener und unterftügter Körper. 


$. 129 Befestigungsarten. Die im erften Capitel diefes Abfchrittes emt- 


widelten Regeln über das Gleichgewicht feiter Kräfteſyſteme finden ihre An- 
wendung auch auf feite, von Kräften ergriffene Körper, wenn man das 
Gewicht des Körpers als eine im Schwerpunkte defjelben an: 
greifende und vertical abwärts wirfende Kraft behandelt. 

Die durch Kräfte im Gleichgewichte erhaltenen Körper find entweder frei 
beweglich, d. h. fie können der Einwirkung der Kräfte folgen, oder fie jind 
in einem ober mehreren Punften fefitgehalten, oder fie werben von 
anderen Körpern unterftügt. 

Wird ein Punkt C, Fig. 174, eines feften Körpers feftgehalten, jo kann 

&ig. 174. 


— —5 
wir 
a —— 


rn 
*1 ER 









jeder andere Punkt P eine Bewegung annehmen, deren Weg in bie Ober: 
fläche einer Kugel fällt, die fich aus dem feftgehaltenen Punkte mit der Ent- 
fernung CP des anderen Punktes, ala Halbmeffer, bejchreiben läßt. Hält man 
hingegen einen Körper in zwei Punkten C und D feft, fo find bei jeder noch 
möglichen Bewegung die Wege von ben übrigen Punkten Kreife, die ſich ale 
die Durchſchnitte OPQ von je zweien, aus den feftgehaltenen Punkten be: 
ſchriebenen Kugeloberflächen herausſtellen. Diefe Kreife find unter fich 
parallel und winfelvecht auf der geraden Linie, welche die feften Punkte mit 
einander verbindet. Die Punkte der Iegten Linie bleiben unbeweglich; es dreht 
fid) alfo der Körper um dieſe Linie CD, die man deshalb auch Umdre- 
hungsare bes Körpers nennt. Die auf diefer Are winkelrecht ftehenden 
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Ebenen, in welchen die verfchiebenen Punkte umlaufen, heißen die Um⸗ 
drehungsebenen des Körpers. 

Dan findet den Halbmeſſer MP des Kreiſes O PQ, in welchem ſich jeder 
Funkt bewegt, wenn man von bemfelben ein Perpendikel gegen die Um- 
drehungsare CD fällt. Je größer dies ausfällt, deſto größer iſt alſo auch 
der Kreis, in welchem der Punkt um die Axe herumgeht. 

Werden von einem Körper drei nicht in eine gerade Linie fallende Punkte 
teftgehalten, fo kann der Körper in feiner Beziehung eine Bewegung anneh- 
men, weil fich die drei Kugeloberflächen, in welchen ſich ein vierter Punkt 
bewegen müßte, nur in einem Punkte fchneiden. 


Gleichgewicht unterstützter Körper. Jede Kraft, welche durch 8. 130 
den feften Punkt eines Körpers, 3. B. durch den Mittelpunft eines Kugel- 
gelenfe8 geht, wird von der Stütze des Körpers aufgenommen, und bat 
daher auf den Gleichgewichtszuftand keinen Einfluß. Ebenſo, wenn ein 
Körper in zwei Punkten oder Zapfen unterftitgt ift, fo wird jede Kraft, 
deren Richtung. die Are ſchneidet, welche fich durch diefe feftgehaltenen Punfte 
Iegen läßt, von den beiden Stützpunkten aufgenommen werben, ohne daß 
eine andere Wirkung auf ben Körper übrig bleibt. Auch wird ein Kräfte: 
paar von den Stützpunkten eines Körpers aufgenommen, wenn deſſen Ebene 
die durch dieſe Punkte beftimmte Drehungsare enthält ober mit diefer Linie 
parallel läuft. Jedes andere Kräftepaar, z. B. (P,— P) in Fig. 175, 
bringt dagegen eine Drehung des Körperd ACUB um die Drehungsare C 
bervor, wen e8 nicht durch ein anderes Kräftepaar (ſ. $. 95 und 97) im 
Gleichgewicht erhalten wird. Behält das Kräftepaar bei der Drehung feine 
Richtung ber, fo ift der Hebelarm und folglich auch da8 Moment defjelben 
veränderlich, und es fallen beide bei einer gewiſſen Stellung des Körpers 
fogar Null aus. Wenn bei dem Körper ACB, Fig. 175, welcher in einem 

Kia. 175. Punkte O feitgehalten wird, die Kraft- 
tihtung um den Winkel BAP— «a 
von ber Linie AB durd) beide Angriffs- 
punkte A und B abweicht, fo ift eine 
Drehung von ACA,—=P'=180%— « 
nöthig, um das Moment bes Kräfte: 
paared (P, — P) zu annulliren; und 
ebenfo ift e8 bei einem in der Are feit- 
gehaltenen Körper, welcher von einem 
Kräftepaare ergriffen wird, deilen Ebene, 
winfelrecht zur Are fteht. 

Bird ein in einem Punkte C feftgehaltener Körper AB, Fig. 176 (a.f.©.), 
von einer Kraft P ergriffen, deren Richtung nicht durch C geht, fo kann man 
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durch Hinzufiigung zweier Gegenkräfte, + P und — P, dieſe Kraft in ein 

Kräftepaar (P, — P) und in eine in C angreifende und von Stügpunlte 

aufzunehmende Kraft + P zerlegen. Ebenſo ift es, wenn ein Körper in 

einer Are feftgehalten wird, .und die Kraft in einer Umdrehungsebene wirkt. 
Fig. 176. Hier vertheilt fi) aber der Drud + P auf beide 

Stüßpunfte. It a bie Entfernung CA des Angrifi& 

punktes A der Kraft von der Are C, und a der 

Winkel AUA,, welchen die Linie CA von ber 

Kraftrichtung abweicht, jo hat man das Moment dee 

Kräftepaares (P, — P), welches den Körper um 

C umzudrehen fuht: M = Pasin. cc. Bleibt 

während der Drehung die Richtung der Kraft P 

unverändert, jo ändert ſich M mit & und ift für 

2 — 90° ein Marimum (Pa), jowie für a=U 

oder 180°, — Null. Die mechaniſche Arbeit, 

welche bei ‘Drehung des Körpers um ACA, =: 

die Kraft P, oder das SKräftepaar (P, — P) 
verrichtet, ft A= P.KA=Pa(1 — cos. «). 

. 131 Stabilität eines aufgehangenen Körpers. Befteht die Kraft 
eines in einem Punkte oder einer Linie unterftügten Körpers mır im 
Gewichte deffelben, fo erfordert das Gleichgewicht dieſes Körpers, daß fein 
Schwerpunft unterftiigt fei, d. i., daß die verticale Schwerlinie deſſelben 
durch den feften Punkt oder durd die feſte Linie gehe. 

Fällt der Schwerpunkt mit dem feitgehaltenen oder fogenannten Auf: 
hängepunkte zufammen, fo bat man ein indifferentes Gleichgewicht 
(franz. equilibre indifferent; engl. indifferent equilibrium), weil der 
Körper im Gleichgewichte bleibt, man mag ihn um den feften Punkt drehen 
wie man will. Wird Hingegen ein Körper AB, Fig. 177, in einem über 





Sig. 177. Sig. 178. 
— A, B 





G 


dem Schwerpuntte S liegenden Punkte C feftgehalten oder unterftügt, fo be 


- 
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Andet fich der Körper in einen ficheren oder ftabilen Gleichgewichte 
(franz. und engl. stable), weil, wenn man diefen Körper in eine andere 
Yage bringt, aus dem Gewichte G deflelben eine Seitentraft N hervorgeht, 
die den Körper in die erfte Tage zuriidflihrt, während die andere Seitenkraft 
P der feſte Punkt C aufnimmt. Wird endlich der Körper AB, Fig. 178, 
in einem Punkte C feftgehalten, der unter dem Schwerpunkte S Liegt, fo ift 
der Körper in einem unficheren ober labilen Gleichgewichte (franz- 
eq. instable; engl. unstable eq.); denn wenn man den Schwerpunkt von 
der Berticalen durdy C entfernt, fo geht aus dem Gewichte G des Körpers 
eine Seitenkraft N hervor, die den Körper in feine erfte Rage nicht nur nicht 
zurückführt, ſondern denjelben davon noch mehr abzieht, und ihn fo weit um⸗ 
dreht, bi8 der Schwerpunkt unter ben feften Punkt zu liegen kommt. 

Tiefelden Beziehungen finden auch bei einem in zwei Punkten oder in 
aner Are feftgehaltenen Körper ftatt; derfelbe ift im indifferenten, ftabilen 
oder labilen Gleichgewichte, je nachdem der Schwerpunkt in, vertical unter 
oder vertical iiber der feften Are befindlich ift. 

Benn der Körper in einem Punkte, oder in einer horizontalen Are unter- 
kügt wird, fo ift das Moment, mit welchem fich der Körper in der flabilen 
Gleichgewichtslage zurlictzudrehen ſucht, M — Gasin. a, wobei G das Ge- 
wicht, u den Abftand CS, des Schwerpunktes S, von der Are C, und « den 
Tredungswintel S CS, bezeichnet. Die mechaniſche Arbeit, welche hierbei 
das Gewicht G verrichtet, ft A= G@a(1l — cos. a). 


Druck auf die Stützpunkte eines Körpers. Wenn ein im zwei 8. 132 
Punkten C und D oder einer Are CD feftgehaltener Körper CAD, 
#ig. 179. 





dig, 179, von einem Kräfteſyſteme ergriffen wird, fo führt man, um 
Ne Bedingungen feines Gleichgewichts zu ermitteln, nad} $. 97, das ganze 





218 Dritter Abſchnitt. Drittes Capitel. [$. 132. 


Syſtem auf zwei Kräfte zuriid, und zwar auf eine Kraft parallel zur 
Are und auf eine Kraft, deren Richtung in eimer Normalebene zu dieſer 
Linie liegt. Es fi EN— N, Fig. 180, die erſtere, mit der durch die feften 
Punkte C und D gehenden Are XX parallel wirkende Kraft, und AP—P 
die zweite Kraft, welche in einer auf XX normaljtehenden Ebene YzY 
wirft. Aus der erfteren refultirt eine Kraft + N, welche die Are CD in ihrer 
eigenen Richtung fortzufchteben fucht, und ein Kräftepaar (N, — N), welches 
ſich ale ein anderes Kräftepaar (N, — Ny) auf die feften Punkte C und D 
fortpflanzt, deſſen Componenten 

find, wenn d den Abftand OE der Paralleltraft N von der Are CD und! 
die Entfernung CD ber beiden Stügpunfte C und D von einander bezeichnen. 





Fig. 180. 
Z 
S, = -+P 
Br J 
Yr, [u Be . 
SU TI | 
7; 
⸗ 
-P 


Ebenso zerlege man die Kraft P in eine Kraft + P und in ein Kräfte 
paar (P, — P), und die erftere wieder in die Seitenfräfte P, und P,, wo 
von die eine in C und die andere in D angreift. Bezeichnen wir wieder die 
Abftände CO und DO des Angriffspunftes O von den beiden Stützpunkten 
C und D durd) 7, und 1,, fo haben wir: 


I, \_ 
P=7Pm P, =7P 


und es läßt ſich nun leicht aus N, und P, der Mitteldrud S, in C, ſowie 
aus — N, und P, der Mitteldrud S, in D durch Anwendung des Kräfte: 
parallelogrammes beftimmen. 
Segen wir den Winkel YO(+ P), unter welchem die Ebene NOX von 
der Richtung der Kraft P oder + P gefchnitten wird, —=«, fo ift aud) 
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der Winlel N, CP, —=«, dagegen N,DP, — 180° — a, und es ergeben 
ich daher die refultivenden Drüde in C und D: 


S=VN+P?+2NP, cos. c und 
S5—=VN?+P2—-2N P, cos.«. 


Bereichnet endlich a das Loth OL auf die Richtung der Kraft P, fo 
it da8 Moment des Umdrehungskräftepaares (P,R— P), M —- Pa. 

Im Öleichgewichtäzuftande muß natürlich u — Null fein, und daher P 
durch die Are. CD hindurchgehen. 


Beiſpiel. Es fei das ganze Kräfteinftem eines in der Are X X feftgehaltenen 
Körpers auf die Normalkraft P —= 36 Pfund und auf die Barallelfraft N = 20 
Piund zurücdgeführt; es fei ver Abfland ver letzteren Kraft von der Are, Ob=d 
= 11, Fuß, und ver Abitand (D zwifchen ven feitgehaltenen Punkten, — 4 Fuß; 
man fucht vie von der Are oder von den feſten Bunften C une D aufzunehmenden 
Kräfte, vorausgeſetzt, daß die Richtung der Kraft P um ven Winfel « = 65 Grat 
ren der Gruntebene X abweiche und ihr Angriffspunkt O um C 0=- —lh, =1Rug 
ven dem feften Bunfte (’ abitehe. 

Die Kraft N = 20 Pfund ertheilt ver Are in ihrer eigenen Richtung den Schub 
N —= 20 Pfund, außerdem erzeugt fie noch die Kräfte: 

d 1,5 


N, I=7T N=7 -20 = 75 Pfun md — N, = — 7,5 Pfun, 


welche die feiten Bunfte C un D aufnehmen. Aus der Kraft P entjpringen die 
Kräfte: 


1 





= P= I . 36 — 27 Pfund und P = P=1,.36=9 Punb, 


aus welchen endlich durch Bereinigung mit den erfleren Kräften die Mittelfräfte: 
Ss =V 7,524 272+2.7,5.27.cos.65°— V 56,25 + 729 + 171,160 
= V 956,110 — 30,926 Pfund, und 
= V 7,52+92—-2.7,5.9.cos.650— V 56,25 + 81 — 57,054 


— Y 89,1% — 8,955 Pfund 
entſpringen. 


Wird ein in zwei Punkten C und D feftgehaltener Körper ( BD, Sig. $. 133 
181 (a. 5. S.), nur von einer Kraft ergriffen, deren Richtung um den Winkel 
PAR — ß von der Umdrefungsebene YO Z abweicht, fo zerlege man dies 
jelbe in die Seitenfräfte: 


AP=P—=R cos. B und 
AN=N=Rsun f, 
wovon die erftere in ber Umdrehungsebene und die zweite parallel zur Are 


wirkt, und behandele diefe genan fo wie die refultienden Sräfte P und N 
eined ganzen Syſtemes im vorigen Paragraphen. Es ift hiernach die Kraft, 
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welche die Are in ihrer Richtung aufzumehmen hat, und weshalb das eine 
Arenlager ein befonderes Widerlager erhalten muß: N —= R sin. ß, fowie 


Fig. 181. 





jeber der Komponenten des Kräftepaares (N, — N), weldhes in C und D 
nach entgegengefegten Richtungen winfelredjt gegen CD wirkt, 
N, —SN—{Rsin Bud -—N = — T Rsin, ß. 


wofern wieder J die Entfernung CD ber 'beiden Stützpunkte C und D von 
einander, jo wie d den Abftand OA des Angriffspunktes A der Kraft R 
vom Arpunft O bezeichnet. 
Ebenſo ift die Kraft, welche in O wintelrecht auf U.D wirkt: 
+ P=Rcos.ß, fo wie der Component derjelben in C: 


P=2P=2Roo.ß und der in D: 


B—1P= I Reus.ß, 
wenn wieder Z, und Z, die Abftände CO und DO der Punkte C und D von 
der Umdrehungsebene Y ZY bezeichnen. 
Führt man diefe Werthe von N,, Pı und P, in die Yormeln: 
S =VN?+P?+2N,P,cos.e und 
= VN?+P}—2N,P,cos. a 
fr die Normaldrüde in C und D ein, wobei man wieder mit « den Winkel 


Y_AP bezeichnet, um welchen die Richtung der Seitentraft P von der Ebene 
ACD abweidt, fo erhält man: 
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5 = V@sin.PE + (5 eo.Bi° + 2d1, sin.B c0s.B cos.a und 
= V (dsin.Bjr + (I c0s.B)?— 241, sin.Bcos.P cos. 

Das noch freibleibende Umdrehungsträftepaar (P, — P) hat das Moment 


P.OB—Pa= Rd sin.a cos. ß. 


Tiefe Formeln finden ihre Anwendung auf die Ctabilität eines um eine 
geneigte Are OD drehbaren Körpers OA, Fig. 182. Es ift hier R 


Fig. 182. das Gewicht G des Körpers, d der Ab- 
| and OS — OS, feines Schwer⸗ 
L 3 . punftes von der Umbdrehungsare, « 


der Elongationswinfel SOS,— OS, L, 
um welchen der Schwerpunft S, von 
feiner Gleichgewichtslage S durch 
Drehung in der auf CD rechtwintelig 
ftehenden Ebene YSY verriidt ift, 
md B der Winkel @ SP, welchen 
die Umbrehungsebene YSY mit der 
Verticalen, folglihd auch die Dre- 
hungsare CD mit der Horigontalen 
DH einfdließt. 

Die mechaniſche Arbeit, mit wel- 
Ger der Körper durch fein Gewicht in die ER und S, nad S 
zurũckgeführt wird, ift 


A— 6.KScos.ß —= @d cos.ß (1 — cos. a). 





Gleichgewicht von Kräften um eine Axe. Die Mittelfraft ? $. 174 
reſultirt aus allen denjenigen Seitenfräften, deren Richtungen in einer oder 
mehreren Normalebenen zur Are liegen. Nun ift aber in diefem Falle, nad) 
$. 89, das ftatifche Moment Pa der Mittelkraft glei) der Summe P, a, 
+ Pa, + --- der ftatifchen Momente der Seitenfräfte, und für den Gleich— 
gewichtszuftand des feftgehaltenen Körpers, der Hebelarm a der Mittelfraft 
— Null, weil diefe durd) die Are felbft geht; es ift daher aud) die Summe 

P,a+PRra-+-..=0, 
d.h. ein in einer Are feftgehaltener Körper ift im Zuftande des 
Öleihgewichtes, bleibt alfo ohne Umdrehung, wenn die Summe 
der ftatifchen Momente feiner Kräfte hinfichtlich diefer Are 
= Null, oder die Summe der Momente der nad) ber einen Um= _ 
drehungsrichtung wirkenden Kräfte eben fo groß ift als die 
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Summe der Momente von den nad der entgegengejegten 
Richtung wirkenden Kräften. 

Mit Hülfe der legten Formel läßt ſich ein Element des im Gleichgewicht 
befindlichen Kräfteſyſtemes, entweder eine Kraft, oder ein Hebelarm finden, jo 
wie eine Umdrehungsfraft von einem Hebelarme auf einen andern reduciren. 

Kommt e8 darauf an, einen um eine feite Are drehbaren Körper, deſſen 
Umdrehungsmonent Pa ift, ins Gleichgewicht zu fegen, jo hat man mır 
noch nöthig, entweder eine Umdrehungsfraft @, oder ein Umdrehungskräfte 
paar mit dem Moment Qd— Pa hinzuzufügen, wobei nur der Unterſchied 
itatthat, daß durch Hinzufligung eines Kräftepaares (Q, — Q) der XAren- 
drud nicht verändert wird, dagegen durch Anfchliegen einer Kraft Q. zum 
Arendrud nod) die Kraft + Q hinzutritt. 

Je nachdem man die a Q oder den Hebelarn 5 derjelben giebt, laßt 


ſich bh = 2. ‚oder O — = beretjnen 


Man nennt im lebteren "Sale Q die vom Hebelarm a auf den He- 
belarm b reducirte Kraft P, und kann hiernach die gegebene Umdre- 
bungsfraft P auf jeden beliebigen Hebelarm reduciren, alfo auch durch eine 
andere, an jedem beliebigen Hebelarm wirfende Kraft erfegen, oder ine 
Gleichgewicht bringen. 

> ... 

Auch kann man durd) die Formel Q -ataat” 

Syſtem von Umpdrehungskräften auf einen und denjelben Hebelarnı rebuciren. 


ein“ ganzes 


Beijpiel. An einem um eine Are drehbaren Körper wirken die Umprehunge 
fräfte PR —= 50 Pfund und P. = — 35 Pfund an den Armen a, — 1Y, Fuß 
und a, — 21, Fuß; man ſucht die Kraft P,, welche an einem Hebelarme a; =4 
Fuß wirfen foll, um Gleichgewicht herzuftellen, oder eine Umbrehung um die Are 
zu verhindern. Es if: - 

50.125 — 35.25+4P,—=0, daher: 


P,= ——ù— — 6,25 Pfund. 


Hebel. Ein um eine feſte Are brehbarer und von Kräften ergriffener 
Körper hat den Namen Hebel (franz. levier; engl. lever) erhalten. Tentt 
man fich denfelben gewichtslos, jo heißt er ein mathematiſcher Hebel, 
außerdem aber ein materieller oder phyfifcher. 

In der Kegel nimmt man an, daß die Kräfte eines Hebels in einer win: 
felrecht zur Are ftehenden Ebene wirken, und erſetzt die Are durch einen feiten 
Bunt, den man den Ruhe-, Dreh- oder Stützpunkt (franz. point 
d’appui; engl. fulerum, hypomochlion) nennt. ‘Die von diefem Punkte 
nad den Nichtungen der Kräfte gefällten Perpendikel heißen ($. 89) Hebel- 
arme Sind die Richtungen der Kräfte eines Hebels unter ſich parallel, jo 
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bilden die Hebelarme eine einzige gerade Linie, und der Hebel heit dann ein 
geradliniger oder gerader Hebel (franz. levier droit; engl straight 
lever); ftoßen aber die Hebelarme unter Winkeln zufammen, fo heißt der 
Hebel ein Winkelhebel (franz. levier courb6; engl. bent lever). Der 
geradlinige von nur zwei Kräften ergriffene Hebel ift entweder einarmig 
oder doppelarmig, je nachdem die Angriffspunkte auf einerlei oder auf 
entgegengefegten Seiten des Stützpunktes Tiegen. Dan ımterfcheidet aud) 
wohl Hebel der erjten, zweiten und dritten Art von einander, indem man den 
doppelarmigen Hebel, Hebel ber erften Art, den einarmigen Hebel aber ent- 
weder Hebel der zweiten oder Hebel ber britten Art nennt, je nachdem die 
vertical abwärts wirkende Kraft (Laft), oder die vertical aufwärts wirkende 
Kraft (Kraft) dem Stittpunfte näher liegt. 


Die Theorie des Gleichgewichtes am Hebel ift im Vorhergehenben 8. 136 


vollſtändig begrimdet, wir haben daher nur noch eine Specialifirung ber: 
jelben nöthig. 

Bei dem doppelarmigen Hebel ACB, Fig. 183, ift, wenn man den 
Hebelarm CA der Kraft P durch a und den Hebelarm ( B der anderen 
Kraft Q, die man gewöhnlich Laſt nennt, mit b bezeichnet, nad) der allge- 
meinen Theorie: Pa —= Qb, d.i. Moment der Kraft gleid Mo- 
ment der Laſt, oder auch: P:Q —=b:a, d.i. die Kraft verhält 

dig. 188. Fig. 184. 
p 





———— 


y 
R 


Q 


ih zur Laſt, wie der Hebelarm der legteren zu dem Hebel» 
arme der erfleren. Der Drud im Stützpunkte ft 2=P+ Q. 

Bei den einarmigen Hebeln ABO, Fig. 184, und BAC, Fig. 185 
(0.5. S), findet diefelbe Beziehung zwiſchen Kraft (P) und Laſt (9) ftatt, 
es ift hier aber die Kraft der Laft entgegengefeßt gerichtet, unb deshalb der 
Drud im Stügpuntte gleich der Differenz beider, und zwar im erſten Falle: 

R=0Q— P, und im zweiten alle: R= P— Q. 
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Auch beim Winkelhebel A0 B mit den Hebelarmn CN —=a md 
00 — b, fig. 186, blebt P:Q —=b:a, nur ift hier der Drud im 
Fig. 186. 


zig. 185, r 


?P * 
+ 
* 





Pr 
N #------20uunnnnn .—. 
* 
J 
N 


Stützpunkte gleich der Diagonale AR desjenigen Parallelogrammes CP; RQ,, 
welches fich aus der Kraft P und Laft Q und dem Winkel PA CQL = PDQ=«. 
unter welchem die Richtungen derfelben zufammenftoßen, conftruiren läßt. 
Iſt @ das Gewicht des Hebeld und CE — e, fig. 187, der Abſtand 
des Drehpunktes C von der Verticallinie SG durd) den Schwerpunft deſſel⸗ 
ben, jo hat man Pa + Ge —= Qb zu fegen und das Pluszeichen von 6 
zu nehmen, wenn der Schwerpunkt auf der Seite ber Kraft P liegt, das 
Minuszeichen aber, wenn er auf der Seite der Yaft Q fi) befindet. 
Die Theorie des Hebels findet bei vielen Werkzeugen und Mafchinen ihre 
Fig. 188. 
Fig. 187. 





Anwendung. Der Kniehebel ABCD, Fig. 188, welcher zuweilen ald 
ein befonberer Hebel aufgeflihrt wird, ift ein bloßer Winfelhebel. Der um 
die Are C drehbare Arm wird an feinem Ende A von einer Kraft P er 
griffen und wirft mittels einer Stange BD auf die in D angreifenbe Laſt Q, 
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welche ben Arın unter einem fpigen Winkel ABD= ÜBE=« ſchneidet. 
Bezeichnet a die Arnmlänge CA und b die Armlänge CB, fo hat man ben 
Hebeların von Q: | 
CE = b sin. a, daher: o 
Pa = Ob sin.«, oder: 


P— - Q sin. c, und umgekehrt: 
a P 
= dena 
Man wendet diefen Hebel oft zum Zuſammenpreſſen von Stoffen an. 
Die Preßkraft Q wächft hiernad) direct wie P und dagegen umgefehrt 


wie sin. ac. Durch Berkleinern des Winkels x läßt fich alfo diefe Kraft Q 
beliebig vergrößern. 


Beifpiele. 1) Wenn man das Ende A einer Brechſtange ACB, Fig. 189, 

mit einer Kraft P von 60 Pfund niederbrüdt, und es ift der Hebelarm CA der 

Fig. 189 Kraft 12 mal fo groß als der 

g. Hebelarm OB ver Laſt, fo wird 

wdieſe, oder vielmehr bie in B 

ausgeubte Kraft Q, 12mal fo 
groß ale P fein, alſo 

Q = 12.60= 720 Pfund 
betragen. 





2) Wird eine an einer Stange 
hängenve Laſt Q, Fig. 190, von 
zwei Arbeitern fortgetragen, vou 
denen der eine in A und ber 
andere in B angreift, fo kann 
man ermitteln, wie viel Drud 
jeder ber beiden Arbeiter auszu- 
dig. 190. halten hat. Es ſei die Laſt 
Q = 120 Pfund, das Gewicht 
der Stange, G= 12 Pfund, bie 
Entfernung AB ver beiden An- 
griffspunfte von einander, = 6 
Fuß, die Entfernung der Laſt 
von einem biefer Punfte 3, BC 
— 2, Fuß, und die Entfernung 
des Schwerpunftes S ber Stange 
von eben demſelben: 

BS = 31, Buß. 
Sehen wir B als Stützpunkt 
an, fo hat die Kraft P, in A 
den Laften Q und G das Gleich» 
gewicht zu halten; es ift alfo: 
Veitbach's Lehrbuch d. Mehanik I. 15 














g. 137 
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P,.BA=0.B0 +6.B8 vi. 
6 Pr — 25. 120 + 3,5. 12 = 300 + 42 = 342, daher: 
342 


PR=7 >= = 57 Pfund. 


a" hingegen A als Stügpunft angejehen, fo ift zu ſetzen: 
P,.AB=Q.4C+G.48 
alfo in Zahlen: 
6P,— 35.120 + 25. 12 = 420 + 30 = 450, 
daher ift Die Kraft des zweiten Arbeiters: 


auch ift, fehr richtig, die Summe ber nad) oben mwirfenden Kräfte 
P, + P,= 57 + 75 = 132 Pfund 
fo groß wie die Summe ber nad) unten wirkenden Kräfte 
Q+ G = 120 + 12 = 132 Pfund. 
3) Bei einem 150 Pfund ſchweren Winfelhebel ACB, Fig. 191, if die verfical 
ziehende Laſt Q= 650 Pfund und ihr Hebelarm CB— 4 Fuß, dagegen der Hebel: 
arm ber Kraft P, CA=6 Fuß und der 


Fig. 191. Hebelarm des Gewichtes, CE — 1 Buß. Wie 

groß tft die zur Herftellung des Gleichgewichtee 

—“ nöthige Kraft P und der Druck R im Zapfen? 
. Es if: 


CA41.P=CB.Q+HCE.G,». i.: 
6P=4.650 +1. 150 — 2750, 





8 folglich iſt die Kraft: 
9* GB P= u — 4581, Pfund; 
E 


ver Zapfendrud aber beſteht aus der Vertical: 
haft Q + Gr = 650 + 1590 = 800 Pfund 
und der Horizontalgewalt P = 4581, Pfund, 
ift alſo: 
R=V(Q+G +. p: 
— V (800)? + (4587/,)2 
— V 850070 — 922 Pfund. 


Es können an einen Hebel auch mehr als zwei Kräfte P und Q wir: 
fen; auch ift e& nicht nöthig, daß die Kräfte eines Hebels in einer und derfelben 
Umbdrehungsebene wirken. Sind Qı, Qs, Qs die Laſten eines Hebel ACH. 
dig. 192, fo wie b1,b,,b, die Hebelarme C Bi, C B,, CB, derſelben, wäh: 
vend die Kraft P am Hebelarme U A—a wirkt, fo hat man 

Pa=gQb + Qb ba, 
und wenn der Hebel ein geradliniger ift, den Druck im Stützpunkte: 
R=P+Q ++: 

Wirken die Kräfte eines Hebels in verfchiedenen Umdrehungsebenen des 

Hebels ACDB, Ba, dig. 193, fo ändert fid) deshalb die Diomentenformel 
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Pa—=Q9bi + Qba-+--- nicht, nur findet hier eine befondere Bertheilung 
des gefammten Arendrud®e R—= P-+ 0, + Q, + 9, auf die beiden 


Fig. 19. ig. 1983. 
A be 
. Ba B, 
2% % L 





Stäspumkte ober jogenannten Zapfenlager C und D ftatt. Bezeichnet wieder 7 die 
Yänge der Hebelare CD oder die Entfernung ihrer Stiigpunfte von einander, 
und find 7,,7,, lg --- die Abftände CO, C O,, C Og- -- der Umdrehungsebenen 
der Kräfte vom Stützpunkt C, fo hat man für die Zapfendrücke R, und R, 
in D und C folgende Formeln: 


2A—:ı%+ halt ---, und 
A 
mr Pl-WtAL-W+&C-h) 


Dei einem Winfelhebel, wo die Kräfte nicht parallel wirken, bleibt zwar 
der Ausdruck Pa Qı bi + Q3dz + --- unverändert, nur wirken dann die 
auf die Stützpunkte reducirten Axendrücke, wie z. B. * — ‚a _ ., if 
berichiebenen Richtungen und laſſen ſich daher nicht mehr durch Addition ver⸗ 
einigen, jondern müſſen wie die in einem und bemfelben Bunkte angreifenden 
und in einer Ebene wirkenden Kräfte vereinigt werben (f. $. 79 und $. 80). 


Beifpiel. Wenn ber Hebel in Fig. 193 in den Abſtänden CO, =, = 12 
Zoll und CO, —=lu=24 Zoll vom Zapfen C die an den KHebelarmen O, B, 
=b, =16 Zoll und 0, BB=d,—=10 Zoll wirkenden Laſten Q, =300 Pfund 
un Q,— 480 Pfund trägt, wie groß ift die zur Herftellung des Gleichgewichts 
nötige und an dem Hebelarm O A—=a—60 Zoll wirkende Kraft P, und wie 
groß find die Zapfendrüde in C und D, vorausgefegt, daß die Kraft im Abſtande 
C0O=%—18 Zoll vom Zapfen C wirft, und die ganze Arenlaͤnge CD=I| 
= 32 Zoll mißt? 


Es iſt die Größe der erforderlichen Kraft: 
p_&ı bit Qabz _ 300. 16-5480.10_ 9. 160 490100 Pfand, 


und e3 find die Zapfendrücke 


15° 
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— 562,5 Pfund, und 


R, = R— R,—=300 + 480 + 160 —562,5 = 377,5 Pfund. 


Anmerkung. Die Wirkung der Schwere am Hebel läßt ſich mit Vortheil auch 
anwenden, um den Schwerpunft S und das Gewicht G eines Körpers AB, Fig. 194, 


Fig. 194. 


ze‘ 
Ss 


15 


zu ermitteln. Man unterflüge den Körper erft in 
einem Punfte C und dann in einem Bunfte C,, 
welher um CC, —=d vom erften abſteht, und 
bringe den Körper beide Mal durch eine in ben 
Abſtaͤnden C A — a und Cj A=a,=a— dmir 
kende Kraft ins Gleichgewicht. Iſt nun der Werth 
dieſer Kraft das erſte Mal — P und das zweite 
Mal — P,, ferner das Gewicht des Körpers, — G 
und der Abftand feines Schwerpunftes S von A, 
AB=xz, fo hat man: 


Pa=G(z—a) und Pk a, =G(2—a,), woraus 


= 


G 


(P—Pı)aa, 
Pa—P,a, 
_Pa— 

Zu 


, fowie. 


$. 138 Druck der Körper auf einander. Das in $. 65 ausgefprochene 
Erfahrungsgefeg: „Wirkung und Gegenwirkungſindeinander gleid),“ 

ift die Bafis der ganzen Maſchinenmechanik. Es ift an diefem Orte nöthig, 

die Bedeutung defjelben noch näher auseinanderzufegen. Wirken zwei Körper 

M und M,, Vig. 195, mit den Kräften P und P, auf einander, deren Rich— 

Fig. 195. 





tungen von der gemeinjchaftlichen 


Normale XX zu den in Berührung 
befindlichen Dberflächentheilen beider 
Körper abweichen, jo tritt ftets eine 
Zerlegung der Kräfte ein; es geht 
nurdiejenigeSeitenfraft Noder 
N, von einem Körper auf den 
anderen über, welche die Kid: 
tung der Normale hat, die andere 
Geitenfraft S oder S, hingegen bleibt 
im Körper zurüd und muß burd 
eine andere Kraft oder ein anderes 
Hinderniß aufgenommen werden, um 
die Körper im Gleichgewichte zu er- 
halten. Zwiſchen den normalen Sei— 


tenfräften N und N, aber findet, dem angeführten Principe zufolge, vollfom- 


mene Gleichheit ftatt. 
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Weicht die Richtung der Kraft P um den Winfel NAP=« von ber 
Rormale A X und um den Winkl SAP=ß von ber Richtung der zwei⸗ 
ten Seitenfraft S ab, fo hat man (f. $. 78): 


N — P sin. ß S — _Psin.a a 
sin. ( + ß) ’ sin. (@ + ß) 
Dezeichnet man ebenfo N, A, Pı durch @, und S, A, P, durch ßı, fo hat 
man auch: 
P, sin. ßı P, sin. 0 
N, = md S, — — ; 
"sin. (01 + Pı) : sin. (a, + Pı)’ 
endlich wegen der Gleichheit N = N;: 
P sin. B _ _Pısin. Bı 


sin.(e +ß) sin. + PB) 
Beifpiel. Welche Kraftzerlegungen treten ein, wenn ber durch ein Hinderniß 








Fig. 196. DE aufgehaltene Körper M,, Fig. 196, 
durch einen anderen, um eine Are C dreh: 
\ s baren Körper M mit einer Kraft P == 250 
—M Pfund gedrückt wird, und die Richtungs⸗ 
* A winkel folgende find: 
F PANM 350, 
* PAS=ß=48), 


Pı 4, Si =, = MW 
Aus der erften Formel beftimmt ſich der 
Normaldrud zwifchen den beiden Körpern: 





/ —— P sin. 8 
/ NN ann 
* ® 
ur 250 sin. 48° 
= 55 187,18 Pfund; 


aus per zweiten folgt ferner der Druck gegen die Are ober den Zapfen C: 
P sin. « 250 sin. 35° 
= m(atB)  sin.830 — 144,47 Pfund; 

endlich aus der Verbindung der britten und vierten Gleichung ergiebt ſich der Sei: 

tendrugf gegen das Hinderniß DE: 
N, sin.a«, 187,18 sin. 65° 
ne 50 
Wegen der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung wird das Gleich- 
gewicht eines unterſtützten Körpers nicht geſtört, wenn man ſtatt der Stütze 
eine Kraft anbringt, welche den auf die Stütze übergehenden Druck oder Zug 
aufnimmt, und daher demſelben an Größe gleich und der Richtung nach entgegen⸗ 
gelegt if. Nach Einführung dieſer Kräfte läßt ſich daher jeder irgendwie 
unterftütter ober theilweife feftgehaltener Körper auch als ein völlig freier 
Körper anfehen, und folglich) auch der Gleichgewichtszuſtand defjelben wie der 

eines freien Körpers oder eines feften Kräfteſyſtemes behandeln. 


— 221,46 Pfund. 


8. 139 





8. 140 
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Wenn 3. B. bei dem um die Are C drehbaren Körper M, Big. 197, bie 
Kraft N auf einen zweiten Körper M, übergeht, und die Kraft S von der 
Are C aufgenommen wird, fo kann man aud) annehmen, daß derjelbe ganz 
frei fei und außer der Kraft P nod) von zwei Kräften — Nund — S er 
griffen werde. Wenn ebenfo ber Körper M, mit der Kraft N, auf M 
und mit der Kraft S, gegen die fefte Ebene DE driüdt, fo wird deshalb 
das Gleichgewicht nicht geftört, wenn man ftatt diefer Stügen zwei Gegen- 
fräfte — N, und — S; einführt, und diefelben mit den Kräften, welche über⸗ 
dies noch auf diefen Körper wirken, z. B. mit P,, vereinigt. Beim Gleid)- 
gewichtszuſtande muß natürlich fowohl die Mittelfraft de8 einen Körpers, 


Fig. 197. Fig. 198. 





als auch die des anderen — Null fein, daher ſowohl die Mittelfraft aus 
— N und — Sdurd) P, al® auch die aus — N, und — Si durch Pı 
aufgehoben werden. 

Da ſich die Kräfte N und N,, mit welchen die beiden Körper auf ein 
ander wirken, das Gleichgewicht halten, fo werden folglich auch im leid}: 
gewichtözuftande der Körperverbindung (M, M,) die Kräfte PP — S, Pı 
und — Sı im Gleichgewicht fein. Man nennt jene Kräfte N, N, 
innere, und die Kräfte P, — S, P, und — S, Äußere Kräfte der Körper: 
verbindung oder des Kräfteſyſtemes (M, M,) und kann hiernach behaupten, daß 
im Gleichgewichtszuftande des letzteren, fich nicht allein die inneren Kräfte 
das Gleichgewicht Halten, fondern auch die äußeren Kräfte im 
Gleichgewicht find, wenn man diefelben, wie ig. 198 darftellt, bei 
underänderter Größe und Richtung, in irgend einem Punkte O 
angreifend annimmt. 


Stabilität, Wenn ein fid) auf eine Horizontalebene ftügender Körper 
außer der Schwerkraft von Feiner anderen Kraft getrieben wird, fo befigt der- 
felbe fein Beftreben zur fortichreitenden Bewegung, weil das vertical abwärte 
wirkende Gewicht von diefer Ebene vollftändig aufgenommen wird; wohl aber 
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it eine Drehung bes Körpers möglich. Ruht der Körper ADBF, Fig: 
199, mit einem Punkte D auf der Horizontalebene HR, fo bleibt derjelbe 
in Ruhe, wenn fein Schwerpunkt S unterftügt 
ift, d. 5. in der durd) den Stüßpunft D gehen- 
den Berticallinie (verticalen Schwerlinie) liegt. 
Stügt fi) aber ein Körper in zwei Punkten 
gegen die horizontale Oberfläche eines anderen, 
jo erfordert das Gleichgewicht deifelben, daß die 
verticale Schwerlinie die die beiden Stügpunfte 
verbindende Gerade durchſchneide. Ruht end- 
(ic) ein Körper in drei oder mehreren Punkten 
auf einer Horizontalebene auf, fo befteht Sleichge- 
wicht, wenn ie verticale Schwerlinie durd) das Dreied oder Polygon Hin- 
durchgeht, welches entfteht, wenn man die Stügpunfte durch gerade Linien 
mit einander verbindet. 
Uebrigens find auch bei den unterftügten Körpern ftabiles und labiles 
Gleichgewicht von einander zu unterfcheiden. Das Gewicht G eines Kör- 
Fig. 200. pers AB, ig. 200, zieht den Schwerpunft 
S deſſelben abwärts; ſtellt ſich nun diefer Kraft 
fein Hinderniß entgegen, jo bringt fie in dem 
Körper eine Drehung hervor, die fo weit fort- 
geht, bis der Schwerpunft feinen tiefften Ort 
einnimmt und der Körper ins Gleichgewicht 
kommt. Es läßt fich aber behaupten, daß das 
Gleichgewicht ftabil ift, wenn der Schwerpunkt 
die möglich tieffte Tage, Fig. 201, daß es nur 
labil ift, wenn er die höchſte Tage einnimmt 
11519. 202), und daß es endlid) ein indifferentes Gleichgewicht ift, wenn der 


Fig. 201. Fig. 202. Fig. 203. 


Fig. 19. 











Schwerpunkt bei jeder Stellung des Körpers auf einerlei Höhe bleibt (Fig. 203). 





‚141 
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Beifpiele. 1) Der homogene, aus einer Halbfugel und einem Cylinder beite: 
ende Körper ADBF, Fig. 204, ruht auf einer Horigontalebene HR. Welche 
Höhe SF=h muß ver cylindriſche Theil dei: 
felben haben, damit diefer Körper Gleichgewicht 
annehme? Der Halbmeffer einer Kugel ftebt auf 
der entfprecdenden Berührungsebene winfelrecht ; 
num ift aber die Horizontalebene eine folche Ebene, 
folglid muß auch der Halbmeſſer SD auf der 
Horizontalebene rechtwinfelig fteben und in ihm 
zugleich der Schwerpunft des Körpers liegen. Die 
durch den Kugelmittelpunft gehende Are FSL 
des Körpers ift eine zweite Echwerlinie deflel: 
ben; es ift daher der Mittelpunft S, ale Durch— 
Schnitt beider Schwerlinien, Schwerpunft vee 
Körpers. Sehen wir den Kugel: und Cylinderhalbmeſſer SA=SB=SL=r 
und die Eylinderhöhe SF—=BE=HA, fo haben wir für das Volumen der Halb: 
fugel: Y, =%nr3, für das Volumen des Eylindere: Y,=nr2h, für den Ab: 
itand des Kugelfiwerpunftes 8,55, =% r, und für den bes Eylinderfhwerpunf: 
tee S, SS, —=NYsh. Damit nun der Schwerpunft des ganzen Körpers nad S 
falle, it das Moment %,rr®.%,r der Halbfugel gleihzufegen vem Moment 
nrıh.Y,h ves Cylinders; hieraus aber ergiebt fid: 

R=\r,d.i.h=r VYy = 0,7071.r. 

Iſt der Körper nicht homogen, fendern hat der halbfugelförmige Theil defjelben 
das fpeciflfche Gewicht e, und der cylindrifche Theil das fpecififche Gewicht e,, fe 
find die Momente dieſer Theile, 2; u rd. dar und arhe,.Y, ‚und es folgt 
durch Gleichſetzung derſelben: 


2, MR=ar, di n=r gi, =omn a. r. 
eg 


2) Der Drud, welchen jetes ver drei Beine A,B,C, Fig. 205, eines beliebig 

Fig. 205. belafteten Tifches auszuhalten bat, beftimmt 
—— ich auf folgende Weife. Es fei S Schwer: 

punft des belafteten Tifches, und es feien 

SE, CD Perpendikel auf AB. Bezeich⸗ 

nen wir nun das Gewicht des ganzen Tiſches 

durch G und den Drud in C durch R, je 

können wir, ABals Are behandelnd, fegen‘: 

Moment von R= Moment von G, d. i.: 
R.CD=G.SE, 

und erhalten nun: 

SE „ AABS 


Kig. 204. 











R= op. e= AABÖ G; ebenfo au ven Drud in B: 
* net G, und den in A: 
_ABCS 

— N\ABC 4 


Beichäftigen wir uns mit bem Falle, wenn ein Körper mit einer ebenen 
Baſis auf einer horizontalen Ebene ruht, etwas fpecieller. Ein folcher 


$.142.] Gleichgewicht feftgehaltener und unterftügter Körper. 233 


Körper befigt Stabilität ober ift am ftabilen Gleichgewichte, wenn fein 
Schwerpunkt unterftügt if, b. h. wenn da8 den Schwerpunft enthaltende Loth 
durch die Bafis des Körpers hindurchgeht, weil in diefem „alle die durch das 
Gewicht des Körpers angeregte Drehung durch die Feſtigkeit deffelben verhin- 
dert wird. Geht das Loth durch den Umfang der Bafis, fo befindet fich der 
Körper im labilen Gleichgewichte, und geht endlich daffelbe gar nicht durch 
die Dafis, fo findet gar kein Gleichgewicht ftatt, der Körper dreht fih um 
eine Seite bes Umfanges feiner Bafis und ftürzt um. Das dreifeitige Prisma 
ABC, Sig. 206, ift hiernach ftabil, weil das Loth SG durch einen Punkt 
N der Bafis BC Hindurchgeht; da8 Parallelepipd AB CD, Fig. 207, ift 
un labilen Sleichgewichte, weil das Loth SG eine Seite D der Baſis CD 
durchichneidet ; der Cylinder AB CD, Fig. 208, ift endlich ohne Stabilität, 
weil das Roth SG deſſen Bafis CD nicht durchſchneidet. 





Fig. 206. ig. 207 





Stabilität oder Standfähigfeit (franz. stebilite; engl. stability) ift 

Fig. 208. das Vermögen eines Körpers, durch 
fein Gewicht allein feine Stellung zu 
behaupten undeiner Umdrehungsurſache 
Widerſtand entgegenzuſetzen. Kommt 
es darauf an, ein Maß für die Star 
bilität eines Körperd auszumählen, fo 
muß unterfchieden werden, ob nur auf 
eine Verrückung oder ob auf ein wirffi- 
ches Umftiirzen KRüdficht genommen 
werden foll. Ziehen wir zunächft nur 





das erfte Verhältniß in Betracht. 


Stabilitätsformeln. ine nicht vertical gerichtete Kraft P fucht einen $. 142 
Körper ABCD, Fig. 209 (a. f. S.), nicht allein umzuftürzen, fondern aud) fort⸗ 
zuſchieben; nehmen wir indeffen an, daß diefem Fortfchieben, oder nad) Befinden 
Sortziehen, ein Hindernig entgegengefegt fei, berückſichtigen wir alfo nur 





224 Dritter Abfehnitt. Drittes Capitel. [$. 136. 


Auch beim Winkelhebel ACB mit den Hebelarmen CN —=a un 
CO=—=b, fig. 186, bleibt P:Q = b:a, mr ift hier der Drud im 


Fig. 186. 
D 


⸗X 
(4 
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Stitgpunfte gleich der Diagonale 7 desjenigen Parallelogrammes CP, RQ,, 
welches fich aus der Kraft P und Laft Q und dem Winkel PR, CQ = PDQ=—=«. 
unter welchen die Richtungen derfelben zufammenftoßen, conftruiren Täßt. 

St G das Gewicht des Hebel und CE = e, Fig. 137, der Abftand 
des Drehpunttes C von ber Verticallinie S@ durch den Schwerpunft defiel- 
ben, fo hat man Pa + Ge — Qb zu feßen und das Pluszeichen von G 
zu nehmen, wenn ber Schwerpunft auf der Seite der Kraft P liegt, das 
Minuszeichen aber, wenn er auf der Seite der Laſt Q fich befindet. 

Die Theorie des Hebels findet bei vielen Werkzeugen und Majchinen ihre 

| Kg. 188. 
Kia. 197. 





Anwendung. Der Kniehebel ABCD, Fig. 188, welcher zuweilen als 
ein bejonderer Hebel aufgeführt wird, ift ein bloßer Winfelhebel. Der um 
die Are C drehbare Arın wird an feinem Ende A von einer Kraft P er 
griffen und wirft mittel8 einer Stange BD auf die in D angreifende Laſt Q, 
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welche den Arm unter einem fpigen Winkel ABD= CBE=« fhneibet. 
Bezeichnet a die Armlänge CA und b die Armlänge CB, fo hat man ben 
Hebelarm von Q: 
CE = b sin. a, daher: * 
Pa = Ob sin.«, ober: 


P= Q sin. «, und umgekehrt: 


a pP 
ine 


Man wendet diefen Hebel oft zum Zuſammenpreſſen von Stoffen an. 
Die Preßkraft Q wächſt hiernach direct wie P und Z, dagegen umgefehrt 


wie sin. a. Durch Berfleinern des Winkels « Täßt fich aljo diefe Kraft Q 
beliebig vergrößern. 


Beifpiele. 1) Wenn man das Ende A einer Brechſtange ACB, Fig. 189, 
mit einer Rraft P von 60 Pfund nieverbrüdt, und es ift der Hebelarm CA ver 
Fig. 189 . Kraft 12 mal fo groß als ber 
ig Hebelarm CB ver Laſt, fo wird 
dieſe, oder vielmehr die in B 
ausgeubte Kraft Q, 12mal fo 
groß als P fein, alſo 
Q = 12.60 720 Pfund 
betragen. 


2) Wird eine an einer Stange 
hängenve Laſt Q, Fig. 190, von 
zwei Arbeitern fortgetragen, vou 
denen der eine in A und ber 
andere in B angreift, fo fann 
man ermitteln, wie viel Drud 
iever der beiden Arbeiter auszu⸗ 
Fig. 190. halten hat. Es fei die Laſt 
Q = 1%0 Pfund, das Gewicht 
der Stange, & — 12 Pfund, die 
Entfernung AB der beiden An. 
griffspunfte von einander, = 6 
Buß, die Entfernung der Laſt 
von einem dieſer Bunfte B, BC 
— 21, Fuß, und die Entfernung 
des Schwerpunftes S der Stange 
von eben bemielben: 

BS = 3, Buß. 
Sehen wir B als Stützpunkt 
an, fo hat die Kraft P, in A 
ven Laften Q und G das Gleich 
gewicht zu halten; es iſt alfo: 
Belsbah’3 Lehrbuch d. Mechanik. 1. 10 








g. 137 


226 Dritter Abfchnitt. Drittes Gapitel. [$. 137. 


PR.BA=Q.BC + G.BS, vi: 
6 P, = 25.120 + 3,5.12 = 300 + 42 = 342, daher: 


D=r = — 57 Pfund. 


© 
Wird Hingegen A als Stützpunkt angefehen, fo ift zu feken: 
P,.-AB=Q. AC+G.45 
alſo i in Zahlen: 
6P, = 35.120 + 2,5. 12 = 420 + 30 = 450, 
daher ift die Kraft des zweiten Arbeiters: 
Pp=Z — 75 Pfund; 
auch tft, fehr richtig, die Summe der nad oben wirkenden Kräfte 
P,+ PR = 57 + 75 = 132 Pfund 
fo groß wie die Summe der nad) unten wirfenden Kräfte 
Q-+ G = 120 + 12 — 132 Pfund. 
3) Bei einem 150 Pfund fhweren Winfelhebel ACB, Fig. 191, ift die vertical 
ziehende Lat Q— 650 Pfund und ihr Hebelarm CB = 4 Zuß, dagegen der Hebel: 
arm der Kraft P, CA=6 Fuß und ker 


Fig. 191. Hebelarm des Gewichtes CE — 1 Fuß. Wie 

groß ift die zur Herftellung des Gleichgewichtes 

P A nöthige Kraft P und der Drud R im Zapfen? 
. Es ift: 


cCA1.P=TCB.Q+CE.G,v i.: 
6P=4.650-+ 1.150 = 2750, 
4; folglich ift die Kraft: 
af a 9» P = 7° — 458%, Pfund; 

E der Zapfendrud aber befteht aus der Vertical: 
kraft @ + G = 650 + 150 = 300 Pfund 
und der Horigentalgewalt P = 4581), Pfund, 
ift alſo: 

R=V(Q+ G% HP: 
— V (800)? + (4581/,)? 
— V 850070 — 922 Pfunt. 


Es können an einem Hebel auch mehr als zwei Kräfte P und Q wir: 
fen; auch ift es nicht nöthig, daß die Kräfte eines Hebels in einer und derjelben 
Umbdrehungsebene wirken. Sind Qı, Os, Qz die Laſten eines Hebel A CB 
Fig. 192, fo wie b,,b,,b, die Hebelarme C B,, C B,, U Bz derſelben, wäh: 
rend die Kraft P am Hebelarme C A—a wirkt, jo hat man 

P=Qb+Q9%b+ 0b, 
und wenn der Hebel ein geradliniger ift, den Drud im Stützpunkte: 
R=P+Q +9%+ 9%. 

Wirken die Kräfte eines Hebels in verjchiedenen Umdrehungsebenen dei 

Hebeld ACDB,B,, Fig. 193, jo ändert ſich deshalb die Momentenformel 
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Pa— Qubi + ba +--- nicht, nur findet Hier eine befondere Vertheilung 
des gefammten Hrendruds R= P-+ Q, + Q: + Qs auf die beiden 


ig. 192. Fig. 193. 
D 
A 10) ⸗ be De 
| 57 51 
P de “| Qa 
Q, 





Stägpunfte oder fogenannten Zapfenlager C und .D ftatt. Bezeichnet wieber 7 die 
Yänge der Hebelare CD oder bie Entfernung ihrer Stitgpunfte von einander, 
und find 7,, 75, 72 --- bie Abftände CO, C OL, C Os: -- der Umdrehungsebenen 
der Kräfte vom Stützpunkt C, fo hat man für die Zapfendrüde R, und Rı 
in D und C folgende Formeln: 


R _Ph+Qaht+tQla+-, um 
—— ⸗ü— 
— —— 


Bei einem Winkelhebel, wo die Kräfte nicht parallel wirken, bleibt zwar 
der Ausdruck Pa=Qı bi + Gabe + --- unverändert, nur wirken dann die 


anf die Stützpunkte reducirten Arendrücke, wie z. B. P — ‚a , _ u. in 
verichiedenen Richtungen und laſſen ſich daher nicht hr durch Addition vers 
Anigen, fondern müflen wie die in einem und bemfelben Punkte angreifenden 


und in einer Ebene wirkenden Kräfte vereinigt werden (j. $. 79 und $. 80). 


Deifpiel. Wenn der Hebel in Fig. 193 in den Abſtänden CO, —=1, = 12 
Zell und CO, —=u—=24 Zell vom Zapfen C die an den Hebelarmen O0, B 
=b, =16 Zoll und 0, B—=b,—=10 Zoll wirkenden Kalten Q, —=300 Pfund 
md ,—480 Pfund trägt, wie groß ift die zur Heritellung des Gleichgewichts 
nötige und an dem Hebelarm 0 A=a=60 Zoll wirkende Kraft P, und wie 
zgroß find die Zapfendrüde in C und D, vorausgefeht, daß die Kraft im Abitunde 
C0O=1=18 Zoll vom Zapfen C toirkt, und die ganze Arenlärge CD=! 
= 32 Zoll mift? 


Ge ift die Größe der erforderlihen Kraft: 
p_&ı bu + Qaba _29.16-+480.10_ 9. 104480_ 9.490160 Pfund, 


und es, ſind die Zapfendrücke 


12 2 


15 
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160. 18 4 300.12 4480 .24 
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— 562,5 Pfund, und 


R, = R— R,—= 300 + 480 + 160 — 562,5 — 377,5 Pfund. 


Anmerkung. Die Wirkung der Schwere am Hebel Täßt fih mit Bortbeil auch 
anwenden, um den Schwerpunkt S und das Gewicht G eines Körpers AB, Fig. 194, 


Big. 194. 





zu ermitteln. Man unterflüpe den Körper erit in 
einem Punkte C und dann in einem Punkte C,, 
welder um CC, =d vom erften abſteht, und 
bringe den Körper beide Mal durch eine in ben 
Abſtäänden CA=am(l, A=a, =a— dmir 
fende Kraft ins Gleichgewicht. Iſt nun der Werth 
diefer Kraft das erite Mal — P und das zweite 
Mal — P,, ferner das Gewicht des Körpers, = G 
und ber Abftand feines Schwerpunftes S von A, 
AB=x, fo hat man: 


Pa=G(z—a) un PR a,=G(x— a,), woraus 


= 


G 


(P—P,)aa, 
_Pa—P; 
re 


, fowie 


8. 138 Druck der Körper auf einander. Das in $. 65 ausgeſprochene 
Erfahrungsgefeg: „Wirkung und Gegenwirkung ſind einander gleich,“ 
ift die Bafis der ganzen Maſchinenmechanik. Es ift an diefem Orte nöthig, 
die Bedeutung deilelben noch näher auseinanderzufegen. Wirken zwei Körper 
M und M,, Sig. 195, mit den Kräften P und P, auf einander, deren Rich— 


Fig. 195. 
X 





tungen von der gemeinjchaftlichen 


Normale XX zu den in Berührung 
befindlichen Oberflächentheilen beider 
Körper abweichen, jo tritt ſtets eine 
Zerlegung der Kräfte ein; e8 geht 
nurdiejenige&eitenfraft Noder 
N, von einem Körper auf den 
anderen über, weldye die Rich— 
tung der Normale hat, die andere 
Seitenfraft S oder S, hingegen bleibt 
im Körper zurück und muß durd) 
eine andere Kraft oder ein anderes 
Hinderniß aufgenommen werden, um 
die Körper im Gleichgewichte zu er- 
halten. Zwiſchen den normalen Zei- 


tenfräften N und N, aber findet, dem angeführten Principe zufolge, vollkom⸗ 


mene Gleichheit ftatt. 


L } 
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Weicht die Richtung der Kraft P um den Winkel NAP=.« von ber 
Normale A X und um den Winkel SAP=P von ber Richtung der zwei⸗ 
ten Seitenkraft S ab, fo hat man (f. $. 78): 


_ _Psin.ß _ _Fsna 
sin. ( . 3) sin(a+Pß) 
Bezeichnet man ebenſo N, A, Pı durch a, und 9, A, P, durch 41, fo hat 
man aud): 


AM sin. ßı P, sin. 1747 
N, = — — md S, = — — ; 
| "sin. (a + ßı) " T sin (m + Ph)’ 
endlich wegen der Gleichheit N = N;: 
Psn.ß __ Pısin.Pı 


| sin.(a+P) sinn + Pı) 


Beifpiel. Welche Kraftzerlegungen treten ein, wenn der durch ein Hinderniß 


ig. 196. DE aufgehaltene Körper M,, Big. 196, 

durch einen anderen, um eine Are C breb- 

X Ss baren Körper M mit einer Kraft P= 250 

X u Pfund gebrüdt wird, und die Richtungs- 
m * winkel folgende ſind: 


PAN=ua=35°, 
PAS=B=48), 
P, A, N =a,=65), 
Pı A, S, = ß, = 50%. 
Aus der erften Formel beftimmt fi ver 
Normaldrud zwifchen ven beiden Körpern: 
u Psin.ß 
4 ee sin. (@ + P) 
ad 250 sin. 48° 
== —ain,850° = 187,18 Pfund; 
aus der zweiten folgt ferner der Druck gegen bie Are ober den Zapfen C: 
P sin. « 250 sin. 350 _ 
endlich aus der Verbindung der dritten und vierten Biden — fich der Sei⸗ 
tendruck gegen das Hinderniß DE: 


S Nısine _ 187,18 8m. 65° _ 99] 46 Pfund. 





Wegen der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirfung wird das Gleich 8. 139 

gewicht eines unterftügten Körpers nicht geftört, werm man ftatt der Stile 
eine Kraft anbringt, welche den auf die Stüge Übergehenden Drud oder Zug 
aufnimmt, und daher demfelben an Größe gleich und der Richtung nad) entgegen- 
gelegt ift. Nach Einführung diefer Kräfte läßt fi) baher jeder irgendwie 
unterſtützter oder theilweiſe feftgehaltener Körper auch als ein völlig freier 
Körper anfehen, und folglich auch der Gleichgewichtszuſtand defielben wie der 
eines freien Körpers oder eines feſten Kräfteſyſtemes behandeln. 


8. 140 
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Wenn 3. B. bei dem um die Are C drehbaren Körper M, Fig. 197, die 
Kraft N auf einen zweiten Körper M, übergeht, und die Kraft S von der 
Are C aufgenommen wird, fo fann man auch annehmen, daß derfelbe ganz 
frei fei und außer der Kraft P noch von zwei Kräften — N und — S er 
griffen werde. Wenn ebenfo der Körper M, mit der Kraft N, auf M 
und mit der Kraft S, gegen die fefte Ebene DE drüdt, jo wird deshalb 
das Gleichgewicht nicht geftört, wenn man ftatt diefer Stügen zwei Gegen» 
fräfte — N, und — $; einführt, und diefelben mit ben Kräften, welche ülber- 
died noch auf diefen Körper wirken, 5. B. mit P,, vereinigt. Beim leid) 
gewichtözuftande muß natürlid) fowohl die Mittelfraft des einen Körpers, 


Fig. 197. Fig. 198. 





als aud) die des anderen — Null fein, daher fowohl die Mittelfraft aut 
— N und — S durch P, als auch die aus — N, und — S, durd) 2, 
aufgehoben werben. 

Da fich die Kräfte N und N,, mit welchen die beiden Körper auf ein 
ander wirken, das Gleichgewicht halten, fo werden folglich aud im Gleich— 
gervicht8zuftande der Körperverbindung (M, M,) die Kräfte P. —S,Pı 
und — 5, im Gleichgewicht fein. Man nennt jene Kräfte N, N 
innere, und die Kräfte P, — S, Pı und — S, Äußere Kräfte der Körper: 
verbindung oder des Kräfteſyſtemes (IM, M,) und Tann hiernad) behaupten, daß 
im Gleichgewichtszuſtande des legteren, ſich nicht allein die inneren Kräfte 
das Gleichgewicht Halten, fondern aud die äußeren Kräfte im 
Sleihgewicht find, wenn man diefelben, wie Fig. 198 darftellt, bei 
underänderter Größe und Richtung, in irgend einem Punkte O 
angreifend annimmt. 


Stabilität. Wenn ein fid) auf eine Horizontalebene ftügender Körper 
außer der Schwerkraft von feiner anderen Kraft getrieben wird, jo befitt der: 
felbe fein Beftreben zur fortfchreitenden Bewegung, weil das vertical abwärte 
wirkende Gewicht von diefer Ebene vollftändig aufgenommen wird; wohl aber 


$.140.] Gleichgewicht feitgehaltener nnd unterſtützter Körper. 231 


ift eine Drehung des Körpers möglih. Ruht der Körper ADBF, fig: 
199, mit einem Punkte D auf der Horizontalebene HR, fo bleibt derfelbe 
in Ruhe, wenn fein Schwerpunft S unterftitgt 
ift, d. 5. in der durch den Stützpunkt D gehen- 
den Berticallinie (verticalen Schwerlinie) liegt. 
Stützt fid) aber ein Körper in zwei Punkten 
gegen die horizontale Oberfläche eines anderen, 
jo erfordert da8 Gleichgewicht deifelben, daß die 
verticale Schwerlinie die die beiden Stutzpunkte 
verbindende Gerade durchſchneide. Ruht end- 
fi) ein Körper in drei oder mehreren Punkten 
auf einer Horizontafebene auf, fo befteht Gleichge⸗ 
wicht, wenn 1 die verticale Schwerlinie durch das Dreieck oder Polygon hin— 
ducchgeht, welches entfteht, wern man die Stligpunfte durch gerabe Linien 
mit einander verbindet. 
Uebrigens find auch bei den unterftägten Körpern ftabiles und labiles 
Gleichgewicht von einander zu unterfcheiden. Das Gewicht F eines Kör- 
Fig. 200. perd AB, Fig. 200, zieht den Schwerpumnft 
S deffelben abwärts; ſtellt ſich nun diefer Kraft 
fein Hinderniß entgegen, fo bringt fie in dem 
Körper eine Drehung hervor, die fo weit fort 
geht, bis der Schwerpunkt feinen tiefften Ort 
einnimmt und der Körper ins Gleichgewicht 
fommt. 8 läßt fid) aber behaupten, daß das 
Gleichgewicht ftabil ift, wenn der Schwerpuntt 
die möglich tieffte Yage, Fig. 201, daß es nur 
Labil ift, wenn er die höchſte Lage einnimmt 
(519.202), und daß es endlich ein indifferente® Gleichgewicht tft, wenn der 


Big. 201. Fig. 202. Fig. 203. 


Fig. 199. 











Schwerpunft bei jeder Stellung des Körpers anf einerlei Höhe bleibt (Fig. 203). 


141 
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Beifpiele. 1) Der homogene, aus eineg Halbkugel und einem Cylinder beite- 
ende Körper ADB F, Fig. 204, ruht auf einer Horigontalebene IR. Welche 
Fig. 204. Höhe SF—=h muß der cylindriſche Theil deſ⸗ 
felben haben, tamit dieſer Körper Gleichgewicht 
annehme? Der Halbmefler einer Kugel ſteht auf 
der entiprechenden Berührungsebene winfelrecht: 
nun ift aber die Horizentalebene eine folche Ebene, 
folglihd muß auch der Halbmeſſer SD auf ber 
Horizentalebene rechtwinfelig ftehen und in ihm 
zugleich der Schwerpunft des Körpers liegen. Die 
durch den Kugelmittelpunft gchenve Are FSL 
ves Körpers ift eine zweite Schwerlinie deflel: 
ben; es ift daher der Mittelpunft S, ale Durch: 
Schnitt beider Schwerlinien, Schwerpunft vea 
Körpers. Sehen wir den Kugel: und Cylinderhalbmeſſer SA=SB=-SL=r 
und die Cylinderhöhe SF—=BE—=Ä, fo haben wir für das Volumen der Halb: 
kugel: VY,=%, nr3, für das Volumen des Eylinders: V,—=nreh, für den Ab: 
ſtand des Kugelfwerpunftes 5,858, =34, r, und für den des Gylinderfhwerpunf: 
tes S, SS, —=Yoah. Damit nun der Schwerpunft des ganzen Rörperde nach ‚S 
falle, ift das Moment %,rrd.Y,r der Halbfugel gleichzufepen dem Moment 
nrah.\,h des Cylinders; hieraus aber ergiebt fi: 
M=yrı,d.i.h=r VYYy = (0,7071. r. 

Iſt der Körper nicht homogen, fendern hat der halbfugelfürmige Theil veffelben 
das fpecififche Gewicht e, und der chlinbrifche Theil das fpecififche Gewicht &,, fr 
find die Momente diefer Theile, Zu rd.e, dar und ar?he,.Yy, ‚und es folgt 
durch Gleichſetzung derſelben: 

ar 


2u,M—=earn, di ner 4, =oron /‘ 


2) Der Druck, welchen jeves der drei Beine A,B,C, — 205, eines beliebig 

Bin 9205. belafteten Tifches auszuhalten bat, beftimmt 

— ich auf folgende Weiſe. Es ſei S Schwer: 
punft des belafteten Tifches, und es feien 
SE, OD Berpendifel auf AB. Bezeich- 
nen wir nun das Gewicht des ganzen Tifches 
durch G und ben Drud in C durd R, fc 
fönnen wir, ABals Are behandelnd, feßen:: 


Moment von R= Moment von G, d. i.: 


R.CD=G.SE, 
und erhalten nun: 








=: = ne G; ebenfo auch den Drud in B: 
= G, und den in A: 
ABCS i 
u NABC . 


Beichäftigen wir uns mit dem alle, wenn ein Körper mit einer ebenen 
Baſis auf einer horizontalen Ebene ruht, etwas fpecieller. Ein folder 
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Körper befigt Stabilität oder ift am ftabilen Gleichgewichte, wenn fein 
Schwerpunkt unterftügt ift, d. 5. wenn das den Schwerpunkt enthaltende Yoth 
durch die Baſis des Körpers hindurchgeht, weil in diefem Falle die durch das 
Gewicht bes Körpers angeregte Drehung durch die Feſtigkeit deffelben verhin- 
dert wird. Geht das Loth durch den Umfang der Baſis, fo befindet ſich der 
Körper im labilen Gleichgewichte, und geht endlich dafjelbe gar nicht durch) 
die Baſis, fo findet gar fein Gleichgewicht ftatt, der Körper dreht ſich um 
eine Seite des Umfanges feiner Bafis und ftürzt um. Das dreifeitige Prisma 
ABC, Fig. 206, ift hiernad) ftabil, weil das Loth SG durch einen Punkt 
N der Bafis BC hindurchgeht; das Parallelepipd AB CD, Fig. 207, ift 
un labilen Gleichgewichte, weil das Loth SG eine Seite D der Baſis CD 
durchichneidet; der Cylinder AB CD, Fig. 208, ift endlic) ohne Stabilität, 
weil das Loth SG deffen Baſis CD nicht durchſchneidet. 


Kia. 206. ig. 207 









= ag 


j- vn in fi 
7 8 Rn. Br, “Hr Äl 


G 





Etabi lität oder Standfähigfeit (franz. stabilite; engl. stability) ift 

(Fig. 208, das Vermögen eines Körpers, durch 
fein Gewicht allein feine Stellung zu 
behaupten undeiner Umdrehungsurſache 
Widerſtand entgegenzufegen. Kommt 
e8 darauf an, ein Maß für die Star 
bilität eines Körpers auszuwählen, fo 
muß unterfchieden werden, ob nur auf 
eine Berrlidung oder ob auf ein wirkli- 
ches Umftitrzen Rüdficht genommen 
werden fol. Ziehen wir zunächlt nur 





das erfte Verhältniß in Betracht. 


Stabilitätsformeln. ine nicht vertical gerichtete Kraft P fucht einen 
Körper ABCD, Fig. 209 (a. f. S.), nicht allein umzuftürzen, fondern aud) fort= 
zuſchieben; nehmen wir indeffen an, daß diefem Fortſchieben, oder nad) Befinden 
Sortziehen, ein Hinderniß entgegengefegt fei, berückſichtigen wir alfo nur 


3. 142 


u. 
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das Umdrehen um eine Bafisfante C. Fällen wir von diefer Kante ein Per: 
pendifel CE —= a gegen die Kraftrihtung und ein anderes Perpendifel 

Kia. 209. CN = gegen die verticale Schwerlinie 

| | S @ bes Körpers, fo haben wir e8 mit einem 
Winkelhebel ECN zu thun, fine weldyen 
gilt: Pa — Ge, alfo P=- 6; if 


folglich die äußere Kraft P wenig grö: 





G a 
Ber als —, fo ninımt der Körper eine 


Drehung um C an und verliert alfo feine 
Stabilität. E8 hängt hiernach feine Stabilität von dem Producte (Ge) aus dem 
Gewichte des Körpers und aus dem Fürzeften Abftande zwifchen einer Seite des 
Umfanges der Bafis und dem Lothe durch den Schwerpunkt ab, und es läßt 
fi) daher Ge als Maß der Stabilität anfehen und deshalb auch ſchlecht 
weg Stabilität felbjt nennen. 

Man erfieht hieraus, daß die Stabilität mit dem Gewichte & und dem 
Abftande e gleichmäßig wächlt, und ſchließt hiernach, daß unter übrigens glei- 
chen Umftänden eine doppelte, dreimal fo fehwere Mauer u. |. w. nicht mehr 
Standfähigfeit befigt, als eine Mauer vom einfachen Gewichte und dem dop- 
pelten, dreifachen Abftande oder Hebelarıne e u. ſ. m. 


8. 143 1) Ein Parallelepiped ABCD, Fig. 210, von der Fänge 7, Breite 
AB=CD=Lb ud Höhe AD—BC—h hat das Gewicht & — Vy 
—bhly, und die Stabilität 


St — @.DN—G.", === Wvhly, 


infofern Y die Dichtigkeit der Maſſe des Parallelepipebes bezeichnet. 
dig. 210. fig. 211. 





2) Bei einem aus zwei Parallelepipeden beftehenden Körper BDE, 
dig. 211, find die Stabilitäten in Hinficht auf die beiden Baſiskanten C und 


$.143.] Gleichgewicht feitgebaltener und unterftüster Körper. 235 


F verſchieden von einander. Sind die Höhen BC und EF—h un h, 
md die Breiten CD und DF-—b und bı, fo hat man bie Gewichte der 
Theile @ und Gh —=bhly und bi, h, 1y; die Hebelarme in Beziehung auf 
GCXN=1,b und CO—b+ 1b, und in Beziehung auf F,—b, 
+ ab und 1/; bi; es ift demnach die Stabilität: erftens für eine Um— 
drehung um CO: 

t—=yYGb+aHb+Yb),—(li3d?h+bbh, + !b/hı)ly, 
dagegen zweitens, in Beziehung auf F': 

= 6b +) br elNabihı +bıh+ !/,bem)ly. 

Die letztere Stabilität ft um St, — St —= (h—h,)bb, 1y größer ale 
die erftere; will man die Stabilität einer Mauer A durch Banquets DE 
vergrößern, fo find dieſe demnad) auf derjenigen Seite der Mauer anzubrin- 
gen, wohin die Umdrehungskraft (Wind-, Waller, Erddrud u. |. w.) wirft. 

Ton einer auf einer Seite geböfhten Mauer ABCE, Fig. 212, er: 

Fig. 212. giebt ſich folgende Stabilität. Es fei die Länge 
diefer Mauer — 7, die obere Breite derfels 
ben, A B=b, ihre Höhe BC—=h, ferner 
die Böſchung —=n, d.h. auf AK—=1 Fuß 
Höhe, KL = n Ausladung, alfo auf Fuß: 
DE=nh. Das Gewicht des Parallelepi- 
pedes AC ift 7 —--bhly, das des drei- 
ſeitigen Prismas ADE= GG, ='"nh.hly 
die Hebelarme für eine Umdrehung um F find 
EN=ED+1",b=nh+!l,b um 
E0—=?/,ED—=?,nh; 





e8 ift folglich die Stabilität: 

S=G(hnh+ 1b) + 2; Hr nh= (lb? Hnhb+ NYnrh?)hly. 

Eine parallelepipedifche Mauer von gleihem Volumen hat die Breite 
b+1’,n%A, daher die Stabilität: 

St — (lb + Yınh)ahly—l!db + Yonhb + Yun? h)hly; 
ihre Stabilität ift daher um St — St, — (b+ °hanh).!2nh?ly kleiner 
als die der geböfchten Mauer. 

Sir eine auf der entgegengefegten Seite geböfchte Mauer ift die Stabilität: 

S,— (b!+nhb + 1, n212).Yyhly, 
demnach auch Heiner als St, und zwar um 

St — Se =(b + Y/znh).YYynhRly, 
wiewohl um St, — St, = !/s,n?h?ly größer ald die Stabilität der paral- 
lefepipedifchen Mauer. 


Beifpiel. Wie groß ift die Stabilität einer Bruchfteinmauer von 10 Fuß 
Höhe und 11/, Fuß oberer Breite für jeden Buß Länge, bei Y/, füßiger Bölhung _ 
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an der Mücdkfeite? Das fpecififche Gewicht diefer Mauer ($. 61) — 2,4 angenom: 
men, folgt die Dichtigfeit derfelben y = 61,75.2,4— 148,2 Pfund, nun ift Z=1, 
h=0,b=- 135 mn =), —= 0,2; es folgt daher die-gefuchte Etabilität: 
St = [1,. (1,25)? +0,2.1,25.10-+ 14 .(0,2)2.102) 10.1.148,2 
— (0,78125 + 2,5 + 1,3333) . 1482 — 4,6146 . 1482 — 6839 Fußpfund. 
Bei derfelben Menge an Material und unter übrigens gleichen Umjtänden wäre 
die Stabilität einer parallelepipenifhen Mauer: 
St = [4 - (1,25)? + %,..0,2.1,25.10-+ Y,. 0,22. 102]. 1482 
— (0,78125 + 1,25 + 0,5). 1482 = 2,531 .1482 = 3751 Fußpfund. 
Endlich hätte diefelbe Mauer mit geböfchter Vorverfeite Stabilität: 
St, = [Ya (1,25)®+14.0,2.1,25.10-4+Y,. (0,2)2. 102]. 1482 
— (0,78125 + 1,25 + 0,666 ...). 1482 — 2,6979..1482 = 3998 Fußpfund. 
Anmerfung. Pan erjieht aus dem Vorhergehenden, daß es eine Grfparung 
an Material gewährt, die Mauern zu böfchen, oder mit Pfeilern zu verfehen, ihnen 
Banquets zu geben, fie auf Plinten zu feben u. f. w. Gine weitere Ausführung 
dieſes Gegenftandes giebt der zweite Theil, wo vom Erddruck, von den Gemölben, 
Brüden u. f. w. gehandelt wir. 


Dynamische Stabilität. Bon dem im legten Paragraphen abgehän- 
delten Maße der Stabilität eines Körpers ift ein andereg Maß derfelben 
zu unterfcheiden, wobei wir die zum Umftürzen eines Körpers erforderliche 
mechanische Arbeit in Betracht ziehen. Es ift die Leiftung oder Arbeit einer 
Kraft gleich dem Producte aus Kraft und Weg, ferner die Kraft eines fchwe- 
ven Körpers ift das Gewicht @ und der Weg deffelben die Nerticalprojection 
des vom Schwerpunkte durchlaufenen Weges, folglid) kann auch im Tegteren 
Sinne zum Maße der Stabilität eines Körpers das Product Gs die 
nen, wenn s die fenfrechte Höhe ift, auf welche der Schmwerpunft des Kör- 
pers fteigen muß, um den Körper aus feinem ftabilen Gleichgewichtszuſtande 
in einen labilen zu bringen. 

Es fei C die Drehungsare und S der Schwerpunft eines Körper ABCD, 
Fig. 213, deffen dynamiſche Stabilität wir angeben wollen. Drehen wir den 

Fig, 218. Körper, fo daß fein Schwerpunkt S nad) 
A Si, d. h. ſenkrecht über C kommt, fo ıft 
R der Körper im Tabilen leichgewichte, 
denn wenn er nur noch wenig weiter ge 
> dreht wird, jo gelangt er zum Umſturz. 
Ziehen wir die Horizontale SN, jo ſchnei⸗ 
X det diefe die Höhe NS) — s ab, auf 
welche der Schwerpunft geftiegen ift, und 
aus welcher fic die Stabilität @s er⸗ 
giebt. Iſt nun 
08 — CS Fr, CM=NS=e 
und die Höhe ON—=M Su, ſo folgt der Weg: 
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SS N=s—=r—a—=Vate— a, 
und die Stabilität im letzteren Sinne: 
St=@G(V a? +e?— a). 
Der Factor s—=V a? + e? — a giebt für a — O, s — e, fr ae, 
s=e(V2— zone fir a==ne aber s—=(V n2 4 +1 —.n) e, an⸗ 


nchernd = (n + —n)e= = 37 alfo fr a=10r,5s = 5 und 


fira—», 8— = 0; e8 ift alfo die Arbeits-Stabilität um fo größer, 


je tiefer der Schwerpunft Tiegt, und jie nähert fich immer mehr und mehr der 
Null, je höher ſich der Schwerpunkt über der Baſis befindet. Schlitten, Wa- 
gen, Schiffe u. |. w. find deshalb jo zu beladen, daß der Schwerpunft des 
Ganzen nicht nur möglichft tief, ſondern auch nahe itber die Mitte der Bafis 
zu liegen fommt. 

Iſt der Körper ein Prisma mit fymmetrifch trapezoidalem Duerfchnitte, 
wie Fig. 213 im Durchſchnitt vorftellt, und find die Dimenfionen folgende: 
Länge = 1, Höhe MO—h, untere Breite CD—b, und obere Breite 
AB=b,, jo hat man: 

bi + 2b. 2 h 


MS=a= —-—- -— ($. 110) und 
CM=e=—=1 en a 


N (+ +2 bꝛ h\? 
und die dynamiſche Stabilität * die | Umftürzen dieſes Körpers nö- 
thige mechaniſche Arbeit: 
Va) -  /h+265 ht db+2b, h 
2) + —Y bb +b, 3 
Beifpiel. Wie groß iſt die Stabilität ober die mechanifche Arbeit zum Um: 
Fig. 214. flürgen des Obelisfn ABCD, Fig. 214, aus Granit, 
j wenn deſſen Höhe A — 30 Fuß, obere Länge und Breite 
— 11% und d, =1 Fuß und untere Länge und Breite 


l, = 4 Fuß und db, — 31, Fuß betragen? Das Volu⸗ 
men dieſes Körpers ift ($. 121): 
h 
v=(2b1,+2bl+b,l+ bl) ri 
—=(2.%,.14+2.4.7%9+1.44+3% .7%).°% 
— 40,25.5 = 201,25 Eubiffuß ; 
wiegt nun 1 Eubiffuß Granit, „= 3 - 61,74 —= 185,22 
Pfund, fo it das ganze Gewicht dieſes Körpers: 
G — 201,25. 185,22 — 37275 Pfund. 
Die Höhe ſeines Schwerpunktes über ver Baſis beträgt: 
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— dhut3bhrbhrbl, A 
2b, +25, 1, +balı +bile 2 
_ #: 1; + 3. %/2. — 4 + a. Ya ‚8, = mn = 10,342 Fuß. 


Eine Umdrehung um die längere Baſiskante vorausgeſetzt, ift ver Horizontalabſtand 
des Schwerpunftes von diefer Kante, e=Y, bs = Hg Y%=Y, Buß, daher bie 
Entfernung des Schwerpunftes von der Are: 

CS—=r= Valte: = Y (1,75)2+ (10,542)? = V 110,002 — 10,489; 
und die Höhe, auf welche der Schwerpunft zu heben ift, um ein Umſtürzen herbei⸗ 
zuführen: 

s—=r— a = 10,489 — 10,342 = 0,147 Fuß, 
endlich die entfprechende Arbeit oder Stabilität: 
St = @s = 37275 . 0,147 — 5479 $ußpfund. 


Arbeit beim Fortschaffen eines schweren Körpers. lm bie 
mehanifche Arbeit zu finden, welche nöthig ift, um den Ort eines 
ſchweren Körpers buch Drehung zu verändern, hat man einen ähnli- 
chen Weg einzufchlagen, wie bei der Berechnung der Arbeitsjtabilität deſſelben. 
Dreht man einen fehweren Körper A C, Fig. 215, um eine horizontale Are 
C fo viel, daß fi die Neigung M CS—a« ber Schwerlinie CS—r in 

Big. 215. MCSı, — «ci umändert, fo legt hierbei der 
— Schwerpunkt Sin verticaler Richtung den Weg 
ER HS, Mi $S —MS=s=r (sin. —sin.a) 
zurüd, und es ift daher, wenn G das Gewicht 
des Körpers bezeichnet, die hierzu nöthige mecha⸗ 
niſche Arbeit: 
4A, = Gs; —=Gr (sin. & — sin. 0). 

Wäre die Drehungsare nicht Horizontal, ſon⸗ 

dern um den Winkel 4 gegen den Horizont ges 





neigt, fo würde 
81 —=r 008.ß (sin. ac, — sin.) und 
Aı=Grcos.ß (sin. &, — sin.) fein. (Bergl. $. 133.) 
Wird der Körper außerdem noch fo fortbewegt, daß er feine Tage gegen 
die Richtung der Schwere nicht ändert, aber fein Schwerpunft ſowie alle 
feine ‘Theile einen und denfelben Weg durchlaufen, deſſen Verticalprojection 
— 5, ift, jo erfordert die Verrüdung oder Fortbewegung bes Körpers, die 
mechaniſche Arbeit, nod) den Zufag A, — G 5, und e8 ift daher die gefaınmte 
mechaniſche Arbeit: 
A=A, +4, = Gl[rcos.ß (sin. a — sin.) + sh 
Der Weg des Körpers in horizontaler Richtung kommt natürlich ganz 


außer Betracht, wen man eine fehr langſame Bewegung vorausjet, wobei 
die Arbeit der Trägheit Null zu fegen ift. 
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Dei dem Körper A C, Fig. 216, welcher anf einer horizontalen Ebene 

aufruht, und auf eine andere Horizontalebene C, D, geftellt werden fol, hat 

Fig. 216. man ß = 0°, alfo cos.ß —1; 

ferner wenn @ und e die verti⸗ 

calen und horizontalen Coordi⸗ 

naten vom Schwerpunkt S, des 

En Körpers in aufgerichteter Stel- 

! „As ı lung bezeichnen, den Radius 

AB, PP, . | ' CS, —=r— Va?-+ e2, und 

Pe 8 OmREERR? die Höhe E, Sı =a=rsin.d.. 

Br It & der Neigungswintel BC S 

TON] — * der Seitenflädye B C’des Körpers 

—— gegen die Schwerlinie CS, fo 

ergiebt ſich die anfängliche Höhe 

des Schwerpunftes S über ber 
Auflagerungsfläche: 

KS—=(S sin. BCS=rsin.a 

—Va?+te?, sin. 0, 
und es folgt die Höhe, auf welche der Schwerpunkt S des Körpers beim 
Aufrichten fteigt: 
HS, = — I Ss, — Eı H=a— Vo?-+e2 . Sin. . 

Iſt nun noch s, die ſenkrechte Höhe der Standebene C, D, über der erſten 
Lagerebene BC., fo hat man die ganze mechaniſche Arbeit zum Aufheben des 
Körpers von BC auf C D,: 

A=G(a— Va? + e2.sin.a +5,). 

Diefe Beſtimmung der Arbeit zum Fortſchaffen eines Körpers hat nur 
dann ihre volle Kichtigkeit, wenn der Schwerpunft ftetig von S nad) S, ge: 
hoben wird; in dem Falle hingegen, wo der Körper erft aufgerichtet und 
dann emporgehoben wird, ift die erforderliche mechanische Arbeit: 
A=G(FO+s)= G(CO— KS+3)—=G[Vu?-F e?(1—sin.a) + 5], 
weil die Arbeit G.ON — G (Va? +2 — a), welde der Körper beim 
Kıederjinten des Schwerpunftes von O nad) S, verrichtet, verloren geht. 


Ay B. 








Stabilität eines Körpers auf der geneigten Ebene. Ein Körper $. 146 
AC, Fig. 217 (a. f. S.), auf einer [hiefen, d. h. gegen den Horizont geneigten 
Ebene (franz. plan incling; engl. inclined plane) kann zwei Bewegungen anneh- 
men, er kann von ber fchiefen Ebene herabgleiten, er kann ſich aud) um eine feiner 
Bafisfanten umdrehen und umftürzen. Iſt der Körper ſich ſelbſt überlaffen, fo zer- 
legt ſich das Gewicht & des Körpers in eine Kraft N normal und eine Kraft 
P parallel zur Bafis; die erftere nimmt die fchiefe Ebene vollkommen auf, die 





240 Dritter Abfchnitt. „Drittes Capitel. [$. 140. 


lettere aber treibt den Körper auf der Ebene abwärts. Seben wir den 
Neigungewintel FHR ber ſchiefen Ebene gegen den Horizont — a, fo ha- 


Fig. 217. ben wir auch den Winkel & SN—a, 
und daher den Normaldrud: 
N=(@.cos.«, 
jowie die Kraft zum Herabgleiten: 
P=Gsin.e. 


Seht die verticale Schwerlinie SG 
durd) die Baſis CD, wie Fig. 217 
zeigt, fo kann nur eine gleitende Be 
wegung entftehen, geht aber, wie in 
dig. 218, diefe Schwerlinie außerhalb der Baſis vorbei, ſo tritt — noch 
ein Umſtürzen ein, es iſt alſo der Körper ohne Stabilität. Uebrigens hat 


Fig. 218. Fig. 219. 








ein Körper A C auf der ſchiefen Ebene FH, Fig. 219, eine andere Stabili- 
tät als auf der Horizontalebene HR. Sind DM=e und MS—.a die recht⸗ 
winfeligen Coordinaten des Schwerpunftes S, fo hat man den Hebelarm der 
Stabilität : 
DE=DO—MN=ecos..a0 — asin.«, 

während er — e ift, wenn der Körper auf der Horigontalebene fteht. Ta 
e> ec0os.0 — a sin. a ift, fo fällt die Stabilität in Beziehung auf die um- 
tere Kante D auf ber fchiefen Ebene Heiner aus, als auf der horizontalen 


Ebene; fie ift jogar Null für ecos.a—=asin.e, d. i. für tang.a— — ’ 


Wenn alfo der auf einer Horizontalebene mit der Stabilität Ge ftehende 
Körper auf eine fchiefe Ebene zu ftehen kommt, deren Neigungswinfel «@ dem 


Ausdrude tang. « — er entjpricht, ſo verliert derfelbe feine Stabilität. 


Auf der anderen Seite kann aber aud) ein Körper auf der fchiefen Ebene zur 
Stabilität gelangen, die ihm mangelt, wenn er auf der Horizontalebene ftcht. 
Für eine Drehung um die obere Kante C ift der Hebelarım CE, = CO, 
+ MN=c,00..@ 4 asin.a, während er beim Stande auf der Horizon 
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talebene, — CM = e, ausfällt. Iſt nun e, negativ, fo hat der Körper 
feine Stabilität, fo lange er auf der Horizontalebene fteht; ruht er aber auf 


| an e. 
einer geneigten Ebene, fiir deren Neigungsrinkel a, tany. u -- z ift, fo gelangt 


der Körper in eine ftabile Gleichgewichtslage. 

Wirkt außer der Schwerkraft noch eine andere Kraft /? auf den Körper 
ABCD, Fig. 209, jo behält derjelbe feine Stabilität, wenn die Mittelkraft 
N aus dem Gewichte 6 des Körpers und aus der Kraft Z? eine Richtung 
bat, welche die Baſis U D des Körpers durchſchneidet. 

Beifpiel. Bei dem Obelisken im Beiſpiele des Paragraphen 144 if 

= 7, Fuß un a = 10,342 Fuß, es verliert folglich verjelbe feine Stabilität, 
. wenn er auf eine ſchiefe Ebene zu ſtehen Fommt, für deren Neinungswinfel it: 

Se N en alich u — 903g’ 
lang. a = 710398 168” 0,16922, teren Neigung felglih « —=90%6’ beträgt, 


Theorie der schiefen Ebene. Da die fchiefe Ebene nur den- 
Fig. 220. jenigen Drud in fid) aufnimmt, welcher 
winfelrecht gegen jie gerichtet ift, jo be 





iſt, um einen übrigens vor dem Umftür- 
zen gejchligten Körper auf der fchiefen 
Ebene zu erhalten, indem ınan die Bedin- 
gung feitiegt, daß die aus P und Gr her- 
vorgehende Mittelkraft N, Fig. 220, 
winkelrecht zur fchiefen Ebene ftehe. Der 
6 Theorie des Barallelogranınıes der Kräfte 
zufolge hat man: 
pP sin. PNO 
GT sin.PON 
nun ift aber der Winkel PNO — Winkel GON = FHR= «, und 
dr Wintel PON— POK+ KON=B + 90", infofern man den 
Winkel PEF — POK, um weldhen die Kraftrichtung von der ſchiefen 
Ebene abweicht, mit 4 bezeichnet; man erhält daher: 








P__ sin. & d. i P u ‚sin. & 
GG inI0+PB)" "MM cos. 
alſo die Kraft, welche den Körper auf der ſchiefen Ebene erhält: 
G sin. & 
2 cos. p ” 


Für den Normaldrud N ift 
N _sin.OGN 
@ sinON@' 
Beisbach's Lehrbuch der Mechanik. 1. 16 


g. 147 


ſtimmt ji) die Kraft P, welche nöthig | 
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aber Winkel O @ N= 90° — (a + PB) md ONG=PON=I HP. 
daher folgt 
N _ sin. [90° — («+ P)] __ cos.(« + PB) 
G  sin(O +) cos. 
und der Normaldrud gegen die fchiefe Ebene: j 
G cos.(« + ß) 


N= 
cos. B 
St & +PB>90 Grad, alſo B>90 — ex, fo fällt N negativ ans, 
g 
Fig. 221. und e8 ift dann, wie ig. 221 darftellt, die jchiefe 


Ebene HF über den von der Kraft P ergriffenen 
Körper O zu legen. 
Seht die Kraft P mit der ſchiefen Ebene paral- 
tel, fo iſt ö = 0 und cos.ß = 1, daher 
P=Gsin.a und N=Gcos. a. 
Wirkt die Kraft P vertical, fo ift « + = 90%, 
daher 
cos. B= sin. a, ferner cos.(« + B)=0, 
und? P—= @G fowie N = 0; dann hat alfo die 
ſchiefe Ebene feinen Einfluß auf den Körper. 
Wirkt endlich die Kraft horizontal, fo ift B=—=— a und cos. B—=cos.«, 
daher 





Gsin. 
— —— — 
cos. & cos. & COS. & 











Beifpiel. Um einen Körper von 500 Pfund auf einer fihiefen Ebene von 50% 
Neigung gegen den Horizont zu erhalten, wird eine Kraft aufgewendet, deren Rid- 
tung 750 mit dem Herigente einjchließt; wie groß iſt dieſe Kraft und wie flarf 
drückt der Körper gegen die fchiefe Ebene? Die Kraft if: 

500 sin. 50° 500 sin. 50° ar 
ee c08.(75— 50) cos.250 122,6 Yrund, 
und der Druc gegen die Ebene: 


N 500 . cos. 75° 
= cos. 250 


= 142,8 Pfund. 

5. 148 Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. Bringt nıan das 
in $. 138 näher auseinandergefegte Princip von der Gleichheit der Wirkung 
und Gegenwirkung mit dem Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten ($. 83 
und $. 98) in Verbindung, fo ftellt ſich folgende Kegel heraus: Halten zwei 
Körper, M, und As, Fig. 222, einander das Gleichgewicht, jo iſt fitr eine 
endliche geradlinige und auch für eine unendlich Fleine krummlinige 
Bewegung des Drud- oder Berührungspunftes A, nicht allein 
die Summe der medhanifchen Arbeiten von den Kräften jedes 
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einzelnen Körpers, fondern aud die Summe der mechanifchen Ar- 

Fig. 222. beiten von den äußeren Kräf— 
ten beider Körper, zuſam— 
mengenommen, gleih Null. 
Sind P, und S, die Kräfte des 
einen Körpers, P, und S, die des 
anderen, jo entfprechen benfelben 
bei einer Verriidung des Berlih- 
rungspunftes von A nad) B die 
Wege AD), AF,AD,und AE,, 
und es ift nach dem oben ausge— 
ſprochenen Geſetze: 


P.AD +S.AEb + BRAD, +S.AB—= 0. 
oder ohne Rückſicht auf die Richtung, ö 
PAD +S.AE=P.AD,+S,.AE,. 

Tie Richtigkeit dieſes Cages läßt ſich auf folgende Weiſe darthun. Da 
die Normaldriide N, und N, einander gleich find, fo findet auch Gleichheit 
zwifchen ihren Arbeiten N, . A C und N,.A C ftatt, nur mit dem Unter⸗ 
ſchiede, daß die Arbeit der einen Kraft pofitiv und die der anderen negativ ifl. 
Run hat man aber nad) dem Früheren, die Arbeit N). A C der Mittelkcaft 
N, glei, der Summe PR.AD, + 8,.AE, der Arbeiten ihrer Compo- 
nenten P, und S,, und ebenfo ,.AC—=P,.AD, + 8.AFı: es ift 
daher auch: 

pP, ‚AD, + S.AF, = Ps ‚AD, 4 S,. A E.. 
Tie Anwendung des fo allgemeiner gentachten Principes der virtuellen Ge— 
Kia. 228. ſchwindigkeiten gewährt bei jtatifchen Unter— 
D „ chungen oft große Bortheile, indem durch 
1 fie die Entwidelung der Gleichgewichtsfor: 
meln fehr vereinfacht wird. Verrückt man 
3. B. einen Körper A auf der fchiefen Ebene 
2 FH, sig. 223, un den Weg AD, fo ift 
I der entfprechende Weg feines Gewichtes 6. 
—AU=AB.sin. ABÜ= 
AB.sin. FHR=AB.sin.«, dagegen 
der Weg der Kraft , = AD= 
AB.cos.. BAD= AB. cos.ß und endlid) 
der Weg der Normalkraft N, — 0; nun ift aber die Arbeit von N gleich 
der Arbeit von G plus der Arbeit von P, man hat daher zu fegen: 
N0=—-@G.AC+P.AD, 








16” 
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und findet auf diefe Weile die Kraft, welche den Körper auf der fchiefen 
Ebene im Gleichgewicht erhält: 
— 40 6— G sin. 





AD cos.ß 
ganz in Uebereinſtimmung wit dem vorigen Paragraphen. 
Fig. 224. Um dagegen den Normaldrud 


N zu finden, ritden wir diefe fchiefe 
Ebene HF, Sig. 224, um einey be 
ltebigen Weg AB redjtwinfelig gegen 
die Kraftrichtung AP fort, beftimmen 
die ent|prechenden Wege der äußeren 
Kräfte und fegen die Arbeit des Ge 
wichtes @ und bie der Kraft P des 
Körperd A gleich der Arbeit der 
Kraft N der fchiefen Ebene ober des 
Drudes zwiſchen beiden Körpern. 
Der Weg von N ift: 


— —ABcos. BAD— ABcos. 6, 


der Weg von Gift: 
AC= ABcos. BAC= 4ABcos.(a + ß) 
und der Weg von P ift — 0, daher Arbeit: 
N.AD=G.4C+P.0, 
eu G.AC. cos. ( + ß) 
und Narıpee c8.ß 
wie im vorigen Paragraphen ebenfalls gefunden worden ift. 





Theorie des Keiles. Sehr einfach entwidelt ſich hiernach die Theorie 
des Keiles. Der Keil (franz. coin; engl. wedge) ift eine durch ein dreiſei⸗ 
tiges Prisma FH G, Fig. 225, gebildete, bewegliche fchiefe Ebene. In ber 

Fig. 228. 





Kegel wirkt die Kraft XP P redhtwinfelig auf den Rüden FG de 
Keiles und hält einer anderen Kraft oder Laſt AQ — Q, welche gegen die 
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eine Seitenfläche F’FZ deflelben drückt, das Gleichgewicht. Iſt der die Schärfe 
des Keiles mefjende Winfel FH G— «, ferner der Winkel, um welchen bie 
Kraftrichtung KP oder AD von ber Seitenfläche GH abweidit, alſo GEK 
— BAD, = Ö, und endlich der Winkel ZA H, um den die Richtung der 
Yaft Q von der Seitenfläche I’ abweicht, — Pf, fo ergeben fich die Wege, 
welche beim Verrücken des Keiles aus der Yage FH G in bie Yage F Hı Gh 
zurüdgelegt werden, auf folgende Weile. Ter Weg des Keiles ift: 
AB=FF, = HH, 
terner der Weg dex Kraft ift: 
AD=4ABcos.. BAD —= AB.cos.d, 

und der Weg der Etange AZ oder Yaft Q mißt: 

ARsin. ABC _ABsin.a__ABsin.« 
snACB  sin.DAC smßB 
Tagegen ift der Weg ber dem Drude auf die Grundfläche EG entipre- 

enden Reaction 2, fo wie der Weg von der dem Drucke gegen bie Teitung der 

Stange A C entgegengefegten Reaction R,, — Null. Segt man nun bie 

Zumme ber Arbeiten der äußeren Kräfte P,Q,R und R, — Null, alfo: 

P.AD— Q.AC+R0+R.0=0, 

fo erhält man die Beſtimmungsgleichung: 

9.40 Q.ABsin. a _  Qsin.a 
AD AB cos. ö sin. ß sin. cos. 6’ 

me ſich allerdings auf dem Wege der Kraftzerlegung ebenfalls finden läßt. 
Wenn die Kraftrichtung X E durch die Kante MI des Keiles geht, und die 

a 


1U= 


Schärfe FH Gr halbirt, fo hat man d — re und daher - 
& 
2 ] Tu 
Qsin.a us 2 
P= = ——. 
@ cos. B 


sin. B cos. — 
ß 2 


Geht die Kraftrichtung parallel zur Baſis oder Seitenflähe GH. fo. ift 
ö = 0, daher: 
_ Qsin.a 
sSin.ß 
und ift noch die Laſtrichtung winkelrecht zur Seitenfläche FH, alſo 8 = 900, 
ſo folgt: 





P= 0 sın. c. 


Yeifpiel. Die Schärfe FHG « eines Keiles betrage 25°, Die Kraft fei 
parallel zur Bafis 7 G gerichtet, es fei alfo d — 0, und die Laſt Q wirfe win: 
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feltecht zur Seitenflähe 2’, alfo 8 fei = 90°, in welchem Verhältniſſe ftehen 
Kraft und Laft zu einander? Es ift: | 
P=RQ sin. ce, alſo _ — sin. 25° —= 0,4226. 
Kür eine Laſt Q von 130 Pfund ftellt ſich hiernach die Kraft: 
130. 0,4226 — 54,938 Pfund 
heraus. Um vie Laſt oder Stange einen Fuß fortzuſchieben, muß ver Keil ven Weg 


40 1 e 
= — — -_. — 23662 : 
ARBR= en. 1a 2,366 Ruß 





zurücklegen. 


Anmerfung 1. Durd Anwendung Des Kräfteparallelegrammes beſtimmt rich 
das Verhältniß zwiſchen Kraft 2’ und Laſt Q des Keiles Z’GH, Aig. 226, 
ig. 226. wie felgt. Die Stangenlatt, 
AG == @ zerlegt fich in eine 
Seitenfraft' AN — N nermal 
auf die Scitenflähbe FH ve 
Reiles, und in eine Seitenfraft 
4S—S normal auf die Stan 
genare ZA. Während S vn 
ver Leitung Der Stange aufge: 
nommen wirt, gebt AN — N 
auf den Keil über und vereinigt 
ich hier ale 4,N, mit ter 
Kraft KP= 4, P=Pw 
— Keiles zu einer Mittelfrait 
A,R= K, deren Richtung winfelrecht auf der Grundflähe GH des Keiles fteben 
muß, damit fie vollftändig auf die Unterſtützung des Keilce abergebt. Das Kräfte: 
parallelegramm A, PRN, giebt: 
P sin. R4,N, _stuFH@G Sin. 
N, "sin. AARN, sin. PAR cos.d' 
und dem Kräfteparallelogramme ANQS zufolge it: 
N sin. NQA _ sin. A 1 





UT sin. ANQT = sin. LH sin.® 
da nun N, — A iſt, fe ergiebt ſich hiernach durch Multiplication vfefer Pre— 
portionen: 
PN P sin. « 
N'Q%V — sin. 8 cos. d’ ar 
sin. a 
sin. ß cos.’ 
wie auch im Haupttert gefunden werden tt. 


ve 


Anmerfung ?. Die Theorien des Hebela, ver jchiefen Ebene und des Keilees 
finden eine weitere Entwickelung im fünften Capitel, we noch Der Einfluß der Wei: 
bung in Betracht gezegen wirt. 
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Viertes Kapitel. 
Gleichgewicht an den Seilmafhinen. 


Seilmaschine. ir haben feither die feften Körper als vollfommen $. 151 
ſtarre ober fteife Körper (franz. corps rigides; engl. rigid, stiff bodies), 
d.1. al8 folche angefehen, welche durch die Einwirkung äußerer Kräfte weder in 
Form noch im Volumen verändert werden; bei manchen Körpern und in 
vielen Füllen der Anwendung der Mechanik auf die Praris ift jedoch die 
Annahme der vollkommenen Starrheit fefter Körper nicht mehr zuläffig, und 
deshalb nöthig, diefe Körper insbefondere noch in zwei anderen Zuſtänden zu be- 
trachten. Diefe Zuftände find die vollfommene Biegfamkeit und die Elaſti⸗ 
tät, und wir unterfcheiden hiernach noch die biegfamen Körper (franz. 
corps flexibles; engl. flexible bodies), und die elaftifchen Körper 
(franz. curps elastiques; engl. elastic bodies). Die biegſamen Körper 
nehmen nur Kräfte von einer gewillen Richtung ohne Formveränderung auf, 
folgen dagegen den Kräften, welche nach anderen Richtungen hinwirken, voll: 
ſtändig; die elaftifchen Körper Hingegen geben bis zu einer gewiflen Grenze 
jeder auf fie wirkenden Kraft nad). 

Ein ftarrer Körper AB, Fig. 227, 1, widerfteht einer Kraft P vollftän- 
dig, ein biegjamer Körper AB, Fig. 227, II, folgt dagegen der auf ihn 
wirkendenKraft 2, wobei feine Are die Richtung der Kraft annimmt, und ein 


Fig. 227. 





elaftifher Körper 1.3, Fig. 227, II, widerfteht dev Kraft P nur bis zu 
einem gewiſſen Grade, wobei feine Are eine gewiſſe Biegung erleidet. Schnüre, 
Zeile, Riemen, und in gewiffer Beziehung auch Ketten, find die Repräfen- 
tanten der biegfamen Körper, wiewohl fie eine volltommene Biegſamkeit nicht 


⸗ 
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beſitzen. Dieſe Körper ſind der Gegenſtand dieſes Capitels; von den elaſtiſchen 
Körpern, oder vielmehr von der Elaſticität der feſten Körper wird dagegen 
erſt im ſechſsten Kapitel gehandelt. 

Wir verftehen in der Folge nuter einer Seilmafchine (franz. machine 
funiculaire; engl. machine of strings) ein Seil oder eine Verbindung von 


Seilen (das Wort Seil int allgemeinen Sinne genommen), welche von Kräften 


151 


angefpaunt wird, und befchäftigen uns in diefem Capitel mit der Theorie dee 
Sleichgewichtes diefer Maſchinen. Derjenige Punkt einer Seilntafchine, wo 
eine Kraft angreift und deshalb das Seil einen Winkel bildet oder eine 
Nichtungsveränderung erleidet, heißt ein Knoten (franz. noeud; engl. knot)- 
Terjelbe ijt entweder feſt (franz. fixe; eugl. fixed), oder beweglid (franz. 
coulant; engl. moveable), Spannung (franz. und engl. tension) ift bie 
Kraft, welche ein gefpanntes Zeil in der Richtung feiner Are fortpflangt. 
Tie Spannungen an den Enden eines geraden Seiles oder Seilſtückes ſind 
gleid) und entgegengejegt (S. 36); aud) kann das gerade Zeil andere Kräfte 
als die in der Arenrichtung wirkende Spannung nicht fortpflanzen, weil es 
ſich ſonſt biegen müßte, alſo nidjt gerade bleiben könnte. 


Gleichgewicht in einem Knoten. Gleichgewicht einer Zeilnajcyine 
findet ftatt, wenn in jedem Knoten derfelben Gleichgewicht vorhanden ijt. Ce 
find daher zunächit die Nerhältnifie des Gleichgewichts an einem Knoten 
fennen zu lernen. 


In einem Knoten A, welchen cin Seilſtück AAB, Fig. 223, bildet, fir 
det Gleichgewicht ſtatt, wenn die fich aus den Seilfpammungen XS, — Sı 
und XS, — S, ergebende Mittelkraft KS — S gleich und entgegengefeßt 

gerichtet ift der im Knoten angreifenden 

Kraft P, denn die Seilfpannungen Sı 
Fund S, bringen im Knoten K diefelben 
Wirkungen hervor wie zwei ihnen gleiche 
und gleichgerichtete Kräfte, und drei Kräfte 
halten fid) das Gleichgewicht, wenn die 
eine von ihnen gleich ift und entgegen: 
gefetzt wirft der Mittelkraft aus den ber 
den anderen (X. 87). Ebenſo ift aber 
auch die Mittelkraft R aus der Kraft ? 
und der einen Spannung S, glei, und 
entgegengeſetzt gerichtet der zweiten Seil: 
fpannung 5; u. |. w. ebenfalls läßt 
ſich diefe Gleichheit dazu benutzen, zwei 
Beſtimmungsſtücke, 3. 3. die Spannung und Richtung des einen Seiles, zu 


ia. 228. 
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ermitteln. Iſt 3. B. die Kraft P, fowie die Spannung S, und der von 
beiden eingefchloflene Winkel 
AKP= 180 — AKS = 180° — «a 
gegeben, jo hat man für die zweite Spannung 
S—=VP:+8?—2PSı cos. 
md für ihre Kichtung oder Abweiching BKS — f, von KS: 


ing ER, 


Beifpiel. Wenn das Seil AKB, Aig. 228, am Ende B aufgehangen, am 
Ende A aber dur ein Gewiht & — 135 Pfund und in der Mitte K durch eine 
Kraft P = 109 Pfund, welde unter einem Neigungswinfel von 25 Brad auf: 
wärts zieht, angefpannt wird, fo ift bie Frage nach der Richtung und Spannung 
des Seiltüdes KB. Die Größe ver gefuchten Spannung ift: 

$, = V 1092 + 135° — 2.109.135 cos. (90% — 250) 
— V 11881 + 18225 — 20430. cos. 650 — V 17668,3 — 132,92 Pfund. 


Für ven Winfel 4 ift: 
sin. — Sısin.« _ 185. sin. 65° 
Ry 132,92 
taher B=67°0', und die Neigung des Seilſtückes KB gegen den Horizont: 
8% — 250 = 67%, — 250,0 = 420,0. 


, Log. sin. = 0,9401 — 1, 


Wenn ein Seil AKB, Fig. 229, dadurch einen feften Knoten K bildet, $. 152 
daß fich das eine Seilſtück BK gegen eine fefte Stütze M anlegt, während 
da8 andere Seilftlüd AK durd) 
Fig. 220. © eine Kraft KS— S geſpannt 
wird, deren Richtung um einen 
gewiffen Winkel SKS, — « von 
der Richtung des erfteren abweicht, 
fo ift die Spannung des GSeil- 
ftüde® KB: 
KS—=Sı—=Scos. a, 
weil der zweite Component KN=N-— Ssin.a der Spannung $ von ber 
Stütze M aufgenommen wird. 
Uebrigens ift aud) 
Ss =S vi — (sin. )?, 
md daher fitr einen Heinen Ablenfungewinfel «: 





l,. , a? 
9 = (1 zZ (sin. 0)?)S — (i — 3) S, dagegen 
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S— —=(1+5)8 zu ſetzen. 


2 
Wenn fi) ein Seil AB, Fig. 230, um einen prißmatifchen Körper M 
fegt, und dabei in feiner Richtung um die Winkel a, @,, a; abgelenkt wird, 
Fig. 280. jo wiederholt ſich bie vorige 
Kraftzerlegung, jo daß im 
Knoten K, die Spannung 
S in: 
81 — $cos. 0, 
im Knoten X, die Span 
nung 9, in: 
Ss = 5, 008. 
— S cos. qi 608. 0, 





und im Knoten A, die Spannung $, in: 
S, = S,cos.0, —= S$ cos. 0, Ccos. ti, c08. &, Übergeht. 


Sind die Winkel &,, &,, @&; — a, alfo einander gleich, fo hat man: 
S; = S (cos. @)®, ober allgemein, bei n Ablenfungen: 
Sn = S (cos. a)". 


Geht das Prisma M in einen Eylinder über, fo ift « unendlich flein, 
und n unendlich groß, daher: 


S, =(1-5) 8— (1 - = 


oder wenn man den ganzen Aolentungswintel. na durch PB bezeichnet: 
uß , 
9. = (\ — 5) 8, d. i.: 
8. = S, weil & und folglich auch ad unendlich Klein gegen 1 ift. 


Wenn alfo ein Seil jo um einen glatten Körper gelegt ift, daß es einen 
Theil vom Umfang feined Querſchnittes bededt, jo wird dadurch feine 
Spannung nicht geändert, es find aljo aud) im Sleichgewichtszuftande, 
die Spannungen an den beiden Enden defjelben einander gleid). 


Z. 153 Iſt der Knoten K ein Lofer oder beweglicher, wirkt z. 2. bie 
Kraft P mittels eines Ringes auf das durchgezogene Seil AKXB, Fig. 231, 
jo ift zwar wieder die Meittelfraft S aus den Seilfpannungen S, und 
S, gleich und entgegengejegt gerichtet der Kraft P am Ringe: außerdem find 
aber noch die Seilfpannungen unter ſich gleich. Diefe Gleichheit folgt 
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zwar ſchon aus 8. 152, läßt ſich aber ‘auch leicht auf folgende Weiſe nad): 
weiſen. Zieht man das Seil um einen gewifien Weg s in dem Ringe fort, 
jo legt die eine Spannung S, den Weg s und bie andere Spannung S, den 
Beg — 5, die Kraft P aber den Weg Null zurück; es ift folglich, voll- 
tommene Biegjamleit vorausgejett, die Arbeit: 


Po0o=Sı 3 — 9.328.933 = 828 und I — Se. 
Aus diefer Gleichung der Spannungen folgt wieder die Gleichheit der 
Winlel AKS und BKS, unter welchen die Richtung der Mittelkraft S 


von den Seifrichtungen abweicht; fegen wir diefe Winfel — «, fo giebt bie 
Auflöfung des ARhombus AS, SS: 


S=P=2S, cos.«, und umgekehrt: 


pP 
Ss) = _- - 
> 2.008. & 


xig. 231. 





Sind A und B, Fig. 232, feſte Punkte eines Seiles AKB von gege- 
bener Ränge (2) mit einem beweglichen Knoten X, fo findet man den Ort 
dieſes Knotens, wenn man eine Ellipfe conftruirt, deren Brennpunkte A und 
B find und deren große Are der Seillänge 24 gleich ift, und hierauf eine 
Tangente an diefe Curve winfelrecht zur gegebenen Kraftrichtung legt: der 
ih ergebende Berührangspunkt ift der Ort des Knotens, weil bei der Ellipſe 
die Rormale KS mit den Fahrftrahlen X A und KB gleiche Winfel ein- 
ihliegt, gerade fo wie die Mittelfraft S mit den Seilfpannungen S, und S,- 


Zieht man 1 D parallel zur gegebenen Kraftrichtung, macht BD gleid) - 
der gegebenen Seillänge, halbirt AD in A und errichtet hierauf das. Per- 
vendifel MR, jo erhält man den Ort des Knotens K auch ohne eine 
Elipfenconftruction, denn da dan Winkel AXM — Winkel DKM und 
AK=DK if, fo folgt anch Winkel AKS — Winkel BKS und 
AK+KB=DK+KB=DR. 
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Beifpiel. Zwiſchen ven Bunften 4 und B, Fig. 233, ift ein Seil von 9 Fuß 
Länge durch ein mittel eines Ringes angehängtes Gewiht G von 170 Pfund 


Fig. 233. 


ausgefpannt; die Horizontalentfernung 4 C kei: 
der Runfte ift 61, Fuß und ber Berticalabftant 
CB—2%ufß; man fudt den Ort bes Knotens 
jowie die Seilfpannungen und Eeilrichtungen. 
Aus der Linge AD = 9 Fuß als Hypotenuſe 
und der Horigontalen AU -- 61, Fuß folgt 
bie Berticale: 
CcD=-V%--652— V 31 — 2,23 
= V3875—6235 Fuß; 
und hieraus vie Baſis des gleichichenfligen 
Dreiedee BDK: 
BD=(D—- CB - 6,225 —2 = 1,225 Ruß. 
. Die Achnlichfeit der Dreiede DAM un 
. D.AC giebt nun: 
DM 4,225.9 


DK=BK=T7 DA= 5 6085 








— 3,054 Ruß; 
hieraus folgt: 
AK 9 — 3054 — 5,946 Auf, 
und für den Winfel c, um welchen vie Seilftüde von ver Berticalen abweichen: 
cos. — BM_ 3,1125 
BK 3,054 
und endlich die Spannung der Seile: 


G _. 170 
2 cos.a  2.0,6917 


— 0,697, daher « = 460 14’, 


== — 122,9 Pfund. 


154  Gieichgewicht des ganzen Seilpolygons. Die Berhältniffe des 
Sleichgewichtes an einem Seilpolygone, d. i. an einem angefpannten 
Fig. 24. Seile,. welche8 an verſchie⸗ 
denen Punkten von Kräften 
ergriffen wird, find in 
Uebereinftimmung mit den 
Verhältniffen des Gleichge- 
wichtet von Kräften, welche 
in einem Punkte angreifen. 
Es ſei AKB, Fig. 234 1, 
ein von den Kräften 
Pı, Pa, Pa, Pu Ps 
angeipanntes Seil, P, und 
P, greifen in A, P, in K 
und P, und P, m Ban. 
Segen wir die Spannung 
des Seilftüdes AK, — S$ı 
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und die des Stüdes BK, — S,, fo erhalten wir S, als Mittelfraft von 
den in A angreifenden Kräften P, und P,, und tragen wir den Angriffe 
punft A diefer Spannung von A auf K, fo ergiebt fi wieder S, ale 
Mittelfraft von S, und P, ober von P,, P, und P,; transportiren wir 
endlich den Angriffspunft der Kraft S, von A nad B, fo erhalten wir im 
&, P, und TP,, oder, da S, Mittelfraft von P\, P, und P, ift, aud) 
in Pı, Pa, Pr, Pu Ps ein fid das Gleichgewicht haltendes Kräftefuften. 
Bir können hiernach behaupten: wenn gewiffe Kräfte Pı, P,, P; 
u. |. w. ein Seilpolygon im Gleichgewichte erhalten, jo werden 
"ig. 285, fie ſich auch felbft 
Sr V ' das Gleichgewicht 
halten, wenn man 
fie beiunveränderter 
Richtung und Größe, 
Bin einem einzigen 
X A V+V, Punkte, z.B. in C(IL), 
Kr: : angreifen läßt. 
B H, Wird das Seil 
Hs Kı AK, &K;...B, 
SINN. | Fig. 235, in den Kno⸗ 
ten K,, A durch Ge 
J. 8* wichte Ei, Gy... am 
Gel }, gejpannt, und werden 
. die Endpunkte A und 
Hı \ Hn B durd) die PBertical 
e itäfte 9, und V, und 
die Horizontaffräfte ZZ, und H, feftgehalten, fo ift die Summe der Berticalfräfte: 
Vi — P. — (hr th +) 
und die Summe der Horizontalkräfte: 7, — H,. Der Gleichgewidite- 
zuſtand fordert aber beide Summen — Null; e8 ift deher 
—VV ⏑— und 
2) H—=H,;b$. 
bei einem burd Gewichte angeſpannten Seilpolygone ift die 
Summe der Berticalfräfte oder Berticalfpannungen in den End- 
oder Aufhängepunften gleich der Summe der angehängten Ge— 
wichte, und es ift die Horizontalfpannung des einen Endes glei 
und entgegengefegt gerichtet der Horizontalfpannung im anderen 
Endpuntte. 
Berlängert man bie Richtungen der Spannungen S, und S, in ben 
Endpunften A und B bi8 zu ihrem Durchſchnitte C und verlegt man bie 
Angriffspunkte jener Spannungen nad; diefem Punkte, jo erhält man eine 
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und findet auf diefe Weile die Kraft, welche den Körper auf der fchiefen 
Ebene im Gleichgewicht erhält: 


p—ÄL. GE G sin. 





AD cos.ß 
ganz in Uebereinſtimmung wit dem vorigen Paragraphen. 
Fig. 224. Um dagegen den Normaldrud 


N zu finden, rücken wir dieje fchiefe 
Ebene HF, ig. 224, um einey be: 
liebigen Weg A B rechtwinfelig gegen 
die Kraftrichtung AP fort, beftimmen 
die entjprechenden Wege der äußeren 
Kräfte und ſetzen die Arbeit des Ge: 
wichte® F und bie der Kraft P des 
Körper A gleid) der Arbeit der 
Kraft N der jchiefen Ebene ober des 
Drudes zwiſchen beiden Körpern. 
Der Weg von N if: 

UD— ABeas BAD= ABcos.ß, 
der Weg von Gift: 

AC= ABco.BAC=ABcos.(«a + ß) 
und der Weg von P ift — 0, daher Arbeit: 

N.AD=G.4C+P.0, 


— 6. 70 cos.(æ + ß) 
und AA AD — un cs.ß 


wie im vorigen Paragraphen ebenfalls gefunden worden ift. 





.149 Theorie des Keiles. Sehr einfach, entwidelt ſich hiernad) die Theorie 


des Keiles. Der Keil (franz. coin; engl. wedge) ift eine durch ein breifeis 
tige Prisma HG, Sig. 225, gebildete, bewegliche fchiefe Ebene. In der 
Fig. 225. 





Regel wirkt die Kraft KP— P rechtwinkelig auf den Rüden FG des 
Keiles und hält einer anderen Kraft oder Laſt AQ — Q, welche gegen die 
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eine Seitenfläche FM deſſelben drückt, das Gleichgewicht. Iſt der die Schärfe 
des Keiles meſſende Winkel FH G«, ferner der Winkel, um welchen die 
Kraftrichtung XP oder AD von ber Seitenfläche @ H abweicht, alſo GEK 
— BAD, = Ö, und endlid, der Winfel ZA H, um den die Richtung der 
Yaft Q von der Seitenfläche 7’ 77 abweicht, — ß, fo ergeben fid) die Wege, 
welche beim Verrücken des Keiles aus ber Yage FH G in die Lage F. Hı Gh 
zurüdgelegt werden, auf folgende Weile. Ter Weg des Keiles ift: 

AB=FF, = HH, 
ferner der Weg der Kraft ift: 

AD—=ABcos. BAD —= ABcos.6, 
md der Weg der Stange AL ober Yaft Q mißt: 

10— A Bſsin. BC. ABsin. æ ABsin. J— 
RT sSin.A CB sin.HAC sin. ß 
Dagegen iſt der Weg der dem Drucke auf die Grundfläche EG entſpre— 

chenden Reaction R, fo wie der Weg von der dem Drucke gegen die Leitung der 
Stange A C entgegengefegten Reaction A, — Null. Segt man nun bie 
Zumme der Arbeiten der äußeren Kräfte P,Q,R und R, — Null, alfo: 


P.AD—-Q.AC+RO + R.0=0, 
ſo erhäft man die Beltimmungsgleichung: 
Q.AC Q.ABsin. a sin. a 
AD  ABcos. ösin.ß  sin.ß cos. 6’ 
wie ſich allerdings auf dem Wege der Kraftzerlegung ebenfalls finden Läßt. 
Wenn die Kraftrichtung K E durd) die Kante ZT des Keiles geht, und die 


4 


Schärfe FH G halbirt, ſo hat man 6 :— re und daher - 
164 


2 Sin. 
P= _dsın.a — en; 

a cos. ß 
sin. ß cos. > 


Seht die Kraftrichtung parallel zur Bafis oder Seitenflähe G H. fo ift 
d= 0, bafer: 
_ Qsin.a 
Ssin. ’ 
und ift noch die Laſtrichtung winfeltecht zur Seitenfläche FH, alfo 8 — 90°, 
ſo folgt: 





P=Q sin. 0. 


Beispiel. Die Schärfe FHG —= « eines Keiles betrage 25°, Die Kraft fei 
rarallel zur Bafls 7 G gerichtet, es fei alſo d = 0, und die Lat Q wirfe win: 
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felreht zur Seitenflähe I H, alfo 8 fei = 90°, in weldem Berhältnifie ftehen 
Kraft und Laſt zu einander? Es ift: 


P=%Q sine, alf * = sin. 250 — 0,4226. 


Kür eine Kalt Q von 130 Pfund ftellt ſich hiernach die Kraft: 
130. 0,4226 :- 54,938 Pfund 
heraus. Um vie Laſt ever Stange einen Fuß fortzufchieben, muß der Keil ven Weca 
1 1 | 
— — 37 392 
B - sin.e 04220 23662 Ruf 
zurücklegen. 


Anmerfung 1. Durch Anwendung des Kräfteparallelogrammes beſtinmt fc 
das Verhältniß zwiſchen Kraft 7’ und Laſt « tes Keiles FGH, Kig. 226, 
Fig. 226. wie folgt. Die Stangenlaſt, 
AQ=-Q zerlegt fich in eine 
Seitenfrafi AN — N normal 
auf Die Seitenflähe FH re 
Reiles, und in eine Seitenfraft 
4S—=S uermal auf Die Stan: 
genare ZA. Währenn S ven 
ver Leitung Der Stange aufac: 
nommen wirt, geht AN — N 
auf den Keil über und vereiniat 
fh bier ale .1,N, mit ber 
Kraft KP=A4P=Pw 
Keiles zu einer Mittelfrait 
AR- - R, deren Richtung winfelreht auf der Grundfläͤche G II ves Keiles ſteben 
muß, damit fie vellitändig auf die Unterſtützung des Keiles übergeht. Das Kräfte. 
parallelegramm A,PRN, giebt: 
P _ sin.RA,N, sSin. FH@G _sin.« 
MnARN sin. PA,R cos.d 
und dem Rräfteparalfelograne ANGQS zufolge iſt: 
N san. NQ4A sn QAS_ 1 
Q 7 win. ANQT sin. „.LÄH sin.’ 
da nun I, —= N iſt, je ergiebt ſich hiernach durch Multiplication dieſer Pre- 
portionen: 





PN P sin. « 
Na UT smB cos. FJe alſe: 
. Qsin.« 
sin. B cos. d' 
iwie auch im Haupttert acfunten werden it. 


Anmerfung ?. Tie Theerien des Hebels, der ſchiefen Ebene und tes Keilee 
finden eine weitere Entwickelung im fünften Gapitel, we nech der Einfluß der Rei: 
bung in Betracht gezegen wirt. 
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Viertes Capitel. 
Gleichgewicht an den Seilmaſchinen. 


Seilmaschine. Wir haben ſeither die feſten Körper als vollkommen $. 151 
ftarre oder fteife Körper (franz. corps rigides; engl. rigid, stiff bodies), 
di. als folche angefehen, welche durd; die Einwirkung äußerer Kräfte weder in 
Form noch im Volumen verändert werden; bei mandyen Körpern unb in 
vielen Yällen der Anwendung der Mechanik auf die Praris ift jedoch die 
Amahme der volltommenen Starrheit feiter Körper nicht mehr zuläffig, und 
deshalb nöthig, dieſe Körper insbefondere noch in zwei anderen Zuftänden zu be 
trachten. Diefe Yuftände find die vollfommene Biegfamleit und die Elafti- 
cität, und wir unterfcheiden hiernach noch die biegfamen Körper (franz. 
corps flexibles; engl. flexible bodies), und die elaftiichen Körper 
(franz. corps &lastiques; engl. elastic hodies). Die biegfamen Körper 
nehmen nur Kräfte von einer gewiſſen Richtung ohne Yormveränderung auf, 
folgen dagegen den Kräften, welche nad) anderen Richtungen Hinwirfen, voll- 
ſtändig; die elaftifchen Körper hingegen geben bis zu einer gewiflen Grenze 
jeder auf fie wirkenden Kraft nad). 

Ein ftarrer Körper AB, Fig. 227,1, widerfteht einer Kraft P vollftän- 
dig, ein biegfamer Körper AB, Fig. 227, II, folgt dagegen der auf ihn 
wirkendenKraft P, wobei feine Are die Richtung ber Kraft annimmt, und ein 


Fig. 227. 





elaftifcher Körper 42, Fig. 227, III, widerfteht der Kraft P nur bis zu 
einem gewiſſen Grade, wobei feine Are eine gewiſſe Biegung erleidet. Schnitte, 
Seile, Riemen, und in gewiſſer Beziehung auch Ketten, find die Repräfen- 
tanten der biegfamen Körper, wiewohl fie eine vollkommene Biegſamkeit nicht 
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befigen. Diefe Körper find der Gegenftand diefes Capitels; von den elaftifchen 
Körpern, oder vielmehr von der Elafticität der feiten Körper wird dagegen 
erjt im fechsten Kapitel gehandelt. 

Air verftehen in der Folge unter einer Seilmafchine (franz. machine 
funiculaire; engl. machine of strings) ein Seil oder eine Verbindung von 


” Seilen (das Wort Seil int allgemeinen Sinne genommen), welche von Kräften 


151 


angefpaunt wird, und Gefchäftigen uns in diefen Capitel mit der Theorie dee 
Sleihgewichtes diefer Mafchinen. Terjenige Punkt einer Seilmafchine, wo 
eine Kraft angreift und deshalb das Zeil einen Winkel bildet oder eine 
Richtungsveränderung erleidet, Heißt ein Knoten (franz. noeud; engl. knot)- 
Derſelbe ijt entweder feft (franz. fixe; eugl. fixed), oder beweglid; (franz. 
coulant; engl. moveable). Spannung (franz. und engl. tension) ift die 
Kraft, welche ein gefpanntes Zeil in der Richtung feiner Are fortpflant. 
Die Spannungen an den Enden eines geraden Seiles oder Seilſtückes find 
gleich, und entgegengejeßt (S. 36); auch kann das gerade Seil andere Kräfte 
als die in der Axeurichtung wirfende Spannung nicht fortpflanzen, weil e& 
ſich fonft biegen mitte, alfo nicht gerade bleiben könnte. 


Gleichgewicht in einem Knoten. Glleichgewicht einer Seilmaſchine 
findet ftatt, wenn in jedem Knoten derfelben Gleichgewicht vorhanden ift. Ce 
find daher zunächſt die Verhältniſſe des Gleichgewichts an einem Knoten 
kennen zu lernen. 


In einem Knoten A, welden ein Zeilftüd AAB, Fig. 223, bildet, fin 
det Gleichgewicht jtatt, wenn die fi aus den Seilfpanmungen AS, — Si 
und XS; — S, ergebende Mittelfvaft KS — S gleid und entgegengefest 
gerichtet ift der im Knoten angreifenden 
Kraft P, denn die Seilſpannungen Sı 
ud S, bringen im Knoten K diejelben 
Wirkungen hervor wie zwei ihnen gleiche 
und gleichgerichtete Kräfte, und drei Kräfte 
halten ſich das Gleichgewicht, wenn die 
eine von ihnen gleich ift und entgegen- 
gejegt wirft der Mittelfraft aus den bei— 
den anderen ($. 87). Ebenſo ift aber 
auch die Mittelfraft R aus der Kraft P 
und der einen Spannung S, gleich und 
entgegengefett gerichtet der zweiten Seil: 
fpaunung 5, u. |. w. Jedenfalls läßt 
fich dieſe Gleichheit dazu benutzen, zwei 
Beftimmungsftide, 3. B. die Spannung und Richtung des einen Seiles, zu 


Fig. 228. 
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ermitteln. Iſt 3. B. die Kraft P, fowie bie Spannung S, und der von 
beiden eingefchloflene Winkel 

AKP= 180 — AKS = 180° — « 
gegeben, fo hat man flir die zweite Spannung 


S&—VP!+S?—2PS, cos. « 
und für ihre Richtung oder eg BKS= ß, von KS: 


Beifpiel. Wenn das Seil AK B, Aig. 228, am Ende B aufgehangen, am 
(inte A aber durch ein Gewiht @ — 135 Pfund und in der Mitte K durch eine 
Kraft P = 109 Pfund, welde unter einem Neigungswinfel von 25 Grad auf: 
wärts zieht, angefpannt wird, fo ift vie Frage nach der Richtung und Spannung 
des Seiltüdes KB. Die Größe ver gefuchten Spannung ift: 

S, — V 1092 + 135° — 2.109.135 cos. (90% — 250) 
— V 11881 1 18225 — 29430. cos. 65° — V 17668,3 — 132,92 Pfund. 

Kür ven Winkel PB ift: 

S, sin.a__ 135. sin. 65° , 
— 17020 2° , B—( — 
sin. = 5, 132.98 ‚ Log. sin. ß = 0,%401 —1, 
Naber £= 6790’, und die Neigung bes Seilitüdes KB gegen den Horizont: 
ao — 25° — 670, & — 250,0 — 420,0). 


Wenn ein Seil AK B, Tg. 229, dadurch einen feſten Knoten X bildet, 8. 152 
daß na das eine Seilſtück BK gegen eine fefte Stüte M anlegt, während 
das audere Seilftitd AK durch 
Big 2259. eine Kraft KS— S gefpamt 
wird, deren Richtung um einen 
gewiflen Winkel SKSı — « von 
der Richtung des erfteren abweicht, 
fo ift die Spannung bed Seil- 
ftüdes KB: 
KS, = Sı — cos. a, 
weil der zweite Component KEN— N— 8sin.a der Spannung S von ber 
Stüße MM aufgenommen wird. 
Uebrigens ift auch 
Ss =SV1- (sin. e), 


und daher fitr einen kleinen Ablenkungswinkel «: 
S = (1-5 (sin ay)s *(12) 8, dagegen 
1 — 3 3 / 





2 
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Wenn fi) ein Seil AB, Fig. 230, um einen prismatiichen Körper M 
legt, und dabei in feiner Richtung um die Winkel &,, &, oz abgelenkt wird, 
fig. 280. fo wieberhoft ſich die vorige 
Kraftzerlegung, fo daß im 
Knoten KR, die Spannung 
S in: 
Sı == 8cos. a, 
im Knoten K, die Span: 
nung S, in: 
5, —= 5, (08. 
— 8.008. & cos. u., 





und im Knoten K, die Spannung S, in: 
S,;, = 8, cos. a, = $ 008. &, cos. d, cos. «a, übergeht. 
Sind die Winkel &,, a,, &; — a, alfo einander gleich, fo hat man: 
S; = S (cos. «)®, oder allgemein, bei n Ablenfungen: 
S. = S$ (cos. a)". 
Geht das Prisma M in einen Cylinder über, fo ift « unendlich Hlein, 
und rn unendlich groß, daher: 
nat, 
2)® 


2, 
s=(1-%) s=(1- 
oder wenn man den ganzen Ablenkungswinkel n« durch P bezeichnet: 
 (ı_P\svi: 
= (1 — 





8. = S, weil « und folglich auch «f unendlich Klein gegen 1 ift. 


Wenn alfo ein Seil fo um einen glatten Körper gelegt ift, daß ex einen 
Theil vom Umfang feines Querjchnittes bededt, fo wird dadurch feine 
Spannung nidt geändert, es find alſo aud) im Gleichgewichtszuſtande, 
die Spannungen an den beiden Enden defjelben einander gleid). 


d. 153 Iſt der Knoten K ein lofer oder beweglidher, wirkt z. 2. die 
Kraft P mittels eines Ninges auf das durchgezogene Seil AKB, ig. 231, 
fo iſt zwar wieder die Mittelvaft S aus den Seilſpannungen S, und 
S, gleich und entgegengefegt gerichtet der Kraft Z am Ringe: außerdem find 
aber noch die Seilfpannungen unter fich gleich. Diefe Gleichheit folgt 
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zwar ſchon aus $. 152, läßt fich aber auch leicht auf folgende Weife nad): 
werfen. Zieht man das Seil um einen gewiflen Weg s in dem Ringe fort, 
fo legt die eine Spannung S, den Weg s und die andere Spannung S, den 
Beg — s, die Kraft P aber deu Weg Null zurück; es ift folglich, voll- 
kommene Biegfamleit vorausgefett, die Arbeit: 


PO = Sı.8 — S,.8, d. i. 818 — 828 und 81 — 8.. 
Aus dieſer Gleichung der Spannungen folgt wieder die Gleichheit der 
Winkel AKS und BKS, unter welchen die Richtung der Mittelkraft S 


von den Seilrichtungen abweicht; fegen. wir diefe Winkel — a, fo giebt die 
Auflöfung des Rhombus KS, SS: 


sS=P=2S, cos.«, und umgelehrt: 


pP 
I — = — 2 — —— 
= = 2.008. 4 


Rig. 231. 





Sind A und B, Fig. 232, fefte Punkte eines Seiles AKB von gege 
bener Länge (2 u) mit einem beweglichen Kuoten K, jo findet man den Ort 
diefes Knotens, wenn man eine Ellipfe conftruirt, deren Brennpuntte A und 
B find und deren große Are der Seillänge 24 gleich ift, und hierauf eine 
Tangente an biefe Curve winkelrecht zur gegebenen Kraftrichtung legt: der 
ſich ergebende Berührungspunkt ift der Ort bes Knotens, weil bei der Ellipfe 
die Normale AS mit den Fahrftrahlen X A und KB gleiche Winkel ein- 
ihließt, gerade fo wie die Mittelfraft S mit den Seilſpannungen S, und S,- 


Zieht man D parallel zur gegebenen Kraftrichtung, macht BD gleid) - 
der gegebenen Seillänge, halbirt 1 D in I umd errichtet hierauf das Per- 
peudilel MH, fo erhält man den Ort des Knotens K aud ohne eine 
Ellipfenconftruction, denn da dann Winkel AKM Winkel DKM und 
AK—=DK if, fo folgt and) Winkel AKS — Binfl BKS md 
AK+KB=DK+KB—=DR. 
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Beifpiel. Zwiſchen ven Punkten 4 und B, Fig. 233, iſt ein Seil von 9 Fuß 
Länge durch ein mittels eines Ringes angehängtes Gewicht G von 170 Pfund 


Fig. 233. 


— —C 






G D 
-_ nr _DM 
DK=BK=57 


hieraus folgt: 


. Di = 


ausgefpannt; die Horizentalentfernung 4 C kei: 
der Punkte ift 61, Fuß und ber Verticalabftant 
CB=2%uß; man fuht den Ort des Knotens 
fowie die Seilfpannungen und Seilrichtungen. 
Aus der Ringe AD — 9 Ruß als Hypotenuſe 
und ber Horizontalen AC — 61, Auf felat 
die Berticale: 
CD-VR--692—-V31— 12,3 
= V3875—623 Fuß; 
und hieraus vie Bafis des gleichichenfligen 
Dreiedee BDK: 
BD=(0D-— CB --6225 —-2 = 1,225 Ruf. 
- Die Achnlihfeit ver Dreiede DAXM un 
DAC giebt nım: 
4,225.9 


AK—9— 3054 — 5,946 Auf, 
und für ven Winkel «, um welden vie Seilftüde von ver Berticalen abweichen: 


cos. — BM_ 21125 
BETT 


— 0,6917, daher « — 460 1, 


und endlich die Spannung der Seile: 


es. 


I c08.0 2. 0,6917 


170 — 122,9 Pfund. 


.154 Gleichgewicht des ganzen Seilpolygons. Die Verhältniffe des 
Gleichgewichtes an einem Seilpolygone, d. i. an einem angefpannten 


Fig. 234. 





Seile, welches an verſchie⸗ 
denen Punkten von Kräften 
ergriffen wird, ſind in 
Uebereinſtimmung mit den 
Verhältniſſen des Gleichge- 
wichtes von Kräften, welche 
in einem Punfte angreifen. 
Es ſei AKB, Fig. 234 I, 
ein von den Kräften 
Pi, Pe, P;, P,, P, 

angefpanntes Seil, P, und 
P, greifen in A, P, in A 
und P, und P, in Ban. 
Segen wir die Spannung 
des Seilftiides AK, — Sı 
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und die des Stückes BK, — S,, jo erhalten wir S, als Mittelfraft von 
den in A angreifenden Kräften P, und P,, und tragen wir den Angriffe 
punft A diefer Spannung von A auf K, fo ergiebt fi wieder S, ale 
Mittelfraft von S; und P. ober von P,, P, und P,; transportiren wir 
endlich den Angriffspunft der Kraft 5, von A nad B, fo erhalten wir in 
&, P, und P,, oder, da S, Mittelfraft von P;, P, und P, ift, auch 
in P,P,, P., P,, Ps ein fid) das Gleichgewicht haltendes Kräftefyften. 
Bir können hiernad) behaupten: wenn gewiffe Kräfte P,, P,, P; 
u. |. w. ein Seilpolygon im Gleichgewichte erhalten, fo werden 
"Fig. 235. fie fih auch felbft 
Sr--—.V, j das Gleihgewidit 
\ halten, wenn man 
fie beiunveränderter 
Richtung und Größe, 
> in einem einzigen 
: Pe A Vı+V, Punkte, z.B.in CA(II.), 
"Tore : angreifen läßt. 
B HB, Wird das Seil 
HB, K; AR, Ka...B, 
3. Au | Fig. 235, in den Kno⸗ 
Hs: D 8 ten Xi, K, durch) Ges 
aJ. wichte G,, Gy... as 
Gr 9 geſpannt, und werden 
* die Endpunkte A und 
Hı Hr B durch die Bertical- 
c träfte 9, und V, und 
die Horizontalkräfte ZU, und H, feftgehalten, fo ift die Summe der Verticalfräfte: 
y; + V. — (6 4 G+G+':) 
md die Summe der Horizontalfräfte: A, — En. Der Gleichgewidhts- 
zuſtand fordert aber beide Summen — Null; es ift daher 
1) Vi — P. — Gi tt +: mw 
2) H = Hu d. h. 
bei einem durch Gewichte angejpannten Seilpolygone ift die 
Summe der Berticalkräfte oder Berticalfpannungen in den End— 
oder Aufhängepunften gleich der Summe der angehängten Ge— 
wichte, und es ift die Horizontalipannung des einen Endes glei 
und entgegengefeßt gerichtet der Horizontalfpannung im anderen 
Endpuntte. 
Berlängert man die Richtungen der Spannungen S; und S, in ben 
Endpunften A und B 6i8 zu ihrem Durchſchnitte C und verlegt man bie 
Angrifispunkte jener Spannungen nach diefem Punkte, fo erhält man eine 


N 





s. 155 
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einzige Kraft P—= V, + P,, weil ſich die Horizontalkräfte ZU, und 
H,„ aufheben. Da biefe Kraft der Summe , +G@2 +G, + - - - von 
den angehängten Gewichten das Gleichgewicht hält, fo muß ber Angrifie- 
oder Schwerpunkt diefer Gewichte in der Richtung berieben, d. i. in ber 
durch C gehenden Berticallinie, enthalten fein. 


Aus der Spannung S, des erſten Seilſtückes A A, und deſſen Neigungs- oder 
Fig. 235. Vallwinfel SAH, —«; 

folgt die PVerticalipan- 
nung Fi = Sı sin. a, 
und die Horizontalipan- 
nung H, — Sı cos. aı. 
Zransportirt man man 
den Angriffspunft die 
jer Kräfte von A nadı 
dem erften Knoten K,, 
jo fommt zu dieſen 
Spannungen das ver 
tical abwärts ziehende 
Gewicht G,, und es 
ft nun fir das fol- 
gende Seilftüd A, KR: 
die Verticalſpannung 

V. — V, — Gi — S, sin. &, — GH, 
wogegen die Horizontalfpannung unverändert A, — H,— H bleibt. Beide 
Kräfte geben vereinigt die Arenfpannung bes zweiten Seilftüdes: 

-=VrR+mMm 
und die Neigung a, deſſelben durch die Yorntel: 
Hang y— - 8 sin. dı — Gi Bi 
OH Sı cos. a, 


Y 


S, 





Gı 
tang. da — tanq. — 7 


Trägt man den Angriffspunkt der Kräfte 7, und H, von A, nad) Ar. 
jo erhält man in ‘den hinzulommenden Gewichte G, noch eine neue Verti— 
calkraft, und es entjteht jo die VBerticalkraft des dritten Seilſtückes: 

= — G2e Vi — (Gi + G)=Sı sin.a, — (Gı + O2) 
während die Horizontalfraft I, — H bleibt. Die Geſammtſpannung diejes 
dritten Seilſtückes ift mithin: | 

S=VV}+ Hs 
und für den Neigungswinkel «., deflelben hat man: 
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Vs _ S sin. cı —(@ı + Gs) bi 
H S, cos. a, 
At Ge, 
H 


tang. 0, — 


tang.&; — tang.cı — 


Für den Neigungswintel des vierten Seilſtückes ift: 


G+@+6 


H u, f. w. 


tang. 4 = tang.ıı — 


Fallt ee >tang.c, oder Ch + G@ + G; > V, aus, fo 
wird tang. a, und folglid; aud) a, negativ, fo daß bie entjprechende Poly 
gonfeite X, K, nicht mehr abwärts gerichtet ift, fondern aufſteigt. Daſſelbe 
Verhältniß tritt natürlich) auc in jedem anderen Punkte ein, fir welchen 
GEG G. .V if. 

Uebrigens laſſen ſich die Spannungen Si, &, 5 u. ſ. w., ſowie die 
Neigumgswinkel a, a, &; u. f. w. der einzelnen Seiltrümer leicht geomer 
triſch darſtellen. Machen wir die Horizontale CA — CB, Fig. 236, 

Fig. 286. — ber Horigontalfjpannung H und die 

Verticale CK, — der Verticalfpannumg 

A B Y, im Aufhängepunfte A, fo giebt die 
I Hypotenuſe AK, die Zotalfpannung S, 

des erften Seilſtückes und der Winkel 

CAK, die Neigung beffelben gegen den 
Horizont an; tragen wir nun noch die 
Gewichte G,, &,, Gs u. ſ. w. als Theile 
\ Ki Kꝛ, . Ru). w auf CK auf 

\ und ziehen die Trandverfalen AK,, AK, 

K, u. f. w., fo erhalten wir im ihnen die 
Spannungen ber folgenden Seilſtücke 
md durch die Winkel UAK,, CAR, nf. w. auch die MNeigumngswinkel 
&4, , u. ſ. w. dieſer Seilſtucke. 


Aus den Unterſuchungen im vorigen Paragraphen ſtellt ſich als Geſetz fitr 
das Gleichgewicht der durch Gewichte gefpaunter Seile heraus: 

1) die Horizontalfpannung iſt an allen Stellen des Seiles eine 
und diefelbe, nämlich: 

H = 8, 008.0, = 5, cos. 0, ; 

2) die Berticalfpannung an irgend einer Stelle ift gleich der 
Verticalfpannung am darüber befindliden Ende minus der 
Summe der darüberhängenden Gewichte, alfo: 


MH=N — (Gı ++ +Ga-ı1) 
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Allgemeiner läßt ſich diefer Sag andy fo ausdrücken: Die Berticalfpannung 
an irgend einer Stelle ift gleich der Verticaljpannung an irgend einer tieferen 
ober ‚höheren Stelle plus oder minn® der Summe von ben zwiſchen beiden 
Bunkten hängenden Gewichten. 
Kennt man außer den Gewichten den Winkel &, und die Horizontaffpan- 
nung Z, fo erhält man die Berticalfpannung am Ende A: 
V, = H.tang.cı, 
umd demnach die am Ende B: 
V. — (Gr t+tk+ +) — Vi. 


Sind hingegen die Neigungswinkel &, und «, an beiden Aufhängepunkten 
A und B bekannt, fo ergeben ſich die Horizontal» und Berticalfpannungen 
zugleich, es ift nämlich: 





Van __ tang. c. 
Vi  tang.a 
und daher: 
N = Vı tang. a . 
tang. 0 


DamanndV, +, = ht +: -,bi 
tang.aı + tang. du _ 
Nat 
bat, fo folgt: 


yv — (@ı + @3 + ---)tang. a; sin. &, cos œ, 
1 — — — —— —— — — 


=(+G+:-) 


tang. &ı + tang. 0, sin.(& +0)" 
— (6 + G2 +: -)tang. an __ | sin. , COS. &ı 
Vn tangq. tanq. . ( 6 IF (a +)’ 
und hieraus: 
H=VJ, eig. ⸗ P, cotq. mn = (Gı 63 +») CoS, Ar 005. En 


sin.(@, + 0) 
Haben die beiden Seilenden einerlei Neigung, ift aljo au -—— a,, fo hat 


man 9, = V, = + Arte he, ; dann trägt alfo das eine Ende 


A eben jo viel wie das andere Ende B. 


Diefe Formeln gelten natürlich) auch für jedes beliebige Paar Punkte 
oder Knoten des Seilpolygons, wenn man nur ftatt di + G, + -- Die 
Summe ber zwifchenhängenden Gewichte u. |. w. einfegt. Für die Bertical- 
jpannungen der Seile, welche ein und dafjelbe Gewicht G. zwifchen fich halten 
und die Neigungswintel &, und am +1 haben, ift z. B.: 
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sin. Om cos. Om + 1 Gm 
Ya = Um .. 5 = m 
sin.(Um + m +ı) 1 + cotg. a. lang. Om +1 
HIN. Am + 108. Am Gm 
VAAI — Gm + — 


SN.(Am AM ı) 514 tangq. &m cotq. Am+ı 


Uebrigens gelten dieſe Geſetze auch für durch Parallelkräfte angeſpannte 
Seilpolygone überhaupt, wenn man ſtatt der Verticalen die Kraftrichtungen 
einflihrt. 


Beiſpiel. Das Seilpelygon AK, KK, B, Fig. 237, iſt durch drei Gewichte 
=, 6, — 30 und G, = 16 Pfund, ſowie durch die Horizontalkraft 
Fig. 237. H, = 25 Pfund geſpannt, man 
fuht die Arenfpannungen und 
Neigungswinkel ver Seiten unter 
ver Vorausſetzung, daß die Seil: 
enven in A und B einerlei Nei: 
gung haben. Die Berticalfpan: 
nungen in beiden Enden finv hier 
gleich, naͤmlich: 


nn htt6: 
— 20+.30+16 
— 33 Pfund, 
die Verticalipannung des zweiten 
Seilſtückes ift dagegen: 
und vie des dritten: 
tie Reigungswinfel a, und «, der Seilenden find beitimmt durch: 





- 


33 
tang. a, = tang.a, = 175 — 1,32, 
die der zweiten und dritten Seilitüce aber durch: 
G, _ 20 Ben 
tang. ag — tang. — 7 * 1,32 — 57 0,52 und 
r 16 
tang. az — tang.ı, — 5 — 132 — = 0,68; 


es iſt hiernach: 
a = a — 52051’, a, = 27028, a, == 34013’; 
endlich find die Arenfpannungen; 
s=8,=-VV? + Mm V332 + 25? = V 1714 = 41,40 Pfund, 
83 * Vvv2+ — V1332 + 232 — V74 — 18,18 Pfund, und 
= V Y2+ H: = V 17? + 252 — 30,23 Pfund. 


Setabaches Eehrbub d. Mechantt. I. 17 
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„157 Die Parabel als Kettenlinie. Gegen wir jegt voraus, daß das Sail 

ACB, fig. 238, durd lauter gleiche, in gleichen Horizontalabftänden auf: 
gehängte Gewichte Gr, G., 6; 
u. |. m. gefpannt fei. Bezeid: 
nen wir den Horizontalabftand 
AM zwifchen dein Aufhänge: 
punfte A und dem tiefften 
Punkte C durch db, fowie den 
Berticalabftand CM durd u: 
fegen wir ferner für einen an 
deren Punkt O des Seilpoly: 
gons die gleichliegenden Coor⸗ 
dinaten ON—yund CN=r. 


Fig. 238. ı 





Iſt nun die Berticalfparmung in A, — V, fo folgt die in O, — = P., md 
daher für den Neigungswintel NOT — ROQ — 9 des Seilftüdes O0 Y 
gegen den Horizont: 

v 


— .* 
tang. op b H’ 

wo H die conftante Horizontalſpannung ausdrädt. 
Es ift Biernad QR— OR.tang.g = OR-Z de Höhenabftand 


zweier benachbarten Eckpunkte des Seilpolygon®. Segen wir x der Reihe 
nah OR, 20R, 30R u. f. w., fo giebt nun die legte Gleichung die ent: 
Iprechenden Höhenabftände des erften, zweiten dritten Eckpunktes u. ſ. no von 
unten nach) oben gezählt; und addiren wir endlich alle diefe Werthe, deren 
Anzahl — m fein möge, fo erhalten wir die Höhe C N des Punktes O über 
dem Fußpunkte ©. Es ift nämlid: 

VOR 


= 0N-47, — (OR+20R +30R+-:- +m.OR) 


_ro0 Ymm+tı) OR: 
=. ar H3+..- Im)=— HH ı 3 
der Theorie der arithmetiſchen Reihen zufolge. 


Enid OR = * geſetzt, erhält man: 
—? m(m -4 1) 5 
oder, wenn man für den Neigungswinkel & des Seilendes 4, 
’. 
tang. = 7 einjegt: 
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m(m + 1) y?tang.« 
zu 2m? b 

3 die Zahl der Gewichte fehr groß, fo kann m + 1 — m angenom⸗ 
men werden, weshalb man erhält: 


L 


V y? y? 
a g FcItanoq. o 
Für z — a iſt y = b, daher hat man auch : 
ar» _ blang. a 
H2T 2 
3 


2_Y 
und hiernach einfadjer: = = 


welche Öleichung nur der Barabel zukommt. 

Wird alfo ein Übrigens gewichtslofes Seil durch unendlich viele gleiche, in 
gleichen Horigontalabftänden angreifende Gewichte gefpannt, fo geht das Seil- 
polygon in eine Barabel über. 

Fur den Neigungswinfel 9 bat man hiernach: 


_Yy2ua _.. a _ x 27 . 
eg gi az, ſowie 
20 
lang. =" 


Die Subtangente für den Bunft O ift: 
NT—= ONtn.9—y — —22—20N. 


Wären die Ketten und Hängeifen einer Kettenbrüde ABDF, dig. 239, 
Fig. 239. 





gewichtslos, oder jehr leicht in Hinficht auf das deshalb nur zu berlidjid;- 
tigende Gewicht der belaſteten Brücke DEF, fo würde die Kette AU B eine 
Parabel bilden. 

Beifpiel. Es jei die ganze Belaſtung ver Kettenbrücke in ig. 239, G=2V 
— 320000 Pfund, pie Spannweite A B, = 25 —=150 Fuß, die Bogenhöhe CM, = a 
= 15 Zuß, man ſucht die Spannungen und übrigen Verhaͤltniſſe ber Kette. Die 
Reigung der Kettenenven gegen den Horizont ift beftimmt durch bie Formel: 

2a 30 2 


17” 
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Die Berticalfpannung an jedem Aufhängepunfte ift: 
= Y,demwidt = 160000 Pfund; 
die Horizontalſpannung: 
H=Vootga= 160000 · g = 400000 Pfund, 


endlich die Gefammtipannung an einem Ente: 
—— 0718 
S-VYVr+MR=VVı+ 201g. ad = 160000 . \/ ı + 2) 


— 160000 vV? — 80000 V 35 — 430813 Bund. 


5. 158 Die Kettenlinie. Wird ein an zwei Punkten aufgehängtes vollfommen 
biegfames und unausdehnbares Seil, oder eine aus Turzen Gliedern beftehende 
Kette, durch da8 eigene Gewicht gefpannt, fo bildet die Are derjelben eine 
krumme Linie, die den Namen Kettenlinie (franz. chainette; engl. catenary') 
erhalten hat. Die unvollfommen elaftifchen und ausdehnbaren Schnüre, Seile, 
Bänder, Ketten u. f. w., wie fie im praftifchen Leben vorkommen , geben 
krumme Linien, welche ſich der Kettenlinie nur annähern, meift aber als ſolche 
behandelt werden können. Nach dem Borhergehenden ift die Horizontalſpannung 
der Kettenlinie an allen Punkten gleid) ftark, dagegen die Verticalfpannung in 
einem Punkte gleich der Berticaljpannung im darliber befindlichen Aufhängepunkte 
minns Gewicht des daritber befindlichen NKettenftitdes. Da die BVerticalfpan- 
nung im Scheitel, wo die Kettenlinie horizontal ift, fich vernullt, alfo die Ver⸗ 
ticalfpannung im Aufhängepunfte gleidy ift dem Gewichte der Kette vom Auf: 
bängepunfte bis zum Scheitel, fo ift die Perticalfpannung an jeder Stelle 

auch gleich dein Gewichte des darunter befindlichen Seil- oder Kettenſtückes. 
Sind gleich, lange Stücke der Kette gleich ſchwer, jo entfteht die fogenannte 
gemeine Kettenlinie, von weldyer hier nur die Rede if. Wiegt ein Zeil« 
oder Kettenſtück von 1 Fuß Yänge, y, und ift der den Koordinaten CM = u 
und MAD, Fig. 240, entiprechende Bogen AO C==[1, fo hat man dar 
Fig. 240. Gericht des Kettenſtückes AOC, 

G=Iy; 

ift dagegen die Länge des den 
Coordinaten ON —=r m 
NO = y angehörigen Bogenz 
— $, jo hat man für das Ge: 
wicht diefe8 Bogens, P—sY. 
Segen wir endlich die Fänge 
eines gleichartigen Kettenſtückes, 
deilen Gewicht gleich ijt der 
Hortzontalfpannung H, — c. 
jo haben wir noch H = cy, 
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und daher für die Neigungswintel « und ꝙ in den Punkten A und O: 
G Iy I 


tang.a=tang.SAH= 7, — 7 um | 
v 35 8 

t . —ta . — 1 — — — — * 

ang. g=tang. NOT 5 ey r 


Macht man die Horizontale CH, Fig. 241, gleich der Ränge c bes die Ho⸗8. 15 
rzontalfpannung mefienden Kettenftitdes und CG gleich der Länge 1 bes 
Kettenbogen® von der einen Seite, jo befommt man, in Webereinftimmung 
mit $. 155, in der Hypotenuſe G H die Größe und die Richtung der Seil- 
ſpannung im Aufhängepunfte A, denn es ift: 

06 l 
tang. CHe=cH =. umd 
GH=Vc@+cm—VRre, ie 
S — Ve+m — Vere.y — @H.y. 
Theilt man nun C G in gleiche Theile und zieht von ZI nad) den Theil⸗ 
dig. 241. punkten 1, 2, 3 u. f. w. gerade Linien, fo 
geben diefe die Maße und Richtungen der 
Spannungen derjenigen Bunfte in der Ket- 
tenlinie an, welche man erhält, indem man 
die Fänge des Kettenbogens A C in ebenfo 
viel gleiche Theile theilt. So giebt 3.8. die 
Pinie HK die Größe und Richtung der 
Spannung oder die Tangente im Theilpunkte 
(P) des Bogens A PC an, weil in diefem 
Punkte die Berticalfpannung — CK.y ift, 
während die Horizontalfpannung unverän- 
dert — c. y bleibt, alfo für diefen Punkt 
tang. = CK.y _ CE 
j cy CH 
ift, wie die Figur auch wirklich giebt. 

Dieſe Eigenthitmlichteit der Kettenlinie 
läßt fi) benugen, um dieſe Curve annähernd genau mechanisch zu conftruiren. 
Nachdem man die gegebene Yänge C G@ des zu conftruirenden Kettenlinienbo- 
gend in ſehr viele gleiche Theile getheilt, die die Horizontalipannung meflende 
Linie CH=c aufgetragen und die Transverjalen 71,H92,H3 u. ſ. w. 
gezogen hat, trage man auf CH einen Theil C1 als Ca des Kettenbogens auf, 
jiehe nun durch den erhaltenen Theilpunft (a) mit der Transverfalen 1 eine 


Parallele und fchneide von ihr wieder einen Theil ab — O1 ab, cbenfo 
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ziehe man durch den erhaltenen Eckpunkt (db) eine Parallele zur Transver- 
falen 42 und fchneide von ihr de — C1 glei einem Bogentheile ab; 
jegt ziehe man durch den neuen Endpunkt c eine Parallele zu H3, mache 
c d wieder gleich einem Bogenſtück und fahre auf diefe Weife fort, bis man 
das Bolygon Cabedef erhält. Nun conftruire man ein anderes Polygon 
Caßyözg dadurch, dag man Ca parallel H1, «ß parallel H2, By 
parallel 33 u{.n legt Ca—aß—=Pßyı.fw— (ll1l—=1R 
— 23 u. f. w. macht. Führt man endlich durch die Mittelpunfte von a «, 
bB,cy...fy einn Zug CPA, fo erhält man in demfelben annä- 
bernd die gefuchte Kettenlinte. 
Durch Aufhängen einer feingegliederten Kette an einer ſenkrechten Wand 
läßt fich fir praftiiche Beditrfniffe oft genau genug eine Kettenlinie ebenfalls 
finden, welche gewiffen Bedingungen, 3. B. einer gegebenen Bogenweite und 
Bogenhöhe, oder einer’ gegebenen Bogenweite und Bogenlänge u. |. w. entſpricht. 


, 160 Angenäherte Gleichung der Kettenlinie. In vielen Fällen, und 
namentlich auc) bei Anwendungen in der Architektur und in dem Mafchinen- 
weſen, ift die Horizontalfpannung der Kettenlinie fehr groß und deshalb ihre 
Bogenhöhe Hein gegen die Weite. Unter diefer Borausfegung ermittelt fich 
eine Gleichung diefer Kurve auf folgende Weife. 

Dezeichnet s die Länge, x die Abſciſſe C N und y die Ordinate N O eines 

Fig. 242. fehr gedrüdten Bogens (0. 

M 8 Fig. 242, jo können wir der 


A 
— — — 7beigefugten Anmerkung zufolge, 
J———— ⸗ annähernd 
2/* 
i [1 +36)» 


daher die Berticalfpannumg in einem Punkte O eines niedrigen Kettenlinien 


bogen®: 
v= E + &) |vr. 


und für den Tangentenwinkel TON = 9 beflelben: 
_:_ 2 (2\|% 
tang.p — „= f + ; (2) 1: fegen. 


Theilen wir die Ordinate y in m gleiche Theile, fo finden wir das einen: 
ſolchen Theile OR entfprechende Stück RQ — NIT der Abfciffe x, indem 
wir jeßen: 


RO —= OR _ 05 2 =) | 
9 — OR.tang. p — 02.2|ı + 36 
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Da x Mein fein fol gegen 9, fo ift annähernd RQ — OR.? 


& _% mm 9 29 8y 
Set man nun OR — pr und ſucceſſiv fig y die Werthe 5, 57 


u.ſ. w. e bekommt man nad) und nad jämmtliche Theile von x, deren Sammer nun 


Fat t34 mer tdg on = 


ft und wieber der Gleichung der Parabel th. 
Gehen wir aber nod) genauer, fegen wir in 


——————— 


2 
ſtatt x den letztgefundenen Werth Ein ein, fo erhalten wir: 
— 8 
—7 — 000 —— —39) 


BB 


u. ſ. w., und 
m’ m 


Nehmen wir mm wieder nad) einander y — 


ſetzen wir flatt OR ebenfalls 2, fo finden wir nad; und nad, fämmtliche 

Theile von x und hieraus die Summe felbft: 

3 [Yat2434- 4m44 (2) Or] 
Für eine fehr große Anzahl von Gliedern ift aber die Summe der natür⸗ 

lichen Zahlen von 1 bis m, — - und die Summe ihrer Cuben, — - 

(1. „Ingenieur“, Seite 88); e8 iſt ennad: 


-2($ +, 60? 2). bi. 


— — — 
p 3* — —— 
die Gleichung einer ſtark gefpannten Kettenlinie. 


Durch Umkehrung folgt: 
y* | 4.02 02 x? 
) — — — — * 9 — — — — — — 
9 20* Ba: Dar: CE 5 


daher : ⸗ 


— — — 


w, 
2 y—= \/ 2cı — = oder annähernd, 


y= J 2ea(1 — 9. 


12c 
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Das Maß der Horizontalfpannung ergiebt ſich ferner: 


y? + y‘ 77 —— 4 r? 
2x 22.1202 2x 242 ya’ 
vw 
_, 8 
)e=,,tr 6 


Der Tangentenwinfel ꝙ wird beftimmt durd) die Formel 


ra 


tung. p=Z|1 + 3\y | +7 *f+2())] )\ 


-[1+56@) 1-36) 


2x 1/x\? 
ut) 
Hierzu ift endlich nod) die Kectificationsformel: 


— ]er[r teuren 


Beifpiele. 1) Für eine Spannweite 25 — 16 Ruß und Bogenhöhe a=?!, 
Ruß iſt die Länge der Kettenlinie: 


2 (a\? R 2 12,5\? 
2l= 2»2lı+ (5) |=#.h+3 | 
—= 16 + 16.0,065 = 17,04 Fuß, 
ferner die Länge des die Herizontalfpannung meſſenden Kettenitüdes: 
art ML 5_nS+ 047 = 13217 Zuß; 
2a 6 5 12 7 — 
die sangen bes Auſbaugen eis: 


2 1 ,5\2 5.1,03255 
u 1 2) |=* . u — 2) = ———- = 0,6155... 
tung. = z| +- (4 1+ 3 (16 m 0,6453 


hiernach ver kuftängemint setbft, «a — 320 50%, 
2) Eine weite von 1 Fuß kange und 9%, Ruß Spannweite | bat bie en 


af EXTERTAR FEN, 15 
— V 0-90 = 2 20 3 re 32 
— } 1,7812 — 1,335 Fuß, 
und das Map ver Horizentalfpannung: 
— b2 a _ ur 
24 62. 
3) Wenn eine 30 Fuß —* und 8 m ſchwere Schnur mit einer Kraft 
von 20 Pfund fo viel wie möglich herizental ausgejpannt wird, fe it vie Ber- 
ticalfpannung: 











— 8,673 Auf. 





V = V, E 4 Pfund, 
die Horizontalkraft: 
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H=YVSı — v2 —Y202 — 42 — Y384 — 19,596 Pfund, 
die Tangente des Aufhängewinfels: 


ver Winkel 9 ſelbſt — 11032’; ferner das Maß der Horizontalfpannung: 
H 8 30 _ . 
c=z-H5 =7 H = 73,455 Fuß, 
die Spannweite : 


1 (I = 1 — ] . 
2 — — u. * % 13 
2b=21 Iı E (-) — 30. + 5 —30 0,208—29,792 Fuß 
und bie Bogenhöhe: 


«=\V7z ba = y 372.020 0,208 _ y 39,792. 0,078 — 1,524 Bug. 


2.2 


Anmerkung 1. Dan finret aus den Halbmeſſe CA=C0B=(CD=r 
und der Ordinate AM — y eines Kreisbogens AB, Fig. 243, die Ordinate 
4IN=BN — y, des halben Begens AD — BD, wenn man feßt: 


4R- AM + BM®—- AÄAMHLI(CB — CM 
— IE +(cB- VCR- IP) 200 -20AV TRAM: 
Fig. 243, d. i.: 4y? = 252 2 VV. 
Es iſt hiernach: 


— 


v2 - r2 __ 2% _ 
Yı - | morVeon, oder annähern?, wenn 


-——._.. (20 


y Rein ift gegen r: 


n= Yale re -&-8)| 
-VERTEI) 


Dur wiererholte Anwendung dieſer Formel findet man bie Orpinate des 
Viertelbogens: 


2 
TER DEETEROT ER 
ferner die des Achtelbogens: 
BES NEEIES STE STE 
ZZ (+1 +44 5) 


Da die Ordinaten jehr kleiner Bögen ven Bögen gleichgefeßt werden können, je 
erhalten wir hiernacdh den Bogen AB annähernd: 





x 
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s-d.y=y (1 +1+Y +)? 2) „ oder genauer: 
y 
= y (++ 44 Wr 1) 


Aber I . 4 C60)2 + VI + --- iſt (mad „Ingenieur" Seite 82) 
1 
= 1-7 == Ay, daher folgt: 


— —— 
— (1 + I) y; \ 
oder wenn man jtatt r die Abſciſſe BM — x einführt, und Zrx — y? feßt: 
2\9 
— ( 
9 E + % (=)| 9. 


Diefe Formel ift nicht bloß auf Kreisbögen, fondern aub auf alle gedrückte 
Eurvenbögen anzuwenden. 


Anmerfung 2. Bergleiht man die gefundene Gleichung 


Fig. 244. y- \ 20 2 
r . r ” mit ber Gleichung 
| . y =: 2y 2ax — az 
Kr — einer Ellipfe (ſ. „Ingenieur“ Seite 169), fo findet man: 
\ * ei = cum zn —= 1. folglich 
ẽ a a 


a=-3cewb=aly, = ch3. 
Es laͤßt —ſich alfe eine ſtark gefpannte Kettenlinie als ein Bogen 4 CB. 
Kig. 244, einer Ellipſe anjehen, deren große Halbaren Kl=a=3c unt Fleine 
Saltae KD=- KE=b= cV3 =u VYy — 0,577 u iſt. 


. 161) Gleichung der Kettenlinie. Die vollftändige Gleichung einer gemeinen 
Kettenlinie läßt fi mittels des Höheren Calcenls auf folgende Weife finden. 
Mad) $. 158 ift für den Aufhängewinfel TON—9, Fig. 245, welden 
Fig. 245. die Berührungslinie O T' eines Punktes 

n () der Kettenlinie ACB mit der be 
Inn ” rigontalen Orbinate ON einſchließt, 
| / wenn der Bogen CO durch s be 


t 
L 


zeichnet und die Horizontalſpannung 


R Q_ / Ä 
Ne H = cy geſetzt wind: 
Dog“ 


fung.y = — ˖ 
u 14 

N e Yun ift aber P auch gleich dem 
S Mintel OPR, weldien ein Bogen 


element OP — Os mit einem Ele 
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mente PR — 9 y ber Ordinate ON — y einſchließt, und 
OR 0x 
tang. OPR= PR = oy' 
da OR al& ein Element dx der Abfeiffe ON —= anzuſehen tft; demnad) 
folgt: 


x 8 öy! ce 
. 0y ee’ ober 022 89 
Auch it 95? — Ir? oy?, alſo oy? = 08? — or”, 


— 


s? — 07? ec? 


und daher: 3 — 5 


Durch weitere Umformung ergiebt ſich: 





808 
022 (8 + 2) — 82082, der Ox — —— — ⸗ 
(+0) — 
Sept man s? + c2 — u, fo erhält man: 
— „_hou_, u . 
2808 — Ou, und dr — — * hu “Adu; 


und durch Integration folgt num (nach Art. 18 der analyt. Hülfslehren): 
ua j 
ı = fe ou — U + (Const. = J u + Const. 
2 


— Vs? +2 + (onst., 
endlich, da x und s zugleich Null find, alfo 0 — Ve! + Const., d. i. 
Const. = — c if: 
)z=-Vs+to.— oe; fowie umgekehrt, 
8s — Ve + 0)? — @ = V2cz + 22, und 
32 — 1? 
28 0 
Arjpiel. Wenn eine 10 Fuß lange und 30 Pfund jchwere Kette AUB fc 
aufgehangen wird, daß die Bogenhöbe (7 — 4 Ruß beträgt, fo hat man: 


yz 80/0 — 3 Pfund, 
8? — r2 52 — 42 9 
2x — BR 7 IR» 





4 


c — 





un? daher die Horizontalſpannung: 
H=cy=3.% =: 3% Pfund. 


Sowie wir im vorigen Paragraphen durd) Entfernung von Oy auf eine ($. 16 
Gleichung zwifchen dem Bogen s und der Abfciffe geitoßen find, ebenfo kön⸗ 
nen wir nun durch Eliminirung von 6x eine Gleichung zwifchen dem Bogen 
s und der Ordinate y finden. Man fegt zu diefem Zwecke in der Gleichung: 


2 2 
rs =, or? = os? — oys, 
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und erhäft fo die Gleichung: 
2 es? — 92 
a 09 
cos 


ya a + 9— 


Dividirt man im Zähler und Nenner durch c und ſetzt = v, fo 


( 
Po BE 
Vi+() 


und es liefert nun die Formel XIII. im Art. 26 der analytifchen Hülfs 
lehren das entjprechende Integral: 


y— | az = Too nat. (0 + Vı+Hv), bi 


i + v 
2 2 
2) y = c. Log. nut. (4Vete) " 


,‚ oder Oy? (8? + c2) = c?0?, aljo 


erhält man: 


Gegt man in diefer Formel s — V2cz + =, fo erhält man die 
eigentliche Coordinatengleihung der gemeinen Kettenlinie: 


3 /* c. Log. nal. (tat Vees + et), 
auch ift: 
4) y= c Log. nat. (@ = 


Endlich folgt aber durch Umkehrung von 2. m 3.: 


5) s — (#-*) . 5 und 
6) x — —* (e* + er) — | c, 


und es bezeichnet e die Grundzahl 2,71828 ... des natürlichen Logaritd- 
menfuftemes (ſ. Art. 19 der analyt. Hitlfslehren). 


s3 — 23 








=) 








Beifpiel. Zwei zufammengehörige Coordinaten einer Kettenlinie find =? 
Fuß und y —= 3 Fuß, man fucht die Herigentalfpannung c dieſer Curve? 
Annähernd ist nad) Nro. 3 des Paragraphen 160: 


_ 2 _ 958 
-.,r,77r%77% 
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Nah Nro. 3 dieſes Paragraphen (162) iſt aber genau: 


y=elLm. (tet Vieete),,; Ei: 
s=elIn. (e+ 241 +4 e+2+V4e+ te) 
Hierin c — 2,58 geſetzt, befommt man ben Fehler: 
4,5842 V 3,58 


f=3 — 258 In. 2,58 


— 3 — 3085 — — 0,085; 
nimmt man aber ce — 2,53, fo erhält man ven Fehler: 


_ 455 + 2V3,53\ _ 8,2876 
h=3 -— 2,58 In. (3 427352) _ 3— 2,58 In. ( 553 ) 


— 3 — 3,002 = — 0,002. 
Um nım den wahren Werth von c zu finden, feßen wir nach einer befannten 
Regel (f. „Ingenieur“, Seite 76): 
e— 258 _ f_ 0085 _ 
e — 255  fı 0,002 = 175, 
auf diefe Weife folgt: 16,5.c — 17,5.2,58 — 2,58 — 41,69, daher: 


41,69 _ rom. 
165 = 2,527 Fuß. 





a) 3258 In. 322) 





ce = 


Anmerfung. Sehr einfach laflen fih für die gemeine Kettenlinie s, x 
und y durch ven Aufhängewinfel 9 ausbrüden; es iſt nämlich nad) dem Vorſtehenden: 
esin.V 
cos. ꝙ 





s=c tang. = ‚ ferner: 


e(1— cos. p) und 


z=e(Vi+tan.p® —- 1) — m 


y= ce Log.nat. (tang.r + V1 + tang. p2) —= c Log. nat. Em? . 
cos. p 

Mittels viefer Formeln kann man die Bogen- und Coordinatenlaͤngen für ver- 
\biedene Neigungs- oder Aufhaͤngewinkel berechnen, und es läßt ſich hierzu leicht 
eine zweckmaßige Tabelle, wie im „Ingenieur“ S. 353, anfertigen. Hierbei hat 
man nur eine einzige Kettenlinie, am beiten diejenige, bei welcher das Maß c ver 
Serigontalfpannung — 1 ift, zu Grunde zu legen; für eine andere Kettenlinie, 
welche der Horizontalipannung c entipricht, findet man dann 8, x und Y, indem 
man die durch vie Tabelle angegebenen Werthe von s, x und y mit c multiplicirt. 


Bäre tang.p nicht — 2 jondern — 2, fo hätte man es mit der gemeinen 
Barabel zu thun, für melde 


8 — J tang. — 9 


x = — tan sin. sin.P" u 

=5 9. p⸗ =5 c08. ꝙ 
csın. 

y= etang.g = Cr? if. 


c08.9 
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. 163 Gleichgewicht der Rolle. Geile, Riemen u. f. w. find auch die 
gewöhnlichften Mittel, wodurd Kräfte auf Rollen und Radwellen über: 
tragen werden. Bon den Theorien diefer beiden Vorrichtungen möge deshalb 
hier noch das Allgemeinſte, jo viel e8 ohne Berlidfichtigung der Reibung und 
Steifigkeit möglich ift, entwidelt werben. 

Eine Rolle (franz. poulie; engl. pulley) ift eine um eine Are drehbare 
freisförmige Scheibe ABC, Fig. 246 und Fig. 247, um deren Umfang 
Fig. 246. Fig. 247. 





ein Seil Tiegt, deſſen Enden durch Kräfte P und Q angefpannt werden. 
Bei einer feften Rolle (franz. p. fixe; engl. fixed p.) ift das Gehäufe oder 
Zager (franz. chape; engl. block), worin ihre Aren oder Zapfen ruhen, unbe 
weglich, bei einer loſen Rolle (franz. p. mobile; engl. moveable p.) hin- 
gegen ift da8 Zapfengehäufe beweglich. 

Im Sleichgewichtszuftande einer jeden olle jind die Kräfte P und Q an 
den Seilenden gleich groß, denn jede Rolle ift ein gleicharmiger Winkelhebel, 
den man erhält, wenn man von der Are C' Perpendifel CA und CB auf 
die Kräfte oder Seilrihtungen D P und DQ fällt. And) ift Mar, daß die 
Kräfte P und Q) bei irgend einer Drehung um C einerlei Weg, nämlid) rß, 
zurüdlegen, wenn r den Halbmeſſer CA —= CB und B° den Umdrehunge- 

. winkel bezeichnet, und daß ſich auch hieraus auf die Gleichheit zwijchen 7 
und () Ichliegen läßt. Aus den Kräften P und Q entfpringt noch eine vom 
Zapfenlager aufzunehmende Mittellraft UR — R, bie von dem Winkel 
ADB — a, unter welchem die Seilrichtungen zufammenftogen, abhängig 
ift und ſich als Diagonale des aus P und @ zu conftruirenden Rhombus 
CP ı R Qı ’ 


R=2P cos. > ergiebt. 
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Bei der feften Rolle, Fig. 246, wirft bie zu hebende Laſt oder der zu S. 164 
äberwindende Widerftand Q an einem Seilende genau wie die Kraft P; es 
it daher hier Kraft gleich Faft, und es bewirkt die Anwendung dieſer 
Rolle nichts weiter als eine Richtungsveränderung, weshalb man fie auch 
eine Leitrolle nennt. Bei der loſen Rolle, Fig. 247, Hingegen wirkt 
die Laſt R an dem hakenförmigen Ende des Zapfenlagers, während bas eine 
Stilende an einem unbeweglichen Gegenftande befeftigt ift; hier ift alfo die Kraft 


P= 





a 
2.08. — 
°08. 5 


zu ſezen. Bezeichnen wir die Sehne A MB, welche dem mit Seil bebediten 
Bogen entfpricht, durch 4 und den Halbmeſſer CA — CB, wie vorhin, 
dur r, fo ift: 

ı=24M=2.04 cm CAM—2CA 00. ADM — 2roo.Z, 


e läßt fich daher 








legen. Dieſen nad; verhält fich alfo bei der Lofen Rolle die Kraft zur 
ta, wie der Halbmeffer der Rolle zur Sehne des Seilbogens, 
Mu 2r, bedeckt alfo das Seil einen Halbkreis, dig. 248, fo fällt 
Fig. 248. die Kraft am Heinften, nämlih P— \/, R auß: 
ft ar, alfo 60° von der Rolle mit Seil be- 
bet, jo hat man P—=R. Je Heiner nun a aus⸗ 
fällt, deſto größer wird P, und für ein unendlich 
Meines a, d. h. für eine unendlich Heine Seilbe- 
deckung ift bie Kraft P unendlich groß. Bei ben 
Wegen tritt ein umgelehrtes Verhältniß ein; ift s 
der Weg von P, welcher einem Wege k von R 
ent|pricht, jo Hat man Ps — Rh, daher: 
s a 


— ⸗ 
— — — 


h r 
Die loſe Rolle iſt alfo ein Mittel zur Kraftver- 
änderung, weshalb fie auch die Kraftrolle genannt 
wird; es läßt ſich durch diefelbe 3. B. eine gegebene 
Laft durch eine Meinere Kraft heben; in dem Ber- 
hältniffe aber, um welches man an Kraft gewinnt, 
verliert man an Weg. 
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ziehe man durch den erhaltenen Eckpunkt (b) eine Parallele zur Transver⸗ 
falen 32 und fchneide von ihr be — C1 glei, einem Bogentheile ab; 
jet ziehe man durch den neuen Endpunkt c eine Parallele zu 73, mache 
cd wieder gleich einem Bogenſtück und fahre auf diefe Weife fort, bis man 
das Polygon Cabcdef erhält. Nun confiruire man ein anderes Polygon 
Caßydsgp dadurd), daß man Ca parallel H1, « B parallel A H2,ßy 
parallel B3 u ſ. w. lg und Ca—aß=ßyıfw,—- 1T— 172 
— 23 u. f. w. macht. Führt man endlich durch die Mittelpunkte von a «, 
bB,cy...fy einen Zug CPA, fo erhält man in demfelben annd- 
bernd die gefuchte Kettenlinie. 
Durch Aufhängen einer feingegliederten Kette an einer ſenkrechten Wand 
läßt ſich file praftijche Bedürfniſſe oft genau genug eine Kettenlinie ebenfalls 
finden, welche gewillen Bedingungen, z. B. einer gegebenen Bogenweite und 
Bogenhöhe, oder einer’ gegebenen Bogenweite und Bogenlänge u. |. w. entſpricht. 


160 Angenäherte Gleichung der Kettenlinie. In vielen Fällen, und 
namentlich auch bei Anwendungen in der Architektur und in denn Mafchinen- 
weſen, ift die Horigontalfpannung der Kettenlinie jehr groß ımd deshalb ihre 
Bogenhöhe Mein gegen die Weite. Unter diefer Vorausfegung ermittelt ſich 
eine Gleichung diefer Curve auf folgende Weife. 

Dezeichnet s die Länge, x die Abſciſſe CN und y die Ordinate N O eine 
Fig. 242. jehr gedrüdten Bogens CO, 

"ig. 242, fo können wir ber 

beigefügten Anmerkung zufolge, 

annähernd 


=|ı +3 Y 


daher die Verticalſpannung in einem Punkte O eines niedrigen Kettenlinien⸗ 


- r=|: + CE) jr». 


und für den Tangentenwinkel TON = 9 deſſelben: 


tang. =: =|ı + (@ =) | fegen 


Theilen wir die Ordinate y in m gleiche Theile, fo finden wir dad einem 
jolhen Theile OR entſprechende Stiid RQ — NIT ber Abfeiffe x, indem 
wir feßen: 


RR = OR.tug. 9 = OR.A|ı + 9) 
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Da x Hein fein foll gegen y, fo ift annähernd RQO— OR.? 


& —2 u. 4 29 8y 
Sekt man nun OR = por und ſucceſſiv für y die Wertbe 5 57— 
u.f.m, ‚Io bekommt man nach und nach ſämmtliche Theile von x, deren Summe nun 

tat ä— ö un= H 


ft und wieder der Gleichung der Parabel entipricht. 
Gehen wir aber noch genauer, fegen wir in 


r=02.2|1+36)]. 


2 
ftatt x den leßtgefundenen Werth 1“ ein, " erhalten wir: 


— OR 1 2 ee, 
BSO — 4* 532 45 =) 
e . ’ 2 
Nehmen wir nun wieder nad) einander y — 2, — u. ſ. w., und 


fegen wir ſtatt OR ebenfalle n, jo finden wir nad) und nad fänmtliche 

Theile von x und hieraus die Summe felbft: 

— 4m + (#) arr24 stm]. 
Für eine fehr große Anzahl von Gliedern ift aber die Summe der natür⸗ 

lihen Zahlen von 1 bis m, — - und die Summe ihrer Cuben, — = 

(f. „Ingenienr“, Seite 88); e8 ift demnach: 


y? 
-2(3 + I d. ĩ 
652 


eh +7(@)]- 


die Gleichung einer ſtark gefpannten Kettenlinte. 
Durch Umkehrung folgt: 
y* $ c? 3 3 
1 — — — Yırnr — — — — —— 
y=2cı gar zer CT *20 FR 


daber : ⸗ 


\; 2 
2) y—= \/ 2cı — 7. oder annähernd, 


—E V2e2(1 _ 


12c 
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Das Maß der Horizontalipannung ergiebt ſich ferner: 


Lei u mie, 
9 22.1202 2x 24x yi’ 
”„ 

_ Mia 
3) eo —=5,, 6 


Der Tangentenwinfel ꝙ wird beftimmt durch die Formel 


— ſu ı 2(2\Y| — +36) 
tung. p | 3 7) ik 4 —20) 
-7|1+ 6) | - 36), *i 


4) tang. —— 4 10 


Hierzu iſt endlich noch die Rectificationsformel: 


— ———— 


Beiſpiele. 1) Für eine Spannweite 20— 16 Ruß und Bogenhöhe a ="; 
Ruß iſt die Länge der Kettenlinie: 


2 fa\?2 2 /2,5\2 
b 1 + 3 (5). 16.11-+ 33 
— 16 + 16.0,065 — 17,04 Fuß, 
jerner vie Länge des die Hcrizontalfpannung meſſenden Kettenitüdes: 
b2 a 64 5 2017 
=, $"7r5,71%8+0417= 13,217 Zuß; 


die Tangente des Aufhängeminfels: 


24 1(ay_5 01 3.7] 3: 1,09235 _ ra 
tung. «=, l1+ (5) I=: -[1+ (u) IST = 8... 


hiernady der Aufhängemwinfel jelbft, « — 320 50. 
2) Eine Kette ven 10 Sup Fänge und 97/, Fuß Spannweite hat die Begenhoͤbe: 


[a 07 — — 


42 10 9 ).% ‘319 ‚9_ , "57 


— } 1,7812 = 1,355 Mine 
und das Muß ber Herizontalfpannung : 
b2 a zur 1, —— nen: 
ya 672.155 +7 = 8673 Buß. 


3) Wenn eine 30 Fuß * und 8 an Ihwere Schnur mit einer Krait 
ven 20 Pfund fo viel wie möglid herigontal ausgeſpannt wird, fe iſt die Ber: 
ttcalfpannung: 





Vv= nG=4 Pfund, 
Die Horigentalfraft: 
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H=VSı — v2 —V202 — 42 — V381 — 19,596 Pfund, 
die Tangente des Aufhaͤngewinkels: 


v_ 4 
ver Winkel ꝙ ſelbſt — 11 gar. Kr das Maß der Horigontalfpannung: 
H {N 
e=Z=H.y == — O4 — 73,185 Fuß, 


die Spannweite: 


20 =2111- 2 (* YyP, — 3%. 1 - 5 -) ]=0 0,208— 29,792 Fuß 
und die Bogenhöhe: 


Aamertuns 1. Dan findet aus dem dalbmeſer CA=-(0B=-(D=r 
und der Urdinate AA — y eines Kreisbrgens AB, Fig. 243, die Ordinate 
AN= BN = y, bes halben Begens AD —= BD, wenn man fegt: 


TBR — AM + BM — AM + (CB — CM) 
—= AR +(cB-_-VOR- IP) -2ca-2caV TRAM, 
ig. 243. d. i.: 1512 ⸗ 272 - 2V. 
Es iſt hiernach: 


29,792 . 0,078 — 1,524 Fuß. 








4 _ 23 _ 2% 
Yyı = \ u oder annähernt, wenn 


‘ 
| 
| 2 


VA y flein ift gegen r: 


Yyı = V% hr J | 
D —— 


Durch wiederhelte Anwendung dieſer Formel findet man die Ordinate des 
Viertelbogens: 


ltr ll 

ferner die des Achtelbogens: 
n=%(ı + 2) = rin + AZ) 
11 +1+Y4+ v1 


Da die Orbinaten jehr feiner Bögen ven Bögen gleichgefept werden Fönnen, fe 
erhalten wir hiernach den Bogen AB annähernd: 


x 





* 
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2 - 
s=8.4=y(1+114+Y+009 85), oder Genauer: 


= vH 4 W+HW+ 1 )- 
Aber 1 + Y, ++ YI+ iſt (nach „Ingenieur“ Seite 82) 
1 
1-7 %/a, daher folgt: | 





s_— = (1 +: Z)v; \ 
oder wenn man jlatt 7 die Abfeifie BM — x einführt, und 2rx — y3 fegt: 
4% An 
Diefe Formel ift nicht bloß auf Kreisbögen, fondern auch auf alle geprüdte 


Burvenbögen anzuwenden. 
Anmerfung 2. Bergleiht man die gefundene Gleichung 


| / 23 
Fig. 244. yo V cz — * 


K BE. 
u y | mit der Gleichung 
y-: 2y2 ax — x 


einer Ellipſe (f. „Ingenieur“ Seite 169), fo findet man: 


Ay ——/R " 
y 2 2 
\ E7 u = c un La —= Y,. folglich 
T a a 
a=3cewb=u/y, = ceV3. 
Ge läßt "fi alſe eine ſtark geipannte Kettenlinie ale ein Bogen 4CB. 
Rig. 244, einer Ellipje anſehen, deren große Halbaren KU’ —=a = 3c und Fleine 


Sale RKD=KE=-b=cV3—au Vy— —= 0,577 u iſt. 


‚ 161) Gieichung der Kettenlinie. Die vollftändige Gleichung einer gemeinen 
Kettenlinie läßt fic mittels des Höheren Caleuls auf folgende Weife finden. 
Nach $. 158 ift für den Aufhängewinkel TON 9, Fig. 245, welchen 
Fig. 245. die Berührungslinie O T' eines Punktes 

1 (0) der Kettenlinie AC.B mit der ho- 
Im 3 vigontalen Ordinate ON einfchliekt, 
/ wenn der Bogen CO dur s bes 

R Q / zeichnet und die Horizontalſpanmung 
— — — H = cy gelegt wird: 


ao 
— 7 
N is “ tung. = = 
N | Nun ift aber 9 auch gleich dem 
N Wintel OPR, welden ein Bogen 


element OP— ds mit einen Ele 
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mente PR — 9 y der Ordinate ON = y einfÄhlieft, und 


OR _0x 
tang. OPR= DR y' 
da OR ala ein Element Oz der Abſciſſe ON — anzuſehen ift; demnad) 


folgt: 





0% — 8 — ei 
Pe 7 oder 57 *5 
Auch ft 05? — _ dat + 92, alſo oy? = 08? — 07°, 
02 — 0 ed 
und daher: — ou = Fi 
Durch weitere Umformung ergiebt ſich: 
808 
or? (s? ce?) = s2 08°, der O2 — — 
+) rer: 
Setzt man s? + c2 — u, jo erhält man: 
, l/, ou a 
2808 — Ou, und dr — — * u AOdu; 


und durch Integration folgt nun (nad) Art. 18 ber analyt. Hülfslehren): 
ya 
2 — [u Wou— U. 4 Const.—= Vu + Const. 
2 


= Vs+ e⸗ + c2 + Uonst., 

endlich, da = und s zugleich Null find, alfo 0 — Ve? + Const., d. i. 
Const. = — ce ift: 

J 2 —= Vs? + ce: + c2 — c; fowie umgefehtt, 
— V(x + 9? — ce —V2cz + x. und 
s? — r? 

28 

Beiipiel. Wenn eine 10 Fuß lange und 30 Pfund jchwere Kette AUB je 

aufgehangen wird, daß die Bugenhöhe (I — 4 Ruß beträgt, fo hat man: 


y = %o = 3 Bund, 
a— 2 5 — 12 — 
2 — 8 J 








ee — 





und daher die Horizontalſpannung: 
H=cy=3.% = 3% Pfund. 


Sowie wir im vorigen Paragraphen durch Entfernung von Ay auf eine ($. 16% 
Gleichung zwifchen dem Bogen s und der Abfciffe geftoßen find, ebenfo kön⸗ 
hen wir nun durch Eliminirung von Cx eine Gleichung zwiſchen dem Bogen 
3 und der Ordinate y Anden, Man fett zu diefem Zwecke in der Gleichung: 


oy? — 
DEE PER 
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unb erhält fo die Gleichung: 
2 032 — 0y2 — 
5* — © oder Oy? (s? + c2) = 0208}, alſo 
cos 


Y-yare 


Dividirt man im Zähler und Nenner durch c umd jest = —ov ſo 


eo(-) 2 
c cöV 


und es Liefert num die Formel XIII. im Art. 26 der analytifchen Hilie- 
lehren das entfprechende Integral: 


Zr = 0. Tag. nat. (0 + Vi+v2), di 
® 
VER), 
c 


erhält man: 


y==c 


2) y = c. Log. nat. («+ 
Setzt man in biefer Formel s — V2cz +2, fo erhält man dic 
eigentliche Coordinatengleihung der gemeinen Kettenlinie: 


3) y— e.Log. nal. (tat Veee tr), 


auch ift: 
— s 4 8 —- 2? sXy. 
4) y == c Log. nat. ( — ) = 5, Log. nat. ( — =) 
Endlid) folgt aber durch Umkehrung von 2. und 3.: 


” _‘’ c 
5) = (e — e 9. 7 und 


DEZ [1% + er) 1|e, 


und es bezeichnet e die Grundzahl 2,71828 ... des natürlichen Logarith 
menſyſtemes (ſ. Art. 19 der analyt. Hülfslehren). 











Beifpiel. Zwei zufammengehörige Coordinaten einer Kettenlinie fin x — 2 
Kup und y = 3 Fuß, man fucht die Horigentalfpannung ce dieſer Curve? 
Annähernd ift nad Pro. 3 des Paragraphen 160: 


_”?”ıe:_I, 2 _ 
u er tr er 5* 266. 


6. 162.) Sleichgewicht an den Seilmafchinen. 269 
Nah Nro. 3 diefes Paragraphen (162) ift aber genau: 


y=cIm (tet Vierte ‚b i 
3 TLu. (— CCDJ.. 


Hierin c — 2,58 geſetzt, bekommt man den Fehler: 


4,58 + 2 V 3,58 8,3642 
f=3 — 2,58 In. 3,28 a) = (I) 


— 3 — 8,085 = — 0,085; 
nimmt man aber c — 2,53, fo erhält man ven Fehler: 


_ 4,538 + 2 V 3,53 8,2876 
3 2,58. 1m (42 3.58 = 3200 10. (8) 


— 3 — 3,002 = — 0,002. 
Um num den wahren Werth von c zu finden, feßen wir nach ‘einer befannten 
Regel (f. „Ingenieur”, Seite 76): 
e— 258 _ F _ 0,0385 __ 
ce— 255 Jı 0,002 17,5, 
auf diefe Weife folgt: 16,5.c — 17,5.2,53 — 2,53 — 41,69, daher: 
41,69 


e = 165 — 2,527 Buß. 








Anmerfung. Sehr einfach laſſen fih für die gemeine Kettenlinie s, x 
und y burch ven Aufhängemwinfel ꝙ ausdrücken; e8 it nämlich nach dem Vorſtehenden: 
esin.p 

cos. ꝙ 





s—=c tang. = ‚ ferner: 


— A⏑)ceos. 9) 
z=e(V1+ tang.p 1) = 5* und 


y= ce Log.nat. (tang.p + V1 + tang. 72) — c Log. net. (et . 

Mittels diefer Formeln fann man die Bogen- und Coorvinatenlängen für ver- 
\biedene Neigunge- oder Aufhaͤngewinkel berechnen, und es laͤßt ſich hierzu leicht 
eine zweckmaͤßige Tabelle, wie im „Ingenieur“ S. 853, anfertigen. Hierbei hat 
man nur eine einzige Kettenlinie, am beiten diejenige, bei welcher das Maß c der 
derigontalfpannung — 1 it, zu Grunde zu legen; für eine andere Kettenlinie, 
welche ver Horizontalipannung c entfpricht, findet man dann 8, x und Y, indem 
man die durch vie Tabelle angegebenen Werthe von 3, x und y mit c multiplicirt. 


Wäre tang. p nicht — ns fondern — 2, fo hätte man es mit der gemeinen 
Barabel zu thun, für welche 











_ opain.n art u) 
8 — Al Zu vun.’ , 
sin. p\? 
2 — 
= Z tang. p =5 5 zZ) m 
yz= ctang.p = esin. p iſt 


cOos. 9 
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. 163 Gleichgewicht der Rolle. Seile, Riemen un. f. w. finb and) die 
gewöhnlichften Mittel, wodurch Kräfte auf Rollen und Rabwellen über: 
tragen werden. Bon den Theorien diefer beiden Vorrichtungen möge deshalb 
bier noch das Allgemeinfte, jo viel es ohne Berückſichtigung der Reibung und 
Steifigkeit möglich ift, entwidelt werden. 

Eine Rolle (franz. poulie; engl. pulley) ift eme um eine Are drehbare 
freisförnige Scheibe ABC, Fig. 246 und Fig. 247, um deren Umfang 
Fig. 246. Fig. 247. 





ein Seil liegt, defjen Enden durch Kräfte P und Q angeſpannt werden. 
Bei einer feften Rolle (franz. p. fixe; engl. fixed p.) ift das Gehäufe oder 
Zager (franz. chape; engl. block), worin ihre Axen oder Zapfen ruhen, unbe 
weglich, bei einer loſen Rolle (franz. p. mobile; engl. moveable p.) Hin- 
gegen ift das Zapfengehäufe beweglich. 

Im Gleichgewichtszuſtande einer jeden Rolle jind die Kräfte P und Q an 
den Setlenden glei) groß, denn jede Kolle ift ein gleicharmiger Winkelhebel, 
den man erhält, wern man von der Are (’ Berpendilel CA und CB auf 
die Kräfte- oder Seilrichtungen D P und DQ fält. Aud) ift Mar, daß die 
Kräfte P und Q bei irgend einer Drehung um C einerlei Weg, nämlich rp, 
zurldiegen, wenn » den Halbmeiler C A —= CB uud 40 den Umdrehunge⸗ 

. winkel bezeichnet, und daß ſich auch hieraus auf die Gleichheit zwifchen 2 
und ſchließen läßt. Aus den Kräften P und Q entipringt noch eine vom 
Zapfenfager aufzunehmende Mittelfraft U R — R, die von dem Winkel 
ADB — «, unter welchem die Seilrichtungen zufammenftogen, abhängig 
iſt und ſich als Diagonale des aus P und « zu conſtruirenden Rhombus 
CP.RQ, 


R=2P. cos. 5 ergiebt. 
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Bei der feften Rolle, Fig. 246, wirft die zu hebende Laſt oder der zu $. 164 
überwindende Widerftand Q an einem Seilende genau wie die Kraft P; es 
ift daher hier Kraft gleich Laſt, uud es bewirkt die Anwendung diejer 
Rolle nichts weiter ald eine Richtungsveränderung, weshalb man fie auch) 
eine Reitrolle nennt. Bei der lofen Rolle, ig. 247, hingegen voirkt 
die Laſt R an dem hafenfürmigen Ende des Zapfenlagers, während das eine 
Seilende an einem unbeweglichen Gegenſtande befeftigt ift; hier ift alfo die Kraft 


P= 





& 
2 c08. — 
2 


zu fegen. Bezeichnen wir die Sehne A MB, welche dem mit Geil bededten 
Bogen entfpricht, durch « und den Halbmefler CA = CB, wie vorhin, 
durch 7, ſo iſt: 

«= 23 AM—2.CAco.CAM— 2A cos. ADM — 2rcos, Z 


2 
es läßt fich daher 





—E und ebenſo 
a 2 c08. — 
"9 
P_r 
R a 


ſezen. Diefem nad) verhält fich alfo bei der lofen Rolle die Kraft zur 
Loft, wie der Halbmeffer der Rolle zur Sehne des Seilbogen®. 

Hu — 2r, bedeckt alfo das Seil einen Halbfreis, Fig. 248, fo fällt 

Fig. 248. die Kraft am Heinften, nämlid P— 1%; R aus; 
ft a = r, alfo 60° von der Rolle mit Seil be- 
deckt, jo Hat man P—=R. Je Heiner nun a aus⸗ 
fällt, defto größer wird P, und filr ein unendlich 
fleines a, d. h. für eine unendlich Heine Seilbe- 
dedung ift die Kraft P unendlich groß. Bei den 
Wegen tritt ein umgefehrtes Verhältniß ein; ift s 
der Weg von P, weldyer einem Wege k von R 
entipridht, fo hat man Ps —= Rh, daher: 
sa 
hr 

Die lofe Rolle ift alfo ein Mittel zur Kraftver- 
änderung, weshalb fie auch die Kraftrolle genannt 
wird; es läßt fich durch diefelbe z. B. eine gegebene 
Laft durch eine Heinere Kraft heben; in dem Ver⸗ 
bältniffe aber, um welches man an Kraft gewinnt, 
verliert man an Weg. 
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Anmerfung. Bon der Zufammenfeßung der Rollen zu Rollen und Flaſchen⸗ 
zügen, fowie von dem Ginflufle ver Reibung und des Steifigfeitswiverftandes auf 
das Gleichgewicht der Rollen iſt im dritten Bande die Rede. 


.165 Radwelle Die Radwelle (franz. roue sur l’arbre; engl. wheel and 
axle) ift eine feſte, um eine gemeinfchaftliche Are drehbare Verbindung, 
Fig. 249. ABFE, Fig. 249, von 
N zwei feiten Rollen oder Rü- 
dern. Das Kleinere von die 
fen Rädern heißt Welle 
(franz. arbre; engl. axle), 
das größere aber Rad (franz. 
roue; ‘engl. wheel). Die 
runden Enden E und F, 
womit die Vorrichtung auf: 
ruht, heißen Zapfen (franz. 
tourillons; engl. trunni- 
ons). Die Umdrehungsare 
einer Radwelle ift entweder 
horizontal, oder vertical, 
oder ſchief. Hier fol zu- 
nädhft nur von derjenigen 
Radwelle die Rede fein, 
welche ſich um eine horizontale Are dreht; auch wollen wir hier vorausſetzen, 
daß die Kräfte P und Q ober die Kraft P und bie Laſt Q an den Enden 
vollfonmen biegfamer Seile wirken, welche um die Umfänge des Rades und der 
Welle gelegt find. Die zu beantwortenden Fragen find: in welchem Berhält- 
niffe ftehen Kraft P und Laſt Q zu einander, und welche Drüde haben die 
Zapfenlager bei F und F aufzunehmen? 





Denft man fid) in den Punkte C, wo die Umbdrehungsebene der Kraft P 
die Are EF der Maſchine ſchneidet, noch zwei Gegenkräfte CP = P und 
CP— — P wirfam, welche der in A angreifenden Umdrehungskraft gleich 
und ihr parallel gerichtet find, fo erhält man aus der Zufanmenfegung die— 
jer drei Kräfte eine Arenfraft CP — P und ein Kräftepaar (P, — P), 
deffen Moment = P. CA — Pa ift, warn a den Hebelarm der Kraft 


AP P, oder den Halbmeſſer CA des Rades bezeichnet; und denken wir 
und gleichfalls im Punkte D, wo die Umdrehungsebene der Laſt Q von der 
Are EF geichnitten wird, die Gegenfräfte DQ —= Q und D Q — 6— 
angebracht, ſo erhalten wir auch noch eine — DO =Q und en 
Kräftepaar (Q, — Q), deſſen Moment — Q. — Ob ift, wenn b 
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den Hebelarm der in B angreifenben Laſt Q ober den Halbmeſſer DB ber 
Welle bezeichnet. 
Da die Arenträfte UP == P und DQ — Q von der Are aufgenommen 
werden, und folglid) gar feinen Einfluß auf die Umdrehung der Mafchine 
ausüben, fo ift zur Herftellung de& Gleichgewichts nöthig, daß die beiden in 
parallelen Ebenen wirkenden Kräftepaare (P, — P) und (9. — Q) (vergl. 
3. 94) gleiche Momente haben, daß alfo 
Pa= Ob, oder 
P_ "b 
0 Ta 

iſt 

Es iſt alſo bei jeder beliebig langen Radwelle, wie bei jedem 
Hebel, im Gleichgewichtszuſtande, das Moment Pa der Kraft 
gleich dem Momente Qb der Faft, oder das Verhältnig der Kraft 
jur Faft gleich dem des Laſtarmes zu dem Kraftarme. 

Wirken mehr al zwei Kräfte au einer Radwelle, jo ift natürlich auch die 
Summe der Momente der Kräfte, welche nad) der einen Umdrehungsrichtung 
wirfen, gleich der Summe der Momente der Kräfte mit der anderen Umbres 
hungsrichtung zu ſetzen. 


Die Arenträfte CP—=P und DQ = Lg laflen fi nur noch in bie $. 166 
Verticalfräfte OP, —= Pı md DO, = Q,, und in die Horigontalfräfte 
CR = PR, und D% — Qs zerlegen; e8 geben nun die exfteren Kräfte 
in Bereinigung mit dem im Schwerpunkte S der Mafdjine angreifenden 
Gewichte G der Mafchine den gefammten verticalen Zapfendrud, d. i.: 

vr =P, 4 R-+ G, 
während aus den Horizontalfräften P, und Q, feitliche Zapfendrüde A, und 
H, hervorgehen. Iſt & der Neigungswinfel PUT, der Richtung der Kraft 
P gegen ben Horizont, und der Neigungswinkel OT Q, der Laſt, ſo hat 
man: 
P, = Psin.a und P. — Pcos. «, ſowie 
— Qsin.dB und CQ2 —= 0Qcos.ß. 

Iſt ferner 7 die ganze Arenlänge EF, d der Abftand CE, e ber Abſtand 
DE und « der Abſtand ST der Arxenpunkte C, D und S von dem einen 
Arenende E, fo hat man der Theorie des Hebels ($. 137) zufolge: 

1) Wenn man E als Stütpunft des von den Kräften P,, Qı und @ 
ergeiffenen Hebel EF' anfieht: 

n.EF—=—P.EC+HQ.ED+G.ES»i.: 
Bi—=Pd+MeH+tGs, 
Beisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 18 
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wonach ſich der Vetticaldrud: 
Pi d + Qı € + @s 
V, — Se De 
ergiebt, und 
2) wenn man F als Stütpunft des gedachten He Hebels behanbelt: 
.FE=P.FC+Q.FD+G.FS»:. 
wi=p Ü-)HTAÜ—-— HEN — 9, 
fo daß der Berticaldrud: 


n-Al-dtue-Nd+tee-9 
folgt. 
Kia. 249. 





Hy 


Die Horizontaldrüde A, und ZH, ergeben ſich aus den — 
P, und Q, wie folgt. 
1) Wenn man E als Stützpunkt des von 7, und Q, ergriffenen Hebels 
EF annimmt, und hiernad) 
H,.EF=PR.EC—Q.ED..i.: 
Hl=Pd— 9%c 


jest, folgt der Horizontaldrud: A, — ‚und 


P,d — Vc 
1 


2) wenn man F als Stüßpunft behandelt: 
H.FE=P.FC—Q.FD,b.i.: 
Al=PR(l—-d)— Q(l — e), 

ergiebt fich der Horizontaldruck: 
TE} 
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Durch Anwendung des Kräfteparallelogrammes erhält man nun die ge 
ſammten Drüde R, und R, an den Zapfen E und F, und zwar: 


R=-Vr+EBwR=-VrR+ HM. 


Sind endlich noch d. und d, die Winfel A EH, und RFH,, um 
welche diefe Drücke von dem Horizonte abweichen, fo hat man: 


I, 
H, 

Beifpiel. Die La Q einer Radwelle zieht ſenkrecht nieder und beträgt 
365 Pfund; der Halbmefler des Rades it a — 1%, Fuß; der Halbmefler der 
Belle, b — 9%, Buß; das Gewicht ver leeren Radwelle beträgt 200 Pfund; ihr 
Schwerpunkt fteht von den Zapfenlager E um s — 14, Fuß ab, das Rapmittel 
it um d — %, Fuß von diefem Zapfen E und die Berticalebene, in welcher bie 
Lak wirkt, ift um e — 2 Fuß von demjelben entfernt, während die ganze Arens 
ne EF = 1 — 4 Fuß beträgt; wenn nun die zur Heritellung des Gleichge⸗ 
wihts nöthige Kraft P am Made, unter einem Winfel « von 50 Grab vom Horis 
zente abweichend, nieberzieht, wie groß wird diefelbe ausfallen und welches werben 
die Zapfenvrüde fein? Es ift Q — 365, = MP, folglich Q, = Q sin. = Q 
ud Q,=0Q cos.B=0, ferner P unbefannt und «= 500, daher P, = Pin. « 
= 0,760 .P und P, = P eos.« = 0,6428. P; nun if aber a - = % 
md b = %,, es folgt daher: 


P=2Q= 1.365 = 186,4 Bf, P, = 1198 und P, = 100,5 PP. 
Weil ferner — 4, d — Y,e=2 ums — % il, ſo folgt — d = 1% 
Ii-—e=2 ml — s—= %. Nun ergiebt ſich: 


1) Für den Zapfen F': 
der Verticaldruck 


8 8 
vn 1198.99, + = .2 + 200 .. 3% — 280,0 Pfund, 
und der Horizontaldruck: 
8. — 
a, 14 — 0.2 


4 
iolglih der Mittelprud: 
R,—= VV:+ H: = V 2802 + 18,8? — 280,6 Pfund, 
und für defien Neigung d, gegen den Horizont: 


tang. d, — Br Log.tang. &, — 1,1730, alfe d, — 8609, 5. 
2) Für den Zapfen E: 
8 ‘ B 
vs = 1198 . 77, + 365 . 2 m 200. we = 2 + 200 . 9% — 404,8 Pfund, 


tang. ö, == * und tang. Ö, — 


— 18,8 Pfund, 


H = ‚T Bund, 
folglich der Mitteldruck: 
B,= YV» + H! — V404,8° + 81,72 — 413,0 Piund, 
18° 


18/7 — 
100,5 . * 0 _g 


- 
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und für veflen Neigung d, gegen den Horizont: 
tang. d, = #13, Log. tang. d, = 0,69502, d, == 78035‘ 


81,7 ° 
Mebrigens ift ſehr richtig: 
Vi + 7, = 280 + 4048 = 684,35 = P, + Qı + 6, und ebeniv 
H, + H = 817 + 188 = 1005 = P,+ %. 


Fünftes Kapitel. 
Die Widerſtände der Neibung und Steifigkeit der Seile. 


8. 167 Widerstand der Reibung. Wir haben feither angenommen ($. 138), 
daß zwei Körper nur durd) Kräfte winfelvecht zur gemeinſchaftlichen Berüh— 
rungsebene auf einander wirken fünnen. Wären diefe Körper vollkommen 
ftarr und ihre Oberflächen an den Stellen der Berithrung vollfonımen nrathe: 
matifche, d. h. auch nicht von den Heinften ungejegmäßigen Erhabenheiten 
und Nertiefungen unterbrochen, jo wilrde diefes Geſetz auch durch die Erfah 
rung vollfommen beftätigt werden; weil aber jeder materielle Körper einen 
gewiſſen Grad von Elaftieität, oder nad) Befinden Weichheit, befitt, und weil 
die Oberfläche eines jeden Körpers, ſelbſt wenn fie polirt oder in hohen Grade 
geglättet iſt, noch Feine Erhöhungen und Vertiefungen hat und in Folge der 
Vorofität der Materie fein Continuum bildet, fo findet hei der gegenfeiti- 
gen Wirkung zweier fich beriihrenden Körper auch immer ein gegenfeitiger 
Eindrüden und Cingreifen. der Theile an der Berührungsitelle ftatt, wodurch 
fi ein Zuſammenhang zwifchen beiden Körpern bildet, der nur durch eine 
befondere Kraft, deren Nichtung in die Berührungsehene felbft Fällt, aufgehe 
ben werden kann. 

Diefer, durch das Eindringen und Ineinandergreifen der jich beriihrenden 
Körper hervorgebrachte Znſammenhang und der daraus entjpringende, in der 
Berührungsebene wirfende Widerſtand iſt e8, welcher den Namen Reibung 
(franz. frottement; engl. frietion) erhalten hat. Die Reibung tritt bei der 
Bewegung der Körper als eine paſſive Kraft oder ala Widerſtand (Hei: 
bungswiderſtand) auf, weil fie nur Bewegungen verhindert oder heinmt, diefelben 
aber nie erzeugt oder befördert. Ste läßt ſich bei Unterfuchungen in der 
Mechanik als eine Kraft einführen, die jeder Bewegung, deren Richtung in 
die Ebene der Berlihrung beider Körper fällt, entgegemwirtt. In welder 
Richtung man auch einen auf einer horizontalen oder geneigten Ebene ruhen» 
ben Körper fortbewegt, immer wird die Reibung in der Richtung der Bewes 
gung entgegenwirken, fie wird 3. B. dem Hinabfinfen auf der fchiefen Ebene 
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ebenfo viel Hinderlich fein ala dem Hinaufgleiten auf derfelben. Bei einem 
im Gleichgewichtszuftande befindlichen Kräfteſyſteme erzeugt der Heinfte Zufag 
an Kraft Bewegung, jo lange die Reibung außer Spiel bleibt; influirt aber 
diefelbe, fo ift zur Störung des Gleichgewichtes ein größerer, von der Nei- 
bing abhängiger Zufag an Kraft nöthig. 


Während der Ueberwindung der Keibung werden die in Berlihrung gekom⸗ 
henen Theile zuſammengedrückt, die vorftehenden Theile umgebogen, nad) Be- 
finden abgeriſſen, abgebrochen u. ſ. w. Es hängt deshalb die Keibung nicht 
nm von der Rauhigkeit oder Stätte der reibenden Flächen, fordern auch von 
der materiellen Beſchaffenheit der Körper jelbft ab. Härtere Metalle geben 
z. B. meift weniger Reibung al® weichere. Uebrigens laſſen jich über die 
Abhängigkeit der Reibung von den natlirlichen Eigenſchaften der Körper a 
priors feine allgemeinen Regeln aufstellen; es ift vielmehr nöthig, mit Kör⸗ 
pern von verſchiedenen Materien Reibungsverſuche anzuftellen, um daraus die 


unter anderen Verhältniſſen ftattfindenden Reibungen zwifchen Körpern von 


denjelben Materien ermitteln zu können. 

Einen befonderen Einfluß auf die Reibung und auf das daraus hervorge- 
hende Abreiben und Abnutzen der ſich berüihrenden Körper Üben die Schmie: 
ren (franz. les enduits; engl. the ungents) aus, mit denen ınan die fich 
treibenden Flächen bejtreicht. Durch die ganz= oder halbflüſſigen Schmiermit— 
tel, wie Tel, Unfchlitt, Fett, Seife u. f. w., werden die Poren der Körper 
ansgefüllt und andere Hauhheiten vermindert, und wird überhaupt das tiefere 
Sindringen der Körper in einander verhindert, weshalb fie meift eine beden— 
tende Bermifiderung der Reibung herbeiflihren. 

Uebrigens ift die Reibung wicht mit der Adhäſion, d. h. mit demjenigen 
Zufammenhängen zweier Körper zu verwechſelu, weldyes eintritt, wenn Kör— 
per in vielen Bunften in Berührung kommen und ein gegenfeitiger Druck nicht 
tattfindet. Die Adhäſion wächſt mit der Größe der Berlihrungsfläche und 
it vom Trude unabhängig, während bei der Reibung das Gegentheil jtatt 
hat. Bei Heinen Preffungen tritt fie in Beziehung auf die Reibung bedeu- 
tend hervor; find aber die Preſſungen groß, fo ift fie nur ein Heiner Theil 
Kr Reibung und in der Kegel ganz zu vernachläffigen. Schmieren, wie über⸗ 
banpt alle flitffigen Körper, vermehren die Adhäſion, weil jie eine größere 
Anzahl von Berlihrungspunkten herftellen. 


Reibungsarten. Wan unterjcheidet zwei Arten der Reibung von ein» 
ander, nämlich die gleitende und rollende oder wälzende. Die gleitende 
Reibung (franz. f. de glisseinent; engl. £. of sliding) ift derjenige Rei— 
hungswiderftand, welcher fich herausitellt, wenn ſich ein Körper gleitend, d. 9. 
10 bewegt, dag alle Punkte defielben parallele Yinien befchreiben. Die 


g. 168 


g. 169 
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rollende oder wälzende Reibung (franz. f. de roulement; engl. f. of 
rolling) hingegen ift derjenige Wiberftand, welcher beim Wälzen, d. 5. bei 
derjenigen Bewegung eines Körpers entfteht, wo fich jeder Punkt progreffiv 
und drehend zugleich bewegt und der Berlihrungspunft auf dem bewegten 
Körper einen eben jo großen Weg zurüdlegt als auf dem ruhenden Körper 
Ein gegen die Ebene HR ſich ftügender Körper M, Fig. 250, geht 3. 2. 
Fig. 250. ig. 251. 


q Cı 





gleitend über die Ebene hin und hat fomit- gleitende Reibung zu Überwinten, 
wenn alle Punkte beffelben, wie A, B, C n. f. w., die parallen Wege A A,, 
B Bi, CC, u.f.w. zurlidiegen und deshalb immer nur diefelben Punkte dea 
bewegten Körpers mit anderen der Unterlage in Berlihrung fommen. Der 
Körper M, Fig. 251, rollt oder wälzt fid) dagegen auf ber Ebene HR und 
bat dabei wälzende Reibung zu überwinden, wenn fich die Bunfte A, B 
u. |. w. feiner Oberfläche fo bewegen, daß der Weg A EB, — dem Wege 
ADB = A,D, B,, ebenfo der Weg AE — dem Wege AD, ber Weg 
B,E= BD, u. f. w. if. 


Eine befondere Art der gleitenden Reibung ift die Aren- oder Zapfen- 
reibung, weldye entjteht, wenn ſich ein cylindrifcher Zapfen in feinem 
Lager herumdreht. Man unterfcheidet aber zweierlei Zapfen, liegende und 
fiehende. Ter liegende Zapfen (franz. tourillon; engl. axle, auch 
gudgeon) reibt jid) an feinem Umfange oder Mantel, indem nad) und nad 
andere Punkte defjelben- immer mit denjelben Punkten bes Lagers oder ber 
Pfanne in Berührung kommen. Der ftehende Zapfen (franz. und engl. 
pivot) hingegen dritt mit feiner kreisförmigen Baſis gegen das Lager, wäh— 
rend die Punkte der legteren in concentrifchen Kreifen herumgehen. 


Defondere Reibungen entftehen noch, wenn ein Körper ber einer Schneide 
ofeillirt, wie 5. ®. beim Wagebalfen, oder wenn ein ſchwingender Körper m 
einer Spige aufliegt, wie 3. B. die Magnetnadel. 


Ferner ift die Reibung einzutheilen in unmittelbare Reibung (fram. 
f. immediat; engl. immediate f.) und in mittelbare Reibung (fram. 
f. mediat; engl. mediate f.). Bei jener find die ſich reibenden Körper in 
unmittelbarer Berührung; bei diefer find fie Hingegen durch Schmieren, 3. 8. 
durch eine dünne Deljchicht u. |. ww. von einander getrennt. 
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Endlich unterfcheidet man noch die Reibung der Ruhe (fram. f. de 
repos; engl. f. of quiescence), welche zu überwinden ift, wenn ein ruhenber 
Körper in Bewegung gefegt wird, von Reibung der Bewegung (franz. f. 
de mouvement; engl. f. of motion), welche ſich ber Yortfegung einer Bewe⸗ 
gung entgegenſetzt. 


Reibungsgesetze. Die allgemeinen Geſetze, welchen die Reibung unter- $. 171 
worfen iſt, find folgenbe: 

1) Die Reibung ift proportional dem Normaldrude zwifchen den 
fih reibenden Körpern. Wenn man einen Körper jegt noch einmal fo ftarf 
gegen feine Unterlage drüdt als vorher, fo fällt die Reibung auch noch ein- 
mal fo groß aus; der dreifache Drud giebt auch eine dreifache Reibung u. f. w. 
Benn diefes Gefeß bei Heinen Trüden Abweichungen von den Beobadhtun- 
gen giebt, fo Hat man diefe dem hier verhältnigmäßig größeren Cinfluffe der 
Adhäſion beizumeffen. 

2) Die Reibung ift unabhängig von der Größe der Reibungs- ober 
Berührungsflädhen. Je größer die Reibungsflächen find, defto größer ift 
zwar die Zahl der fich reibertden Theile, allein defto Feiner ift aud) der Drud . 
und deshalb auch die Reibung eines jeden Theiles; die Summe der Reibun- 
gen aller Theile ift deshalb bei einer größeren Fläche diefelbe wie bei einer 
fleineren, injofern der Drud und die übrigen Verhältniſſe diefelben find. 
Sind die Seitenflädhen eines parallelepipedijchen Ziegelfteines von gleicher 
materieller Beichaffenheit, fo ift die Kraft zum Fortſchieben deffelben auf 
einer horizontalen Ebene diefelbe, ınan mag ihn mit der fleinften oder mit der 
mittleren oder mit der größten Seitenfläche aufruhen laſſen. Nur bei jehr 
großen Seitenflächen und Heinen Drücken jcheint diefe Regel in Folge des 
Einfluffes der Adhäſion eine Ausnahme zu erleiden. 

3) Die Reibung der Ruhe ift zwar meift größer als die der Bewegung, 
legtere aber ift von der Geſchwindigkeit nicht abhängig; fie ift bei großen Ge⸗ 
ſchwindigkeiten dieſelbe wie bei Meinen Geſchwindigkeiten. 

4) Die Reibung eingefhmierter Flächen (mittelbare Reibung) ift in der 
Kegel Heiner als die uneingeſchmierter Flächen (unmittelbare Reibung), 
mb hängt weniger von den fich reibenden Körpern als von der Schmiere 
ſelbſt ab. 

5) Die drehende oder Zapfenreibung ijt kleiner als die gemeine gleitenbe 
oder ſchiebende Reibung; die wälzende Reibung zwifchen glatten Flächen ift 
in ben meiften Fällen fo Hein, daß fie in Rückſicht auf die gleitende Reibung 
nicht in Betracht zu ziehen ift. 

Anmerkung. Die vorftehenten Regeln gelten ſtreng nur Dann, wenn ber 


Japfendru auf vie Flächeneinheit ein mittlerer ift, und wenn vie Umfangsgeichwin: 
zigfeit des Zapfens gewiſſe Grenzen nicht überſchreitet. Tiefer mittlere Drud auf 
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ven Quadratzoll iſt etwa 250 bis 500 Pfund, und die mittlere Umfangsgeichwin- 
vigfeit 2 bis 10 Zoll. Bei viel kleineren Drüden bildet vie Adhäfion einen anjebn 
lichen Theil des Wiveritandes, welcher Dann aud ven ver Größe der Reibungefläce 
mit abhängt, und bei jehr großen Drücken unt Sejchwinrigfeiten. findet eine ſe 
große Wärmeentwidelung itatt, daß die Echmiere fchnell verdampft, und ver Zapfen, 
ſowie das Lager deiielben, ver Zeritörung entgegeneilt. Laſſen ſich aroße Geſchwin⸗ 
digkeiten nicht umgehen, wie z. B. bei Eiſenbahnwagen, Turbinen u. |. w., ie 
muß man der Grhigung der Zapfen durch Vergrößerung der Reibungsfläche, d. 1. 
durch großere Stärfe und Länge ver Zapfen, entgegenwirken. 


Der Reibungscoeffllcient. Aus dem erften der im vorigen Paragraphen 
Kia. 232. aufgeführten Geſetze läßt ſich zunächſt 

Folgendes ableiten. Kin Körper AU. 
Fig. 252, drücke gegen feine Unterlage ein 

FO Mal mit der Kraft N und cerfordere zum 
er Fortziehen, d. h. zur Ueberwindung ſei⸗ 
ner Reibung, die Kraft F, und ein zwei 
tea Mal mit der Kraft N. und made 
dann die Kraft F, nothwendig, um and 
N der Ruhe in Bewegung überzugehen. 

Nach dem Vorigen ift nun: 





* J — — ⸗ — — 
tn [7 Bauen 
\ J — R Bi 






4 j 
‚rıef ua 
at oa Be R J 
—V— 
FE re 
, Do ; ' 





F N nm __Fı 
FF und daher F = N N. 

Hat man durch einen Verſuch die einem gewiflen Drude N, eutjpredyende 
Reibung F, gefunden, fo findet man hiernad), wenn die jich reibenden Kör- 
per und die übrigen Umftände diefelben jind, die einem anderen Drude 
N entfpredhende Reibung F', indem man diejen Drud durch das 


Verhältnig (9) zwiſchen den der erften Beobachtung entjpreden- 
Ni 


den Werthen A, und N, multiplicirt. 

Dieſes Verhältuiß der Reibung zum Drude oder die Reibung für den 
Drud — Eins, 3. B. 1 Pfund, heißt der Reibungscoefficient (franz. 
coefficient du frottement; engl. coefficient of friction) und foll in der 
Folge immer durch 9 ausgedritdt werden, weshalb ſich allgemein 

F=g.N feßen läßt. 

Der Keibungscoefficient, ift bei verjchiedenen Mlaterien und verfchiedenen 
Zuftänden der Reibung verichieden und muf deshalb durch befonders Hierzu 
angeftellte Verſuche erntittelt werden. 

Wird der Körper A C um den Weg s auf der Unterlage fortgezogen, To 
hat man die Arbeit F's zu verrichten; es ift alfo die von der Reibung be: 
anſpruchte mehanifche Arbeit 9 N s gleich dem Producte aus Reibungs— 
coefficient, Normaldrud und Weg auf der Berührungsebene. Iſt die Unterlage 
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ebenfall® bevoeglich , fo hat man unter s — si — 5 den relativen Weg des 

Körpers zu verftehen und es iſt daun F’s —= P Ns die Arbeit der Reibung 

für beide Körper zufammengenonmen. Der fchneller gehende Körper nimmt | 
beim Durchlaufen des Weges 3, die Arbeit Ns, in Anſpruch und ber lang- 

jamer gehende Körper gewinnt bei Zurlidlegung des Weges s2 durch die Rei⸗ 

bung die Arbeit N x,; es ift alfo der durch die Reibung zwiichen beiden 

Körpern entftehende Arbeitöverluft: 

Ns — Ns, =gN(s —s,)=ygNs. 


Beiipiele. 1) Wenn bei einem Drude von 260 Pfund die Reibung 91 Pfund 
beträgt, fo iſt der entiprechenne Reibungscoefficint 7 — Yo = Yan = 01,35. 
2) Um einen 5300 Pfund ſchweren Schlitten auf einer horizontalen und fehr glatten 
Schneebahn Tertzuzieben, it bei vem MReibungscoefficienten 7 -— 0,04, vie nöthige ' 
Kauft F= 004.500 20 Pfund. 3) Wenn ver Neibungscvefficient einer auf 
dem Straßenpflaiter fertgezogenen Schleife 0,45 und die Belaftung dieſer Schleife 
A PBiunvd beträgt, je int vie erforverliche Arbeit, um viefe Schleife 480 Fuß fort: 
zuziehen, PNs — 0,45 .500 . 480 == 108000 Fußpfund. 
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I 


Der Reibungswinkel und Reibungskegel. Liegt ein Körper A C, 

Fig. 253. Fig. 253, auf einer fchiefen Ebene 
FH, deren Neigungewinfell FHR 
— « iſt, jo läßt fich deſſen Gewidht G 
in den Normaldrud N — G cos. und 
in die Barallelfraft S—= @ sin. « zer: 
legen. Aug der erfteren Kraft entſpringt 
mu die Reibung F— y G cos. q, 
welche jeder Bewegung auf der Ebene 
entgegenwirkt, weshalb die Kraft zum 
Hinanffchieben auf der Ebene: 

!’=F+H+S=: pGews.w + Gsnd 

= (sn.@ cos. c) G, dagegen die Kraft zum Hinabſchieben: 

P,ı =fF—S=(jco.« — sind) G 
ausfällt. Die letere Kraft fällt Null aus, d. h. der Körper erhält fich durch feine 
Reibung auf der fchiefen Ebene, wenn sin. = y cos. @, d. i. wenu fang. a 
— 9 iſt. So lange die ſchiefe Ebene einen Neigungswinfel « hat, deſſen 
Tangente Heiner al® ꝙ ift, fo lange bleibt der Körper auf der fchiefen Ebene 
in Ruhe; ift aber die Tangente des Neigungswinkels wenig größer als y, fo 
gleitet der Körper auf der fchiefen Ebene herad. Man nennt diefen Winkel, 
d. i. denjenigen, deſſen Tangente dem KReibungscocfficienten gleid) 
it, Reibungs-, auch Ruhewinkel (franz. angle du frottement; engl. 
augle of frietion, angle of resistauce). Es ergiebt ſich hiernad) durch Be- 
obachtung des Reibungswinkels u, der Neibungscoefficient (fir die Reibung 
der Ruhe), wenn man feßt: 9 — tung. 0. 
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In Folge der Reibung nimmt die Oberfläche FH, ig. 254, eines Kür 

pers nicht nur den Normaldrud N eines anderen Körpers A B, fondern aud) 

Kig. 254. deſſen Ichiefen Drud P auf, wenn nur die Ab- 

weihung NBP —= «a ber Richtung dieſes 

Drudes von der Normale BN nicht den Rei⸗ 

bungswinkel itberfchreitet; denn da die Kraft P 
den Normaldrud: 


BN— Pcos. «a 
und den Seiten- oder Tangentialdrud: 
BS—-S-— Psin.u 
giebt und aus dem Normaldrude P cos. « die 
jeder Bewegung in ber Ebene FH entgegen 
wirfende Reibung ꝙ P cos. a entfteht, fo wird S eine Bewegung nicht hervor- 
bringen können, alfo im Gleichgewicht bleiben, ſo lange 
p Pcos. > Psin.a oder Fcos.a > sin.a, b. i. 
. tang.a < ꝙ oder a <E 
if. Dreht man den Ruhewinkel C BD — 0 um bie Normale UB, fo 
befchreibt er einen Kegel, den man Keibungsfegel (franz. cone de fr.; 
engl. cone of resistance) nennen fann. Der Reibungskegel umſchließt alle 
diejenigen Kraftrichtungen, bei welchen eine vollſtandige Aufnahme des ſchie⸗ 
fen Druckes ſtattfindet. 


Beiſpiel. Um einen gefüllten und 200 Pfund ſchweren Kübel auf einer unter 
50 Grad anſteigenden Holzbahn hinaufzuziehen, iſt bei einem Reibungscoefſicienten 
9 = 0,48 die nöthige Kraft: 

P = (pocos.« + sin.«a) @ = (0,48 cos. 500 + sin. 50°) . 200 
— (0,308 + 0,766) . 200 = 215 Pfund); 
um ihn hinunterzulaffen, ober fein Hinuntergehen zu verhindern, ifl dagegen tie 
erforderliche Kraft: 
P = (p@cos.« — sin.a)G = — (sin. 500 — 0,48 . cos. 50°) . 200 
P, = — (0,766 — 0,308) . 200 = — 91,5 Pfund. 





. 173  Beibungsversuche. Verſuche über die Reibung find von Vielen ange: 
ftellt worden; am-ausgedehnteften und im größten Maßftabe ausgeführt find 
aber die Verſuche von Coulomb und Morin. Beide wenbeten zur Erfor⸗ 
{dung der Reibungscoefficienten für die gleitende Bewegung einen auf einer 
horizontalen Bahn fortgleitenden Schlitten an, der durch ein über eine fefte 
Rolle weggelegte® und durch Gewichte angefpanntes Seil fortgezogen wurde, 
wie in Fig. 255, wo AB bie Bahn, U D ben Schlitten, E die Rolle und 
F da8 finfende Gewicht vorftellt, zu erjehen ift. Um die Reibungscoeffictenten 
fir verſchiedene Dlaterien zu erhalten, wurden nicht nur die Schlittenläufe, 
fondern die die Unterlage bildenden Balken mit möglichjt abgeglätteten Schie- 
nen aus den zu unterfuchenden Subftanzen, wie Holz, Eifen u. ſ. w. beffeidet. 
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Die Coeffictenten fiir die Reibung der Ruhe ergaben ſich aus dem Gewichte, 
welches nöthig war, um den Sclitten aus der Ruhe in Bewegung zu feßen; 
Fig. 255. und bie Coefficienten ' für 

Co die Reibung ber Bewegung 

— ließen ſich mit Hülfe der 

Zeit t berechnen, welche der 
Schlitten brauchte, um einen 
gewiſſen Weg s zu durch⸗ 
laufen. It G das Gewicht 
—2 des Schlittens und P das 
Gewicht zum Fortziehen 

deſſelben, ſo hat man die Reibung — g G, die bewegende Kraft — P— EG 


und die Mafle M — — „es folgt daher nad) $. 68 die Acceleration 
der entftehenben gleichförmig befchleunigten Bewegung: 


— — 





SS X Is AIIIIITS 


_ er 
a G 9 
Es iſt aber noch — "pt? ($. 11), daher p — 72 und 
„_P_P+@2s 
7 G  ye 


Läßt man den Schlitten von giner fchiefen Ebene herabgleiten, fo ift die 
bewegende Kraft — G (sin. « — @ cos. e), und die beichleunigte Maſſe 


=, daher die Veſchlennigung 


oder: * = sin. a — P cos. a, und daher der Coeffiecient der glei— 
tenden Reibung 
28 
gt? cos. « 
Bezeichnet h die Höhe, 7 die Yänge und:a die Bajis der geneigten (Ebene, 
ſo hat man auch 


9 =tanyg.ıa — 


— 281 
* a  gat? 08.0 
Zur Ausmittelung der Reibungscoefficienten für die Zapfenreibung mwurbe 
eine fefte Rolle A CB, Fig. 256 (a. f. S.), mit einem umgelegten und durch 
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Gewichte P und Q angefpannten Seile angewendet. Aus der Summe 
P + Q der Gewichte ergab jic der Drud R, und aus der Differenz P— Q 
die Kraft am Umfang der Rolle, welche der Reibung F= ; (P+ Q) au 
Umfang des Zapfens das Gleichgewicht hält; iff nun (’ A — a der Rollen 
halbmefier und? CD = r der Zapfenhalbmeffer, fo hat man wegen der 
Gleichheit der ftatifchen Momente: 

P-QVa=Fr=9gP+Qr, 
unb daher für die Reibung der Ruhe: 

_?-®% a 
9 > + Q r’ 


dagegen für die der Bewegung, wen das Gewicht 2 in der Zeit tum s 
jinft und 4) eben fo viel fteigt: 
(PP — — Isımn 
ph Q geir 
Zu den neueften Verſuchen fiber die Zapfenreibung hat der „Ingenieur 
Hirn den in Fig. 257 abgebildeten Apparat, welchen er eine Reibungswage 
Big. 2:6. Fig. 257. 


p _- | 





(balance de frottement) nennt, angewendet. Es ift hier (’ der durch irgend 
eine Mafchine, 3. B. durch ein Waflerrad, in ftetige Umdrehung zu ſetzende 
Zapfen, D das Zapfenlager und? ADB cin gleicharmiger Hebel, welcher 
mittels, der Gewichte P und 4 diefes Lager auf den Zapfen aufdrüdt. Ter 
Zapfendruck R — P + 0 erzeugt die Reibung 
F-=pyR  y(P +) 

zwißchen ‚dem Zapfen und feinem Tager. Mit diefer Kraft ſucht der in der 
Richtung des Pfeiles umlaufende Zapfen das Yager ſammt dem mit ihm feit 
verbundenen Hebel A DB umzudrehen, und e8 ift daher, um denjelben in 
horizontaler Yage zu erhalten, auf der einen Seite A deflelben dag Gewicht 
P fo viel größer zu nehmen, als das Gewicht Q auf der anderen Seite , bie 
P — 4 der Reibung F' das Gleichgewicht Hält. Nun wirkt aber die Rei— 
bung F an dem dem Zapfenhalbmeſſer gleichen Hebelarme CD == r, um 
die Gewichtediffereng > — Q an dem Arme UA --- a, weldje dem Hori- 
zontalabftande der Are C des Zapfens von der Verticalen durch den Aufhänge- 
punft A glei, ift; daher hat man: 
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Fr=eRr = (P+Q)r=(P—Q).«. 
und den gefuchten Reibungscoefficienten wieder 


_P—Q.s 
P=prgr 


Anmerfung. Ber Coulomb hatten fih fhen Amontons, Camus, Bülf- 
finger, Muſchenbroek, Aergufen, Vince u. 9. mit der Reibung beichäftigt 
und Berfuche über die Reibung angeftellt. Die Ergebniſſe aller dieſer Unterfuchun: 
gen haben jedoch für die Praris wenig Werth, weil fie in zu Fleinem Maßftabe 
angetellt werten ſind. Denfelben Mangel haben ſelbſt noch die Verfuhe von 
Ximenes, welche mit denen von Coulomb faſt gleichzeitig angeftellt wurden. 
Die Ergebniite des Zimenes findet man in dem Werfe „Teoria e Pratica delle 
resistenze de’ solidi ne’ loro attriti, Pisa 1782. Die Verfuhe Coulomb's 
find ausführlich beichrieben in dem Werfe: „Theorie des machines simplen etc. 
par Coulomb. Nouv. edit. 1821. Ginen Auszug bierven findet man in 
der Preisfchrift von Metternich „vom Wiveritande der Reibung, AKranffurt und 


Rainz 1789“. Die neueren Verſuche über die Reibung wurden von Rennie und 


Rerin angeftellt. Rennie wendete bei feinen Verſuchen theils einen Schlitten 
auf horizontaler Bahn, theils auch eine fchiefe (Ebene an, von welcher er die Kor: 
ver Berabgleiten lieg und wobei er aus dem Meibungsmwinfel auf vie Größe der 
Reibung ſchloß. Die Verfuhe Nennie’s erftreden fih auf mannigfaltige in der 
Technik vorkommende Stoffe, als Kis, Tuch, Leder, Holz, Steine und Metalle; fie 
liefern auch wichtige Ergebniſſe über die Abnugung der Körper, allein der Apparat 
und die Art der Ausführung dieſer Verfuche laflen eine hinreichende Sicherheit, wie 
fe zumal die Verfuche Morin’s erreicht zu haben jcheinen, nicht erwarten. ine 
deutiche Bearbeitung der Nennie’fchen Verſuche liefert ver 17. Band (1832) ver 
Wiener Jabrbücer des K. K. polntechnifchen Anftitutes, auch ver 34. Band (1829) 
ven Dingler’s polptehniihem Journal. Die ausgedehnteſten und einen hohen 
Grad von Sicherheit verfprechenden Verfuche find von Morin zur Ausführung 
gebracht worten, obgleich nicht abgeleugnet werden fann, daß fie einige Zweifel und 
Unfiherheiten, und noch dies und jenes zu wünfchen übrig laflen. Es ift hier nicht 
der Ort, vie Methoden und Apparate bei diefen Verfuchen zu befchreiben, wir fön- 
nen hier nur auf Morin's Schriften: „Nouvelles Experiences sur le frotte- 
ment“ u. ſ. w. verweifen. (Sine vortreffliche Bearbeitung des Artifeld „Reibung“ 
and eine ziemlich ausführliche Befchreibung aller Verfuche über die Reibung, nanıentlic 
auh der Morin’jchen, giebt Brir in ven Verhandlungen des Vereins zur Beför- 
derung des Gewerbfleißes in Preußen, 16. und 17. Jahrgang, Berlin 1837 und 
1333, Neuere Berjuche über die mittelbare Reibung, namentlich mit Berüdiichti- 
gung der verfchiedenen Schmiermittel, von M. &. Ad. Hirn, find befchrieben im 
Bulletin de la societe industrielle de Mulhouse, No. 128 und 129, 1855, 
unter tem Titel: „Etudes sur les principaux phenomenes que presentent 
les frottements mediats etc.“; im Auszuge: „pelytechnifches Gentralblatt, 1855. 
Bieferung 10%. Die neueften Verſuche über die Reibung von Bochet find unter 
der Meberfchrift: „Nouv. Recherches experimentalea sur le frottement de 
glissement, par M. Bochet“ in den Annales des Mines, Cing. Serie, Tome 
XIX, Paris 1861, befchrieben. Ueber die VBerfuche mit Waltien’s Reibungsmwage 
giebt Herr Prof. Rühlmann im polytechniſchen Gentralblatt 1861, Heft 10 einige 
Nachrichten. 

Roibungstafoln. folgende Tabellen enthalten eine gedrängte Zuſam⸗ 
menſtellung der im Praktiſchen vorzügfid brauchbaren Coefficienten der 
gleitenden Reibung. 
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Zafel L 


Reibungscoefficienten der Ruhe. 


04 





Zuftand der Flaͤchen und Natur der 








Schmieren. 
Namen * * ** 
5317 — 517 
der ſich reibenden Koͤrper. * Fa: | * 3 
8317 2 
=)0|3/18|31>|5 
g|Ir|2% :|E|le 
2 |R 3 8121 
> RI 
fleinfter Werth | 0,8010,65| — | — 10,141 0,22|0,30 
Holz auf Holy... | mittlerer „  |0,50l0,68| — o.21l0,19| 0,3610,36 
größer „  |0,70l0,71| — | — 10,25| 0,44|0,40 


kleinſter Werth |0,15| — [0,11 
Metall auf Metall | mittlerer 0,18[ — [0,12|0,1010,11] — 10,15 
 gröfter „ 10,241 — 0, 16 
Holz Auf Metall 2.222222... 0,601 0,65[0,100,12|0,12] — |0,10 
Hanf in Seilen, | Fleinfter Werth | 0,50 
Zöpfen oder Gur- { mittlerer 0,63] 0,87 
ten auf Holy... . | größter „ [0,80 
Dides Sohlenlever | 





hocdhfantig . . . [0,48[0,62|0,12 


Liderungen a 
zu Liderungen auf | 75... o,82lo,solo.ısl — || — | — lor7 


Holz od. Gußeiſen 

Schwarze Leberriemen ( von Holz. . 10,47 

über Trommeln ... von Metall. 10,54| — | — | — | — | — 10,28[ 0,38 
Steine oder Ziegel 

auf Steinen oder ) Fleinfter Werth | 0,67 

Biegeln, glatt bes größer „ | 075 


arbeitet .... . . 
Steine auf Schmie- | Feinfter Werth | 0,42 
deeifen ...... größter n 0,49 


Hirnholz auf Steinen ......... 0,64 
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Zafst I 


Reibungscoefficienten der Bewegung. 











Zuftand der Flaͤchen und Art ber Schmieren. 











— 
1 
Namen * 1 | elIEIE 
elsE|=l|#| 0 i 
der ſich reibenden Körper. = = S jo | @ S 2 
5 | ® 2 |-3 ya > F 5 8 
3461 
* 512315 
*16 
Dr dl a 
fleinfter Werth |0,20| — | — |0,06|0,06 
Holz auf Holz mittlerer „ 0,8610,25| — |0,07|0,07| — | — 0,12 
größter n 0,48| — | — 10,0710,08| — | — 0,15 


an, | Mine Werth [0,15] — |0,06|0,07|0,07|0,08l0,12) — 0,11 
— mittlerer, 0, 1810,810,07 10,00 0,00 0, 080, 181020 0,13 








a größter „ 0,24| — |0,08|0,11/0,11/0,09|0,17 0,17 
fleinfter Werth |0,20! — [0,06|0,07|0,06| — | — 0,10 
Holz auf 2 mittlerer „ 0,42| 0,24 | 0,06 [0,07 |0,08|0,08[0,10|0,20| 0,14 
größer „ 10,62] — [0,08[0,0810,10| .-. | - 0,16 
Sanffeile, Zöpfe ( auf Holz... | 0,45[0,83 i 
u. ſ. .... Ct aufEiien . I — | — [0,15| — [0,19 
Schlenlever, flach roh... .. 0,54|0,36/0,16| — [0,20 
auf Holz oder | geflopft..... [0,30] — 
Neal ..... fettig.... | — [0,25 
Dagl. hochtan· ¶roden ... lolosılo.al — [o,14 
tig, für Kolben- j 
fettig .... | — [0,24 
derung .... 








Anmerkung. Bollftändigere Tabellen der Reibungscoefficienten enthält ver 
„Ingenieur“, Seite 403 u.f.w. Die Neibungscoefficienten Ioderer Maffen u. ſ. w- 
werben im zweiten Theile, bei ver Theorie des Erbbrudes, mitgeteilt. 
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$. 175 Die neuesten Reibungsversuche. Durch Bochet's Verſuche über 
die gleitende Reibung erhalten die im Vorftehenden enthaltenen Ergebniſſe älterer 
Verfuche von Eoulomb und Morin noch einige wefentliche Ergänzungen. 
Diefe wurden auf einer föhligen Eifenbahnftrede mit Eifenbahnwagen von 6 bis 
10 Tonnen Gewicht angeftellt, welche entweder mittel® ihrer feftgefeilten Räder, 
oder mittel& befonderer Schuhe (patins) auf der Schienenbahn fortglitten. Diele 
Schuhe waren vor, hinter und zwifchen den Rädern an dem Wagengeſtelle be- 
feftigt und bei verjchiedenen Verſuchsreihen mit verjchiebenen Sohlen von Hol;, 
Yeder, Eiſen u. ſ. w. befleidet, wobei ber Drud pro Quadratcentimeter nad) 
Belieben auf 2, 4, 6, 10 und 15 Kilogramm gebradht werden fonnte. Die 
Bewegung diejes zu einem Schlitten umgefchaffenen Vehikels erfolgte durch 
einen vorgefpannten Dampfwagen, und ein zwifchen beiden eingefchaltetes 
Federdynamometer gab mittel8 eines Zeichnenapparates die der gleitenden 
Reibung des Schlitten gleichzufegende Zugkraft an. Um den Wibderftand 
der Luft fo viel wie möglich zu befeitigen, gab man dem Wagen, welcher dem 
Schlitten voranelief, einen Ouerfchnitt, welcher ben bes letzteren nod) 
übertraf. n 
Turd) diefe Verſuche wird die Richtigkeit der Yormel F— PN, wonach 
die Reibung F dem Drud proportional ift, von Neuem beftätigt; was aber 
den Reibungscoefficienten betrifft, jo ift derjelbe nicht allein von der Art umd 
den Zuftande der Keibungsflächen, jondern auch von anderen Verhältnifien, 
namentlid) aud) von der Geichwindigfeit des Gleitens und nächftdem von 
dent ſpecifiſchen Drucke, d. i. dem Trude pro Flächeneinheit, abhängig. 
Herr Bochet jet: 





_ 7 


LM | 

wobei die Gefchwindigfeit der Bewegung, x den Werth von g flir eine 
unendlid) langſame und dagegen y den Werth von g für eine ſehr fchnelle 
Bewegung bezeichnet. Hiernach nimmt alfo der Keibingscoefficient mit dem 
Wachſen der Geſchwindigkeit allmälig von # auf 7 ab. Der Coefficient « 
ft im Mittel — 0,3 zu fegen, wenn man in Meter ausdrädt, dagegen 
— 0,094, wenn man r in Fußen giebt. Man kann hiernach nur bei Ge⸗ 
ihwindigkeiten von O0 bis höchſtens 1 Fuß den Keibungscoefficienten bei übrı- 
gens gleichen Verhältniſſen als conftant annehmen. Die Soefficienten x und 
y find verjchieden bei verſchiedenen Stoffen, und abhängig von dein Grade 
der Glätte der Keibungsflächen, von der Schmiere, von dem fpecifilchen 
Drude u. |. w. 

Den größten Werth hat der Keibungscoefficient x bein leiten von Holz, 
zumal weichen, fowie von Yeder und Guttapercha auf trodenen und unge 
ſchmierten Eifenfchienen. Hier ift x — 0,40 bi8 0,70; im Mittel fir 
weiches Holz, x = 0,60 und für hartes, x — 0,55. 
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Für die Reibung von Eifen anf Eifen ift x ebenfalls ſehr verſchieden 
ausgefallen, jind die Keibungsflächen nicht polirt, ſo hat man: x — 0,25 
bi8 0,60, dagegen bei polirten Reibungsfläden: x — 0,12 bis 0,40. Die 
Kabung von Eifen auf Eifen wird durch das Benegen mit Wafler nicht 
vermindert, dagegen fällt die Reibung von Holz, Leder und Guttapercha auf 
nafien Eifenfchienen beträchtlich Meiner aus als auf trodenen Eifenfchienen. 
Bei eingeölten Flächen fintt x bis auf 0,05 bis 0,20. ' 

Der Coefficient y ift ſtets Heiner als x; bei großen Gefchwindigkeiten, 
großer Glätte der Flächen, gehörig angemwendeter Schmiere und mäßigem 
Ipecififchen Drude nähert fich fir alle Stoffe y einem und demfelben Werthe. 

Die Reibung der Ruhe ift nur in den Fällen größer und zwar doppelt fo 
groß, als die der Bewegung, wenn Holz oder Leder auf benetzten ober einge 
ſchmierten Eifenfchienen gleitet. 

Nach diefen Verſuchen ift: 
1) für trodenes weiches Holz, bei minbeftens 10 Kilogramm 
Drud pro Duadratcentimeter, oder 137 Pfund pro Duadratzoll: 


_030 
Pro tr 0; 
2) fir trodenes hartes Holz, bei demjelben Drude: 
_0,30 


3) für halbpolirtes Eifen, — oder naß, bei mehr als 300 
Kilogramm Druck ppro Quadratcentimeter oder 4103 Pfund pro 


Quadratzoll. 
0,15 


9 1 1+03» 0,3 v 

4) für daffelbe, entweder troden unter den Drude von wenigftens 

100 Kilogramm pro Quabratcentimeter, oder polirt und gefchmiert, 

bei einem fpecifiichen Drude von minbeftens 20 Kilogramm, fo 

wie fir nicht harziges Holz beim Schmieren mit reinem Waller, 
unter demfelben Drude: 


+ 0,15; 


0,175 
9P= 11935 + 0,075; 

5) für Holz mit fettigem Waffer oder Fett gefchmiert, bei gehöriger Po- 
litur und unter dem Drude von mindeftens 20 Kilogramm pro 
Quadratcentimeter (274 Pfund pro Quadratzoll): 

0,10 

9= 1708 

Ä sfr in Fußen gegeben, jo muß man im Nenner ftatt 0,3v, 0,094 1 

een. 


Beispadh's Lchrbud der Mechanik. L 19 
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ven Quadratzoll ift etwa 250 bis 500 Pfund, und die mittlere Umfangsgeichwin- 
digfeit 2 bis 10 Zell. Bei viel Fleineren Drüden bilvet vie Adhäſion einen anſehn⸗ 
lichen Theil des Widerſtandes, welcher dann auch von ver Größe ver Neibungefläce 
mit abhängt, und bei jehr großen Drüden und Geichwinvigfeiten. findet eine ic 
große Wärmeentwidelung ſtatt, daß bie Schmiere \chnell verdampft, und ver Zapfen, 
fowie das Lager deſſelben, ver Jerſtörung entgegeneilt. Laſſen ſich große Geſchwin⸗ 
digkeiten nicht umgehen, wie z. B. bei Eiſenbahnwagen, Turbinen u. ſ. w., ſe 
muß man der Erhitzung der Zapfen durch Vergrößerung ver Reibungsfläche, d. i. 
durch großere Stärke und Länge ver Zapfen, entgegenwirken. 


Der Reibungscoeffllcient. Aus dem erften der int vorigen Paragraphen 
A. 252. aufgeführten Gejege läßt ſich zunächft 
Folgendes ableiten. Ein Körper AC. 





fer J 7 Fig. 252, drücke gegen feine Unterlage ein 
— F Mal mit der Kraft N und erfordere zum 


1 were Fortziehen, d. h. zur Ueberwindung jei- 
1* ner Reibung, die Kraft F, und ein zwei⸗ 
tes Deal mit der Kraft N, und made 


dann die Kraft Fy nothiwendig, um aus 


N der Ruhe in Bewegung überzugehen. 
ac) dem Borigen ift nun: 
F N m 


Hat man durd) einen Verſuch die einem gewiften Drucke N, entiprechende 
Reibung I, gefunden, jo findet man hiernad), wenn die jich reibenden Kör⸗ 
per und bie iibrigen Umftände diefelben find, die einem anderen Drude 
N entfpredende Reibung F, indem man diejen Drud durd) das 


Verhältniß (5) zwiſchen den der erſten Beobachtung entſprechen— 
41 


den Werthen F, und N, multiplicirt. 

Diefes Verhäftniß der Reibung zum Drude oder die Reibung für den 
Drud — Eine, 3. ®. 1 Pfund, heißt der Reibungscoefficient (franz. 
coefficient du fruttement; engl. coefficient of friction) und foll in der 
Folge immer durch 9 auögedritdt werden, weshalb ſich allgemein 

F—g..N jeßen läßt. 

Der Neibungscoeffictent, ift bei verjchiedenen Mlaterien und verichiedenen 
Zuftänden der Reibung verfchieden und muß deshalb durch befonders hierzu 
angeftellte Verſuche ermittelt werden. 

Wird der Körper A C um den Weg s auf der Unterlage fortgezogen, fo 
hat man die Arbeit F's zu verrichten; e8 ift alfo die von der Reibung be- 
anſpruchte mechaniſche Arbeit ꝙ N s gleich dem “Producte aus Reibunge- 
coefficient, Normaldrud und Weg auf der Berührungsebene. Iſt die Unterlage 
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ebenfalls beweglich, fo hat man unter s — sı — 3 den relativen Weg des 
Körpers zu verftehen und e8 ift dann Fs — P Ns die Arbeit der Reibung 
tür beide Körper zufammtengenonmen. Der fchneller gehende Körper nimmt 
beim Durdjlaufen des Weges 5, die Arbeit PNs, in Anſpruch und der lang- 
iamer gehende Körper gewinnt bei Zurlidlegung des Weges 3, durch die Rei- 
bung die Arbeit ꝙ N x.; e8 ift alfo der durch die Reibung zwiſchen beiden 
Körpern entftehende Arbeitöverluft: 
Ns -PNS. —=gN(s —5)=yNs. 


Beiſpiele. 1) Wenn bei einem Drude von 260 Pfund die Reibung 91 Pfund 
beträgt, fo it der entiprechenne NReibungscoefficint m — Yu = Ya = 0,35. 
2) Um einen 500 Pfund jchweren Schlitten auf einer horizontalen und ſehr glatten 
Schneebahn fertzuzieben, tft bei vem Reibungecoefficienten 7 — 0,04, die nöthige " 
Kraft F= 0,04 ..50 = 20 Pfund 3) Wenn der Neibungscvefficient einer auf 
tem Straßenpflaiter fertgezogenen Schleife 0,45 und die Belaftung viefer Schleife 
0 PBfunv beträgt, je int die erforperliche Arbeit, um viefe Schleife 480 Fuß fort: 
zuziehen, Ns —= 0,45. 500 . 450 == 108000 Fußpfund. 


Der Reibungswinkel und Reibungskegel. Liegt ein körper AU, 
Fig. 253. Fig. 253, auf einer ſchiefen Ebene 
FH, deren Neigungöwinfel FHR 
— « ift, fo läßt ſich deflen Gewicht G 
in den Normaldruf N = @ cus. a und 
in die Parallelkraft S—= @ sin. « zer⸗ 
legen. Aug der erfteren Kraft entipringt 
num die Reibung F’= G cos. «, 
welche jeder Bewegung auf der Ebene 
entgegemvirft, weshalb die Kraft zum 
Hinauffchieben auf der Ebene: 
!’=FHSz pGew.a + Gsin.a 
= (sın.e@ + pcos.c) G, dagegen die Kraft zum Hinabſchieben: 
Pı—=F—S= (cos. — sin.a) (@ 
ausfällt. Die leßtere Kraft fällt Null aus, d. h. der Körper erhält ſich durch feine 
Reibung auf der fchiefen Ebene, wenn sin. x == y cos. a, d. i. wenn kung. a 
— pP if. So lange die ſchiefe Ebene einen Neigungswinkel @ hat, deilen 
Tangente Fleiner als @ ift, fo lange bleibt der Körper auf der fchiefen Ebene 
in Ruhe; ift aber die Tangente des Neigungswinkels wenig größer als y, fo 
gleitet der Körper auf der fchiefen Ebene herab. Dean nennt diefen Winkel, 
d. i. denjenigen, deilen LZangente dem Reibungscoefficienteu gleid) 
iſt, Reibungs-, auch Ruhewinkel (franz. angle du frottement; engl. 
augle of frietion, angle of resistauce). Es ergiebt ſich hiernad) durd) Be- 
obachtung des Reibungswinkels u, der Neibungscoefficient (für die Reibung 
der Ruhe), wenn man feßt: 9 — tung. o. 
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In Folge der Reibung nimmt bie Oberfläche FH, Fig. 254, eines Kör- 

pers nicht nur den Normaldrud N eines anderen Körpers A B, fondern aud) 

Kia. 264. deilen ſchiefen Drud P auf, wenn nur die Ab- 

weichung NBP = « ber Richtung dieſes 

Drudes von der Normale B N nicht den Rei⸗ 

bungswinfel liberfchreitet; denn da die Kraft P 
den Normaldrud: 


BN-— Pcos.« 
und den Seiten- oder Tangentialdrud: 
BS—-S— Psin.u 
giebt und aus dem Normaldrude Pros. ce bie 
jeder Bewegung in der Ebene FH entgegen- 
wirkende Reibung ꝙ P cos. « entfteht, fo wird S eine Bewegung nicht hervor: 
bringen können, aljo im Gleichgewicht bleiben, fo lange 
p Pcos. > Psin.a oder ꝙ cos. > sin.a, d. i. 
tang.e < p oder a <o 
if. Dreht man den Ruhewinfel CBD— go um die Normale CB, fo 
befchreibt er einen Kegel, den man Reibungsfegel (franz. cone de fr.; 
engl. cone of resistance) nennen fann. Der Reibungsfegel umſchließt alle 
diejenigen Kraftrichtungen, bei welchen eine vollſtandige Aufnahme des ſchie⸗ 
fen Druckes ſtattfindet. 
Beiſpiel. Um einen gefüllten und 200 Pfund ſchweren Kübel auf einer unter 
50 Grad anſteigenden Holzbahn hinaufzuziehen, iſt bei einem Reibungscoefficienten 
o— 0,2 die nöthige Kraft: 
— (9cos.a + sin.«) G = (0,48 cos. 50° + sin. 500%) . 200 
— (0,308 + 0,766) . 200 = 215 Pfund; 
um ihn hinunterzulafen, oder fein Hinuntergehen zu verhindern, iſt dagegen vie 
erforderliche Kraft: 
P = (p9cos.« — sin.e) @G = — (8in.50° — 0,48 . cos.50°) . 200 
P, = — (0,766 — 0,308) . 200 — — 91,5 Pfund. 





.‚ 173  Beibungsversuche. Verſuche über die Reibung find von Vielen ange- 
ftellt worden; am -ausgedehnteften und im größten Maßftabe ausgeführt find 
aber die Berfuche von Coulomb und Morin. Beide wendeten zur Erfor- 
(Hung der Keibungscoeffictenten fitr die gleitende Bewegung einen auf einer 
horizontalen Bahn fortgleitenden Schlitten an, der durch ein über eine fefte 
Rolle weggelegtes und durch Gewichte angejpanntes Seil fortgezogen wurde, 
wie in Fig. 255, wo AB die Bahn, ÜD ben Schlitten, E die Rolle und 
F da8 finfende Gewicht vorftellt, zu erfehen if. Um die Reibungscoefficienten 
für verfchiedene Materien zu erhalten, wurden nicht nur die Schlittenläufe, 
fondern die die Unterlage bildenden Balken mit möglichft abgeglätteten Schie- 
nen aus den zu unterfuchenden Subftanzen, wie Holz, Eifen u. |. w. befleidet. 
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Die Coefficienten für die Reibung der Ruhe ergaben fich aus dem Gerichte, 
welches nöthig war, um den Schlitten aus der Ruhe in Bewegung zu ſetzen; 
Big. 2585. und bie Coefficienten ' fitr 

C — die Reibung der Bewegung 

| — ließen ſich mit Hülfe der 

Zeit t berechnen, welche ber 
Schlitten brauchte, um einen 
gewiſſen Weg s zu durch⸗ 
— laufen. Iſt @ das Gewicht 
des Schlittens und P das 
Gewicht zum Fortziehen 

defielben, fo hat man die Reibung — y G, bie bewegende Kraft — P— gG 


und die Maſſe M — fr es folgt daher nad) $. 68 die Acceleration 


der entftehenden gleichförmig beichleunigten Bewegung: 
_.P—y6G 
= pre" 


md, durch Umkehrung, der Reibungscoefficient: 





—— 





—— — — — — — 0 
— 


G G 49 
Es ft aber no) s == !', pt? ($. 11), daher p —= — unb 
tt _r+@28 
97 Gr ytR 


Läßt man den Schlitten von giner fchiefen Ebene herabgleiten, fo ift bie 
bewegende Kraft — G (sin. — @ cos. a), und die befcjleunigte Maſſe 


— daher die Beſchleunigung 


28 G (Sin. — & 
P= 7 - mem, (sin. ce — @ cos. œ) 


oder: * — sin. & — P cos. a, und daher der Coefficient der glei— 


tenden Reibung 
ꝙ = tangꝗ. x — —. 
gt? cos. «& 
Bezeichnet A die Höhe, 7 die Länge und:a die Baſis der geneigten (Ebene, 
ſo bat man aud) 


a  gat?cos..a 
Zur Ausmittelung der Reibungscoefficienten für die Zapfenreibung mwurbe 
eine fefte Rolle A CB, Fig. 256 (a. f. S.), mit einem umgelegten und durch 
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Gewichte P und Y angefpannten Seile angewendet. Aus der Summe 
P + @ der Gewichte ergab ji) der Drud R, und aus der Differenz P— Q 
die Kraft am Umfang der Wolle, welche der Reibung F—= ; (P+ 0) am 
Umfang des Zapfen dag Gleichgewicht Hält; iff nun U’ A — a ber Rollen⸗ 
halbmeiler und? CD — r der Zapfenhalbmeſſer, fo hat man wegen der 
Gleichheit der ftatijchen Momente: 

-V)ı=Fr=g(P+9Qr, 
und daher für die Reibung der Ruhe: 

od a 
em ji + u r 


dagegen für die der Bewegung, wenn dus Gewicht 2 in der Zeit £ um s 
jinft und Q eben fo viel fteigt: 
PP — Q IsıM 
SPpıg gelr 
Zu den neneften Verſuchen über die Zapfenreibung hat der Ingenieur 
Hirn den in Fig. 257 abgebildeten Apparat, welchen er eine Reibungswage 
dig. 26, fig. 257. 





(balance de frottement) nennt, angewendet. Es ift hier C der durch irgend 
eine Mafchine, 3. B. durch ein Waflerrad, in ftetige Umdrehung zu ſetzende 
Zapfen, D das YJapfenlager und 4 DB cin gleicharmiger Hebel, welcher 
mittels, ber Gewichte 7 und 4 diefes Lager auf deu Zapfen aufdrlidt. Der 
Zapfendrud RO = P + Q erzeugt die Neibung 
F-yR y(P + Q 

zwifchen ‚dent Zapfen und fernem Lager. Mit diefer Kraft fucht der in der 
Richtung des Pfeiles umlaufende Zapfen dag Yager ſammt dem mut ihm feſt 
verbundenen Hebel A DB umzubrehen, und e8 ift daher, um denfelben in 
horizontaler Yage zu erhalten, auf der einen Seite A beflelben das Gewicht 
P fo viel größer zu nehmen, ala das Gewicht Q auf der anderen Seite, bis 
P - 9 der Reibung F das Sleichgewicht Hält. Nun wirft aber die Rei- 
bung F an dem dem Zapfenhalbmeſſer gleicdyen Hebelarne U D = r, umd 
die Gewichtsdifferenz > — Y au dem Arme UA - «u, weldje dem Hori- 
zontalabftande der Are (des Zapfen von der Verticalen durd) den Aufhänge 
puntt A gleich ift; daher hat man: 
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Fr=oRr + (P+Q)r=(P— Q)«. 
und den gefuchten Keibungscoefficienten wieder 


777 

Anmerfung. Ber Coulomb hatten ſich fhen Amontons, Camus, Bülf— 
finger, Muſchenbroek, Ferguſon, Vince u. A. mit der Reibung beſchäͤftigt 
und Verſuche über vie Reibung angeſtellt. Die Ergebniſſe aller dieſer Unterfuchun: 
gen haben jedoch für die Praris wenig Werth, weil fie in zu Eleinem Maßſtabe 
angeitellt werden find. Denfelben Mangel haben ſelbſt noch die Verfuhe von 
Ximenes, welde mit denen ven Coulomb faft gleichzeitig angeftellt wurden. 
Die Ergebnifle ves Kimenes findet man in dem Werfe „Teoria e Pratica delle 
resistenze de’ solidi ne’ loro attriti, Pisa 1782. Die Verſuche Coulomb's 
And ausführlich befchrieben in dem Werfe: „Theorie des machines simplen etc. 
par Coulomb. Nouv. edit. 1821“. Ginen Auszug hiervon findet man in 
der Preisichrift von Metternich „vom Wiveritande der Reibung, Frankfurt und 


Mainz 1739”. Die neueren Verſuche über vie Reibung wurden von Rennie und 


Nerin angeitellt. Mennie wendete bei feinen Berfuchen theils einen Schlitten 
auf horizontaler Bahn, theils auch eine ſchiefe Ebene an, von welder er die Kör⸗ 
ver berabgleiten ließ und wobei er aus dem Reibungsminfel auf die Größe der 
Reibung ſchloß. Die Verfuhe Rennie's erftreden fib auf mannigfaltige in der 
Technik vorkommende Stoffe, als Gis, Tuch, Leder, Holz, Steine und Metalle; fie 
liefern auch wichtige Ergebniſſe über die Abnutzung der Körper, allein der Apparat 
und die Art der Ausführung dieſer Verſuche laflen eine hinreichenne Sicherheit, wie 
fe zumal die Verfuche Morin's erreicht zu haben ſcheinen, nicht erwarten. ine 
deutiche Bearbeitung der Nennie’fhen Verſuche liefert ver 17. Band (1532) ver 
Wiener Jahrbücher des K. R. polytechniſchen Inſtitutes, auch ver 34. Band (1829) 
ven Dingler’s pelvtehnifhem Journal. Die ausgevehnteften und einen hoben 
Grad von Sicherheit verſprechenden Verſuche find ven Merin zur Ausführung 
gebracht worden, obgleich nicht abgeleugnet werden fann, daß ſie einige Zweifel und 
Unfiherheiten, und noch Dies und jenes zu wünfchen übrig laflen. Es iſt hier nicht 
der Ort, dic Methoden und Apparate bei diefen Verfuchen zu befchreiben, wir fön- 
nen bier nur auf Merin’s Schriften: ,„Nouvelles Experiences sur le frotte- 
ment“ u. ſ. w. vermeifen. Eine vortrefflihe Bearbeitung des Artifeld „Reibung“ 
und eine ziemlich ausführliche Beichreibung aller Verfuche über die Reibung, namentlich 
auh per Merin’ichen, giebt Brir in ven Verhandlungen des Vereins zur Beför« 
derung des Gewerbfleißes in Preußen, 16. und 17. Jahrgang, Berlin 1837 und 
1338. Neuere Berjuche über die mittelbare Reibung, namentlich mit Berüdiichti- 
gung der verfchievenen Schmiermittel, von M. &. Ar. Hirn, find befchrieben im 
Bulletin de la societe industrielle de Mulhouse, No. 128 und 129, 1855, 
unter dem Titel: „Etudes sur les principaux phenomenes que presentent 
les frottements mediats ete.“; im Auszuge: „pelytechnifches Gentralblatt, 1855. 
kieferung 10°. Die neueften Berfuche über die Reibung von Bochet find unter 
der Mieberichrift: „Nouv. Recherches experimentales sur le frottement de 
glissement, par M. Bochet“ inven Annales des Mines, Cing. Serie, Tome 
XIX, Paris 1861, befchrieben. Ueber die Berfuhe mit Waltjen’s Reibungswage 
giebt Herr Prof. Rühlmann im polytechniichen Gentralblatt 1861, Heft 10 einige 
Nachrichten. 

Reibungstafeln. Folgende Tabellen enthalten eine gedrängte Zuſam⸗ 
menftellung der im Praktifchen vorzliglid) brauchbaren Coefficienten der 
gleitenden Reibung. 


$. 17: 
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Tafel L 


Keibungscoefficienten der Ruhe, 








Zuſtand der Flächen und Natur ber 
Schmieren. 


— — — — — — — 





Namen & * .Ie|2 

|=2|#| |£|$|t 

der fich reibenden Körper. * 5 & | ı8 

8 = = o 2 2 

= 2 8 — 

3158 3 330 

1 Rio 
fleinfter Werth | 0,8010,65| — | — |0,14| 0,22|0,30 
Hol auf Holy... | mittlerer „ 0,5010,68| — 10,21|0,19| 0,86 |0,35 
größter v 0,70|0,711 — | — 10,25| 0,441 0,40 


fleinfter Werth 10,151 — 10,11 
Metall auf Metall | mittlerer , 0,181 — |0,12|0,10/0,11| — [0,15 
‘ größter „1924| — 10,16 
Holz Auf Metall ... 2.222200. 0,60|0,65|0,10/10,12|0,121 — 0,10 

Hanf in Seilen, ( Eleinftler Werth | 0,50 

Zöpfen oder Gur- $ mittlerer 0,63|0,87 

ten auf Holz... . | größter „ 0,80 

Dickes Sohlenleber | 





hochfantig . . . 10,4310,62|0,12 


ib e 
zu Liderungen uf | gach ...... 0,6210,80[0,18| — | — | — | — 1027 


Holz od. Gußeiſen 
Schwarze Leberriemen ( von Holz. . [0,47 

über Trommeln ... von Metall. 10,541 — | — | — | — | — [0,28| 0,38 
Steine oder Ziegel 

auf Steinen oder ) Heinfter Werth | 0,67 

Ziegeln, glatt bes ) größter „10,75 


- 


arbeitet .... . . 
Steine auf Schmies Heinfter Werth | 0,42 
beeifen ...... größter „10,49 


Girnholz auf Steinen . ........ 0,64 
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Tafel 0 


KReibungscoefficienten der Bewegung. 





Zuftand der Flächen und Art der Schmieren. 














— —— 
| I 
Namen F al EIE|E& 
—8 F = | = Rn 2 
|) = | »® * „. = O 
der ſich reibenden Körper. & = N 
EIS I2 I: |8 | |2|151|% 
| 9 E er 
| = * 
4 —P 
fleinfter Werth |0,20| — | — [0,0610,06| — | — |0,14| 0,08 
Sch auf Holz (mittlerer „  |0,8610,25) — [0,0710,07| — | — [o,15|0,12 
größter " 0,48 az — 0,07 0,08 — — 0,16 0,15 


Netall auf M — Werth J0,151 — (0,06 0,07 0,.07 10,0010,12) — [0,11 
— mittlerer, O,1810,3110,07 |0,09 [0,09 0,08|0,15 [0,20] 0,13 





\göfee „ [0,241 — 10,08]0,11]0,11/0,09[0,17| — 0,17 
fleinfter Werth |0,20| — |0,05[0,07|0,06| — | — | — [0,10 

Hol auf Metall | mittlerer 0,42|0,24 | 0,06 |0,07 |0,08| 0,08|0,10|0,20| 0,14 
größter = 0,62] — |0,08[0,0810,10| -- | — | — [0,16 

Hanfjeile, Zöpfe ( auf Holz... |0,45/0,33 ö 

u.f.w .... | auf Eifen . | — | — [0,15] — [0,19 

Schlenlever, flach roh... .. 0,5410,36|0,16| — [0,20 

af Holz oder | geflopft.... ]0,30| — 

Metall ..... fettig.... [| — [0,25 

Deigl hochtan- (am... 1034lo31lo1a! — jo.1a 

ng, für Kolben- j 

Übermg 2... fettig .... | — [0,24 





Anmertung. Bollfländigere Tabellen der Reibungscoefficienten enthält der 
„Ingenieur“, Seite 408 u.f.w. Die Reibungscoefficienten Ioderer Maflen u. ſ. w- 
werden im zweiten Theile, bei der Theorie des Erddruckes, mitgetheilt. 
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$. 175 Die neuesten Reibungsversuche. Durch Bochet's Verſuche über 
die gleitende Reibung erhalten die im Vorſtehenden enthaltenen Ergebniſſe älterer 
Verſuche von Coulomb und Morin noch einige weſentliche Ergänzungen. 
Dieſe wurden auf einer ſöhligen Eiſenbahnſtrecke mit Eiſenbahnwagen von 6 bis 
10 Tonnen Gewicht angeſtellt, welche entweder mittels ihrer feſtgekeilten Räder, 
oder mittels beſonderer Schuhe (patins) auf der Schienenbahn fortglitten. Dieſe 
Schuhe waren vor, hinter und zwiſchen den Rädern an dem Wagengeſtelle be⸗ 
feftigt und bei verjchiedenen Verſuchsreihen mit verjchiedenen Sohlen von Holz, 
Leder, Eifen u. ſ. w. beffeidet, wobei der Drud pro Quadratcentimeter nad) 
Belieben auf 2, 4, 6, 10 und 15 Kilogramm gebracht werden konnte. “Die 
Bewegung biefeg zu einer Schlitten umgefchaffenen Vehikel! erfolgte durd) 
einen vorgefpannten Dampfiwagen, und ein zwiſchen beiden eingefchaltetee 
Federdynamometer gab mittel® eines YJeichnenapparates die der gleitenden 
Reibung des Schlitten gleichzufegende Zugkraft an. Um den Wibderftand 
der Luft jo viel wie möglid) zu befeitigen, gab man den Wagen, welcher bem 
Schlitten voranslief, einen Querſchnitt, welcher den des legteren noch 
übertraf. S 
Durch diefe Verſuche wird die Nichtigkeit der Tormel FF PN, wonad 
die Reibung F' dem Druck proportional ift, von Neuem beftätigt; was aber 
den Reibungscoefficienten betrifft, fo ift derfelbe nicht allein von der Art und 
dem Zuftande der Reibungsflächen, fondern auch von anderen Berhältniflen, 
namentlid) aud) von der Geichwindigfeit des Gleitens und nächftdem von 
dem fpecififchen Drucke, d. i. dem Drucke pro Flächeneinheit, abhängig 
Herr Bochet jet: 


=. tr 


wobei die Gefchwindigfeit der Bewegung, x den Werth von g flir eine 
unendlich langſame und dagegen 7 den Werth von 9 für eine ſehr fchnelle 
Bewegung bezeichnet. Hiernad) nimmt alfo der Keibungscoefficient mit dem 
Machfen der Geſchwindigkeit allmälig von x auf 7 ab. Der Coefficient « 
ift im Mittel — 0,3 zu fegen, wenn man + in Meter ausdritdt, dagegen 
— 0,094, wenn man in Fußen giebt. Man kann hiernad) nur bei Ge- 
ſchwindigkeiten von O bis höchſtens 1 Fuß den Keibungscoefficienten bei übri⸗ 
gens gleichen Berhältniffen als conftant annehmen. Die Coefficienten x und 
y find verfchieden bei verfchtedenen Stoffen, und abhängig von dein Grade 
der Glätte der Neibungaflächen, von der Schmiere, von dem ſpecifiſchen 
Drude u. |. w. 

Den größten Werth hat der Keibungscoefficient x bein leiten von Hol;, 
zumal weichem, ſowie von Leber und Guttapercha auf trodenen und unge 
ſchmierten Eifenfchienen. Hier it x — 0,40 bi8 0,70; im Mittel für 
weiches Holz, x — 0,60 und für hartes, x — 0,55. 
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Für die Reibung von Eifen anf Eifen ift x ebenfalls ſehr verfchieden 
ausgefallen, find die Neibungsflächen nicht polirt, fo hat man: x = 0,25 
bis 0,60, dagegen bei polirten Reibungsflächen: x — 0,12 bis 0,40. Die 
Keibung von Eifen auf Eifen wird durch das Benetzen mit Waſſer nicht 
vermindert, dagegen fällt die Reibung von Holz, Teder und Guttapercha auf 
nafien Eifenfchienen beträchtlich Heiner aus als auf trodenen Eifenfchienen. 
Bei eingeölten Flächen fintt x bis auf 0,05 bis 0,20. ' 

Der Eoefficient y ift ftetS Heiner als x; bei großen Geſchwindigkeiten, 
großer Glätte der Flächen, gehörig angewendeter Scmiere und mäßigem 
ſpecifiſchen Drucke nähert fic für alle Stoffe y einem und demfelben Werthe. 

Die Reibung der Ruhe ift nur in den Fällen größer und zwar doppelt fo 
groß, als die der Bewegung, wenn Holz oder Leder auf benegten ober einge 
Ihmierten Eifenfchienen gleitet. 

Nach diefen Verſuchen ift: 
1) für trodenes weiches Holz, bei mindeftend 10 Kilogramm 
Druck pro Duadratcentimeter, oder 137 Pfund pro Quadratzoll: 


0,30 
9 * 5775 1-+03v + 0,30; 
2) für trodenes hartes Holz, bei demfelben Drucke: 
_0,30 _ 


3) für Halbpolirtes Eifen, koden oder naß, bei mehr als 300 
Kilogramm Drud pro Quadratcentimeter oder 4103 Pfund pro 
Duadratzoll. 


015, g15: 


PT 77080 

4) für daffelbe, entweder teoden unter dem ‘Drude von wenigftens 
100 Kilogramm pro Duabratcentimeter, oder polirt und gejchmiert, 
bei einem fpecifiichen Drucke von mindeſtens 20 Kilogramm, fo 
wie für nicht harziges Holz beim Schmicren mit reinem Waller, 
unter demfelben Drucke: 

0,175 
=; wer + 0,075; 

5) fur Holz mit fettigem Waffer oder Fett gefchntiert, bei gehöriger Pos 
litur und unter dem Drude von mindeftens 20 Kilogramm pro 
Quadrateentimeter (274 Pfund pro Quadratzoll): 

0,10 
9 — wi; —* + 0,06. 
HM © in Fußen gegeben, jo muß man im Nenner ftatt 0,30, 0,094 7 


Beispach’s Lehrbuch der Mechanik. J. 19 
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Anmerkung. Es iſt fehr zu wünfcen, daß dieſe in fehr großem Maßſtabe 
ausgeführten Verſuche, welche zum größten Theil von dem feither Bekannten gan 
abweichende Reſultate gegeben haben, noch von Anderen wiederholt werben. 


$. 176 Schiefe Ebene. Die Theorie der gleitenden Reibung findet ihre vor- 
ziglichfte Anwendung bei der Unterfucdung des Gleichgewichtes von einem 
Körper AC auf der ſchiefen Ebene FH, Fig. 258. Iſt, in Ueberein- 


Fig. 258. 





ftimmung mit $. 146, FHR=a« 
der Neigungswinkel der ſchiefen Ebene, 
und POS, = ß, der Winfel, wel: 
hen die Kraft P mit der fchiefen 
Ebene einſchließt, fo hat man die 
aus dem Gewichte G des Körpers 
entfpringenbe reg | 
N =0G cos. 

dagegen die Kraft zum Serahgfäte 
— 8 —6 sin.a, femer die Krafı 
N, , mit weldyer P den Körper von 
der Ebene abzuziehen fudht, = Psin.B, 


und die Kraft S,, mit welcher fie den Körper auf der Ebene hinaufzieht, 
— P cos.ß. Der übrig bleibende Normaldrud ift: 
N=NM — N =Gco.a — P:sin.ß, 


folglid) die Reibung: 


F=9(G cos. — Psin.ß). 
Kommt es darauf an, die Kraft P zum Hinaufziehen de8 Körpers auf der 
ſchiefen Ebene zu finden, fo ift die Reibung zu itberwinden, es muß alfo fein: 
Si =S+Fdi Pcos.ß —= Gsin.a+9@(@Gcos.a — Psin.ß). 
Soll aber die Kraft beſtimmt werden, welche den Körper am Herab- 
gleiten verhindert, fo fonımt die Reibung der Kraft zu Hülfe, es ift alfo: 
SS +tF=S8bi Pco.ß+9(Gcos.a — Psin.ß) = @sin.«. 
Hiernad) beftimmt ſich die Kraft fir den erften Fall: 


sin.a + @ cos. «& 


— cos p + psin.ß 


sin. & — ꝙ cos. 
— e0.B— psin.ßB 


- @, umd fir den zweiten: 


f 


Führt mar den — ein, indem man 


pP = lang.Q = 





P= 





sin.®. oe sin. 
cos. ß.cos.0 + sin. ß. sin. o 


het, jo erhält man: 


v 
’ 
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oder, nad) befaimten Sätzen der Trigonometrie: 
_sin.(& £ 0) 

0s.ßFO) 

md e8 gelten die oberen Zeichen, wenn e8 darauf anfommt, Bewegung her⸗ 
vorzubringen, dagegen die unteren, wenn Bewegung zu verhindern iſt. 


sin. (a 0) 

en, G md 

sin.(@ + 0). 

Ten) 

fann natlirfich der Körper weder auf: nod) abwärts gleiten. 
HM « < oe, fo erfordert das Herabfchieben die Kraft: 

_ Gsin.(g — eo). 
cos. (o + P) 


Die legte Formel findet man auch durd) eine einfache Anwendung 
des Kräfteparallelogramme®e OPQG, Fig. 259. Da ein Körper nod) 
Fig. 259. diejenige Kraft eines anderen Kbr⸗ 
» ..*.. perd aufnimmt, melde um den Rei⸗ 
bungswinfel ꝙ von der Normale einer 
Oberfläche abweicht ($. 172), fo finbet 
in dem vorliegenden Falle Gleichgewicht 
ftatt, wenn die Mittelkraft OQ — Q 
aus den Kräften P und G mit der 
Normale ON den Winkel NOQ —=o 
einſchließt. Setzt man nun in der allge 

meinen Formel: 

P__sin.@0Q 
EG” sin POg’ 
GOQR=GON-+HNOQ=a-te, und 
-PORQR=POS+SO0Q = B + 90° — o, fo erhält man: 
P_ _sin(e+e0) __sin.(e+e) 
G sin.(B—o+90) c08.(B — 0) 
Denn die Kraft P, das Herabgleiten von der fchiefen Ebene verhindern 
Rn jo fällt die Mittelfraft Q, auf die untere Ceite der Normale ON, und 
es it der Reibungswinfel g negativ in a zu bringen, wonach 
dann folgt: 


So lange .P> 





= sin. (E— 0) 
cos. - 0)' 
ganz im J— mit dem Obigen. 
19* 
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Ruht der Körper auf einer Horizontalebene, fo it « — 0, daher 
die Kraft zum Fortſchieben: 
_ 9G __Gsng 
cos.ß + pysin.ß cos.(ß— 0) 
Wirkt die Kraft parallel zur fhiefen Ebene, d. h. in der Richtung 
ihrer Yalllinie, fo hat man 4 — 0, und daher: 


sin. («+ 0) 


P=(sin.at+gcos.c) @G — - @ (vergl. $. 172). 


c08. @ 
Wirkt endlich die Kraft Horizontal, fo hat man: ' 
B= — 0; cos.ß — cos. « und sin. — — Sin. a, daher: 
in. .a+ 
marome, ._ metr gi 
008.0 + @ sın. & 1 + 9 tang.a 


P=tang. («+ 0) G, wie aud) bie Auflöfung des Parallelo- 
grammes OPQG unmittelbar giebt. 


Uebrigens fällt bie Kraft zum Hinauffchieben am Fleinften aus, wenn der Nenner 
cos. (B— 0) am größten, nämlich — 1, alſo B— 0 0, d. i. B—=e ill. 
Wenn alfo die Kraftrichtung um den Reibungswinkel von der fchiefen 
Ebene abweicht, fo ift die Kraft felbft am Fleinften, und zwar: 

= sin. (@« +0). G@. 

Beifpiel. Welden Arendrud hat die Spreige AE, %ig. 260, auszuhalten, 
wenn biefelbe einen Zelsblod (eine Wand) ABCD vom Gemidte & — 500 
Pfund von dem Herabgleiten von einer fhiefen Ebene CD (dem Liegenden) ab: 
halten foll, vorausgefeßt, daß die Neigung der Spreize gegen ben Horizont 35°, 
die der fchiefen Ebene CD aber 50° und der Reibungscoefficient @ — 0,75 be 
trägt? Es ift hier: 


G — 5000, « = 50°, B = 35° — 50° = — 150 md @ = 0,75, 
daher giebt die Formel: 
p— sin.a — pcos , __ 8in.500 — 0,75 008. 50° „un, 
cos.ß — sin. ß cos. 150 + 0,75 sin. 15° 
0,766 — 0,482 1420 
= 506 0,04 5 = zen * 1224 Pfund. 
Fig. 260. Märe die Spreize horizontal, fo hätte man 


P = — 50°, und tang. e = 0,75,daher: 0==36052', 
endlich: 
P = Gtang. (« — 0) 
— 5000 tang. (50° — 360 52°) 
— 5000 tang. 130 8° 
— 5000 . 0,2333 — 1166 Bfunt. 
Um dieſelbe Wand durch eine horizontale Kraft 
auf dem Liegenden binaufzufchieben, wäre unter 
übrigens gleichen Umſtänden die Kraft: 
2 = Gtang.(« + e) 
— 5000 tang. 86° 52’ 
—= 5000 . 18,2676 —= 91338 Pr. 





nöthig. 


⸗ 
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Der Normaldrud, welchen der Körper A C auf ber ſchiefen Ebene FH, 8. 177 
dig. 261, ausübt, ift beim Hinauffchieben: 

= __. @sin.OPQ G6G sin. (90° — @ — f) 
u SE er we rw er mern 

__ @cos.(& + ß)cos. Q 

= cos.(B—e) 
und dagegen in den Fällen, wenn der Körper am Herabgleiten verhin- 
dert wird: 


— u .. __ @cos.(@ + ß)cos._ 

N = %ı cs. Q ON =Qı, ws.0 — c08.(B + 0) 

Iſt die Richtung der Kraft parallel zur Falllinie der Ebene, fo bat 
man 8 — 0, und N —=G cos. a; ift dagegen die Richtung bderjelben 


co8. O 


horizontal, jo hat man ß = — « und daher 
.@.cos._ 
En 
Fig. 26]. Fig. 202. 





Der Normaldrud fällt — Null aus, wenn cos. (e + P) = 0, alſo 
«+ B= 90 Grad ift, und wird negativ, wenn 46 > 90°, ober 
B > 90 — « wird. Im legteren Falle ift natürlich die fchiefe Ebene nicht 
unter, jonderu, wie Fig. 262 darftellt, itber den Körper zu legen. Es 
finden natürlich aud) hier wicder die beiden ertremen Fälle des Gleichgewichtes 
ftatt, wobei die Richtung der auf die fchiefe Ebene FH übergehenden Mittel» 
kraft Q oder Qı entweder auf der oberen oder auf der unteren Seite von 
der Normalen um den Reibungswinkel NOQ — NOQ, — 0 abweidt. 

Bei den vorftehenden Entwidelungen der Formeln fir das Gleichgewicht 
eined Körpers auf der fchiefen Ebene ift noch vorauszufegen, dag die Mittels 
kraft Q vollkommen vom Körper AC auf die eine ſchiefe Ebene bildende 
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Stüge F HR übergehen könne; dies ift jedoch (mad) $. 146) nur dann mög: 
lich, wenn die Richtung diefer Kraft die Auflagersflihe CD des Körpers 
AC jelbft durchfchneidet. Außerdem 
hat der Körper, wie 3. B. AC, 
Fig. 263, in Folge der Kraft Q 
ein Beltreben zum ‘Drehen oder 
Kippen um die äußerfte Kante (. 
welches um fo größer ausfällt, je 
größer der Abftand CK = e diefer 
Kante von der Richtung OQY de 
Mittelfraft 9 ift. 

Bezeichnet «a den Abftand UL der 
Kraftrihtung OP, und b den Abftand 
CE der verticalen Echwerlinie OG 
des Körpers von der äußerften Kante C 
deffelben, fo ift dag Moment, mit 
welchem fic) der Körper von links nad) rechts um U zu drehen ſucht: 

Je=Pa— Gb. 

Wäre nın Pu — Gb, oder 2 — a jo ginge die Mittelkraft Q gerade 
durch C, wobei fie eben noch von der fchiefen Ebene aufgenommen witrde; und 
wäre Pa < Gb, fo wiirde fich der Körper um C von rechts nad, links zu 
drehen fuchen, woran ihn aber die Undurchdringlichkeit feiner Maſſe verhindert. 

Wenn dagegen Pa > @b ift, fo muß der Körper noch eine zweite Un— 
terftügung erhalten, 3. B. noch von einer zweiten geneigten Ebene Fi} Hi ge 
leitet werden. Wenn diefe zweite Ebene in A einen Drud N und die dar: 
aus erwachſende Reibung N aufnimmt, alfo die geneigte Ebene Fi H, mit 
den Gegenträften — N und — PN auf den Körper in A zurückwirkt, 
welche bie Umdrehung des Körpers um CU verhindern, fo muß die Summe 
der Momente diefer Kräfte gleich fein dem nn Du Q, alſo: 
Ni+g9gNd=Qe=Pa— Gb, wei 

D)N(Ü+gpgd=Pu — Gl, 
wobei ! und d die Abftände CD und CB der Kante A von C in den id: 
tungen parallel und winfelvecht zur geneigten Ebene bezeichnen. 

Iſt überdies noch) N, der Drud des Körpers auf die geneigte Ebene 
— in C, jo wie ꝙ N, die demſelben entſprechende Reibung, jo kann man 
eßen: 


Sig. 2683. 





2) Pcs.ßB = Gsin.e + (N + N) und 
3) Psn.ß = Gw.a + N— N. 
Eliminirt man aus deu legten beiden Gleichungen N, , fo erhält man die 
Beitimmungsgleichung: 
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P (os.ß + psin.P) = G (sin.a + Pcos.c) + 2pN, 
Pu — Gb 
+ od 


und wenn man hievein den Werth N — 
fest, fo folgt die Gleichung: 


P (cus.B + psin.ß) = G (sin.a + cos. c) + 
ober: 


aus Gleichung (1) ein- 


29(Pa— Gb) 
tod 


(5 (cos.ß + psin. —g«) 
‚(+ Pd 
ler 
woraus ſich endlich ergiebt: 
_(+pd(sin.a+Pcos.a)—2pb, 
 (d+_pPd)(cos.ß + Psin.B)— 2 Pu 
_ (+ 9Yd)sin.(@ +_) — 2Pbcos. ꝗ 6 
 A+PAco.(P—e)— 2 Paco. 
Zoll N =. Null fein, fo hat man Pa —= Gb und 
sin. (@ + 0) b 


cos.(B—g) a’ 
daher, wie auch oben gefunden worden ift: 
p— sin.(& + #0) . 


cos. (B — 0) 


Zurückführung der Theorie des Gleichgewichtes unter- $. 178 
stützter Körper auf die des Gleichgewichtes freier Körper. 
Bei der Unterfuchung des Gleichgewichtes eines Körpers mit Berückſichti⸗ 
gung der Reibung gelangt man auch ficher zum Ziele, wenn man fid) den 
Körper ganz frei denft, und annimmt, daß jeder andere Körper, mit welchem 
er in Berührung ift, zwei Kräfte auf ihn aueitbt, und zwar eine Kraft N; 
normal von der Berührungsfläche deflelben ausgehend, und eine andere Kraft 
$ N, der vorausgeſetzten Bewegung des Beriihrungspunftes in diefer Yläche 
entgegengejegt und der Reibung zwifchen beiden Körpern entſprechend. Da⸗ 
durch erhält man ein feites Syften von Kräften, deffen Gleichgewichtszuſtand 
nad) den Regeln in $.90 u. ſ. w. zu beurtheilen ift, wie im folgenden fpeciellen 
Falle gezeigt werden foll. 

Eine prismatifche Stange AB, Fig. 264 (a. f. ©.), ſtützt ich unten auf 
einen horizontalen Boden UH und lehnt fich oben gegen eine verticale Wand 
CV; bei welcher Neigung BAC— « verliert diefelbe ihre Gleichgewichtslage? 
Hier können wir die Rückwirkung des Bodens auf den Körper durch eine Ver: 
ticalfraft 72 und durch die horizontal wirkende Reibung PR, und dagegen die 
Rückwirkung der Wand durch eine Horigontalfraft N und durch eine von unten 


(sin. ® + @ cos.) — Pb), 
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nad) oben wirkende Reibung 9 N ausdrliden. Iſt folglih G das im 
Schwerpunkte S niederziehende Gewicht der Stange, fo haben wir es mit 
Fig. 264. einem Syſteme von ben Berticalfräften @, R, p N 
und einem folchen von den Horizontalfräften N 
und 9 R zu thun. 
Der Gleichgewichtszuſtand unter diefen Kräften 
fordert nun, daß 
1) G=R+YpN,- 
2) R=N un 
3) G.AE=N.AD+Y@N.AC fe. 
Nun ift aber der Hebelarm AE 
—=4AS$c0s.0@—1,ABecos.«, 
G ferner der Hebelarm AD 
—ABsin.o, g 
und der Hebelarm AC 
— ABcos. a, daher ift die dritte Gleichung einfach: 
1), @ cos.a— N(sin.@ + 9 cos. «) zu fchreiben. 
Aus den beiden erften Gleichungen folgt: 
G=R+P’R=(1+Y)R, alſo 
G G 
R= 5: und Ni, 
und jegt man diefen Werth von N in die Gleichung (3) ein, fo ergiebt ſich: 





0 





l/y @cos. a = En (sin. + @P cos. «), oder 
1+9°? | . 
I — tung. + 9, _ 


alfo fr den gefuchten Neigungswinkel: 
1+9?—29? 1-—pg: 1 — tung. 0? 


29 29  2tang.E 
_ 008.07 — sin. 0? _cos.20 __ 
208in. ꝙ cos. sin20 cotg. 20 


— tang. (900 — 20); daher ift 
L[BAC=e=9%0 — 20, un ABC=ß—= 208. 


Theorie des Keiles. Auch bei dem Keile (ſ. 8. 149) hat die Reibung 
einen großen Einfluß auf die Gleichgewichtsverhältniſſe. Seßen wir voraus, daR 
der Querſchnitt deſſelben ein gleichfchenkliges Dreied ABS, Fig. 265, mit der 
Schärfe A SB—= « bilde, daß die Kraft P inder Mitte M des Keilrückens AB 
und winfelrecht gegen denjelben wirfe, und daß ebenjo der Körper CHK 
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mit einer gewiflen Kraft N rechtwinklig gegen die Keilfläche BS bride, 
während der Keil mit der Fläche AS auf einer horizontalen Ebene aufruht. 
Zig. 2650 Uebrigens foll der Kör⸗ 
per CHK von zwei 
Baden G und. K um- 
geben fein, welche ihn 
nöthigen, fammt ber 
Laſt ) beim Forts 
ſchieben des Keiles auf 
der Horizontalebene, in 
der gegen die Keil— 
fläche BS rechtwinklig 
ſtehenden Richtung EC 
aufzuſteigen. 

Da die Richtung der Kraft P von den Keilflächen AS und BS gleich— 
viel abweicht, fo find die Normaldrüde N, N gegen beide Flächen und folg- 
lid auch die aus benfelben entjpringenden Reibungen ꝙ N, ꝙ N in denfelben 
einander glei), und es müflen daher aud) die Kräfte P, N, N, ꝙ N und 
PN einander da8 Gleichgewicht halten. Zerlegt man die legten vier Kräfte 
parallel und rechtwinklig zur Richtung der Kraft P in je zwei Seitenkräfte, 
ſo muß folglich) aud) die Summe derjenigen bdiefer Kräfte, welche mit P 
gleichgerichtet find, mit P allein im Sleichgewichte fein. Nun weichen aber 





die Richtungen von N, N um 90 — > und die von @N,PN um > 
von der Richtung MS der — P ab, daher iu die Componenten von N, N 
in der Richtung MS, N sin. > und N sin. —, fowie die von ꝙ N und 


PN, EN cos. 5 und @N cos. > und es ift zu fegen: 


P=2Nsin. + 2@ N cos. 5=2N(sin — + cos. 3) 


In Folge der — ꝙ N zwiſchen der Keilfläche BS und der Grund⸗ 
fläche des Körpers (II M wird dieſer Körper noch mit einer gleichen Gegen- 
kraft — ꝙ N gegen ben Leitbacken GH gedrückt, woraus eine Reibung 
F=9.PN == ygN entſteht, welche dem Aufſchieben des Körpers 
CHK entgegenwirkt, und weshalb 

N— F =Q ve N(I — og) =, alſo 


N= — zu ſetzen iſt. 


Führt man nun dieſen Ausdruck für N it die obigen Formeln ein, fo 
erhält man die zum Aufheben der Faft Q nöthige Kraft: 
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5 =) 
— sin. — cos. — J, annäbernd 
— > + p h 


—200 +99ı) (in + pc. -) 


.6& & 0a 
—=20 sin. Z + > — 991 sin. 2). 
oder wein man den Goefficienten @, der Reibung längs GH gleid) dem 
Coefficienten 9 ber Reibung an den Seitenflähen AS und BS ſetzt: 


29 (si & =) 
er sin. + 908.7 , annähernd 


— 20— (a + 92) sin. + @ cos. 5) . 


dig. 266. Bei einem Keile ABC, Fig. 266, wie er zum 
Zerfpalten und Zerbrüden der Körper gebraudıt 
wird, ift die dem Normaldruf Q gegen die Sei⸗ 
tenflähen AC und BC entfprechende Kraft auf 
2 den Rüden AB: 


4 a 
P=2Q sin + yo). 


Beifpiel. Es fei die Laſt des in Fig. 265 abge: 
bildeten Keiles: Q — 650 Pfund, vie Schärfe der 
Keiles: « — 25°, und ver Reibungscoefficient: 9= Yı; 
man fucht die mechanifche Arbeit, welche erforderlich ift, um die Laſt ® in ihrer 
Leitung um Y, Fuß fortzubewegen. 











Die Kraft ift: 
2.650 
nn S 1/0 . 21/0 
P= I (0,36% (sin. 121/, un cos. 121/,°) 
1300 , R ; 
— T-012%6 (0,2164 + 0,36 . 0,9763) 
1300 738,27 
= — 2 35 = = I s 
= 9701 (0,2164 + 0,3515) 0.3701 848,2 Pfund 
Dem Laſtwege EEE) = sı = Y, Fuß entipricht der Kraftweg: 
2 sin. a 2 .@ sin. 12/3 
2 sin. 
0,25 Ä 


demnach iſt die gefuchte mechanifche Arbeit: 
Ps = 8482 . 1155 = 979,6 Außpfund. 
Ohne NRüdfiht auf Reibung wäre Ps = Qs, = Y,.650 — 325 Fußpfund, 
es wird alfo in Felge der Reibung der Arbeitsaufmann beim Heben von Q, nahe 
verdreifacht. 
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Auf gleiche Weife läßt fich die Kraft P eines Keiles ABC, Fig. 267, 8. 180 
beftimmen, durch welchen eine Laſt Q emporgehoben wird, während der Keil 
fih auf der horizontalen Ebene ZI O fortichiebt. Nehmen wir an, daß der 
Rormaldrud zwischen dem Keile ABC und dem Blode D, welcher durd) die 
Laſt Q vertical abwärts gebrüdt wird, — N fei, daß ferner der Norntaldrud 
des Keiles auf die Unterlage HO,— R und der Normaldrud des Blodes 

Fig. 267. auf die Seitenführung E_E, —= 5 betrage. 

Dann muß P den Kräften RB, 91 R, 

— Nund — 9 N, und ebenfo Q den 

Kräften S, 9, S, N und 9 N das Gleid)- 
“gewicht halten. 

Iſt nun noch @ der Neigungswintel 
ABC der Keilflähe A B gegen beu 
Horizont, fo läßt fi) N in die Vertical: 
fraft Ncos.a und Horizontalfraft Nsine, 
und @ N in die Perticalfraft @ N sin. « 
und Horizontalfraft ꝙ N cos. « zerlegen, 
und daher fegen: 

1) P=9, R+Nsin.a+gNcos.«, 

2) R=Ncos.a—@Nsin.e, 

3) = Ncos.a—9p Nsin.a— 9,8 

fowie 

4) S— Nsin.a«a + 9 Ncos.a. 
Aus den beiden erften Gleichungen refultit : 


P=[(l1 — ppı) Sin. + (pP + 91) cos.a] N, 
und aus den beiden leßteren: 

9=[(l — 99) cos. — (pP + 9.) sine] N; 
und es ergiebt fich durch Divijion diefer Formeln: 








P_A— 99)sina + (pP + 91) cos. « 
9 (1 99) cos. — (P + 9) sin.a 
Wäre $ — 9, = 95, fo hätte man, da ꝙ — tang.o und 
29 
— tung.2o iſt, 
wer, 9. 20 if 
Psin. œ + cos.@tang.20 _ tany.a + tung. 20 
0 cos. d — sin.atung. 20 1 — tangalang?2eo 


— tany.(@ + 2). 
Sicht man von den Reibungen an den Unterſtützungspunkten ab, fo kann 
man p, und 9, — Null fegen, und e8 folgt: 
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Psin. 4 9 cos. tang.a 4 — 
One oa ET): (Bergl.$. 176.) 


Wenn die Laſt Q rechtwinklig gegen die Keilfläche wirkt, jo find die Glei— 
Hungen (3) und (4) durd) folgende zu erſetzen: 
9—= N—- 9Su 
S=o_N. 
Es folgt dann Q) = (1 — 99) N, daher umgekehrt: 


N —t_ um 

1-99 
pP — (1 — p9ı) sin. + (pP + P) oS. 
Q 1—- 9 92 


Wäre q — pP, —= 9, fo würde dann 


2 _ sin.« + cos. . tang.20 


Q 
ausfallen. 
Die Formel P = Q lang. (a + 20) findet ihre Anwendung bei Beur: 
teilung der Befeftigung zweier Körper M und N durd) einen Keil AB. 
dig. 268, I und II. Aus der 
Kraft P gegen den Rüden der 
Keiles folgt die Spannung, mit 
welcher die beiden Körper gegen 
einander gezogen werden: 
Q= Pecotg.(@ +20). 
Dagegen ift die Kraft, welche 
auf den Fuß B des Keiles drilden 
muß, um den Keit zu löfen, d. i. 
in der Richtung BA zurüdzutrei- 
ben, weil hier « negativ ift: 
Pı=(tang. (20 — ), 
oder wenn man den legten Werth 
für Q einfeßt: 
lung. (20 — 0) 
Pı =Il/ — 
tung. (20 + «) 
Damit der Keil nicht von felbft zuritcgehe, muß natürlich « < 20 fein. 


Fig, 268. 





s. 151 Zapfenreibungscoefficienten. Bei Zapfen ift nur die Reibung der 
Bewegung von Wichtigkeit, weshalb aud) nur über diefe Beobachtungsreſultate 
vorliegen. 
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Tafel Id. 


Eoefficienten der Zapfenreibung, nah Morin. 








Zuftand der Reibungsfläden und Gattung 
der Schmieren. 
U — — 












— 
* = 25 = 
Angabe E le |lE,„ g.S2|E 
E |8 2% Ele 
ver fich reibennen Körper. |. .|=.[|5 8 sSle- 
- © E je 2) 
22182. e5|l55| & 
°#|.2£8|8 x > E28 & 
Io 2 2 ” 
Ss sTiE'S EB: 256558 
— ) 55 512218 
— Per‘ r°S a 8 — = 122 
iv £ & 23 * 2 
& 8 1858| 


Glockengut auf Glockengut 
Glockengut auf Gußeiſen 
Schmiedeeiſen auf Glocken⸗ 









0,189| — 10,07510,05410,090[0,111| — 
— I — — 10,075[0,054 
— 10,137 |0,079|0,07510,054 
0,19410,161| — |0,075[0,054|0,065| — [0,166 






Schmiedeeifen auf Gußeifen . 
Gußeiſen auf Gußeifen ... . 
Sußeifen auf Glodengut . . 
Schmiebeeifen auf Guajak⸗ 








Gußeiſen auf Guajakholz.. 
Guajak auf Gußeifen .... 
Guajak auf Guafjaf ..... 


— 10,109] 0,140 
— 1 — [0,153 


Aus diefer Tabelle ift folgendes für die Praris fehr wichtige Verhältniß 
zu entnehmen: bei Zapfen aus Schmiebe- oder Gußeifen, laufend in Ragern 
aus Gußeifen oder Glodengut (Meſſing), geſchmiert mit Del, Talg ober 
Schweineſchmalz, ift der Reibungscoefficient:: 

bei ununterbrochener guter Unterhaltung, — 0,054, 
bei gewöhnlicher Abwartung, — 0,070 bis 0,080... 

Die von Coulomb gefundenen Werthe weichen hiervon zum Theil ab. 

Anmerfung. Durd die Verſuche über bie mittelbare Sapfenreibung mit 
Hülfe ver Neibungswaage find vom Herrn Hirn mehrere, zum Theil von dem bis 
dahin Bekannten abweichende Mefultate erlangt worden. Der Zapfen, welchen er 
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hierzu anmenvete, beftand in einer hohlen gußeifernen Trommel von 0,23 Meter 
Durchmeſſer und 0,22 Meter Länge, und wurde von außen durch Gintauchen in 
Del gefchmiert, fowie von innen mittels durchfließenden Waflers abgekühlt. Das 
bronzene Zapfenlager (8 Kupfer, 1 Zinn) wurde mittels eines 1/, Meter langen 
Hebele von 50 Kilogramm Gewicht aufgebrüdt, während ver Zapfen 50 bis 100 
Umdrehungen pro Minute machte. Es ift leicht zu ermeflen, daß bei den mit die 
ſem Apparate angeftellten Verſuchen die Flüfftgfeit und Adhäſton ver ale Schmiere 
dienenden Dele eine große Rolle fpielen mußten, da bier nicht allein bie Umfangs: 
gefchtwindigfeit, fondern auch die Meibungsfläde in Hinfiht auf ven Drud eine ſehr 
‚ große war. 

Die Umfangsgefchwindigfeit der Trommel betrug, da die leßtere einen Umfang 
von 72 Bentimeter hatte, und in der Secunde 5/, bis 1%, mal umlief, 60 bis 120 
Benfimeter — 23 bis 46 Zoll, während fie bei ven gewöhnlihen Mafchinen nur 
2 bis 6 Zoll mißt. Ferner der horizontale Arenfchnitt der Trommel beitrug 22.23 
— 506 Duabrakeentineler, folglich fam auf ein Quabratcentimeter dieſes Schnittes 


nur ein Drud von 0, 1 Kilogramm, d. i. auf einen Quadbratzoli 6,86. 0,214 


— 1,5 Pfund, während dieſer Drud bei gervöhnlichen Arbeitsmafchinen mehrere 
hundert Pfund beträgt. Die Verhältniffe der Verfuhe des Herrn Hirn waren 
daher zum großen Theil abweichend von den Neibungsverhältniffen, wie fie bei 
großen und ftarfen Mafchinen vorfommen, und wie fie audy bei anderen Berfuchen, 
z. B. bei denen von Morin, ftattfanden, und es find folglich die ſich bei denſelben 
herausgeftellten Abweichungen vollftändig erflärlih. Die Hauptergebniffe ver 
Hirn’schen Verſuche beftehen ungefähr in Folgenden. 

Die mittelbare Reibung hängt nicht allein von dem Drude und der Natur und 
Beichaffenheit ver fich reibenden Körper und des Schmiermittels, fondern aud ven 
der Gefchwindigfeit und von der Temperatur der Neibungsflädhen und der Umge⸗ 
bung , jowie auch von der Größe diefer Flächen ab. Es iſt bei conftanter Tempe: 
ratur die Reibung der Gefchwindigfeit direct proportional, und es wächſt Dagegen 
diefelbe nur wie‘ die Duadratwurzel aus ver Geſchwindigkeit, wenn die Temperatur 
ren ımbeachtet gelaffen werden. Aus anderen Verſuchen folgert enplih auch ned 
Herr Hirn, daß die mittelbare Reibung der Duabratwurzel aus der Reibunge 
fläche, fowie auch der Duadratwurzel aus dem Drude proportional if. 


Was insbefondere den Einfluß der Temperatur anlangt, fo ließ fih aus den an- 
geführten Verſuchen die Formel: 
Fo 


f= 1,0492: 
folgern, in welcher & die Temperatur der Reibungsfläche, F, die Reibung bei 0" 
und F die bei £ Grad Temperatur bezeichnen. 
Ein Hauptergebniß dieſer Verfuche ift noch die Ermittelung des Arbeitsvermd- 
gend der Wärme. Hiervon wird erſt weiter unten, und zwar bei der Theorie ver 
Wärme gehandelt. 


$. 182 Arbeit der Zapfenreibung. Kennt man den Drud R zwiſchen 
einem Zapfen und feinem Lager, und ift nod) der Halbmefler r des Zapfens, 
Fig. 269, gegeben, fo läßt fich die Arbeit, welche die Zapfenreibung bei 
jeder Umdrehung des Zapfens in Anfpruch nimmt, leicht ermitteln. Die 
Reibung Fift — 9 R, und ber ihr entiprechende Weg der Umfang 2m r des 
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Zapfens; es folgt daher die bei einer Umdrehung durch die Reibung verloren 
gehende mechanische Leiſung A= PR. 2xr = 2xgYpRr. Macht der 
Zapfen in einer Minute u Umdrehungen, fo ift die in jeder Secunde ver- 
brauchte Arbeit 
— u _ aupRr _ 
LZRRDRE — 0,105 .upRr. 

Die Arbeit der Reibung wächſt alfo mit dem Zapfendrude, dem 
Zapfenhalbmeffer und der Umdrehungszahl gleichmäßig. Es ift da- 
ber eine praftifche Regel, bei rotirenden Moafchinen den Zapfendrud nicht 
mnöthig durch große Gewichte zu erhöhen, die Zapfen nur fo ftark zu machen, 
al die Feftigkeit auf die Dauer e8 verlangt, und endlich auch nicht fehr viel 
Umdrehungen in einer Minute zuzulaflen, wenigftens dann nicht, wenn e8 
nicht andere Verhältniſſe erfordern. 


Fig. 269. Zig. 270. 





Durch Anwendung von Frictionsrädern, welche man ftatt der Zapfen- 
lager anwendet, wird die Arbeit der Reibung vermindert. In Fig. 270 ift 
AB eine Welle, die mit ihrem Zapfen CEE, auf den Umfängen PII, 
E, H, dicht hinter einander liegender und um D und D, drehbarer Räder 
(Frictionsräder) ruht. Aus dem gegebenen Drude R der Welle folgen die 
Preflungen. 


N=-N= 2 ’ 


2.008. 
"2 


wofern @ den Winfel DC D, bezeichnet, welchen die Central⸗ oder Drud- 
linien CD und CD, zwifchen ſich einfchliegen. Vermöge der wälzenden 
Reibung zwifchen dem Zapfen C und den Radumfängen laufen die Räder 
mit diefem Zapfen um, und e8 entjtehen in den Pagern von D und D, bie 
Rebungen ꝙ N und @ N,, welche zuſammen 


F=y(N+N _ +8 


re 
5 
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betragen. Werden num die Radhalbmeſſer DE — D, E, burd a, und 
die Zapfenhalbmefler DK — D, K, durch r, bezeichnet, fo erhalten wir die 
Kraft am Umfange der Räder oder aud) am Umfange des auf diefen Liegen: 
den Zapfens C, welche zur Ueberwindung von F' nöthig ift: 





EL I LER. 
A Mens. & 
2 
während diejelbe — Y R beträgt, wenn der Zapfen C unmittelbar i in einer 
Fig. 271. Pfanne ruht. 


Wenn man die Gewichte der Frictionsräder 
unberädjichtigt läßt, jo ift folglich die Arbeit der 
Reibung bei Anwendung von diefen Rädern, 


v = — * mal ſo groß, als ohne dieſelben. 


dı C0S. — 
. 2 


Stellt man dem Zapfendrud R ein einziges 
Frictionsrad GH, Fig. 271, entgegen und verhin- 
dert man die zufälligen, übrigens nicht zu beachten⸗ 
den Seitenfräfte durch fefte Baden X ımb L, Io 


fällt æ — 0, 008. > — 1 und obiges Berhältnig dv — — auf. 
1 





Beifpiel. Gin Kunſtrad wiegt 30000 Pfund, der Halbmefler a jeines Umfan: 
ges iſt 16 Ruß und fein Zapfenhalbmefler r = 5 Zoll, wie groß iſt die Kraft am 
Umfange des Rades, um die Zapfenreibung zu überwinden, um biefes Rad alic 
leer in einer gleichförmigen Bewegung zu erhalten, und wie groß ift der entſpre⸗ 
chende Arbeitsaufwand, wenn es in einer Minute 5 Umdrehungen madt? Den 
Meibungscoefficienten > fünnen wir bier — 0,075 annehmen, weshalb die Reibung 


oR = 0,075 . 30000 — 2250 Pfund beträgt. Da der Radhalbmeiler wel 


5 
— == — 38,4 mal fo groß ift, als ver Zapfenhalbmefler over Hebelarm ver Rei: 





bung, fo ift die auf ven Radumfang redurirte Zapfenreibung: 


_g@9ER _ 2250 __ 
= 1" Ra” — Pfund. 


— 2,618 Fuß; folglich der Weg der Reibung in 





‚n 2.5 
Der Zapfenumfang ift 19 
einer Secunde: 
— 0,2182 Fuß, 


und die Arbeit der Reibung während einer Secunde: 
L = 0,2182. oR = 0,2182 . 2250 = 491 Yußpfund. 
Lägen die Zapfen dieſes Rades auf Frictionsraͤdern, deren Halbmefler nur 5mal jo 


groß find als die Halbmefler ihrer Zapfen, wäre alfo = Y,, fo würde die Krafı 


2618.6 
0 
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am Radumfange nur 1, . 58,59 — 11,72 Pfund und die von der Reibung con: 
fumirte Arbeit nur #9, — 98,2 Fußpfund betragen. Allerdings würde aber dann 
auch das Rat weit unficherer aufliegen. 


Reibung in ausgelaufenen Zapfenlagern. Die Reibung eines $. 183 
Zapfens ACB, Fig. 272, ineinem ausgelaufenen Zapfenlager, welches 
mr in einem Punkte A aufliegt, ift Heiner als die bei einem neuen, noch in 
allen Bunkten des Lagers aufruhenden Zapfen. Findet feine Umdrehung 

Fig. 272. . ftatt, fo drüdt der Zapfen in dem Punkte B, wo 
die Richtung des Mitteldruckes AR hindurchgeht; 
tritt aber Umdrehung nad) der Richtung AB ein, 

ſo wird der Zapfen vermöge feiner Reibung im 

Zapfenlager fo weit in die Höhe fteigen, bis ſich 
. die Kraft S zum Serabgleiten mit der Reibung 

F ins Gleichgewicht fegt. Der Mitteldrud R zer- 

legt fi in eine Normalfraft N und in eine Tan⸗ 

gentialfraft S, N geht auf das Yager Über und er⸗ 
zeugt die tangential wirkende Reibung F— PN, 8 aber jegt fid) mit F 
ind Öfeichgewicht; es ift aljo auch S— PN. Nach dem pythagoräifchen 
Lehrſatze iſt R! — N? + S2, daher hier: 
R=(1 +) M, 
umgefehrt der Normaldrud: 











N= — und die Reibung F—=— Pr ; 

Vı+ 9° 14 9? 
oder, wenn man den Reibungswinfel g einführt, aljo 9 — tang.o ſetzt: 
Rtang.g 


| F= VI lange: — Rtang.o cos. @ R sin. 0. 

Wenn der Zapfen anfängt fi) zu bewegen, jo rückt folglich der Drud» 
punkt B um den Reibungswinfel A CB — g im Lager nad) der entgegen- 
gelegten Richtung fort. 

Uebrigens ift natürlich das Moment F. CA— Fr ber Zapfenreibung 
glei dem Momente Ar sin.g des Zapfendrudes It, beide auf die Dres 
hungsare C bezogen. Fände das Fortrücken nidjt ftatt, jo wäre 

_ __ Reine 
F=yR— Klage — Er 
es ift folglich bie: Reibung nad) dem Fortrücken cos. o mal fo groß, als 
die vor dem Fortrücken. In der Regel ift p — tung.g noch nicht Y/ı. 
und cos.o >> 0,995, alfo die Differenz noch nicht 5/,ooo — zoo; man 
hat daher in den gewöhnlichen Fällen der Anwendung auf den Einfluß 
dieſes Fortrückens nicht Rückſicht zu nehmen. 


Belbpah’s Lebrbudh der Meganil. 1. 20 
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Läuft das Rad AB mit einer Nabe oder einem Auge, Fig. 273, um 
eine feſte Are A C, fo ift die Reibung diefelbe, als 
wenn fid) die Aren i in Pfannen bewegen, nur ift bei 
einem audgelaufenen Auge der Hebeların der Reibung 
nicht der Halbmeſſer des feiten Zapfens, jondern der 
des Auges. 


Reibung in einem dreiseitigen Lager. 
Legt man den Zapfen in prismatifche Pager, jo 
erhält man größere Drüde und deshalb aud) mehr 
Reibung als bei einem rumden Yager. St das Lager ADB, Fig. 274, 

Fig. 274. dreifeitig, jo liegt der Zapfen in zwei Punkten 
A und B auf, und es iſt an jedem der 
jelben Reibung zu überwinden. Der Mit- 
teldrud R zerlegt fic in zwei Seitenkräfte 
Q und Qı, und jede diefer giebt einen Nor- 
maldrud N und N, und eine der Reibung 
F=9N um F, = @N, gleidye Tangen- 
tialfraft. Dem vorigen ‘Baragraphen zu‘ 
folge laſſen ſich aber diefe Reibungen aud) 
— Qsin.o und Qı sin. o ſetzen; man hat daher- für die Gefanmitreibung: 
F+F =(9 -+ Qı) sin. 

Die Kräfte @ und Q, ergeben ſich durch Auflöfung eines aus Q und ı 
gebildeten Kräfteparallelogrammes mit — des Mitteldruckes R, des Rer 
bungswinkels o und des Winkel AU DB = 2«, welcher dein im Yager lie 
genden Bogen AB entſpricht. Es iſt: 

QOR:- ACD—- CAUO— a — oum 

QGOR=BCD+ CRO—« + o; folglid: 

0A —R—-etatre—2n. 

Die Anwendung der Formeln in $. 78 giebt nun: 


__ sin. (& — 0) sin. (a + On 
dı = sin.2 0 En sin.2« 


daher folgt die gefuchte Reibung: 
i R 
FHRA=(Q04 Q)sino— Gin. ſa — E] + sin. ſa + oP u 


Aber sin. (a — 0) + sin. (x + 0) ift, der analytifchen Trigonometrie 
zufolge, — 2sin.a cos.g und sin. 2a — 2sin.acos.a, es ergiebt ſich 











R; 


| 





daher: 
FLR-= 2 sin. een 90.0 — R sin. 2 e, 
2 Sin. & COS. & 2 cas. 


wofür ſich wegen der Kleinheit von o aud) — nt ſetzen tagt. Die Rei- 
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bung ber Anwendung des dreifeitigen Zapfenlagers ift hiernach * — mal 
ſo groß, als die beim cylindriſchen Lager. Iſt 3. B. ADB = 60°, alſo 
ACB ⸗C 180% — 60° — 120" md AUD—=« — 60°, fo hat man 


05 600 — al — 2 mal jo viel Reibung, als bei einem runden Lager. 


Reibung in einem neuen Lager. Mit Hülfe der lebten Formel 
läßt fih nun auch die Reibung in einem neuen runden Zapfenlager finden, 
worin der Zapfen an allen Stellen noch aufliegt. Es ſei ADB in Sig. 275 

Fig. 275. ein folches Lager. Theilen wir den Bogen ADB, 
in welchen ſich Zapfen und Yager berühren, in 
viele Theile, wie AN, NO u. f. w., welche glei- 
hen Projectionen in der Sehne AB entiprechen, 
und nehmen wir an, daß jeder diefer Theile gleich 


viel vom ganzen Drude R, nämlih — —, wobei 


n die Anzahl der Theile bezeichnet, vom Zapfen 
auf das Lager übertrage. Nach dem vorigen Pa⸗ 
ragraphen ift die Keibung für zwei gegenüberliegende Theile NO und N, Or: 





— R sin. 20 
mn cos. NCD 
. NP j . 
Aber cos. NCDift au — cos. ONP—= Yo wofern NP die Pro- 
jection des Theiles NO auf AB repräfentirt, und 
np — She AR, 


es folgt daher jene den Theilen N O und N, O, entfprechende Reibung: 
__ Rsin.2o n. No — —_ Esin. 20 ‚No 
n Sehne Sehne 

Um nun die Reibung. für dem ganzen Bogen ADB zu finden, hat man 
ſtatt NO den Bogen AD = !/;, ADB einzuführen, weil die Summe 
aller Reibungen gleich ift- Rei Eine 29 
alfo die Reibung in einem neuen Zapfenlager: 
‚ Bogen AD 

Sehne AB’ 
oder, wern wir den Sentriwinfel A C 72, welcher dem im Lager Tiegenden 
Bogen entipricht, — 2 0°, alfo Sehne AB—= 2AC. sin. « fegen: 

20° 











mal Summe aller Bogentheile; es folgt 


F= Rsin.20 


$. 185 
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— R sin. 2 (N) a 
— 2 sin. c 
angenommen, annähernd: 


F ‚ oder sin.20 — 23in.Q 





& 
F=Rsin.o- -—— » 
sin. 0. 


Hiernach ift die anfängliche Reibung um fo größer, je tiefer der Zapfen 
in feinem Lager liegt. Unfaßt 3. B. das Zapfenlager den halben Zapfen 
umfang, ift alſo & — !/; nm und fonad sin. «= 1, fo bat man 


F= > Rein. o, alfo — — 1,57 mal fo groß, ‚al8 beim ausgelaufenen 

Bapfenlager. Bei einem Zapfen, welcher nicht tief im Lager ruht, ift a 
8 2 

Hein, daher sin. = a — = — 4 1 — 5) zu fegen, weshalb folgt 


2 
F= ( * 5) Rsin.go, oder = Rsin._, wenn a fehr Hein iſt. 


$. 186) Poncelet's Theorem. Der Zapfendrud R ergiebt fich in der Kegel 
als Mittellraft von zwei rechtwinkelig gegen einander gerichteten Kräften P 


und @; ift alfjo = V P2 + 92. Inſofern man ihn nur zur Beftimmung 


der Reibung 
F=poR=g9VP+g: 

bedarf, kann man fich mit einem Näherungswerth deilelben begnügen, theils 
weil ſchon der Eoefficient ꝙ niemals fo ficher beftimmt werden kann umd 
von fo ſehr vielen Zufälligfeiten mit abhängt, theil® auch, weil das ganze 
Product oder die Reibung PR meift nur ein Heiner Theil ift von ben 
Übrigen Kräften an der in Zapfenlagern ruhenden Mafchine, wie Hebel, 
Rolle, Radwelle u. |. w. Der Lehrfag, welcher einen Näherungsausdruck 
von V pP? + 092 zu finden lehrt, ift unter dem Namen „das Boncelet’jde 
Theorem“ bekannt, und läßt ſich auf folgende Weiſe entwickeln: 


VPr+@=Pp Vı+(&)=rVirs 


wobei x — 2, und vorausgefegt wird, daß Q die Kleinere Kraft, alſo x 
ein ächter Bruch ift. Seen wir nun: 

| Vi+2!=u+vz, 

und beftimmen wir die Coefficienten u und v gewilfen Forderungen ent 
ſprechend. Der relative Fehler ift: 


„„Ylt#-e-vme_ ,_etv. 
- Vi+z — Vı+z 
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Tiefer Gleichung entfpricht eine Curve O SP, Fig. 276, welche für die 
Abſciſſe x = 0, die Ordinte AO = y—=1— 7— und für die Abſciſſe 


4B=1, die Ordinate BP=y—1— 7 - hat, welche ferner in 





zwei Bunkten X und N durd) die Abfciflenare geht, und bei S ihren größten 
Fig. 276. Abftand ES von diefer Are erreicht. 
Segen wir y — 0, alfo: 





0 
j ! Vi+z2=u+tvz, 
x K — N — und löfen wir biefe Sleihung in 
Beziehung auf :c auf,. fo erhalten 
s wir in 
— prrYWrvV + Vertm—1ı 
GE 


die Abfcifien AK und AN der Durdjfchnittöpunfte X und N, und aljo 
auch diejenigen Werthe, bei welchen der Fehler Null ausfällt. 
Um aber die Abfciffe A C des größten negativen Fehlers CS zu finden, 
un wir das Differenzialverhältmiß: 
_ u tr) + N "rar HN). , 
a a Bl 
(. Art. 13 der analytifchen Hülfslehren). 
Tiefer Forderung wird entfprochen, indem man 
„tr l+r)"z=v(l-4 22)%, oder 
(u+tr)e=v(l + 22) db. i ı — mn ſetzt. 


Hiernach giebt alſo die Abſciſſe AC — — die größte negative Ordinate: 


* 
Um nun weder einen großen poſitiven noch einen großen negativen 
Fehler zu begehen, ſetzen wir die drei Ordinate AO — 1 — u, 
BP=1— ie und CS = Vur +» — 1 einander gleid), und 
beitimmen hiernach die Goefficienten u und v. Es ift: 

utr d. i. — (V2 — 1) u — 0,414 u und 


k— 
V2 
2- a—= Vp?+v23d..2=u(l1 +Vı-+ 0,414), folglich 


(S=1—- ——— 





= (Van 1)-- (Vet) 
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—E 2 
1 + V 1,714 


Wir können alfo annähernd Vı+ 22 —= O SGC 0,40.x, und ebenfo 
die Mittelfraft 


— 0,96 md v — 0,414 . 0,96 — 0,40. 


R- 0,36 P-+ 040 Q 
fegen, und wiflen, daß wir hierbei höchſtens den Fehler 
+y=1-u= 1 -— 096 = 0,04 — vier Procent de8 wahren 
Werthes begehen. 
Diefe Beſtimmung fegt voraus, daß wir willen, welche von den Kräften 
die größere ift; ift ung dies nicht befaunt, fo können wir 
Vız=u(l-+n 


annehmen und befommen fo 


yz= 1 — u(l +) . 
Vı+2z 
Hier giebt nicht nur die Grenze x — O ben Fehler — 1 — u, fondern 
auch die Grenze x — © denſelben — 1 — — — 1 — u; feßen wir 


abr x — 7 — 1, fo bekommen-wir den größten negativen Fehler: 


= - (5 — 1)=—- wV2 —1l), 
und e8 ergiebt ſich durch Gleichſetzen dieſer Fehler: 


— 25 
ı+Va 23414 ° 1,2127 
wofür 0,83 gejekt wird. In pe Falle alfo, wo man nicht weiß, welde 
von den Kräften die größere ift, läßt fich fegen: 


R—= 0,83 (P-+ 9), 
und man erhält dabei den größten Fehler: 


+y= 1 — 0,83 —= 0,17 Procent — !/, des wahren Werthes. 
xXWeiß man endlich, daß x nicht über 0,2 ift, fo läßt man richtiger x gan; 
außer Acht, und fchreibt Vp + Q?—=P, ift aber x über 0,2, fo ft 
ebenfalls richtiger 
VPp2 + Q? — 0,888 P 4 0,4W . Q; 
in beiden Fällen ijt nämlich der größte Fehler ungefähr zwei Procent *). 


Der Hebel. . Die im Thigen entwidelte Theorie der Reibung findet beim 
materiellen Hebel, bei der Radwelle und anderen Mafchinen ihre Anwen 


) Polytechniſche Mittheilungen, Band 1. 
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dung. Handeln wir zunächft vom Hebel, und nehmen wir im Winkelhebel 
ACB, Fig 277, gleich den allgemeinften Fall vor. Bezeichnen wir wie 
früher ($. 136) den Hebelarm CA der Kraft P durch a, den Hebelarm 
CB der Laft Q durd b, und den Zapfenhalbmefler CH durd) r, jegen wir 

Fig 277. das Gewicht des Hebels — GG, den 
Hebelarm CE beilelben = s und die 
Winkel A PK und BQK, um welde 
die Kraftrichtungen vom Horizonte ab: 
weichen, — « und B. Die Kraft P 
giebt den Berticaldrud Psin.«, und 
die Laſt Q denfelben = Q sin. ß; e8 
ift daher der gefammte Berticalbrud: 
V=G+Psi. oa + Qsin.Pß. 
Lie Kraft P giebt auch noch den Horizontaldrud P cos. & und die Laft einen 
Gegendrud Q cos. B; es bleibt daher als Horizontaldrud H — P cos. « 
— 0 cos. B übrig, und es läßt fi) num der Totaldrud im Zapfen: 
R=uV +vH=u(G+ Psin.«-+ Qsin.ß) + v(Pcos.« — Qcos.ß) 
fegen, wobei aber der zweite Theil v (Pcos.@ — Qcos. B) nie negativ zu 
nehmen, und deshalb in dem Falle, wenn Qcos.ß -_- Pcos. & ift, das Zei» 
chen zu ändern oder vielmehr Pcos.« von Q cos. B zu fubtrahiren if. Um 
nun denjenigen Werth der Kraft zu finden, welder dem Iabilen Gleidy- 
gewichte entjpricht, fo daß beim Heinften Zufag Bewegung eintritt, feßen 
wir ftatifches Kraftmoment gleich ftatijches Laftmoment, plus oder minus 
Moment des Gewichtes der Maſchine ($. 136), fowie plus Moment der 
Reibung, alfo: 


Pa = Ob -+- Gs + @Rr 
—=)b+Gs + y(uV + vI)r, woraus folgt 
_gb + Gs + ylul@ + Qsin.d) Tv @cos. BIr Plr 


4 — ugrsin.aT vor cus.a 


Wirken P und Q vertical, fo ft einfach R= P-4Q-+ G, daher 
PAa=Qb+Gs + P(P + Q + Gyr. Iſt der Hebel einarmig, fo 
wirfen P und Q einander entgegen, dann ftaloR = P— Q+G md 
deshalb auch die Keibung Heiner. Uebrigens muß IL ſtets pofitiv in Rech— 
mung kommen, weil die Reibung Y Z nur Bewegung verhindert, aber nicht 
erzeugt. Man fieht auch hiernach, daß ein einarmiger Hebel mechaniſch voll- 
tommener ift, als ein doppelarmiger Hebel. 





Beiſpiel. Sind die Hebelarme bei dem in Fig. 277 abgebildeten Winkelhebel: 
a — 6 Fuß, b —= A Fuß, s = Y Buß und r = 11, Zoll, die Neigungswinkel 
a — 700, 8 —= 50°, ift ferner die Laſt Q — 5600 fund und das Gewicht (7 
des Hebels, — 900 Pfund, fo beſtimmt ſich die Kraft zur Herftellung des labilen 





2 


d. 
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Gleichgewichts wie folgte. Ohne Rüdfiht auf Reibung ft Pa Gs= Ob. 
daher: 


. —— I 03 — 3658 Pfund. 


Eepen wir u = 0,96 und » —= 0,40, fo befommen wir: 

u(G + Qsin.$) = 0,96 (900 + 5600 sin. 500) — 4982 Pfund, 

vQ) cos.$ = 0,40 . 5600 c08. 50° = 1440 Pfund; 

usin.a — 0,9 . sin. 70° —= 0,%2, 

vcos.« —= 0,40 . cos. 700 — 0,137. 
Es iſt leicht einzufehen, daß hier Pcos.a feiner als Qcos. ß ift, denn da annä⸗ 
bernd P— 3658 ausfällt, fo hat man Pcos. e—= 1251 Pfund, wogegen Q cos. 3 
= 3600 Pfund beträgt; deshalb nehmen wir hier für » Qcos.B und » @rcos.a 
das untere Zeichen und ſetzen: 

p — 560. 4 — 900. % + pr (4982 + 1440) 

6 — pr (0,902 — 0,175) 

Nehmen wir nun nch den NReibungscoefficienten 7 — 0,075 an, fo erhalten wir: 

pr = 0,075 . %, = 0,009375 fowie 6422 9r — 60, 
und die gefuchte Kraft: 

 __ 22400 -— 450 + 60 22010 
Mebrigens ift hier ver Verticaldruck, wenn man bie ohne Rüdficht auf Reibung 
beftimmte Kraft P — 3658 Pfund einführt: 

V = 3658 sin. 700 + 5600 sin. 500 + 900 = 3437 + 4290 + 900 

— 8627 Pfund, 


“ dagegen der Horigontaldrud: 


H = 5600 c03.50 — 3658 cos. 70 = 3600 — 1251 —= 2349 Pfund. 
Hier ift ZH > 0,2 V, daher ift richtiger: 

R = 0,888.H 4 0,4% V = 0,888. 8627 + 0,490 .2349 — 8811 
zu fegen, und es folgt fo das Moment der Reibung: 

= orR = 0,9375 . 8811 = 82,6 Fußpfund, 
und endlich die Kraft: 


p — 0 — 850 + 82,6 _ 3679 Pfund, 


6 
welcher Werth vom obigen allerdings nur wenig abweicht. 


Reibung an stehenden Zapfen. Findet bei einer Radwelle ein 
Drud in der Richtung der Are ftatt, wie e8 z. B. bei ftehenden Wellen 
in Folge des Gewichtes derſelben jedesmal der Fall ift, fo giebt es noch eine 
Reibung anf der Basis des einen Zapfens. Weil hier in allen Punkten 
Druck zwiſchen dem Zapfen und der Pfanne vorhanden ift, fo fteht diele 
Reibung der einfachen gleitenden näher, als der feither betrachteten Zapfen: 
reibung und man hat deshalb fir diefe die in Tab. II. (S. 287) aufge: 
führten Reibungscoefficienten einzuführen. Um die Arbeit diefer Reibung zu 
finden, muß man den mittleren Weg kennen, den die Baſis AB, Fig. 27%, 
eines foldjen ftehenden Zapfens bei einer Umdrehung zurücklegt. Nehmen 
wir an, daß der Drud R auf der ganzen Fläche gleichförmig vertheilt ſei, 
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fegen wir alfo voraus, daß gleich großen Theilen der Bafis gleiche Reibun- 
gen zufommen. Theilen wir nun die Bafis durch Halbmeflr CD, CE 
u. ſ. w. in lauter gleiche Sectoren oder Dreiede, wie DCE, fo entiprechen 
diefen nicht mur gleiche Reibungen, fondern auch gleiche Momente, es ift 

Kia. 278. daher nur das Reibungsmoment von einem biefer 
Dreiecke zu finden. Die Neibungen eines folchen 
Dreieds laflen fich aber als Parallelträfte anfehen, 
da fie alle tangential, d. i. winfelrecdht zum Radius 
CD wirken; und da nun der Schwerpunft eines 
Körpers oder einer Fläche nichts weiter als der Ans 
griffspunft der Mittelkraft von in dieſem Körper 
oder in diefer Fläche gleichmäßig vertheilten Parallel» 
kräften ift, fo läßt fich demnad) auch hier der Schwer: 
punkt S des Sector oder Dreiecks DCE ale Ans 
griffspunft von der aus ſämmtlichen Reibungen beffel- 
ben entipringenden Mittelkraft anfehen. Iſt nun der 


Druck auf diefen Sector, — - und der Halbmeſſer CD.— CE der Bafis 
=r, fo folgt (nad) 3. 113) das ftatifche Moment der Keibung dieſes 
Sectorß: 





‚22 


und endlich das ftatiiche Moment der —* Zapfenreibung: 
M—n.?’'sr gt — ?,@Rr. 


Zuweilen ift die fich reibende Fläche ein King ABED, Fig. 279. 
Fig. 279. Sind die Halbmeſſer deſſelben CA=rı ud OD=rs, 
jo hat man e8 mit der Beftimmung des Schwer» 
punttes S von einem Ningftüde zu thun, und erhält 
deshalb nach 8. 114 “ — 
— r) 
es), 1, 
- daher das Moment 8 Reibung: 
r? — r} 
M=Y4pR\-, 12) 


r—r 








Fuhrt man den mittleren Halbmeſſer ner — 


und die Breite des Ringes rı — r, — bein, fo erhält man dieſes Mo— 
ment der Reibung aud) 
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Die Arbeit der Reibung für eine Umdrehung des Zapfens ift im erften alle 
A=2n.?), BR — t/; ap Rr, und im zweiten: 
— b?3 
A—#, or (N — 2npR(r +5)" 

Hiernach ift auch die Reibung an den aus einem oder mehreren Ringen 
beſtehenden Hals- oder Kammzapfen zu berechnen, wenn die ſtehende 
Welle an demſelben aufgehangen iſt. 

Man ſieht auch hier leicht ein, daß wegen Verminderung dieſes Arbeits 
verluftes die ftehenden Zapfen ober Stifte möglichft ſchwach zu machen find, 
und daß mehr Arbeitöverluft entfteht, wenn unter übrigens gleichen Verhält- 
niflen, die Reibung in einem Ringe als in einem vollen Kreife ftatt hat. 

Beifpiel. Bei einer 1800 Pfund fchweren Turbine, welde in der Minute 
100 Umdrehungen macht, ift die Stärfe des Stiftes an ver Bafis 1 Zoll, wie viel 
Arbeit confumirt die Reibung diefes Stiftes in einer Secunde? Den Reibungecoeſ 
ficienten — 0,100 angenommen, erhält man die Reibung: 

pR —= 0,10 . 1800 = 180 Pfund; 
der Weg pro Umdrehung ift: ; 
— Yar=z %.314. Y, = 0,1745 Buß, 
daher die Arbeit pro Umdrehung: 
— 180 .0,1745 = 31,41 Fußpfund. 


Nun macht aber d diefe Mafchine in der Secunde 100/,, = 5/, Umprehungen; ea jelgt 
daher ver gefuchte Arbeitsverluft: 


— —* — 52,3 Fußpfund. 
ð. 159 Reibung an Spitzzapfen. Iſt der Zapfen A.BD, Fig. 280, co: 
Big. 280. niſch zugefpigt, fo fällt die Reibung größer 
aus als bei einem unten ebenen Zapfen; weil 
ſich der Arendrud A in die die Reibung erzeu— 
genden Normalfräfte, wie N, N, n. ſ. w. zer: 
legt, die zufammen größer als It allein find. Iſt 
der halbe Convergenzwinkel ADU—= BD 
— 0, fo hat man: 
IN 
— 8. c 
und deshalb die zn dieſes Spitzzapfens: 
| R 
oo” sin. 
Pezeichnet man nun den Halbmeffer CA— CB des Zapfens an der Stelle 
des Eintritts in die Pfanne durch 71, fo hat man nad} dem Obigen, das ſta— 
tifche Reibungsmontent: 

















R kr 
nd — 








$. 189,] Die Widerftände der Reibung und Steifigkeit ıc. 315 





Tr — 0 4 — — 
oder, da ee der Kegelfeite DA — u ift, daſſelbe auch: 
M — 2/, oO R U. . 


Läßt man diefen Zapfen nur wenig in die Pfanne eintauchen, jo wird bie 
Arbeit Jeiner Reibung Meiner als bei einem Zapfen mit ebener Bafis und 
deshalb die Anwendung des Spigzapfens dennod von Nugen fein. It z. B 

u a Bee alfor, = !rsin.a, 
sin. 2 
ſo giebt der Spitzzapfen mit dem Halbmeſſer r, nur halb fo viel Arbeitöver- 
luft durd) die Reibung al8 der eben abgeftumpfte Zapfen mit dem Halb- 
mefler r. 

Bildet der Stift einen abgefürzten Kegel, Fig. 281, fo findet Reibung 
an dem Mantel und an der Abſtumpfungsfläche ftatt und es ftellt ſich das 
ttatifche Keibungsmontent 

eh ‚, 9 R 
— (ri sin. ) er 
heraus, wenn r ben Halbmefler U.1 an der Stelle des Eintritted in bie 
anne, r, den Halbmeſſer D F an der Bafis und ao den halben Conver- 
genzwinfel bezeichnet. In Folge des großen Seitendrudes N wird die Pfanne 
bald fo ftarf abgerieben, daß endlich nur Trud auf der Bafis FF übrig 
bleibt und das Moment der Keibung M — ?/;@ Rr, ausfällt. 


Big. 281. Fig. 282. Big. 283. 





Be =. 7 * — | 
a [ ” f 
— 4 FR 

. Y + A" * * 3 
De = 


„As 


— 
Mus | 
I) 


a 











Sehr oft jind endlich noch die — Zapfen oder Stifte, Fig. 282 
und Fig. 283, abgerundet. Wenn auch durch dieſe Abrundung die Rei— 
bung felbft keineswegs vermindert wird, fo läßt fich doch dadurd) eine Vermin- 
derung des Reibungsmomentes erzielen, daß man die Tiefe des Eintauchens 
in die Pfanne herabzieht. Set man eine kugelförmige Abrundung voraus, 
jo erhält man mit Hülfe des höheren Calcüls für eine Halbfugelförmige 
Pfanne da8 Moment der Reibung: 

M = = : Rr; 
fowie file die ein niedriges Segment bildende Pfanne annähernd: 


rı\? 
M = 25 I + 0,3 ( | pRrı, 





1% 


fer Zeit aufzehrt: 
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wenn r den Sugelhalbmefler MA — MB, und r, den Pfannenhalbmefler 
CA = CB bezeichnet. 
Anmerkung. Bei ven Körnerſpitzen ADB, Fig. 284, an ven Drebbanfipin: 
Fig. 284. deln zerlegt fih der Drud R rechtwinkelig 
gegen die Arenrihtung DX in einen Nor: 
maldruf N und einen Seitentrud S ya: 
rallel zur Are. Gelten diefelben Bezeich⸗ 
nungen wie oben bei dem Spißzapfen ſtehen⸗ 
ver Wellen, fo hat man: 


N = — und S—=R tang.«. 
cos. « 


Das Moment der Reibung, welde aus 
N entiprinat, if: 
Rr, 


M= oN. %,r, — WER, ER 


oder ar, = CA= DA sin. ADC 
= asin.« it, wenn a die Länge CD des eingelegten Zapfenſtückes bezeichnet, 
M = 2%,» Ratang.«. 

Die Seitenfraft S wird ganz oder zum Theil durch eine Begenfraft S, an ber 
anderen Spitze aufgehoben, 

Beifpiel. Wenn das Gewicht der armirten Welle eines Pferdegöpels, 2 — 6000 
Pfd., der Halbmefler feines conifch gefpisten Stiftes, = r = 1 Zell und der Gen: 
vergenzwinfel 2a des legteren, — 90° ift, fo beträgt das ſtatiſche Moment ver 
Reibung an diefem Stifte: 

1 

M=%.P. — = % .0]1 Bull . — = mE — 47,1 Außpfunt. 

Macht dieſe Welle mwährenn des Ausforderns einer Tonne aus der Grube 
= u = 24 Umdrehungen, fo ift die Arbeit, welche die Reibung am Stifte in die 


A=2nu.%F7 —T =2n.21.47,1= 7108 &ußpfunt. 








Der sogenannte Antifrictionszapfen. Unter der PVorausfegung, 
daR ber ariale Drud eines ftehenden Zapfene AB BA, Fig. 285, ber 
fig. 285. Querſchnittsfläche proportional iſt, 

% können wir den Berticaldrudf pro 

Quadratzoll Querſchnitt, R, — r 
fegen, wofern R den ganzen Bertical- 
oder Arendrud, und G den Inhalt 
der verticalen Projection AD DA 
der ganzen Reibungsflähe ABB A 
ri bezeichnet. Iſt num & der Neigung 
ET- winkel CZ'O des Flächenelementes 
O gegen die Are CT’ des Zapfens, 
jo folgt der Normaldrud, welchen der 
Zapfen pro Duadratzoll Querfchnitt 
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gegen das Lager ausübt, N, — ** daher die entſprechende Reibung 


— — —E 
R yN 9 inc sin.a Gesina’ 
umd wenn noch y den Abftand ober Reibungshalbmefjer MO bezeichnet, das 


Moment diefer Reibung: 
Fy- 





R y 
‚ G sin.’ 


oder, da — — der Tangente O T ift, auch 
sın. & » 





R — 
Fy=975' OT. 


Sol, um ein gleihmäßigee Abführen des Zapfens und feiner Pfanne 
zu erlangen „da Moment F y an allen Stellen des Zapfens daſſelbe fein, 
jo muß folglic) die Tangente OT längs der ganzen Erzeugungscurve A OB 
bed Zapfens eine und biefelbe Größe a haben, und es ift daher dann das 
Moment der Reibung des ganzen Zapfen: 
M=Fy.G=9Ra. 
Die Curve AOBmit conftanter Tangente O T, vom Berüihrungspuntte 
O bis zur Are C X gemeſſen, ift eine Tractorie oder Zuglinie, und entfteht, 
wenn ein auf einer horizontalen Ebene liegender ſchwerer Punkt A, Fig. 286, 
Big. 286. duch einen Faden AC in Bewegung 
geiegt wird, defien Ende C auf einer gera- 
den Linie C X fortrüdt. Diefer Faden 
bildet Hier die conftante Tangentenlinie 
AC=a.l=ß2=y3u ſ. w. 
— a. Um dieſe Curve zu conſtruiren, 
errihte man CA = a rechtwinkelig 
auf die Are COX, nehme in CA, « 
nahe bei A an, trage al =a auf, 
nehme 4 in @1, nahe bei & an, trage 
B2 = a auf, nehme wieder in dieſer 
Linie y nahe bei 4 an, trage 73 = a 
auf u. ſ. w.; endlich führe man einen 
die Seiten Aa, aß, By, y6... 
n. |. w. berlihrenden Zug. Derfelbe giebt 
die Zuglinie um fo vollfommener an, 
je Heiner die Stüde Au, «ß,By,yÖ... 
u. ſ. w. ſind. Her Schiele nennt diefe Linie die Antifrictiondcurve 
(j. The Practical-Mechanics Journal, Juniheft 1849, überſetzt im polyt. 
Eentrafblatt, Sahrgang 1849). 





X 
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Laßt man, wie Fig. 285 darftellt, die Antifrictionsenrve am Umfange der 
Welle rechtwinfelig auslaufen, fo ift der größte Reibungehalbmefler CA=r 
zugleih die conftante Tangente «, und daher das KReibungsmoment 
M —= $Rr, ganz unabhängig von der Ränge des Zapfen. Bei ber ebe 
nen Reibungsfläche A A von dbemfelben Halbmefler ift da8 Reibungsmoment 
M, = ?/,ypRr, alfo um ein Drittel Heiner, und vermindert ſich im Laufe 
der Zeit noch mehr, da hier der äußere Umfang meht abgeführt wird als ber 
innere, und die Berührungsfläche noch Heiner ausfällt. 

Man conftruirt auch Hähne und Hahngehäufe nach der Antifrictions⸗ 
curve, da hier diefelben Verhältniffe vorfommen, wie bei den Stehzapfen. 

Anmerfung. Wenn fih der Zapfenprud R fo vertheilt, daß die Größe ver 
Abnutzung, in der Richtung diefes Drudes gemeflen, an allen Stellen des Zapfen⸗ 
umfanges gleich groß ausfällt, jo iſt \ 

NıYı _ NY _ N3% .., 


sin. a) IN. Gg RN. Gy 
alfo für den coniſchen Spitzzapfen, wo 
y1=y=y. =; NY = N = Ny-- 


Bezeichnen ferner O,, 0 O, - + die Oberflächentheile, in welchen die er: 
maldrüde N,, No, N; .. + wirfen, fo hat man: 
R=N, 0, sin.a, + N; O5 sin.ag + N, O5 sin. es +: 
alfo für den coniſchen Spikzapfen: 
R = (N, Ö, + N, OÖ, + Ns O, + ...) sin. cc zu ſetzen. 
Die Flaͤchentheile O,, Og, Os’: laſſen ſich ale Ringe von einer und derſelben 


„ac, R 
Höhe m: ber Breite Per 





a und den Halbmeflern %Y,, Yo, Yg u. f. w. anfeben; 


es ift daher: 
h h 
Ö, = 2ny Nsın.a’ 0,=2ny —— nsın.a’ ‚ many nn u. ſ. w. un 
Q= * 0, (= * O, u. ſ. w., ſowie 


N, Ö, — N, 0% = = N, Os · · .. und R = n.N, 0, sin. dt, 
Es find alſo unter der gemachten Borausfegung die Normalvrüde in gleich heben 
Ringen des Zapfenumfangs gleich groß. 


Umgefehrt folgt N, 0, = ann? und daher das Moment ver Zapfenreibung: 
— O,yı+ N3 09 + Ns 0,4 + )=#N, 0, Yıt+Ya+:--+y-) 

= Mrnt: ty). 

Hut man es mit einem abgeRumpften Kegelzapfen zu thun, deſſen beiden 
Halbmeſſer nr, und nr, fi, pfityy ty Pen En zu feßen, 
jo daß fh M = Rn H+tn) 


2 sın. a ergiebt. 
aRr, 


2sın.a, 


Für den vollßändigen Spikzapfen, wo 13 = 0 ift, folgt daher R -- 








während wir oben (8.139), M — %, 1- en — gefunden haben. 
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©. den Auffag von Herrn Neye zur Theorie der Zapfenreibung in Band 6 
des Eivil-Ingenieur, fowie den betreffenden Auflab vom Heren Director Grashof 
in Band 5 der Zeitfchrift des Vereines deutfcher Ingenieure. 


Reibung an Spitzen und Schneiden. Um bie Arenreibung dre- 8. 191 
hender Körper möglichſt zu vermeiden, unterftit man diefe durd) zugefpigte 
Stifte, Scharfe Schneiden u. f. w. Hätte man es hierbei mit vollkom⸗ 
men ftarren und unelaftifchen Körpern zu thun, jo wiirde bei diefer Methode 
des Aufhängens oder Unterftligens gar fein Urbeiteverluft in Folge der Rei⸗ 
bung entftehen Können, weil bier von der Reibung kein meßbarer Weg zuriid- 
gelegt wird; allein da jeder Körper eine gewiſſe Klafticität befigt, fo wirb 
beim Aufliegen eines folchen auf einer Spige oder Schneide ein Feines Ein- 
drüden berfelben eintreten und ſich dadurch eine reibende Fläche herausftellen, 
auf welcher von der Reibung Wege befchrieben werden, die allerdings zu 
einem, wenn auch nur fehr feinen Arbeitöverlufte Veranlaſſung geben. Bei 
lange anhaltenden Drehungen und Schwingungen der auf diefe Weile unter- 
fügten Körper ftellen ſich ſolche Reibungsflächen ohnedies nod) ein in Folge 
des Abreibens der Spige oder fcharfen Kante, und es ift dann die Reibung 
nach dem Früheren zu beurtheilen. Dan wendet aus diefem Grunde diefe 
Unterftiigungsntethoden auch nur bei Inftrumenten, wie bei der Bouſſole, 
Wage u. |. w. an, wo es auf die Herabziehung der Reibung weſentlich an- 
fommt und nur von Zeit zu Zeit Bewegungen zugelaflen werden. 

Verjuche über Reibung eines auf einer harten Stahlipige ruhenden und 
um diefe drehbaren Körpers hat Coulomb angeftellt. Nach diefen Perfu- 
hen wächſt diefe Reibung etwas ftärker als der Drud und verändert ſich mit 
der Stärke der Zufpigung bes unterftigenden Stiftes. Sie ift bei einer 
Granatfläche am Heinften, größer bei einer Achatfläche, größer bei einer Fläche 
von Bergkryſtall, noch größer bei einer Glasfläche, am größten aber bei 
Stahlflächen. Bei fehr Meinem Drude, wie bei der Magnetnadel, kann der 
Stift bi8 auf 10% bis 12° Konvergenz zugefpigt werden. Iſt der Drud 
aber groß, jo muß man weit größere Convergenzwinkel (30° bis 450) an- 
wenden. Die Reibung ift Heiner, wenn der Körper mit einer ebenen Fläche 
auf einer Spige ruht, al® wenn er mit einer conifchen oder ſphäriſchen Höh- 
lung auffigt. Bei einer fcharfen Schneide, wie fie bei Wagebalfen vorfommt, 
finden jedenfalls Ahnliche Beziehungen ftatt. Schwer zu belaftende Wage- 
balfen befommen fchneidige Axen von 90% Konvergenz, leichte Wagen können 
eine Schärfung von 30° vertragen. 

Nimmt man an, daß die Nadel AB, Fig, 287, am Stifte FÜGE die. 
Spige DCE von ber Höhe CM — h und den Halbmefir DM —= r 
angedrücdt habe, und fegt man voraus, daß das Volumen !/; mr?h dem 
Drude R proportional fei, jo läßt fi) das Maß der Reibung auf folgende 
Beife finden. Segen wir Y/;rr?" = uR, wo u cine Erfahrungszahl 
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ift, und führen wir den Convergenzwinfel DOE— 2. ein, fegen alſo 
h = r.cotg.«, fo erhalten wir den Halbmefler der Baſis: 


— er Rtana. ® ui 
— 


4 
Rr — — pe —— lang. 0 — - Ve V R*tang.o x. 


Hiernach iſt alſo anzunehmen, daß die Reibung auf einem Stifte mit der 
Cubikwurzel aus der vierten Potenz des Druckes und der Cubikwurzel aus 
der Tangente des halben Convergenzwinkels gleichmäßig wädjft. 


Fig. 237. Fig. 288. 





Ebenſo läßt ſich das Maß der Reibung eines Balkens AB, Fig. 288, 
finden, welcher über einer ſcharfen Kante CC, ofeillirt. Iſt « der halbe 
Convergenzwintel D CM, T die Länge CC, der Schneide und R der Drud, 
fo ergiebt jid) da8 Maß des Keibungsmomentes: - 


v®@ tang. &)? 
—— 


Wälzende Reibung. ‘Die Theorie der wälzenden Reibung iſt noch 
feineswegs feit begründet, man weiß, daß diefe Reibung zunimmt mit bem 
Drude und daß fie bei einem Hleineren Durchmeſſer der Walze größer ift als 
bei einem größeren Durchmeſſer; in welcher algebraifchen Abhängigfeit diele 
Reibung aber zum Drude und Durchmeſſer des ſich wälzenden Körpers fteht, 
kann noch nicht al8 ausgemacht angefehen werden. Coulomb machte nur 

Fig. 289. einige Verſuche mit 2 bis 12 Zoll 
diden Walzen aus Guajac (Poden-) 
oder Franzoſenholz und aus Ulmen: 
holz, die er auf Unterlagen von 
Eichenholz wälzen ließ, indem er die 
Enden eines dünnen, um die Walze 
AB gelegten Fadens durch ungleiche 
Gewichte P und Q, Fig. 289, an 
Ipannte. Nach den Ergebniſſen dies 
jer Verſuche ſcheint die wälzende Rei⸗ 
bung dem Drude direct und dem 


L 
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Ducchmefier der Walze umgekehrt proportional zu wachſen, jo daß die Kraft 
sur Ueberwindung der wälzenden Reibung durch *— f * auszudrücken 


it, wenn R den Druck, r den Halbmeſſer der Walze und / den durch Ver— 
juhe zu ermittelnden Reibungscoefficienten bezeichnet. Giebt man r in 
preuß. Zollen, jo ift nad) diefen Verſuchen 
für die Walzen aus Podenhol; /f = 0,0184, 
fir die aus Ulmenholz f —= 0,0311. 
Für gußeiferne Räder von 20 Zoll Durchmeſſer, welche auf gußeifernen 
Scienen faufen, fand der Verfaſſer: 
7 — 0,0178, und Herr Sectionsrath Rittinger 
F = 0,0187. 
Nach Pambour ift für Eijenbahnräder von ungefähr 38 Zoll Höhe: 
f = 0,019 biß 0,021. 


‘ 


Die Formel F = f * ſetzt voraus, daß die Kraft F zur Ueber⸗ 


windung der Reibung an einem dem Walzenhalbmeſſer gleichen Hebelarm 
HC = HL— r wirke, und daher mit der Walze einerlei Weg zurück⸗ 
lege; wirft diejelbe aber an einen Hebelarm HK — 2r, fo ift auch ber 


Weg derjelben doppelt jo groß als der der Walze auf der Bahn, und daher 
die Reibung: 


Pe r=f-. 
) 


Die Gleihgewichtsverhältnifle der wälzenden Reibung find auf folgende 
Weiſe zu beurtheilen. In Folge des Drudes Q ber Walge ACB auf die 
Baſis A O, Fig. 290, drückt ſich die legtere etwas zufammen, und es ruht 
deshalb die Walze nicht im tiefjten Punkte A, fondern in einem etwas vor- 
wärts gelegenen ‘Punkte O auf. Berlegt man nun die Angriffspunfte A 
und B der Kräfte Q und 2’, wovon F' die zur Ueberwindung der Reibung 
nöthige Umdrehungskraft bezeichnet, nach dem Durchſchnitte D, und con- 

Fig. 208. ſtruirt man aus Q und F das Kräfte— 

D parallelogramm;, jo erhält man durch deſſen 

Diagonale DR die Kraft R, mit welcher 

die Walze in O auf ihre Unterftiigung 
drückt, und es ift daher zur Erhaltung des 
Gleichgewichts nöthig, daß die Kraftmomente 
eines Winfelhebeld AON einander gleich 
find. Set man nun den Abftand ON des 
Stitgpunftes O von der Richtung der Kraft, 
— a, und die Entfernung 0 M beijelben 


Punktes von der verticalen Schwerlinie de# 
Veiſdach's Lehrbuch der Mechanik. 1. 21 
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Körpers — f, fo hat man folglich: 
Fa = of. 
und daher die geſuchte Reibung: 
— 
— — — Q. 
Der: Hebeların f ift eine Erfahrungsgröße und fo klein, daß ftatt « auch 
der Abftand des Fußpunktes A von der Richtung der Kraft F, ſowie ftatt 
Q der Gefammtdrud 7 eingefegt werden kann. 


Hiernad) ift FF ER, und folglid,) in dem Falle, wenn die Kraft hori— 
zontal wirft und durch den Mittelpunkt € geht, alfo u = r ift: 
== {Rp 
r 


und dagegen dann, wenn diefe Kraft im Scheitel X der Walze tangential 
wirkt, a =- 2 r, und daher: 
| F 
= 5 R. 

Der fogenannte Reibungscoefficient / der wälzenden Reibung ift 
folglich keine unbenannte Zahl, fondern eine Linie, und muß daher mit a in 
gleichem Maße ausgedrückt werden. | 

Wird ein über Walzen C und D, ig. 291, fiegeniee Körper ASB 

fortgezogen, fo fällt die erforderliche Kraft P ſehr klein aus, weil nur zwei 
Fig. 291. wälzende Reibungen, nämlid) die 
zwiſchen AB und den Walzen und 
die zwifchen den Walzen und ber 
Bahn HK, zu überwinden find. 
Vebrigens ift der progrefjive Meg 
der Walzen nur halb fo groß ale 
der Weg der Laſt R, und es jind 
deshalb beim ferneren Yortgehen im« 
mer wieder neue Walzen vorn unter: 
zuſchieben, weil die Berlihrungspunfte A und B zwiſchen den Walzen und 
dem “Körper AB vermöge des Wälzens ebenfo viel rückwärts gehen, als die 
Are der Walze vorwärts. Hat ſich die Wale AM um den Bogen AO 
gedreht, jo ift fie auch um einen diefem Bogen gleichen Weg A A, vorwärte 
gegangen und O mit O, in Berührung gefommen, der neue Berlihrunge 
punkt O, aljo um AO, — AO Hinter dem vorigen (A) zurücgegangen. 
Bezeichnet man die Koefficienten der Reibung auf HK und AB — und 
Fi, jo hat man die Kraft zum Fortziehen der — R: 


P=(f/+/) = 
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Anmerfung. Die von Morin in großer Ausdehnung angeftellten Verſuche 
über den Widerſtand der Wagen auf Straßen flimmen mit dem Geſetze, wonad) 
dieier Widerſtand mit dem Drude gleihmäßig und mit der Dicke der Walze umge: 
fehrt wächft, überein. Gin anderer franzöflicher Ingenieur, Dupuit, hingegen lei: 
tet aus feinen Verſuchen ab, daß die wälzgende Reibung zwar dem Drude birect, 
aber übrigens nur der Quadratwurzel aus dem Walzenhalbmeffer umgefehrt pro: 
vortional wachſe. Die neueren Verſuche von Poiree und Sauvage mittelft Ei⸗ 
\enbahnwagen führen ebenfalls darauf, daß die rullenve Reibung umgefehrt wie bie 
Quadratwurzel des Maphalbmeflers wählt. S. Comptes rendues de la societe 
des ingenieurs civils à Paris, 5. et 6. année. Beſondere theoretifche Anfich- 
ten über wälzende Reibung findet man in v. Gerfiner’s Medhanif, Bd. 1. $. 537, 
un? in Brir’ Abhandlung über die Reibung, Art. 6, entwicelt. Ausführlicher 
wich hierüber im dritten Theile bei der Förderung auf Straßen und Schienenwegen 
gehandelt. 


Seilreibung. Wir haben num die Reibung eines biegfamen Körpers 8. 19: 
Fig. 292. fennen zu lernen. Wird ein Übrigens voll 

kommen biegjames, durd) eine Kraft Q an- 
gefpanntes Seil um die Kante C eines 
feften Körper8 ABE, Fig. 292, gelegt 
und dadurd um einen Wintel DU B= ua® 
von feiner anfänglichen Richtung abgelentt, 
fo entfteht in diefer Kante ein Druck R, aus 
dem wieder eine Reibung F' hervorgeht, 
welche verurſacht, dag die Kraft P zur 
Herftellung eines Tabilen Gleichgewichtes 
größer oder Kleiner al8 Q ift. Der ‘Drud 
. ft (&. 77): 

R=-VPr+rgQ— 2P0%.cos. «, folglid) die Reibung: 

F=o9 Vp + Q? — 2PL cos... 


Setzen wir nun nd P—=Q + Fwb P annihernd — 02420 7F, 
ſo erhalten wir: 


F=9VQ? 2F + 02 — 20? cos. @— 2FQ cos. 
= gpV2(1—cos.0) (®+QF)= 29 sin. ZV@+gr 


wofür wieder — 2 9 sin. (Q+1'F) anzunehmen ift, wenn man von 





der Quadratwurzel nur die erften zwei Glieder berüdfichtigt. Jetzt ergiebt ſich: 
F=pFsin.- +29 Qsin.—, 


folglich die geiuchte Reibung: 
21° 
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« 
2 9 Q sın. 7 
F — ——— woflir meift geniigend genau 


F—298Qsin. * (1 +9 sin. *). und jogar fehr oft 


F—= 2p Q sin. 


gejegt werden fann, wenn der Ablenkungswinfel & Hein ift. Um aljo dae 
Seil über die Kante. C wegzuziehen, ift eine Kraft 


.& 
. 2 oS$n. 75 
P=Q+F=|1 4 ——— |Y 

1 — psin. 2 
nöthig, und um umgelehrt, durch das Seil das Niedergehen der Laſt 9 zu 
verhindern, ift eine Kraft 

/ a 
2 9 sin. 2 
Pi Q: [1-4 —— 
‚1- psinZ 


erforderlich; annähernd läßt ſich 
P= 1 42psin. 5 (1 + 9® sin. «)| Q, oder nod) einfacher: 


r=(1 29 sin.S) Q und 
— — — 
14 295m. (1 + 9psin. 2) 


Pı = — — — (1 —2psin. 2) Q fegen. 
1+ 29 sin. 7 

Geht das Seil über mehrere Kanten, ſo laſſen ſich durch wiederholte 
Anwendung dieſer Formeln die Kräfte P und P, am anderen Seilende 
ebenfall8 berechnen. Nehmen wir den einfachen Fall an, daß das Zeil 
ABC, Fig. 293, um einen Körper mit » Kanten gelegt fei und an jedei 
Kante um denfelben Fleinen Winkel & abgelenft werde. Die Spannling im 
erſten Seilftüde ift: 


Qı =(1 +29 sin. 5) 0, 
wenn die des Endes -—- Q beträgt; die des zweiten- 


P.-= ,‚ oder: 
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2 
a —lı +29 sin.) Qı = (\ +29 sin.%) dÖ, 
die des dritten: 
. 0 — 0&\? 
(1 +29 sin.) A —— (i +29 sin.) Q, 
daher allgemein, die Kraft am Ichten Ende: 
P— (1 +29 sin. ) Q, 
imfofern e& auf eine Bewegung in der Richtung der Kraft P ankommt. 
Lertaufcht man 7’ durd) Q, fo erhält man dagegen die nöthige Kraft: 
pP = VE EN 
( +2 9 sin. 
wofern nur eine Bewegung in dev Richtung von Q zu verhindern ift. 
Fig. 293. Fig. 294. 


pn L 





Die Reibung ift in einem Falle: 
¶ n 
F=P-— a=|fı + 29 sin.©) -1]) Q, 
und im zweiten: 


F=-0-P= RK +29 sin. \-ı] P, 


> ı = (i 429 sin. — Q. 


Diefelben Formeln finden aud) ihre Anwendung bei einem um einen Ci 
linder gewicelten, geglieberten Körper, z. B. bei einer Kette ABE, Fig. 294, 
wo dann » die Zahl der aufliegenden Glieder angiebt. Iſt die Yänge AB 
eined Kettengliedes — 1 und bie Entfernung CA der Are A eines Öliebes 
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von dem Mittelpunkte U des bedeckten Kreisbogens, — r, fo hat man für 


. . & l 
ben Ablenfungswinfel DBL—= ACB= «a, sin. 3m 
Beifpiel. Wie groß ift die Reibung am Umfange eines 4 Fuß hohen Rapes, 
wenn bdaflelbe von zwanzig 5 Zoll langen und 1 Zell dicken Gliedern einer Kette 
bevedi wird, deren eines Ende feitgebalten und deren anderes Ende mit 50 Pfund 
Kraft angefpannt wird? Hier if: 


5 5 
) — . 
P, = 50 Pfund, n = 20, sin. = sF1 5 


ſetzen wir nun neh für ꝙ den mittleren Werth 0,35 ein, fo erhalten wir vie Rei⸗ 
bung mit ver die Kette dem Rade in feiner Umdrehung entgegenwirft: 


=[(1+2.08.5) -1|:»=[(ı +9)" - |.» 


15 20 j 
-[(7) — ] . 50 = 294.0 = 149 Pfund. 


. 194 Liegt ein gefpanntes Seil AB, Fig. 295, um einen feftliegenden, cylin- 
drifch abgerundeten Körper ACB, fo läßt fid) die Reibung durch die 

Fig. 296. im vorigen Baragraphen gefundene Kegel ebenfalle 

finden. Es ift hier der Ablenfungswinfel EDB 
— a’ — dem Gentriwinfel ACB des Seil 
bogens AB; theilt man bemfelben in » gleiche 
Theile und fieht man den Bogen AB als aus n 
geraden Pinien beftehend an, fo erhält man auch 


u 
n Eden, jede mit der Ablenkung —, und deshalb 
die Gleichung zwifchen Kraft und Laſt wie im 
vorigen Paragraphen: 


A n 
P= ‘ IN. — , 
(i +29 sin 3) Q 





—A IL (3 
Wegen der Kleinheit des Bogens * läßt ſich aber sin. 3," 7, jegen, 


weshalb fich 
P= ( 1 + Fey herausſtellt. 


Bedient man ſich nun noch der binomiſchen Reihe, ſo erhält man: 


— ——— 
—— — — 
oder, da n fehr groß iſt, aſſo — 1 — n—2=n—3...=n 
gejegt werden kann: 
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— rt) Q. 


x3 
— ⸗ 
Run it aber IH 2 +”, 793 


zahl 2,71828 . . . des natürlichen Logarithmenſyſtemes bezeichnet (f. analyt. 
Hulfslehren, Art. 19), es läßt ſich daher auch fegen: 
P= e?“', Q, wie Q = Pe“, und umgekehrt: 


= = (Im. P — Log. Q). 


Sieht man den Seilbogen nicht in het von 7, fondern in Graben, fo 


zu fubftituiren, drückt man ihn endlich durch die 


— exr, wo e die Grund» 





a—= I 109. nat. 
p 


a 
180°" 
Zahl u der Umfchläge aus, fo hat man & — 27 u zu feßen. 

Die Formel P = e?*.Q giebt an, daß die Seilreibung F—= P— Q 
auf einem feftliegenden Cylinder gar nicht vom Durchmeſſer deilelben, fon» 
dern nur von der Anzahl der Seilumfchläge abhängt, zeigt aber auch, daß 
ſie leicht außerordentlich vergroßert und faſt bis ins Unendliche geſteigert 
werden kann. Setzen wir @ == !/,, fo befommen wir: 


hat man « — 


für ’', Ummwidelung, P — 1,69 © 

„ı „ Pr — 2,85 Q 

„ı n P=812Q 

» 2 n P —= 65,94 Q 

„4 n P — 4348,56 Q u. f. w. 


(Anmerkung) Aus ver Gleichung P = (1 + 2psin. =) Q in $. 193 
telgt: i 
P-V)= 2 p8in. Q), 


eder, wenn man ftatt @ das Begenelement da, und ftatt P— Q den entipredhens 
ten Zuwachs 3 J? ver veränderlichen Seilfpannung P einführt und Q = P fekt: 
P= 29% P, ever zT = pda, 
und man erhält durch Integration ſogleich: 
In.P=9«a«-+ Con. 
Anfangs it « = O und P= Q, daher: 


In.Q@=0-+ Con. un In.P - In.Q = Ln. (5) = 9a. 
weraus ſich durch Umkehrung die obige Gleichung: 
G = er oder Pze’"g 
ebenfalls ergiebt. 
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Beispiel. Um eine große untheilbare Laſt P von 1200 Pfund von einer ge: 
wiflen Höhe, 3. B. in einem Schachte, herabzulafien, widelt man das Seil, woran 
Rig. 206. diefe Kart hängt, um einen feitgeflammer. 

ec ten runden Stamm AB, Fig. 246, 13; 

iz mal herum und hält das übrig bleibende 
Sceilende in ter Hand. Mit welder 
Kraft iſt num dieſes Seilende anzufpan: 
nen, damit die Laſt langjam und gleid: 
formig niederjinfe? Setzen wir auch hier 
p — 0,5, fo erhalten wir dieſe Kraft: 
Lu — 05. ıl an 


O0=Pr —=1200.e N 


—12W0.c ® 
alfo: 


7 


Loy. nat. = Loy. nut. I200 -7 A 


— 7,001 — 2,5918 
— 4,4983, oder 

Log. Q = 1,9536, 
daher Q = 89,9 Bfunt. 
§. 195 Steiflgkeit der Ketten. Legen ſich Seile oder gegliederte Kör: 
per u. f. w. um eine Rolle oder um den Umfang eines um eine Are dreh» 
baren Cylinders, fo hört die im vorigen Paragraphen betrachtete Zeil: 
oder Kettenreibung auf, weil nın der Nadumfang mit den Seile einerlei 
Geſchwindigkeit annimmt, dafiir ift num aber eine Kraft zum Umbiegen 
beim Auflegen auf die Nolle, und nad) Befinden auch eine ſolche zum Auf: 
biegen beim Abwiceln von der Rolle, aufzumwenden nöthig. 

Iſt e8 eine Kette, die fi im eine Trommel widelt, jo befteht der 
MWiderftand „des Auf und Abwidelne in einer Reibung der Kettenbolzen, 

Big. 297. | indem legtere in ihren Yagern 

um gewiſſe Winkel gedreht wer: 
den. Iſt 4, Sig. 297, das 
eine und RG das nädjitfol- 
gende Kettenglied, ift ferner € 
die Drehungsaxe der Roll, 
worauf fich die durd) die Yatt 
C ausgeſpannte Nette auf 
widelt, jind endlih CM und 
(!N Perpendikel, gegen die 
Yängenaren der. Glieder AB 
und BG gefällt, fo ft MCN 
— «9 der Winkel, um welchen 
jich die Kolle dreht, während 
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ji ein nened Glied auflegt, und auch zugleich der Winkel XBG — 180° 
— ABG, um welchen fich bei diefem Auflegen das Glied BG mit feinem 
Bolzen BD in dem Gliede AB umödreht. Ber dem SHalbmefler BD 
= BE=r, des Bolzens durdjläuft der Drud- oder Reibungspuntt D, 
während fich ein Stettenglied auflegt, einen Bogen DE = re, und «8 
h folglich die hierbei verrichtete Arbeit der Reibung 9, Q im Punkte 

D,=g,Q.r,«. Fulr die Kraft P, zur Ueberwindung diefer Reibung, 
in der Richtung der Längenaxe BG wirfend, angenommen, erhält man 
den gleichzeitigen Weg s — CN mal Bogen des Winkeld MON -- UN.« 
und daher die Arbeit = P,.CN.«; es ergiebt ſich daher durch Gleichſetzen 
beider Arbeiten Pꝛ, CN.e — 9,.Qrı@ und die gefuchte Kraft, wenn 
man noch den um die halbe Kettenftärke vergrößerten Halbmefler CN der 
Trommel durch « bezeichnet: 


"j 





h=p4 nn 
Ohne Ruckſicht auf alle Reibungen wäre die Kraft zum Umdrehen der Rolle: 
P-—-Q, 


mit Rüdjicht der Reibung beim Aufwickeln der‘ Kette ift jie gber: 
’. 
P=g+r=(1+92)o 


Widelt fich die Itette von der Trommel ab, fo findet ein gleicher Aider- 
itand ftatt; wenn alfo, wie bei den fogenannten Leitrollen, ein Auflegen 
auf der einen Seite und ein Abwickeln auf der anderen ſtatthat, ſo iſt die Kraft 


P— (1 + 2) O. oder annähernd — (1 + 29) d. 


Iſt endlich nod) der Zapfendruck — KR, und der Zapfenhalbmeſſer — r. 
io folgt die Zugfraft_ bei Berücjüchtigung aller Hindernifle: 


P=(1+292)0+9% RR. 


Peiipiel. Wie groß iſt vie Kraft P am Ende einer um eine Rolle LOB, 
ig. 2085. Zig. 298, geichlagenen Kette, wenn die vertical nieder: 
ziehende Laſt Q — 110 Pfund, Das Gewicht der Rolle 
fanımt Kette, 50 Pfund beträgt, der bis zur Mitte ver 
Kette gemeſſene Halbmeſſer « der Rolle, = 7 Zoll, ver 
Halbmeifer des Zapfens ( FJ — °% Zell und ver Halb⸗ 
meſſer der Kettenbolzen, — %, Zell mißt? Segen wir 
die Neibungsceefficienten 7 2 =0075 dp, =0,15, 
fe erhalten wir nach ber legten Formel die Kraft: 


P=(142.0,15,5,)1104.0,075. 2,0110 L 50-42), 
oder, wenn wir rehts P—=110 annähernd annehmen: 
P = 1,016 . 110 + 0,0067 . 270 = 111,76 + 1,81 = 118,6 Pfund. 
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. 196 Steifigkeit der Seile. Beim Umbiegen eines Seiles um eine Rolle, 
oder beim Aufwickeln deſſelben auf eine Welle, tritt die Steifigkeit (franz. 
roideur; engl. rigidity) deffelben ale ein der Bewegung defjelben entgegen: 
geſetztes Himerniß hervor. Dieſer Widerſtand hängt nicht allein von dem 
Stoffe ab, aus dem das Seil gefertigt ift, ſondern auch von der Zuſammen⸗ 
fegungsweife und von der Stärke des Seiles, und läßt ſich deshalb nur auf 
erperimentellem Wege ermitteln. . 

Berfuhe zu diefem Zwede find vorzliglidh von Coulomb, und in der 
neueren Zeit von dem Verfaſſer felbft angeftellt worden. Während fid) 
Coulomb nur mit ſchwachen Hanffeilen von !;, bis höchſtens 11;, Zoll 
Stärke beichäftigte und diefelben auch nur auf Rollen von 1 bis höchſtens 
6 Zoll Durchmeſſer aufwideln ließ, hat der Verfaffer Hanffeile von 2 Zoll 
Stärke und Drahtfeile von !/, bie 1 Zoll Stärke über Rollen von 2 bie 
61/5 Fuß Durchmeſſer laufen Laffen. 

Coulomb hat feine Berfuche auf zweierlei Weife ausgeführt. Ein Mal, 
nah Amontons, mit einem in Fig. 299 abgebildeten Apparate, wo AB 

Fig. 299. eine von zwei Seilen umſchlungene Walze ift, die 
Spannung durch ein Gewicht ) Hervorgebradt 
und das Herabrollen der Walze durd) ein zweites 
Gewicht P, welches mittel® eines binnen Fadens 
an diefer Walze zieht, bewirkt wird. in zweiter 
Mal hat er die Zeile um auf einer horizontalen 
Bahn ſich wälzende Cylinder gelegt, und aus der 
Differenz der an beiden Zeilen hängenden und 
ein langjames Yortrollen bewirfenden Gewichte, 
nad) Abzug der rollenden Reibung, auf den Stet- 
figfeit&widerftand geſchloſſen. 

— Aus den Verſuchen Coulomb's geht hervor, 
daß der Steifigkeitswiderſtand mit der Stärke der Spannung des ſich auf 
widelnden Geiles ziemlich gleichmäßig wählt, daß er aber auch nod aus 
einem conftanten Gliede A befteht, wie jich allerdings nicht anders erwarten 
(äßf, weil ſchon eine gewiſſe Kraft nöthig ift, um ein umangefpanntes Seil 
umzubiegen. Auch ftellt ſich heraus, daß diefer Widerftand im umgefehrten 
Berhältniffe der Rollendurchmeffer zunimmt, daß er alfo bei den doppelten 
Durchmeſſer der Rolle nur halb fo groß ift, beim dreifachen ein Drittel u. |. w- 
Endlich läßt ſich die Beziehung zwifchen der Seildicke und der Seilfteifigfeit 
nad) diefen Verſuchen nur annähernd angeben, wie e8 aud) kaum anders zu 
erwarten ift, da die Steifigkeit aud) noch von der materiellen Beſchaffenheit 
und von der Stärke der Drehung der Fäden und Ligen mit abhängt. Bei 
neuen Seilen fand ſich die Steifigkeit ungefähr proportional der Potenz 
7, bei alten aber mehr «d!-, wenn d den Durchmeſſer des Seiles bezeid 
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net. Es if alſo nur fehr ungefähr, wenn Einige biefen Widerftand der 
einfachen, Andere dem Duadrate der Ceilftärke proportional wachſend an- 
nehmen. 


Prony’s Formel für den Steifigkeitswiderstand der Hanßseile. 
Tem Vorftehenden zufolge läßt fi) der Steifigfeitswiderftand der Hanf⸗ 
ſeile durch die Formel: 


¶cn 
= (K+vg), 
wo d die Seilſtärke, « der Rollenhalbmeſſer, bis Are des Seiles gemeſſen, 
O die Spannung des fid) aufwickelnden Seiles, », K und v aber Erfah: 


rungszahlen bezeichnen. Prony bat aus den Verſuchen Coulomb's gefun- 
den, daß für neue Seile 


8 — (2,45 + 0,053 Q), 
und fir alte: 
. als 
= — (2,45 4 0,053 Q) 
gejegt werden fann, wenn a und d in Linien, Q, S in Pfunden ausgedrüdt 


ſind. Diefe Ausdrücke beziehen fich aber auf Barifer Maß, in preußifchen 
Zollen und Neupfunden ausgedrückt, ändern fie ſich in folgende um: 


17° na 
s=— (13,31 + 0,295 Q) und 8, — — (6,39 + 0,141 Q) 


Da felbft diefe compficirteren Formeln nicht immer die erwünfchte Leber: 
anftimmung mit den Verfuchsrefultaten geben, jo kann man, fo lange nicht 
neue Berfuche zu Grunde gelegt werden können, mit Eytelwein: 

a ag 

728* 3500u 
jegen,, wobei vorausgefegt ift, bat ce in preußischen Fußen und d in preußis 
ſchen Linien, dagegen Q und S in willkürlichem, jedoch gleichem Gewichtsmaße 
auszudrüden find. Für Metermaß ift: 


s—ı36.% —. 


S=1ı 


Tiefe Formel giebt natürlich nur ie größeren Spannungen, wie fie aller- 
dings meift in der praftifchen Anwendung vorfommen, genügende Annähe- 
a 


Steifigkeit getheerter Seile ift ungefähr um ein Sechstel größer als 
bie —— Seile gefunden worden, und naſſe Seile hat man ungefähr 
ein Zwölftel fteifer gefunden als trockene. 
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Beifpiel. Bei einer Seilfpannung von 350 Neupfund und einem Rollen: 
hafbmefier von 21, Zoll ift für ein 9 Kinien dickes neues Seil ver Steifigkeitswi⸗ 
derftanp nah Prony: 

S= % 77 (1331 + 0,295 . 350) — 0,613 . 46,6 — 28,6 Pfund, 
nad Eytelwetn: 
92,350 , 
Ss = 3500. Ya — 38,9 Pfund. 
Wäre die Spannung Q nur 150 Pfund, fo hätte man nach Prony: 
S— 0613. 23,0. 14,10 Pfund, 
nah Gytelwein: 
— —— — 16,7 Pfund, 
alfo hier eine befiere Uebereinftimmung. Dan ficht aus dieſen Beiſpielen, mic 
wenig Sicherheit diefe Formeln gewähren. 


Anmerkung. Tabelle zur Grleihterung ver Berechnung des Steifigfeitswirer: 
ſtandes ver Seile theilt dir „Ingenieur“ Seite 365 mit. Nah Morin (fiebe dei- 
- fen Legons de Mecanique pratique) it, wenn n die Anzahl ver Seilfäpen be- 
zeichnet , und der Rollenhalbmeſſer a in Gentimetern ausgedrückt wird, für unge: 
theerte Seile: 
d=Y 0,1338 n (Sentimeter und 
S= ” (0,0297 + 0,0245 n + 0,0363 Q) Kilegr. 
d? 
2 
und für getheerte: 


dt — V 0,186 n Gentimeter, und 
S- Ey (0,14575 + 0,0346 n 4 0,0418 Q) Kilegr. 
( 
= — (0,3915 + 0,5001 d2 + 0,1124 Q) Kilcgr. 
Drückt man aber d und a in Zellen und S und Q in Neupfunten aus, ſe 
jtellt fih für ungetheerte Seile: 


2 
Se z (0,580 4 24,47 d2 + 0,3548 Q) 


und für getheerte Seile: 


(0,1110 + 0,6815 d2 + 0,1357 Q) Kilogr., 


2 
So < (2,049 + 17,59. d? + 0,2939 (Q)) 
heraus. 3. B. iſt bei einem ungetheerten Seile, für d— 3, Zell, a=® Zell 
und Q == 350 Rfund: 
9:2 (or AT: + 0,3548 350) 
Ta Euer 


€ 
— * (0,550 + 13,77 + 124,180) = 31,2 Pfund. 


Die Rrony'ſche Formel gab in leuten Beiipiele S = 28,6 Pfund. 


8 — 





&. 198 Versuche über die Steifigkeit starker Seile. Der Verfaſſer bat 
fich bei feinen Berfuchen über die Steifigfeit ber Seile eines in Fig. 300 
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abgebildeten Apparates bedient. Die Scheibe oder RolleB DE, auf welche fid) das 
zu unterjuchende Seil AB DEF auflegte, war mit einem Paar eiferner Räder, 
Fig. 300. wie CLM, auf einer Welle C befeftigt, 
und diefes Räderpaar ſtand auf einer 
horizontalen Schienenbahfn HR. Nady 
dem man das eine Seilende F' durch ein 
angehängtes Gewicht G geſpannt hatte, 
hing man an das Kreuz K, welches am 
anderen Zeilende A befeitigt war, fo viel 
Gewichte, bis das Räderpaar fanımt der 
Scheibe und ihren- Gewichten langfam 
fortzurollen anfing. Um fi von den 
Unvollkommenheiten des Apparates mög⸗ 
lichit unabhängig zu machen, wurde nach⸗ 
ber auf der Seite bei F fo viel Gewicht 
zugelegt, bis auch das Fortrollen des ar- 
mirten Räderpaares nad der entgegen- 
gejegten Richtung eintrat. Das arith- 
metifche Mittel von den Zulagen gab 
nun, nachdem man hiervon nod) die 
wälzende Reibung abgezogen hatte, die 
Kraft zur Ueberwindung der Seilfteifigfeit. 
Den Soefficienten der in Abzug zu bringenden rollenden Reibung ermit- 
telte man auf diefelbe Weife, indem man ftatt des Seiles einen ſchwachen 
Bindfaden, deilen Steifigkeitswiderſtand vernacjläffigt werden konnte, auflegte. 
Ter mittlere Werth diefes Coefficienten ift oben, $. 192, ntitgetheilt worden. 
Der Steifigfeitswiderftand beftcht nad) des Verfaſſers Auficht weni- 
ger aus der Steifigfeit, als aus der Reibung der einzelnen Fäden oder Drähte, 
die natürlich beim Auflegen auf die Rolle ihre gegenfeitige Tage ändern 
müſſen. Der erfte Theil diefes Widerftandes Fällt beim Umlegen eines 
Drahtſeiſes um eine Leitrolle ganz aus, weil diefes Seil vermöge feiner 
Elafticität beim Abwiceln zum Wiedergeradeftreden genau fo viel Arbeit 
ausgiebt, als e8 beim Aufwideln zum Krlimmen in Anfprud) genonmmen hat, 
Hier befteht alfo der Steifigfeitsmiderftand lediglich in der Reibung der ein: 
zelnen Drähte unter einander, und daß dem fo fe, zeigen auch die Verſuche 
des Verfaſſers, durch weld)e ſich ergeben hat, daß, dieſer Aiderftand bei eingeöften 
oder frifch getheerten Drahtſeilen um 40 Procent Heiner ijt als bei trodenen, 
Bei Hanfjeilen ift das Verhältniß ein anderes, denn da diefe, zumal nad) 
längerem Gebrauche, faft gar keine Elafticität befigen, fo erfordern die cinzel- 
nen Fäden und Ligen derjelben nicht allein Kraft zum Krümmen, fordern 
auch Kraft zum Wiedergeradeftreden. 
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$. 199 Neue Formel für den Steifigkeitswiderstand. Da bie Steifig⸗ 
feit eine8 Seiles nicht allein von der Seilftärke, fondern auch von der 
Stärke der Drehung und von der Zuſammenfetzungsweiſe defjelben abhängt, 
fo hält es der Verfaſſer fiir angemeſſen, diefelbe durch die einfachere Formel: 
K-+vQ 
Ss= — — 
auszudrücken und die Conſtanten K und v flr jede Seilart beſonders zu be: 
ftimmen. Auch hat ſich aus den Verſuchen des Verfaflers ergeben, daß ſich, 


zumal für die Drahtfeile, angemeflener . = ‚ bloß X, und demnad) 


« 


S=-K + 7% X jegen läßt. ” 
1. Für ein getheertes Sanffeil v von 1,6 Zoll Stärke, gelegt um 
Scheiben von 4 bis 6 Fuß Höhe, ergab ſich der Steifigfeitäwiderftand - 
S— 1,5 + 0,00565 n Kilogramm, 
wobei der Rollenhalbmefier a in Mietern auszubilden ift, oder 
S— 3,0 + 0,216 n Pfund, 


wo a in Zollen gegeben ſein muß. 
2. Für ein neues ungetheertes Hanfſeil von ®/, Zoll Stärke umd 
eine Rolle von 21 Zoll Durchmefler ergab fid): 


S = 0,086 + 0,00164 x Kilogrm. —= 0,17 4 0,0625 — ® fund 


3. Für ein Drahtſeil von 8 Linien Dicke, welches aus 16 Drähten 
von je 11:5 Linien Dide beitand, und wovon jeder laufende Fuß 0,64 Pfund 
wog, wurde bei Rollen von 4 bis 6 Fuß Höhe, 


S = 0,49 + 0,00238 x Kilogrm. — 0,98 + 0,0910 = ® Bund 


gefunden. 

4. Für ein frifch getheertee Draßtfeil mit Hanffeelen im den 
Ligen und im Seile, von 7 Linien Diele, beftehend aus 4. 4 — 16 Drüß 
ten von je 1Y/, Linien Diele, und pr. Fuß 0,63 Pfund wiegend, ftellte ſich 
bei einer Rolle von 21 Zoll Durchmeſſer, 


Ss — 0,57 + 0,000694 x Kilogrm. — 1,14 + 0,00264 ° Bund 
heraus. 


Anmerkung. Eine ausführliche Beſchreibung der Verſuche des Verfaſſers fin- 
det man in der Zeitſchrift für das geſammte Ingenieurweſen (dem Ingenieur) von 
Bornemann, Brüdmann und Röting, Band I. Freiberg 1848. 

Die Hanfjeile unter 1. wurden in Freiberg zum Foͤrdern durch Wallergöpel am⸗ 
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gewendet, find aber in den neueren Zeiten durch die Drabtfeile unter 3. und 4. 
erfept werden. Beiderlei Seile haben bei fechsfacher Sicherheit eine Tragfraft von 
iirca 30 Gentnern. Es iſt aus dem Vorſtehenden zu eriehen, daß bei gleicher Trag⸗ 
kraft der Steifigkeitswiderſtand bei Drahtfeilen viel Kleiner it ale bei Hanffeilen. 
Nimmt man 3. DB. die Seilfpannung Q = 2000 Pfund und den Rollenhalbmefler 
a — 40 Zoll an, fo erhält man den Steiflgfeitswiverfland für ein Hanfleil: 

S — 3,0 + 0,216 . 20%, , = 138 Pfund, 
md dagegen für ein Drahtieil: 

S$ — 0,98 + 0,0910 . 200/,, — 5,5 Pfund. 


Theorie der Leitrolle. Wenden wir nun die im Vorftehenden mitges 
theilten Formeln für den Steifigfeitswiderftand der Seile auf die Theorie der 
ieften Rollen an. Es ſei ACB, Fig. 301 oder Fig. 302, die Rolle, a 


Sig. 301. 





der Halbmefir CA= CB, r der Zapfenhalbmefier und G das Gewicht ders 
ielben, ferner «7 die Seilftärke, Q die an eimem Seilende angehängte Laft, S 
der SteifigfeitSwibderftand, F' die auf den NRollenumfang reducirte Zapfen- 
reibung, und folglich @ + F + S die ganze Kraft P. 

Die Steifigkeit des Seile äußert fich dadurch, daß das Stil beim Auf- 
wideln nicht plögfich die Krümmung des Nollenumfanges annimmt und ſich 
ebenso beim Abwickeln nicht plöglich gerade ftredt, fondern in einem Bogen 
mit wachjender Krümmung fi auf die Rolle auflegt, und ſich in einem 
Bogen mit abnehmender Krümmung von bderfelben wieder abwickelt. Zwi⸗ 
iden den elaftifchen Drahtfeilen und den unelaftifchen Hanffeilen findet der 
Unterfchted ftatt, daß fic) jene beim Abwickeln etwas eher, und dieſe etwas 
Ipäter von dem Rollenumfange ablöfen, folglich der Hebelarm CD der 
Kraft im erften alle (Fig. 301) etwas größer, und im zweiten Falle 
(Fig. 302) etwas Fleiner als der Halbmeffer UA — a der Rolle ift, wor 
gegen der Laſtarm CE in beiden Fällen den Rollenhalbmeſſer @ übertrifft. 
Wenn man von ber Zapfenreibung F' abfieht, alfo P=0Q + S fest, fo 
bat man " 

(Q-+9).0D=Q.CE, 
daher den Steifigkeitswiderſtand: 


8. 200 
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- CE — 
und das Schefarmverhältiß 
CE 8 
arg 


was jich nun durch Einſetzen eines der oben angegebenen Werthe für S leicht 
berechnen läßt. 

Wir können übrigens aud) ohne weitere Berückſichtigung diefes Hebelarm- 
verhältnifies die Kraft P—= Q@ 4 S + F beftinimen, wenn wir in dielem 
Ausdrude fiir ſchwache Hanffeile nad) Prony 


dr __ 
S=— (K+vQ) 
dagegen fir Draht- und ftarke Hanfjeile nad) dein Verfaſſer 
S—-KH ro 


j 8 
und die auf den Rollenumfang reducirte Zapfenreibung 


F— p - (9 G--.7) oder annähernd V —(2 Q+ 6) jegen. 
Es folgt fo im erjten Halle: 
7 r 
P=Q--—(K+rvQ)+9-020-4 6) 


und im zweiten: 


u 
P—=-Q0+K+H ıg 20 46). 


Bei einer Radwelle iſt natürlich noch eine Reduction der Kraft vom Wel— 
lenumfange auf den Radumfang nöthig (ſ. 8. 165). 


Beiſpiel. Wenn ſich ein Drahtieil ven ungefähr 5 Linien Dide um eine 
Yeitrolle von 5 Fuß Höhe, 3 Zell Zapfenjtärfe und 1500 Pfund Gerwicht legt, un 
die Spannung des Seiles 120) Pfund beträgt, fü hat man bei dem Meibungswer 
fictenten & — 0,075, vie nöthige Kraft: 

P = 1200 + 0,98 + 0,091 . 1209,,, + 0,075 . %g (2400 + 15%) 
— 1200 + 0,95 + 3,64 4 14,62 = 1219 Pfund; 
es geht alje durch das Umlegen um dieſe Yeitrolle 1%, — 1,6 Procent an Krall 
‚verloren. 

Wenn statt des Drabtjeiles ein Hanfſeil von 1,5 Zeil Stärke in Anwendung de 
fommen wäre, ſo hätte man: 

P= 120 + 30 4 0,216 . 120%,, -1 14,62 — 1226,3 Pfund 
und daher den Kraftverluit: 

P— (= : I — 2,23 Procent. 


12 





Dierter Abſchnitt. 


Die Anwendung der Statif auf die Elaſticitaͤt und 
Feſtigkeit der Körper. 


— 


Erftes Capitel. 
Die Zuge, Drud: und Schub: Elafticität und Feitigkeit. 


Eisstieität. ‘Die Moleküle oder Theile eines feiten oder ftarren Körpers 8. 201 
hängen mit einer gewifjen Kraft, der fogenannten Cohäfion (franz. coh6- 
sion; engl. cohesion), unter einander zufammen, welche zu überwinden ift, 
wen Körper in ihrer Geftalt und Größe verändert ober gar zertheilt 
werden. Die erfte Wirkung, welche Kräfte in einem Körper hervorbringen, 
ft eine Veränderung in der Tage feiner Theile gegen einander und eine 
darans erwachjende Form⸗ und Bolumenveränderung des Körpers. Ueber⸗ 
Ihreiten die auf einen Körper wirkenden Kräfte eine gewiſſe Grenze, fo tritt 
endlich eine Trennung der Theile und nad) Befinden eine Zertheilung des 
ganzen Körpers ein. Die Fähigkeit der Körper, die durch Einwirkung von 
Kräften erlittene Formveränderung nad) Wegnahme dieſer Kräfte volljtändig 
wieder aufzuheben, heißt Elafticität (franz. Elasticit&; engl. elasticity) 
im weiteren Sinne des Wortes. Die Elaſticität eines jeden Körpers hat eine 
gewiſſe Grenze; überjchreitet die Geftalts- oder VBolumenveränderung ein ge- 
wiſſes Mag, jo bleibt im Körper noch eine ſolche räumliche Veränderung zu- 
rück, wenn and) die Kräfte, welche jene Veränderung hervorgebracht haben, 
zu wirfen aufhören. Tie Elafticitätsgrenze ift bei verſchiedenen Körpern 
ſehr verſchieden. Körper, welche eine große Formveränderung zulaffen, ehe 
dieje Grenze eintritt, nennt man vollfommen elaftifche, Körper aber, bei 
welchen kaum bemerkhare Yormveränderungen der Klafticitätögrenze voraus⸗ 
gehen, heißen unelafijche, wiewohl es in Wirklichkeit Körper diefer Art 
gar nicht giebt. 


Weiebach's Lebrbuch ver Mechanik. 1. 22 
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Es ift eine wichtige Regel der Architeltur und bes Mafchinenwefens, die 
zum Bau zu verwendenden Körper nicht jo ftarf zu belaften, daß die her: 
vorgebradhten Yormveränderungen die Clafticitätsgrenze erreichen oder gar 
überfchreiten. 


8. 202 Elasticität und Festigkeit. Verſchiedene Körper bieten verfchiebene 
| Erſcheinungen dar, wenn fie über die Elafticitätgrenze hinaus in ihrer Form 
berändert werden. Iſt ein Körper ſpröde (franz. cassant; engl. brittle), 
jo zerfpringt ev in Stüde, wenn man feine Form über die Elafticitätögrenze 
hinaus verändert; ift er aber gefchmeidig (franz. und engl. ductile), wie 
3. 2. viele Metalle, fo läßt er noch bedeutende Veränderungen der Form aufer- 
halb der Elafticitätsgrenze zu, ohne eine Trennung feiner ‘Theile zu erleiden. 
Manche Körper find hart (franz. dur; engl. hard), andere weich (franz. mou; 
engl. soft); während jene ber Trennung einzelner Theile einen großen Wider⸗ 
ftand entgegenjegen, ift bei diefen eine Trennung der einzelnen Theile fehr 
leicht ausführbar. 

Unter Elafticität im engeren Sinne des Wortes verftehen wir den Wi- 
derftand, mit welchem ein Körper der Yormveränderung entgegenwirkt, dage⸗ 
gen unter Yeftigfeit (franz. resistance; engl. strength) den Widerftand, 
welchen ein Körper der Zertheilung deffelben entgegenjegt. Mit Beidem wer- 
den wir uns im Yolgenden bejchäftigen. 

Nach der Art und Weife, wie äußere Kräfte auf Körper wirken und bie 
felben in räumlichen Beziehungen verändern, läßt fi; die Elaſticität und 
Veftigfeit der Körper eintheilen: 

I. in einfache und 
IL. in zufammengejegte; 
eritere aber wieder 

1) in die abfolute oder Zug, und 

2) in die rückwirkende oder Drud=Elafticität und Feftigkeit, ſowie 
3) in die relative oder Biegungs=, 

4) in die Schub= oder Scheer-, und 

5) in die Torſions- oder Drehungs-Clafticität und Feftigkeit. 

MWirfen zwei äußere Kräfte P, — P durch Zug (franz. traction; engl. 

extension) in der Arenrichtung eines Körperd AB, Fig. 303, fo wider 
Fig. 303. fteht derfelbe durch feine 

— — Zug⸗- oder abfolute 

Elafticität und Feſtig— 
keit (franz. élasticit et 
resistance de traction; engl. elasticity and strength of extension) dem 
Ausdehnen und Zerreißen; wirken dagegen zwei Kräfte P, — P drückend 
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in der Arenrichtung eines Körpers AB, Fig. 304, fo daß diefer zufammen- 

Fig. 304. gedrilcdt und endlich zermalmt oder zer» 

— — drückt wird, ſo hat man die Druck⸗ 

oder rückwirkende Elaſticität und 

Feſtigkeit (franz. é6laſsticité et resistance de compression; engl. ela- 
sticity and strength of compression) zu itberwinden. 

Wenn ferner drei fi) das Gleichgewicht haltende Kräfte P, Q, R ver- 
Ihiedene Punkte A, B, O in der Are eines Körpers AB, Fig. 305, ergrei- 
fen und rechtwinkelig gegen diefe Are wirken, fo wird dieſer Körper gebogen 
und nad) Befinden zerbrochen, und es ift die Biegungs= oder relative 
Elafticität und Feſtigkeit (franz. Elasticits et resistance de flexion; 
engl elasticity and strength of flexure) des Körpers, welche bei dieſem 
Umbiegen und Abbrechen überwunden wird. 

Liegen im lesteren Falle die Angriffspuntte A und C der Kräfte P und 
R jehr nahe an einander, wie Fig. 305 darftellt, fo tritt in dem Querſchnitt 





#ig. 308. ‘ Big. 306. 





DD zwiſchen beiden Punkten A und C eine Berjchiebung, und bei hin- 
reichender Größe von P eine Zertrennung des Körpers in zwei Theile ein, 
und man hat es dann mit der Elafticität und Feftigfeit des Abſchee— 
tens (franz. elasticitö et resistance par glissement cisaillement ou 
tranchant; eugl. elasticity and strength of shearing) zu thum. 

Wirken endlich zwei ſich das Gleichgewicht haftende Kräftepaare (P, — P), 
(9, — Q) fo auf einen Körper CD, Fig. 306, da deren Ebenen redht- 
winfelig auf ber Are biefes Körpers ftehen, jo erleidet der Körper eine Dre- 
hung, welche zulegt in ein Abwirgen übergehen kann, und es tft hierbei 
die fogenannte Drehungselafticität umd Feſtigkeit (franz. elasticite 
et resistance de torsion; engl. elasticity and strength of torsion) zu 
überwinden. 

Wirken mehrere der hier aufgezählten Kräfte auf einen Körper zugleich, 
jo tritt die zufammengefegte Elafticität und Feſtigkeit oder cine 
Vereinigung von zwei oder mehreren einfachen Elafticitäten und Feſtigkeiten 
in Wirkſamkeit. 

22° 
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8. 203 Ausdehnung und Zusammendrückung. Den einfachſten Fall der 
Elafticität und Feftigfeit bietet die Ausdehnung und Zufammendrüdung prie- 
matischer Körper dar, wenn diefelben von Kräften ergriffen werden, deren 
Richtungen in die Are biefer Körper fallen. Es iſt natürlich Hierbei nicht 

Fig. 307. Fig. 308. nöthig, daß beide Kräfte 

_ eines ſolchen Körpers be 

wegend find, die Wirkung 
bleibt diefelbe, wenn der 

Körper an einem Ende feſt⸗ 

gehalten oder unterftitgt umd 

am anderen Ende von einer 

Zug⸗ ober Druckkraft er 

griffen wird. Man ruft 

alfo auch diefen Fall ber- 
dor, wenn man entiveder ein 
verticalhängendes Prisma 

ABCD, Fig. 307, durch 

ein angehängtes Gewicht P oder ein von unten unterftägtes Prisma ABCD. 

Fig. 308, durch ein aufliegendes Gewicht P belaſtet. Im erfteren Yalle 

wird der Körper um eine gewiſſe Größe CC, = DD, —= A ausgedehnt, 

und im zweiten Falle um eine ſolche Größe zufammengedrüdt; ift aljo an- 
fangs die Länge AD —= BC des Körperd — 7, fo wird biefelbe i im erfte 
ven Falle auf 

gefteigert, und im zweiten Falle auf 

AD =BCG =AD—-DD =!-—4 

herabgezogen. 

Die Ausdehnung oder Zufammendritdung A wächſt mit der Größe P der 
Zug. oder Drudkraft, ift alfo eine Function derfelben. Dieſe Junction oder 
der algebraifche Zufammenhang zwifchen P und A läßt ſich nicht a priori 
beftimmen; e8 hängt derjelbe von ber phyſiſchen Beichaffenheit der Körper ab, 
und ift bei verjchiedenen Materien verjchieden. Wenn man P und A als 
die Coordinaten einer Curve anfieht, und diefe Curve aus einer durch Ber: 
fuche ermittelten Reihe von zufammengehörigen Werthen der Größen P und 
4 conftruirt, fo erhält man dadurch nicht nur ein anfchauliches Bild von dem 
Gefege, nach welchem Körper durch äußere Kräfte ausgedehnt und zuſammen⸗ 
gebrüdt werden, fondern auch ein Mittel zur Ausmittelung ber Eigenthüm- 
lichkeiten dieſes Geſetzes. 

Trägt man vom Anfangspunlte A aus auf der pofitiven Seite ber Are 


XX, fig. 309, die Spannungen ober Ausbehnungsfräfte eines Körpers 
als Abfcifien AB, AM u. |. w. und in den Endpunkten derfelben bie 
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entiprechenden Ausdehnungen als zur Are 7 Y parallel laufende Ordinaten 
BD, MO.u. f. w. auf, fo erhält man eine Cure ADO W, welde das 


Fig. 309. 





Geſetz der Ausdehnung diefes Körpers repräfentirt ; fchneidet man umgelehrt, 
von A aus, auf der negativen Seite der Are X X bie Preflungen oder 
Zufammendrücdungsfräfte als Abſciſſen A Bi, AMı u. f. w. ab, und trägt 
an denfelben die entfprechenden Zuſammendrückungen als Drdinaten 2, D,» 
0, u. |. w. auf, fo ergiebt fich eine Curve AD, Oi Wi, durch welche 
das Gefeg der Zufammendritdung des Körpers graphifch dargeftellt wird. 
Vielfachen Berfuchen zufolge gehen beide Curven ftetig in einander über, ha- 
ben folglich in A eine gemeinfchaftliche Tangente G AG, , und find aljo 
eigentlich nur Zweige einer und derfelben krummen Linie WODAD: Oi Wı. 
Wenn auch diefe Curve in ihrer ganzen Erſtreckung bebeutend von einer 
geraden Linie abweicht, jo wird fie body in der Nähe des Anfangspunftes A 
mit der Tangente G A Gi nahe zufammtenfallen, und da nun für biefe bie 
Ordinaten den Abſciſſen proportional find, fo ift folglich auch anzunehmen, 
daß die durch Fleine Zug- oder Druckkräfte AB, ABı u. ſ. w. be- 
wirkten Ausdehnungen und Zujammendrüdungen BD, BD, 
u. ſ. w. diefen Kräften proportional find (Hooke's Gefeb). 

Die durd) eine Zugkraft AM bewirkte totale Ausdehnung MO be- 
ſteht aus zwei Theilen, nämlid) aus der permanenten Ausdehnung 
HM Q, weldje im Körper zuriüdbleibt, wenn die Spannkraft zu wirken auf- 
gehört hat, und aus der elaftifdyen Ausdehnung Q O, weldye mit ber 
Spannkraft zugleich wieder verſchwindet. Ganz daſſelbe Verhältniß findet 
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auch bei dem Zuſammendrücken ftatt; audy die totale Zufammendritdung 
Mı O0, ift die Summe Mi Qı + Qı O, aus der permanenten Zuſam— 
mendrüdung M, Qı und ber elaftifchen 9, O,. Bei kleineren Kräften 
find die permanenten Veränderungen in Hinficht auf dte totale jo Mein, daß 
fie als gar nicht vorhanden angenommen und folglich die totalen Ausdehnun 
gen und Zufammendrüdungen nur als elaftiiche angefehen werden können. 
Nur dann, wenn die Kraft einen. gewiffen Werth AB (A B,), die fogenannte 
Elafticitätsgrenze, üßerjchreitet, werm fie z. B. in AM (AMı) über: 
geht, macht die permanente Tängenveränderung MQ (Mı Qı) einen beach- 
tungswerthen Theil der ganzen Ausdehnung MO oder Zufammendrüdung 
M, O, aus. Hat die Zug- oder Drudkraft einen gewiflen Werth A U oder 
AT, erreicht, fo find die Ausdehnungen UR, UW oder Zufammendrüdun- 
gen U; R,, Di W, bei ihren Grenzen angelangt, wobei die innere ober Co: 
häftonsfraft des Körpers der äußeren Zug- oder Drudfraft nicht mehr das 
Gleichgewicht zu Halten vermag, und daher der Körper in dem einer Falle 
zerriffen und im anderen Falle zerdrückt wird. 

Wenn man nad) Wegnahme der Kraft eines höchftens bis zur Elaſticitäts 
grenze geipannten Körpers diefen Körper durch eine kleinere Kraft von neuem 
fpannt, fo erleidet er dadurch Feine weitere Stredung oder permanente 
Längenveränderung; es findet alfo dann nur noch eine elaftifche Ausbehnung 
oder Zufammendrüdung ftatt. 


Grundgesetz der Elasticität. Elasticitätsmodul. Die durch eine 
Zugkraft P bewirkte Verlängerung oder Ausdehnung A eines prismatifchen 
Körpers ift erftend der Länge J des Körpers proportional, da ſich annehmen 
läßt, daß fich gleich Lange Stitde um gleich viel ausdehnen, und fie fteht zwei⸗ 
tens im umgefehrten Verhältniffe zum Ouerfchnitte F des Körpers, da ſich 

Fig. 310. borausjegen läßt, daß fich die ganze Spannfraft auf 
den Duerfchnitt des Körpers gleichmäßig vertheilt. 
Wird daher ein Körper A B, Fig. 310, von ber 
Länge — Eins und vom Duerfchnitte — Eins, durch 
eine Kraft P um 0 ausgebehnt, fo ift daher für einen 
anderen Körper FG aus gleichem Stoffe, deflen 
Fänge — 1 und Querfchnitt — F ift, die durch die 
jelbe Kraft bewirkte Ausdehnung: 

„_ı 
= 
Die Ausdehnung 0 ift natürlich bloß von der Zug 
kraft P abhängig und für Prismen von verſchiede⸗ 
nen Materien verfchieden; jedoch läßt fich dem Obi: 
gen ($. 203) zufolge annehmen, daß bei Heinen, die 
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Elaftieitätsgrenge nicht Überfchreitenden Zugkräften die Ausdehnungen den 


entiprechenden Zugkräften proportional wachſen, daß alfo der Quotient 5 


eme conftante Zahl ift. 
Repräfentirt nun A B, Fig. 311, die Spannung P eines Priemas von 
der Länge — Eins und bem Querſchnitte — Eins innerhalb der Elaftici- 
" Big. 311. 





tütögrenze und BD bie entfprechende Ausdehnung o, und bezeichnet man ben 
Tangentenwinfel G AU—= DAB ber Ausdehnungscurve für den Anfange- 
punkt A durch a, jo hat man aud): 
= — 5: und daher: 
6 == P tang. a, woraus num 
Pl tang.« 


Die Größe tang. « ift von den phyſiſchen Eigenfchaften des Körpers ab- 

hängig, und jebenfalls nur durch Berfuche zu ermitteln. Nimmt man 
i=-1\,F-1wP=l, 

jo erhält man kang. « — A; es ift alfo hiernad) die Erfahrungsgröße 
tang.a die Ausdehnung, weldhe ein Prisma von der Länge Eins 
und vom Querſchnitte Eins durch die Spannfraft Eins erleidet 
(ſiehe Combes: Traits de l’exploitation des mines, tome J.). Nimmt 
man in der Formel (1) F— Eins und A—= Lan, fo erhält man ben 
Ausdruck: 


tang. — 


1 
1 = P tang. a, oder lang. cotunq. = P. 
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. 1 
Es ift alfo hiernach ang. 
Prisma vom Duerfhnitte Eins (1 Duadratzoll) um feine eigene 
Länge ausdehnen würde, infofern dies ohne Ueberſchreitung der 
Elaſticitätsgrenze möglich wäre. 


Dieſe hypothetiſche Erfahrungsgröße Per — cotang. o. wird der Ela: 


ſticitättsmodul (franz. coefficient d’ölasticitö; engl. modul of elasticity) 
des Körpers oder der Materie deffelben genannt und in der Folge durch den 
Buchftaben E bezeichnet. Es ift alfo hiernach: 





diejenige Spaunkraft P, welde ein 


pt 
» A= 
ober die relative Ausdehnung, d. 5. ihr Verhältniß zur ganzen Ränge des Körpers: 
pP 
u 777 
alfo umgefehrt, die der Ausdehnung A entjprechende Kraft: 
4) P= - FE. | 


Diefelben Formeln gelten natürlich auch für die Zuſammendrückung 4 
durch eine Drudfraft P, und es ift in diefem Falle fogar auch der Elafti- 
citätSmodul EZ — cotang. @ derjelbe wie bei der Ausdehnung, fo lange die 
Elaſticitätsgrenze nicht überſchritten wird, obgleich er hier diejenige Drud- 
kraft bezeichnet, welche ein Prisma vom Duerjchnitte Eins um feine ganze 
Länge, alſo bi8 auf eine unendlich dünne Platte zuſammendrückt, unter der 
Borausfegung, daß dies möglich wäre, ohne die Grenze der Elafticität zu 
itberjchreiten. 


Anmerfung 1. Man fann aud den Glafticitätsmodul E gleichfeken dem Ge: 
wichte eines Prismas, welches mit dem Körper, auf den E wirkt, aus einerlei 
Materie befteht, und venfelben Querfchnitt Eins hat. Iſt a die Länge diefes Kör⸗ 
pers und y die Dichtigfeit oder das Gewicht von 1 Cubikzoll der Materie veffelben. 
fo hat man: 


E = ay, und daher umgefehrt a — =. 


Diefe Länge gebraudt Tredgold (nah Doung) ale Maß der Elafticität (f. T- 
Tredgold, über die Stärfe des Gußeifens und anderer Metalle). Sitz. 29. fat 
Stahl E = 30’000000 Pfund und — 0,3 Pfund, fo hat man: 
—E nr = 100000000 Sell, 
d. i. eine Stahlftange von 100 Millionen Zoll Länge würde einen Stahlftab ron 
demfelben Querſchnitt um feine eigene Länge ausdehnen, wenn das oben angegebene 
Ausdehnungsgeſetz ohne Cinſchraͤnkung richtig wäre. 
Anmerfung 2. Bei der Ausbehnung oder Zufammendrüdung eines Körperd 
findet zugleich eine Duerfchnittsverminderung ftatt, die nah Wertheim (f. Comp. 
rend. T. 26) 2/, der Längenausvehnung oder Zufammendrädung beträgt. IR 
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bie anfängliche Ränge, .F' ver anfängliche Querſchnitt und V das anfängliche Vo⸗ 
lumen FI des Körpers, 2, und Fr aber Länge und Duerfchnitt bei Einwirkung 
ver Zugkraft P, fo hat man das entfprechenne Volumen: 
— Fhı =FiI+HrF(l — D—- (F — F)l, alſo: 
y, - V=Fh —D—- (F— FR), 
und bie relative Volumenveraͤnderung: 








ı- PVP _bh-I FH, 
v7 4 F 
Nun ift aber F — 24 (a), daher folgt: 
— l — 1 
= 1 (I 





d. i. bie Bolnmenvergrößsrung in dritte ber Sängenausvehnung, 
Nah Poiſſon's Theorie ift fogar Y — — y, (A N, 


Beifpiele. 1) Wenn der Claſticitätsmodul des Meffingprahtes 1’3500000 
Piund beträgt, welche Kraft ift nöthig, um einen Draht von 10 Fuß Länge und 
2 Linien Dicke 1 Linie länger zu ziehen? Es if: 


I=10.12 = 120 Soll, = Y, ol, ſelglich 3 7 = Yıw; 


me Fr —" * — 0,7854 (9)? = 0,0218 Quadratzoll, 
demnach die gefucite Kraft: 
P = Yo - 0,0218 . 173500000 — 204 Pfund. | 
2) Iſt ver Glafticitätsmobul von Eiſendraht 30000000 Pfund, und fpannt man 
eine eiferne Mepfette von 60 Fuß Länge und 0,2 Zoll Die mit 150 Pfund Kraft 
an, fo nimmt diefelbe um die Länge 


A= —_ —0604116 Zoll = 1,38 Linien zu. 











Tragvermögen der Körper. — Tragmodul und Festigkeits- $. 205 
modul. Die Zugfraft AB, Fig. 312, welche einen prismatifchen Körper 
Fig. 312. 
Y 
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vom Duerjchnitte Eins bis zur Elafticitätsgrenze ausbehnt, heit der Trag⸗ 
modul des Körpers in Hinfiht auf Ausdehnung, und foll-in der 
Folge durch 7 bezeichnet werden, wogegen die Druckkraft A B, , weldje den: 
felben bis zur Grenze der Elafticität zufammendrädt, der Tragmodul des 
Körpers in Hinfiht auf Zufammendrädung zu nennen und im Yol- 
genden durch 7; zu bezeichnen if. Aus den Tragmodul 7 und 7, laflen 
fich mit Hülfe des Elaftiettätsmoduls F aud, leicht die Ausdehnung 0 und 
Zufammendridung o, bei der Elafticitätsgrenze berechnen; denn es ift 
N) T os m 


— 
— — 
— 


1 E 1. E 

Iſt F der Duerfchnitt eines prismatiichen Körpers, welchem dieſe Trag- 

model T und Z; zukommen, fo hat man das Tragvermögen deſſelben: 
) fr 39. ... P=FT 
und dag für Dud. A=FT. 

Bei Banausführungen follen die Körper nie über die Elaſticitätsgrenze 
hinaus belaftet werden, alfo die Belaftungen felbft die gefundenen Tragver⸗ 
mögen nicht überfchreiten. Deshalb find denn auch den hierzu verwendeten 
prismatifchen Körpern Querjchnitte zu geben, welche durch die Formeln 


P 
F= 7 ub 


F= 3 beſtimmt werden. 
1 


Wegen der zufälligen Ueberlaftungen und Erjchlitterungen, welchen bie 
Bau- und Mafchinenwerfe nod) ausgefegt fein können, ſowie wegen der Ber 
änderungen, welchen die zu denfelben verwendeten Körper im Laufe der Zeit 
durch die Einwirkungen der Luft, des Waſſers u. f. w. ausgefegt find, giebt 
man diefen Conftructionen infofern noch eine größere Sicherheit, daß man in 
den vorstehenden Formeln ftatt der Tragmodul nur die Hälfte oder ein Drit⸗ 
tel derjelben einführt, alfo die Duerfchnitte zwei- bis dreimal fo groß nimmt 
als diefe Formeln unmittelbar angeben. Um eine nsfache Sicherheit zu erhal: 


ten, ſind folglich in den Formeln F —* oder Fi = n ‚ ftatt 7 oder Tı. 
1 


2) 


T 
oe: T Tı . 
die SicherheitSmodel pr oder 7 einzuſetzen. 


Die Zugkraft A U (Fig. 313), bei welcher der prismatiſche Körper vom 
Querſchnitt Eins zerreißt, heißt der Feftigfeitsmodul bes Körpers in 
Hinfiht auf das Zerreigen und wirb gewöhnlich mit dem Buchitaben X 
bezeichnet, und ebenfo nennt man die Druckkraft A TU), bei welcher das Zer⸗ 
drücken oder Zermalmen des Körpers eintritt, den Feſtigkeitsmodul des 
Körpers in Hinficht auf das Zerdrücken und bezeichnet ihm durch den 
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Pırhftaben K,. Hat der prismatifche Körper den Querſchnitt F, fo ift 
natürlich: 


Fig. 313, 





3) P=FK bie Kraft zum Zerreißen, und 
Pı= FR, bie Kraft zum Zerbrüden diefes Körpers. 
Noch oft beftimmt man auch bie Querfchnitte der Körper mit Hülfe der 
Bruch- oder Feftigkfeitsmodul, indem man in die Yornieln 


F= — und 
4) r 
Fan 


ftatt X und X, fogenannte Sicherheitsmodul, d. i. Heine Theile = oder 


a, 3. B. Viertel, Sechstel, Zehntel u. f. w. diefer Erfahrungezahlen ein- 


ſezt. Wäre der Tragmodul bei allen Stoffen ein und derfelbe Theil des 

\ aan AB _T.,AB _7 
Feſtigleitsmodul, wären alfo die Berhältnifie 75 * 7 und 75*7 
beſtimmte Zahlen, fo wiirde die Beſtimmung des Querſchnittes mittels der 
Sicherheitsmodel auf Daffelbe führen wie die mitteld der Tragmodel; da 
aber diefe Verhältniffe bei verjchiedenartigen Körpern verjchieden find, fo ift 
nur diefe Beftinmmung mittels der Tragmodel 7’ und 7, oder vielmehr mit- 


telö der Sicherheitstragmodel z und a die allgemein richtige und 
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angemeflenere und nur dann mittel8 der Sicherheitsbruchmodel * und = 


zu vechnen, wenn die Tragmodel nicht bekannt find. 
St der Querſchnitt des Körpers ein Kreis vom Durchmeſſer d, fo 
nd 


d? 2 
hat man —- =F, daher P= Eu T= 0,7854 42T und 


d— Vf - 1,128 VF —= 1,128. n zu fegen, 


und es läßt fich hiernach aus der Belaftung oder Spannung P eines Körpers 
und dem Tragmodul 7 feiner Materie die Stärke finden, bei welcher ber 
Körper nicht liber die Elafticitätägrenze hinaus angefpannt wird. 


Beifpiele. 1) Welche Laft kann eine Hängefäule aus Fichtenholz aufnehmen, 
wenn diefelbe 5 Zoll breit und 4 Zoll vi it? Den Tragmodul zu 3000 Pfunt 
und den Querſchnitt F—=5.4 — 20 Duadratzoll angenommen, erhält man 
P = FT = 20.3000 = 60000 Pfund als Tragfraft diefer Säule. Wird aber 
ber Feftigfeitsmopul K — 10000 Pfund zu Grunde gelegt und eine vierface 
Sicherheit angenommen, fo erhält man P = FK = 20.100), — 50000 Pft.; 
um auf lange Zeit Sicherheit zu haben, nimmt man aber für X ben zehnten 
Theil an, und erhält fo P —= 20.1000 = 20000 Pfund. 

2) Eine fchmieveeiferne und rund abzudrehende Zugftange foll eine Laft ven 
4500 Pfund aushalten; welchen Durchmefler muß biefelbe erhalten? Hier if 

ar — 
T — 18000 Pfund, daher d — 1,128 \ = 1,128. V%0 = 0,835 gell 
Der Feſtigkeitsmodul des Schmiebeeifens ift für eine Mittelgattung —= 56000 Pfund; 
nimmt man aber fünffache Sicherheit, fo befommt man K = 11200 Pfund unt 
7 4500 
11200 











d= 1128 — 0,715 Zoll als die geſuchte Stangendide. 


Arbeitsmodul. Wenn man einen prismatifchen Körper durd) eine 
nad) und nad) von O bi8 P— AM — NO (Fig. 314) wachſende Kraft 
anfpannt ımd dadurch von Null bi8 A —= MO = AN verlängert, fo wird 
dabei eine gewiſſe mechanische Arbeit verrichtet, welche, wie (aus $. 72) be: 
fannt, das Product aus dem Wege oder der ganzen Ausdehnung AN umd 
aus dem Mittel der von O bi8 P —= NO ftetig wachlenden Spannträften 
ift, und fich daher auch durch die Fläche AN O ausdrüden läßt, welche ber 
Ausdehnung AN — A als Abfciffe, und der Spannkraft NO=AM=P 
als Ordinate, zufommt. Ueberſchreitet diefe Ausdehnung nicht die Elaftict- 
tätögrenge, fo ift die Fläche AN O als ein rechtwinkeliges Dreiedt anzufehen, 
deifen Katheten A und P find, und es ift daher die entfprechende mechaniſche 
Arbeit: “ 

= 1IWAP. 

Setzt man hierin: 

i=0!wP=fFT, 


⸗ 
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jo erhält man die Arbeit zum Ausdehnen o bis zur Elaſtieitäts— 
grenze: 


L= 1,01.FT= 1,6T.F! = Av, 
Sig. 314, 





wenn V das Bolumen Fl des Körpers und A, eine Srfahrungszahl, den 
fogenamnten Arbeitsmodul der Elafticitätsgrenze für die Ausdeh- 
nung bezeichnet, welcher auch durd) den Ausdrud 


A=1,AC.CD=1oT = 1 — 1,,03E 


beftiunmt werden Tann. 
Ehenfo ift natürlich aud) für die Compreffion bis zur Elaſticitats- 
grenze die erforderliche meqhaniſche Arbeit 
= VA, 
zu jegen, wobei A, den Arbeitsmodul 


m 
1AG.GD = N = az —= 1n0’E 


der Elafticitätögrenze für die Jufammendritdung bezeichnet. 

Für die mechanische Arbeit zum Zerreißen und zum Zerdrücken des pris- 
matiſchen Körpers laſſen ſich gleichgeformte Ausdrücke anwenden; es ift bie: 
jelbe fir den erften Fall: 

L=VB, 
und fir den zweiten: 
L, — VB, 
wen B — Flähe AUW, den Arbeitsmodul des Zerreißeng, und 
= Fläche AU, W,, den Arbeitsmodul des Zerdrückens bedeutet. 
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Man erfieht aus dem Vorftehenden, daß ſowohl die mechanifche Arbeit, 
welche einen prismatiichen Körper bis zur Klafticitätsgrenze ausdehnt und 
comprimirt, als auch diejenige, welche da8 Zerreigen und Zerdrliden deſſelben 
herbeiführt, gar nicht von den einzelnen Dimenflonen, ſondern nur vom 
Bolumen 9 bes Körpers abhängt, daß alfo 3. B. zwei Prismen aus dem- 
felben Deaterial denfelben Arbeitsaufwand zum Zerreißen erfordern, wenn 
das eine doppelt fo lang als das andere ift und dagegen fein Querſchnit 
nur die Hälfte vom Querſchnitt des anderen ausmacht. 

Beifpiel. Wenn ver Glafticitätsmodul des Schmieveeifend E — 27’000000 


Pfund und die Ausdehnung defielben bei der Glafticitätsgrenze, « — - if, 


fo beträgt der Tragmobul vefielben, da co — = ift: 
27’000000 





T=cE= 1600 — 18000 Pfund, 
und folglich der Arbeitsmodul der Glafticitätsgrenze für Ausdehnung: 
T2 18000 18000 
—ı1 — Z_— ,AaE-— _—__ — — 
A=heT=;55E = hnFES en oo 8 Sollpfund. 


Um alfo einen prismatifchen Körper aus Schmiebeeifen, deſſen Bolumen = Y 
ift, bis zur Glafticitätsgränge auszudehnen, ift die mechaniſche Arbeit 
L = AV = 60V 3slipfund 
nöthig. 
Wäre z. B. der Inhalt dieſes Körpers 9 — 20 Cubikzoll, fo würde dieſe 


Arbelt L—6,0.20 — 120 Zollpfund — = — 10,0 Fußpfund betragen. 


Ausdehnung durch das eigene Gewicht. Hat ein prismatifcher 
Körper AB, Fig. 315, eine bebeutende Länge 7, fo erleidet er durch 
fein Gewicht eine namhafte Ausdehnung, welche wie folgt zu beftunmen 
ift. Bezeichnet F den Querſchnitt diefes Körpers, Y feine Dichtigkeit oder 
das Gewicht eines Cubikzolles feiner Materie, und x die veränderliche Länge 
eines Stüdes deflelben, fo befteht die Spannung eines Elementes MN diefed 

Fig. 816. Körpers aus dem Gewichte des darunter befindlichen Körper: 

ſtückes BM = yFx, und es ift folglich ſnach $. 204, (2)] 
die entjprechende Ausdehnung der Ränge MN = 0x dieſes 
Elementes: 


22 


41 — 
oA= FE 0: = 5 xdx. 
Durch Integration ergiebt ſich nun die Ausdehnung des 
ganzen Stüdes BM: 


— * —2* 
i= ? [ 202= 35° 


p und folglic) die des ganzen Körper AB: 
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_yb _yFm _nG, 
BE 2FE FE’ 
wobei @ — FF, da8 Gewicht des ganzen Körpers bezeichnet. 

Wäre diefes Gewicht nicht auf den Körper gleichmäßig vertheilt, jondern 
am Ende B defielben wirkſam, jo würde die Ausdehnung 

al 
kı = FE 21 
betragen. 

Es ift alfo die Ausdehnung des Körpers in Folge feines Gewichtes, 
A— Ya. mr halb fo groß als die, welche ein gleich großes Gewicht 
am Ende des Körpers hervorbringt. 

Daflelbe Geſetz gilt natürlich auch filr die Compreffion A eines Körpers 
durch fein eigenes Gewicht. 

Wirkt in dem einen oder dem anderen Falle an einen Enbe des Körpers 
noch eine befondere Zug⸗ oder Drudtraft P, fo hat man die entſprechende 


Ausdehnumg ober Sompreftion: 
(P+ ' N, 


187 ER FE 
wobei das obere Zehen zu nehmen ift, wenn die Kraft P mit dem Ge⸗ 
wichte G in gleicher Richtung, und das untere, wenn fie bem Gewichte ent- 
gegengejegt wirft. Im Ietteren alle fällt natürlich die Ausdehnung Heiner 
ans, als wenn P die alleinige Zug- oder Druckkraft wäre. Es ift hier fogar 
die Gefammtansdehnung oder Zufammendrüdung — Null, wenn 
.„G=P, ode G=yFli=2P, alſo 


beträgt. 
Die Kraft P am Ende eines Körpers dehnt denfelben an allen Stellen 


gleichviel, nämlich im Verhältniſſe 4 _ * aus, wogegen das Gewicht G 


FE 


im veränderlichen Verhältniſſe . — LE ausfpannt oder comprimirt. Es 


it folglich das totale Turtle an einer Stelle, welche um die 
Yänge z vom Angrifföpunkte der Kraft P abfteht: 


kA, 02 (& + —*8 
ı,1:5” E 


Wirkt die Kraft P mit G in gleicher Richtung, fo ift natürlich das Aus- 
dehnungs⸗ oder Comreſſinsverhatmiß am größten fir x —= I, und zwar: 


(2 4 1)5 _?+4@ 
1 E FE’ 
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dagegen am kleinſten, und zwar: 

LP 

I FE 
für x — 0, d. i. an der Stelle B, wo P angreift. 
“ Wirken P und @ in entgegengefegten Richtungen, fo hat man zu unter 
ſcheiden, ob 7 < * oder >. alſo @a<Poima>Ppit 
Im erfteren Wale ift das Ausdehnungs- oder Compreſſionsverhältniß 


hı P 1. — — 
7= (5 ren Marimum fir z — 0, und zwar — pw 


ein Minimum für x —1, und zwar — (+ — m Im letzteren Falle 
ift e8 für = — 0 ein pofitiveg Maximum I und fir 2 — 1 ein nega⸗ 
tive Maximum (v1 — =) und es fällt dagegen für z — 
Null aus. 


Damit der Körper nur bis zur Elafticitätsgrenze gedehnt oder gepreßt 
werbe, darf das Marimum von dem Ausbehnunges oder Compreffionsver: 


FRE pP 1 nr _T,\. y 
hältniſſe + y:) 7 höchſtens — 0 — 7 oder einfacher, das Mari 


* 
Fy' 


mum von (5 + v2) — T fein. Nun ift aber in dem Falle, wenn P 
mit @ einerlei Richtung hat, dieſes Marimum 


_P,,_P+yFl_P+@ 
—7 r ng 
baher ift auch dann IP _ 7, 0er P FT pi) und folglich 


der entſprechende Querſchnitt 


F= ——3; 
T—yl 
wirken hingegen P und @ entgegengefegt, fo hat man diefes Marimum 
P P\ı 
entweder = — oder — (vı — 5) 


F 
und daher den entſprechenden Duerfchnitt gleich dem größeren der Werthe 
P pP 
F= T und F = Tg 


Setzt man in diefen Formeln K ftatt 7, fo erhält man die Bedingimgen 
des Zerreigend und Zerbrechens, alfo im erften Falle: 
P=F(K— yl) und im zweiten: 
entweder P= FK or P=F(yl—R). 
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Fir PO hat man natürlich entweder: 


yi—- T=0(, a = oder: 


N E=0,di= 


je nachdem es bloß auf eine Spannung bi8 zur Klafticitätgrenze oder auf 

eine Trennung durch Zerreißen oder Zerbriiden bes Körpers ankommt. 
Anmerkung. Das mechaniſche Arbeitsvermögen, welches ein prismatifcher 

Körper in fi aufnimmt, wenn er durch fein eigenes Gewicht ausgebehnt ober zu⸗ 


fammengebrüdt wird, iſt auf folgende Weife zu ermitteln. Das Element MN, 
Fig. 316, deſſen Länge dr ift, wird durch das Gewicht YF'x des Körperftüdes 


io. 316. BM nad und nad von O auf 34 = y2d2 ausgebehnt, und es iſt 
dig E 
daher die hierzu nöthige Arbeit: 
= YyrFa.a= % IE dr. 


N Wenn man daher dieſen Ausprud Integeit, fo erhält man das 
Arbeitsquantum für alle Stangenelemente von B bis M: 


2 7 2 F'x3 
L=y4 =. N 
und alfo das für die ganze Stange: 


3 2 #2727 al 
eng = rn = SFE = 1% aA, 











— wobei (nad $. 207) A = 1, Er a bie ganze Ausdehnung der Stange 
bezeichnet. 

Beifpiel. Wenn ein Bleivraht, deſſen Yeftigfeitsmodul K — 3000 Pfund, 
und Dichtigkeit, auf den Cubikzoll bezogen, y — 0,406 Pfund ift, vertical aufs 
gehangen ift, fo zerrejßt berfelbe bei ber Länge 

K 8000 
durch fein eigenes Gewicht. Beträgt der Tragmobul befielben T — 1500 Pfund, 
jo erreicht feine Auedz hnung die Claſticitaͤtsgrenze bei einer Laͤnge 


„— Z _ 150 
== 0,106 = 36% Zoll = 308 Fuß, 


und ift der Glafticitätsmobul dieſes Drahtes, E — 960000 Pfund, fo hat man bie 
entfprechende Ausdehnung deſſelben: 


T 1500 _ _ 5.77 _ 


1 * 


Körper von gleichem Widerstande. Wird der Zug oder Druck $. 208 
P eines verticalen prismatifchen Körpers noch durch das Gewicht G 
deſſelben anjehnlich vergrößert, fo hat man natürlich 

P+G=FTL, wveP=FT— 4G=F(T—1y) 

Weisebach's Lehrbuch der Mechanik. J. 23 
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zu fegen, und hiernach den Querſchnitt F diejes Körpers durch den Ausdrud 
pP 

F= 


zu beftimmen (vergl. $. 207). 
Iſt diefer Körper, wie 3. B. AB, Fig. 317, aus prisimatifchen Theilen 
zufammenzufegen, jo kann man, um Material zu erfparen, jedem diefer Theile 
$ig. 317. einen nach diefer Formel zu berechnenden Ouerfchnitt geben. 
Haben diefe Körperſtücken die Längen Z,, %, Is u. f. w. und 
fteigert fich die Laft P duch die Gewichte Fly, Fly, 
Fa lz y u. ſ. w. der Stüde nad) und nad) auf P,, P,, P; u. ſ. w, 
fo ift hiernach der erforderliche Querſchnitt des erften: 
P 


T— Iy 





Fi — T_ ı y’ 
ferner ber des zweiten: 
FE — Pı — F T 
Thy T—hy’ 
der des dritten: | 
F, = Pr Ei u. ſ. w. 


Thy Thy 
Sind alle Stüde gleih lang, ft alſo I =kL = hi. —=1, fo hat 
man einfacher: 
P pP T 
R T— Iy - T\r- In) 


mn — ART ___PT ). 
TUT T-y (T-W T\TZ%y 
_ RAT _P[( IT nn) 
h=7_,"T\r nm) * 
aljo allgemein, den Querfchnitt des nten Stückes: 


A rn)‘ 


Sollten alle Stüde einerlei Querfchnitt erhalten, fo würde derfelbe die 
Größe 


P 
F= Ta” = Tal rn) erhalten müſſen. 
Während in diefem alle das Volumen des ganzen Körpers 
nPl 
V=nhFrl= Try 


ift, beſtimmt fich baffelbe in dem Falle, wo jedes Stüd feinen angemeflenen 
Querſchnitt Hat, durch die geometrifche Reihe: 
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!P=-A+B+.-+M)l 


et) 1 


Nun ift aber (f. „Ingenieur“ Seite 82) die Summe ber geometrifchen 
Reihe in der Parenthefe: 


— (5 - J (7 ii Ti 9) 


(Fa — Fı) T 
nl) zu ı|= y 
und da8 Gewicht des ganzen Körpers: 


G= (F, nn“ F}) P. 
Rt die Ränge I eines Stüdes ſehr Mein, und dagegen die Anzahl n ber 
Städe ſehr groß, fo kann man, wenn man noch die ganze Ränge mn! durch 
a bezeichnet, genau wie in $. 194 x Tatienen, 


(T—-hyy= (r-# —) = 7" (1 — 7) met 


jegen, wobei e — 2,71828..., die Grundzahl der natitrlichen Logarithmen 
begeichnnet, und e8 ift hiernach: 
2 *P P + 7 


5 ( eT F)e 
— — — — — — — — 0 
T T—- 1)” Me 17% T 





baber folgt: 


wobei F, — = die Größe des anfänglichen Ouerfchnittes B bezeichnet. 
Annähernd ift auch: 
n=#lı+244(%)], 


"04 34@)] 


Das Bolumen des aus vielen Heinen Stüden zufammengejegten Körpers 
exgiebt fich auf dem angezeigten Wege: 


le) 


annähernd: 


EA EZ ee 


23* 
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wogegen das Volumen des Ba mit A Querſchnitt annähernd 


Pa 2) 
’v= T— ar | 147 7 + 
Die Formeln 
ey 2Y 
mer und =: (et ı) 
T y 


gelten natürlich auch für jeden Körper wie AB, ig. 318, und AB, 
Fig. 319, mit fich ftetig änderndem Querſchnitte. Um mit Hilfe derjelben 
2: den Querſchnitt F. für eine Stelle M und das von 
5 —* Big. 319. demſelben abgeſchnittene Körpervolumen zu finden, 
hat man nur in dieſen Formeln für a den Abſtand 
BAM der gegebenen Stelle vom Ungriffspunfte B 
der Zug= oder Drudfraft einzufegen. Die hierdurch 
beftimmten Körper haben an jeder Stelle den der 
beftimmten Tragkraft entfprechenden Duerfchnitt, und 
heißen deshalb Körper von gleihem Wider: 
ftande (franz. solides d’egale resistance; engl. 
bodies of uniform strength). Dieſe Körper haben 
. unter Übrigens gleichen Berhältniffen das Heinfte 

Bolumen, erfordern daher auch die Fleinfte Menge 
Material, und find deshalb im Allgemernen die wohlfeilften und vortheil- 
bafteften in der Anwendung. Vergleichen wir 3. B. einen foldhen Körper 
mit einem prismatifchen, fo finden wir durch die obigen Näherungsformeln, 
daß derfelbe ein Volumenerſparniß bon 


Pall ayı 5 3.(]= ri 5 se) 
‚_ = — — 
Im 757 am \ır 
gewährt 





Anmerfung Da die relative Austehnung oder Zuſammendrückung eines 
Körpers von gleichen Widerſtande überall diefelbe, nämlid « — 3 it, fo ſtei⸗ 


gert fich folglich vie Gefammtaustehnung deſſelben auf A — s=- a, wihrend 


fie bei dem prismatifchen Körper nur die Größe 
‚-?+ANa _ pP 4@,T, 
= GE Pre E 
bat. 


Beifpiel. Welchen Querfchnitt muß ein 1000 Buß langes ſchmiedeeiſernes 
Schachtgeſtaͤnge erhalten, wenn daſſelbe außer feinem eigenen Gewichte noch eine 
Lat P = 75000 Pfund zu tragen hat? Nimmt man ftatt des Tragmobuls 
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T = 18000 Pfund einen Sicherheitsmobul 5 — 3000 Pfund an und feßt man 
das Gewicht eines Cubikzolles Schmiebeeifen: 


7,70 .61,75 _ 
= 151975 = 0,2752 Pfund, 
fo folgt der geſuchte Querſchnitt: 
N = NR m 18,16 Ouabratzoll 


— TZay %000 — 12000.0,2752 5698 — 
und das Gewicht des Geftänges: 
G = F.ay = 13,16. 12000 ..0,2752 = 43460 Pfund. 
Könnte man diefem Geflänge die Form eines Körpers von gleichem Widerſtande 
geben, fo würde man zum Feinften Querſchnitte: 
F, -5 = m — 8,33 Quadratzoll, 
zum größten: 
F, = 8,33 . 752.138 — 8,33 .e%s® — 12,03 Quadratzoll, 
und das Gewicht des Beflänges: 
"= V. (F. - F)T = (12,08 — 8,33) ..9000 = 33300 Pfund 
erhalten. 
IR der Elaſticitaͤtsmodul des Schmiebeeifens, E = 27’000000 Pfund, fo hat . 
man folglich die Verlängerung des Geſtaͤnges im lepteren Falle: 
. 1 
1 Ga I _ = = % Buß = 8 doll, 


und dagegen im erfleren: 





1 
P+Y%G@, _ 75000 + 21780 9780.8 _ g59 goll. 
PrTG 75000 1 43460 128460 


Ausdehnungs- und Oompressionsversuche. Um das Kfaftici- 8. 201 
tätögeje eines Stoffes vollftändig kennen zu lernen, ift nöthig, daß man 
möglichſt Lange prismatifche Körper aus bemfelben durch allmälig zu vers 
größernde Gewichte nicht allein nad) und nach und bis zum Zerreißen aus- 
dehne, fondern auch nach und nach bis zum Zerdrücken zufammenpreffe, und 
dag man hierbei die durch jebes Gewicht bewirkte Ausdehnung oder Zuſam⸗ 
mendrückung beobachte. Giebt man bem zu umterfuchenden Körper eine ver- 
ticale Rage, fo können biefe Gewichte unmittelbar an diefe Körper angehangen 
oder auf diefelben aufgelegt werden und fie geben dann unmittelbar die Größe 
der Zug- oder Drudkraft des Körpers an. Um aber nicht mit zu großen 
Gewichten erperimentiren zu müſſen, zieht man es vor, die Gewichte mittels 
ungleiharmiger Hebel auf den Körper wirken zu laflen, wobei biefelben im⸗ 
mer an den längeren Arm (a) angehangen werben, während das eine Ende 
des Körpers vom kürzeren Arme (b) agriffen wird. Durch Multiplication 


des Gewichtes G mit dem Armverhäftniffe — F ergiebt ſich dann leicht die ent⸗ 


ſprechende Zug⸗ oder Druckkraft P G. Auch wendet man mit Vor⸗ 
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theil, namentlich zur Erzeugung bedeutender Zug⸗ ober Drudfräfte, anftatt 
der Gewichte fogenannte bydraulifche Preffen an. Um die Größe der Aus- 
dehnung oder Zufammendrüidung beobachten zu können, verfieht man entweder 
den zu unterfuchenden Stab in der Nähe von jedem feiner beiden Enden mit 
einem feinen Striche, oder man befeftigt an diefen Stellen auf demfelben ein 
Paar, vielleicht gar als Verniere vorgerichteter Zeiger, und um nicht nur bie 
elaftifche, fondern aud) die permanente Ausdehnung zu ermitteln, mißt man 
die Entfernung diefer Striche oder Zeiger von einander nicht allein vor dem 
Auflegen und während des Aufliegens eines Gewichtes, fondern auch nach 
erfolgter Abnahme deijelben, und läßt auch gern inzwifchen mehrere Minuten, 
oder nach Befinden einige Stunden Zeit verfliegen, weil, zumal bei ftärferen 
Spannungen, die Ausdehnung und Zufammendrüdung nicht momentan, fon- 
dern erft nad) Verlauf einer längeren Zeit einen gewiſſen Werth annehmen. 
Die Ausmeſſung diefer Entfernung erfolgt entweder durch einen Stangenzir- 
fel ober mittel8 einer unmittelbar am Stabe hinlaufenden Eintheilung ; aud) 
wenbet man hierzu ein fogenanntes Kathetometer an, welches in der Haupt- 
face in einem an einem verticalen Stabe auf» und nieberfchiebbaren Luft⸗ 
blafenniveau (ſ. „Ingenieur“ ©. 234) befteht. 

Um die Compreffion an längeren Stäben beobachten zu können, muß man 
diefe Stäbe während bes Verſuches in eine röhrenförmige Leitung ftellen ; 
auc find diefelben von Zeit zu Zeit einzufchmieren, damit fie fi) ohne Hin- 
derniß in diefer Leitung verjcjieben können. 

Kommt ed nur darauf an, den Feſtigkeitsmodul eines Körpers zu ermit- 
teln, fo kann man fich zu den Verſuchen kürzerer Körper bedienen. 

Zu den Zerreißungsverfucden wendet man Körper mit ftarfen 

Fig. 320. Köpfen, A und B, Fig. 320, au, 
welche genau in der Are durch: 
bohrt find. Jede Durchbohrung 
erhält in der Mitte eine ringför- 
mige Schneide, damit der Körper 
mitteld eines durchgeſteckten Bol- 
zens CD und dur einen die Enden diejes Bolzens ergreifenden Hafen 

Fig. 321 FF genau in der Are gezogen werde. Bei den 
Zerdbrüdungspverjuchen giebt man dem 
Körper A, ig. 321, zwei parallele Grundflächen, 
und bringt denfelben zwifchen zwei Cylinder Bund 
C mit ebenfall8 eben abgeſchliffenen Grund⸗ 
flächen; während num der abgerundete Kopf H 
des einen Cylinders von der preffenden Kraft 
ergriffen wird, ſtützt fich der andere Cylinder 
gegen eine ftarfe Fußplatte D, und gleiten 
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beide in dem Inneren eines Cylinders EF. Der Drud P auf den Kopf 
H des Stempels B befteht entweder in der Kolbenfraft einer hydrauliſchen 
Prefie oder in ber Kraft eines in der Figur nur zum Theil angegebenen 
einarmigen Hebels Z O. 

Während das Zerreißen eines Körpers in dem Heinften Duerfchnitte dei- 
jelben erfolgt und fich daher der Körper nur in zwei Stüde zertheilt, geht 
das Zerdrücken in ber Regel in fchiefen Flächen vor fich, wobei der Körper 
in mehrere Stüde zerfällt. Prismatiſche Körper zertheilen fich hierbei vor» 
züglic, in zwei Pyramiden, welche die beiden Grundflächen des Körpers zur 
Baſis und ben Mittelpunkt deſſelben zur Spige haben, und nüchſtdem in 
andere pypramidenähnliche Körper, deren Grundflächen die Seitenflächen des 
Ganzen ausmachen und deren Spigen ebenfalls die Mitte des Körpers ein- 
nehmen. Körper, welche nach verfchiedenen Richtungen ein verjchiedenes 
Gefüge haben, verhalten fich natürlich anders; fo wird 3. B. ein Holzftiid 
durch eine Kraft, welche in ber Richtung ber Fafern deſſelben wirkt, dadurch 
zerdrückt, daß im Heinften Duerfchnitte deſſelben eine wulftförmige Ausbie- 
gung entfteht. 


Ausdehnungsversuche. Die erften gründlichen Unterfuchungen über $. 210 
die Ausdehnung und Klafticität des Eifens in Drähten haben wir Gerftner 
zu verdanken. Derſelbe verwendete zu den Hierbei zu Grunde gelegten Berfu- 
hen Eifendraht von 0,2 bis 0,8 Linien Dicke und bediente fich des in Fig. 
322 abgebildeten Hebelapparates mit einem 15 Fuß langen Zeiger OD, einem 
Big. 322. 
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Gegengewichte @ und einem Laufgewichte Q. Der ungefähr 4 Fuß lange 
Draht EF wurde am Ende E feitgeflemmt und mit dem oberen Ende um 
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einen Wirbel F gewunden, welcher fich mitteld einer Schraube 8 ohne Ende 
umbreben ließ, wodurd) natitrlich dem Drahte jede beliebige Spannung gege- 
ben werden konnte. Die dadurch bewirkte Ausdehnung des Drahtes gab die 
Zeigerfpige D an einem eingetheilten Stabe AB vervierundfinfzigfacht 
an. Die jchneidige Are C des Hebels fowie der Wirbel F, um welche das 
obere Ende des Drahtes gewunden war, und die Schraube ohne Ende S 
zum Umdrehen des Wirbels find in Fig. 323 in größerem Maßſtabe be- 
Big. 323. fonders abgebildet. Durch biefe Ber: 
ſuche weift Gerſtner nad, dag jebe 
Ausdehnung die Summe von zwei Aus- 
—— dehnungen ift, wovon bie eine (die ela- 
7 FE ftifhe Ausdehnung) nad) Abnahme 
— des Gewichts verſchwindet, und die au⸗ 
dere (die permanente Ausdehnung) 
zurüdhleibt, und dag in Folge defien die 
Ausdehnung A jogar innerhalb der Elafticitätsgvenze nicht genau der fpan- 
nenden Kraft P proportional, fondern dag es angemefien ift, die Formel 


P= 1 FEI[S. 204 (4)] 

durch die Reihe 
3 

P=2]|ı + af + (7) ]|r= 

toorin & und 6 Erfahrungszahlen bezeichnen, zu erjegen. 
Später wurden von Ragerhjelm fowie auch von Brir auögebehnte 

Verſuche über die Klafticität und Feftigfeit des Schmiebeeifend und Eifen- 
drahtes zur Ausflifrung gebracht. Beide Erperimentatoren wendeten zu 


ihren Verſuchen einen Wintelhebel ACB, Fig. 324, an, deſſen Län: 
gerer Arm CB von dem auf eine Wagfchale W aufgelegten Gewichte G 


Fig. 324. 








$. 210.7] Die Zuges, Druck⸗ u. Schub⸗Elaſticitaͤt u. Feſtigkeii. 361 


abwärts gezogen wurde, wodurch der am Fürzeren Arme CA angejchlofiene 
Eifenftab oder Draht DE beliebig gefpannt werden Tonnte. Bei dem Ap- 


parate von Brix betrug das Hebelarmverhältniß = — 1/0, und e8 war 


hier da8 eine Drahtende D mittels Kluppe, Holen und Bolzen an ben Arm 
CA und das andere Ende E auf gleiche Weife an eine Schraube S befe- 
figt, welche durch eine Kurbel X und mitteld eines Räderwerkes in Umdre⸗ 
hung gefeßt werben konnte. Zur Angabe der Längenausdehnung dienten zwei 
Nonien d und e, welche an den Enden auf den Draht aufgefchraubt wurden 
und über zwei in Biertellinien eimgetheilten Scalen fg Hinliefen. Nachdem 
man den Draht in den Kluppen eingeflemmt hatte, wurde die Wagſchale nad 
und nach mit größeren Gewichten beladen, und bei jedem einzelnen Verſuche 
duch Drehung der Kurbel K des Räderwerkes, der Draht fo gejpannt, daß 
fi der Hebel von feiner Unterftägung erhob, und ſich jo die Spannung des 
Drahtes mit dem Gewichte G ins Gleichgewicht fette. ‘Die Berfuche wur⸗ 
den mit Drähten von 11/, bis 1’/, Linien Stärke ausgeführt und gaben 
für diefelben, wenn fie ungeglüht waren, im Mittel den Feſtigkeitsmodul 

— 94000 Pfund, und dagegen nad dem Glühen, K — 62000 
Pfund. Der Elafticitätsmodul wurbe dagegen fir geglühten und ungeglüh- 
ten Draht im Mittel E — 28’000000 Pfund gefunden; ferner ergab ſich, 
daß die Grenze der Elaſticität erreicht wurde, wenn die Spannung bei 
ungeglühten Draht 0,5 K unb bei geglühtem 0,6 K betrug. Bei ftärferen 
Spannungen traten bleibende Ausdehnungen (Stredungen) ein, und es 
betrug die ganze Ausdehnung im Augenblide des Zerreißens bei ungeglith- 
tem Drabte 


1 
7 = 0,0034, und beim geglühten 4 — 0,0885, alſo 26mal jo viel. 


Bei dem Apparate von Ragerhjelm erfolgte die Anfpannung des Drahtes 
durch eine Hydraulische Preſſe, deren Kolbenftange das Ende des Eiſenſtabes 


ergriff. 

Zu dieſen Verſuchen verwendete Lager hjelm verſchiedene Eiſenſtäbe von 
36 Zoll Länge mit kreisrunden und quadratiſchen Querſchnitten von !/, Zoll 
u. |. w. Seitenlänge. Denſelben zufolge iſt im Mittel der Elaſticitätsmodul 
des ſchwediſchen Schmiedeeiſens: 

B44000000 Pfund, 
der Feſtigkeitsmodul 
1 
K= 25, E = 88000 Pfunb, 
und der Tragmodul 


— 1 / — 
T=6.E= 2555 44000000 — 27500 Pfund. 
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Wertheim ließ bei feinen Verſuchen über die Elafticität und Cohäſion 
der Metalle die zu unterfuchenden Drähte frei herabhängen, und befeitigte an 
denfelben einen Gewichtöfaften, welcher mittels Fußſchrauben auf dem Yuf- 
boden ruhen konnte. Um den Draht durch die in den Kaſten gelegten Ge 
wichte anzufpannen, wurden die Fußſchrauben fo weit herumgedreht, bis der 
Kaften zum Schweben fam. Zur Ausmittelung der Ausdehnungen des 
Drahtes diente ein Kathetometer. Diefe Verfuche wurden unter jehr ver: 
ſchiedenen Temperaturen an vielerlei Metalldrähten, als von Eifen, Stahl, 
Meffing, Zinn, Blei, Zink, Silber u. ſ. w., angeftellt. ‘Die Hauptergebnifie 
diefer Verfuche find in der folgenden Tafel ($. 212) enthalten. 

Der Apparat, womit Fairbairn feine Feſtigkeitsverſuche angeftellt hat, 
befteht in der Hauptſache in einem ftarten fchmiedeeifernen Hebel oder Wag: 
balfen A CD, Fig. 325, deſſen Stügpunft D von einem ftarfen Bolzen 
F feftgehalten wird , welcher von unten mitteld einer Schraubenmutter höher 


Fig. 325. 





oder tiefer geftellt werden Tann. Zwei eiferne Säulen geben dem Fußftüd 
HH, durch weldyes F Hindurdy ging, den nöthigen Widerftand. Das zu 
unterſuchende Eifenftüd ZM war mittels einer Kette an dem auf den Säu- 
In TT ruhenden Träger KK aufgehangen und durch Bolzen und Ringe 
mit der Scheere C des Wagbalfens A CD verbunden. An dem langen 
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Arme des letzteren hing nicht bloß ein größeres conftante® Gewicht G, fon- 
dern auch eine Wagfchale N zur Aufnahme fleinerer Gewichte; zur Unter- 
ſtüzung des Hebel von unten diente der Bolzen X und zum Aufheben 
defielben ein Seil OP, welches oben über eine Leitrolle Tief und ſich unten 
auf die Welle W einer Winde U YZ wideln ließ. Nach dem Auflegen ber 
Gewichte ließ man durch langſames Umdrehen der Kurbel U das Hebelende 
E allmälig herab, bis endlich das zu prüfende Eifenftitd duch G und bie 
Gewichte N allein gefpannt wurde. 


Anmerfung. Gerfiner’s Verſuche über die Glaftieität der Gifenprähte 
u. |. w. find abgehanbelt in Gerſtner's Mecanif, Bd. J.; über die Verfuche von 
Lagerhjelm ift nachzuleſen die Pfaff’fche Neberfehung der Abhandlung: Verſuche 
zur Beſtimmung der Dichtigfeit, Gleichartigfeit, Elafticität, Schmiebbarfeit und 
Stärfe des Stabeifens u. f. w. von Lagerhjelm (Nürnberg 1829), und über bie 
Verſuche von Brir macht die nöthigen Mittheilungen: die Abhandlung über bie 
Cohaͤſions⸗ und Glafticitätsverhältniffe einiger bei Hängebrüden in Anwendung 
kommenden Gifenvrähte (Berlin 1837). 

Die Berfuhe von Wertheim über die Glaftieität und Cohäſion der Metalle 
uf. w., fowie auch über Glas und Holz werden in Boggenborff’s Annalen 
ver Phyfik und Chemie, Ergänzungsband II., 1845, abgehandelt. Die Elafticitäte- 
model der genannten Körper find hier nicht allein durch Ausdehnungs⸗, fondern 
auh durch Biegungs- und Schwingungsverfuche beſtimmt. Weber Fairbairn's 
Feſtigkeitsverſuche ift in beflen Useful Informations for Engineers nachzuleſen. 





Eisen und Hols. Die ausführlichften Verſuche über die Efafticität und 8. 211 
deftigfeit des Guß- und Schmiedeeiſens find in der neueften Zeit von Hodgkin— 
\on angeftellt worden; durch fie hat man erft die Gefege der Ausdehnung 
und Zuſammendrückung diefer in der praftifchen Anwendung fo fehr wichti- 
gen Stoffe vollftändig kennen gelernt. Obgleich hiernach das auf verſchiedene 
Deife erzeugte Eifen ziemlich verfchiedene Elafticitäts- und Feſtigkeitsgrade 
gezeigt hat, fo ift c8 doch möglich, das Verhalten dieſes Körpers in Hinficht 
auf Ausdehnung und Compreffion durch Curven auszudrliden. 
Tiefen Verſuchen zufolge ift für Gußeifen (franz. fonte; engl. cast- 
iron) im Mittel, und zwar fowohl für Ausdehnung als aud) für Compref- 
fion, der Elafticitätsmodul 
E = 1,000000 Kilogramm, bezogen auf den Querjchnitt von 1 Quadrat⸗ 
centimeter, und folglich 
E= 13,68 . 17000000 = 13’680000 Pfund, bezogen auf 1 Quadrat⸗ 
zoll Querſchnitt. 
Ferner iſt die Ausdehnung bei der Elaſticitätsgrenze: 
— — —. 
2° 41800 
Dieſer Ausdehnung entſpricht der Tragmodul 
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1000000 4 
T= 5667 Kilogramm oder 
13680000 
T= 7500 — 9120 Pfund. 
Die Compreffion bei der Elafticitätögrenze ift dagegen : 
1 
=7 
daber der Tragmodul des Zerdrückens: 
1000000 . 13'680000 





Der Feſtigkeitsmodul für das Zerreißen ift durch diefe Verſuche gefunden 
worden: 

K = 1300 Kilogramm — 17780 Pfund, 
und dagegen ber für das Zerdrücken: 

K, = 7200 Kilogramm = 98500 Pfund. 
Es ift aljo beim Gußeifen die Teftigfeit des Zerdrückens über 51/, Mal fo 
groß als die des Zerreißens. 

Für das Schmiedeeifen (franz. fer; engl. wrought- iron) ift ferner 

ſowohl bei Ausdehnung als bei Zuſammendrückung im Mittel 

E = 2'000000 Kilogramm — 27’400000 Frunt, 


und die Klafticitätögrenze ungefähr bei 6 — —2 er 00° ‚ baher ber 
Tragmodul 
T= 2 000900 — 1333 Silogramm — 18235 Pfund. 





1500 

Endlich hat ſich der Teftigfeitsmodul für das Zerreißen des Schmiedeeiſens 

K = 4000 Kilogramm — 54700 Pfund, 
und für das Zerdrücken 
K = 3000 Kilogramm = 41000 Pfund ergeben. 

Es ift alfo der Klafticitätsmodul des Schmiedeeifend ungefähr dop- 
pelt fo groß als für das Gußeifen, und während filr das Zerreißen ber 
Feftigfeitsmodul de8 Gußeifend ungefähr nur ein ‘Drittel von dem des 
Schmiebeeifens ift, beträgt dagegen für das Zerbrüden der Feſtigkeitsmodul 
des Gußeiſens ungefähr zwei und ein halb Mal fo viel als ber des Schmiede 
eiſens. Dieſe Elafticitäts- und Feftigfeitsverhältnifie des Guß- und Schmiede: 
eifens find durch die graphiſche Darftellung in Fig. 326 vollftänbig vor 
Augen geführt. Vom Anfangspunfte A aus find auf der rechten Seite der 
Abfciffenare X X die Ausdehnungs- und auf der Tinten die Compreffions- 
fräfte in Tauſendpfunden, und zwar pr. Ouabratzoll Querſchnitt, angegeben, 
während die obere Hälfte der Ordinatenare X Y die entiprechenden Ausdeh⸗ 
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nungen und die untere die Zuſammendrückungen enthält. Es fällt befonders 
in die Augen, daß bie Curve des Gußeifens auf der Seite der Compreffion 
und bie des Schmiebeeifens auf der der Ausdehnung eine bedeutende Er- 
ftredung hat; auch bemerkt man, daß diefe Curven in ber Nähe des Anfange- 
pımftes A nahe gerade Linien bilden. 

Fig. 326. 
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Da nächſt dem Eifen vorzüglich noch das Holz (franz. bois; engl. wood) 
am häufigsten in Anwendung kommt, jo find in der Figur noch die Siafti- 
citätsverhältniſſe des Tannen⸗, Buchen- und Eichenholzes u. ſ. w. durch eine 
Curve graphiſch dargeſtellt. Es iſt für dieſe Holzarten im Mittel ber Elaſti⸗ 
citätsmodul: 

E — 110000 Kilogramm = — 1’500000 Pfund; 


ferner bie Elafticitätögrenze bei 6 — 500 : rn —— ber länge, baher der entſprechende 
Tragmodul: 
T- nn — 180 Kilogramm — 2500 Pfund, 
Endlich ift der Feftigkeitsmobul für die Ausdehnung: 
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K = 650 Kilogramm — 8900 Pfund, 

und dagegen flir die Compreffion: 
Kı= 450 Kilogramm — 6200 Pfund. 


Das Verhältniß der Elafticitätsmodel 150 : 1368 : 2740, annähernd 
— 1: 9: 19, zwifchen dem Holze, Guß- und Schmiebeeifen ift in ber 
Figur durch die Subtangenten ab, ac und ad ausgebrüdt. 


Fig. 327. 
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Die Arbeitsmodul A — 1,07 für bie Elafticitätsgrenze drücen bie 

Dreiede Aadb, Aaıc, und Aa, d, aus, welde die Inhalte der Meinen 
. 1 1 

Ausdehnungsverhältnifie 6 — Aa — 500 md 6 —= Aa, = 1500 
(annähernd) zur Grundlinie haben. Es ift dem Obigen zufolge, fiir Holz 


A= 16T —= 1 -—-180 —= 0,15 Kilogrammcentimeter 


— 1: 


—— 2500 = 2,08 Zollpfund, 
für Öußeifen: 
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A=Y- 1 zug 2 .667 — 0,222 Rilogrammeentimeter — 3,04 Zollpfund, 
und für Schmiebeeifen: 
A=N!h- = — 0,444 Rilogrammcentimeter — 6,08 Zollpfund. 


Um die Arbeitsmodel für das Zerreißen und für da8 Zerdrücken beftim- 
men zu Können, ift eigentlich eine vollftändige Reihe von Ausdehnungs- und 
Sompreffionsverfuchen nöthig, da diefe Model durch die Quadraturen (fiche 
Artikel 29 der analyt. Hülfslehren) der vollftändigen Gurvenzweige ſowohl 
auf der einen als auch auf der anderen Seite der Drdinatenare ausgedrückt 
werben; namentlich ift dies erforderlich bei der Ausdehnung des Schmiede: 
eiiens und bei ber Compreffion des Gußeiſens, da den Veränderungen diefer 
Körper Curven zulommen, die von geraden Linien bedeutend abweichen. 


. Beim Holze ift die Ausdehnung und Compreffion im Augenblide des 
Zerreißens und Zerdrückens zu wenig befannt, als daß ſich fiir daſſelbe mit 
einiger Sicherheit die Arbeitsmodel defielben für das Zerreißen und Zer⸗ 
drüden angeben ließen. Behandelt man die entfprechenden Curven als gerade 
Linien, fo erhal man den Arbeitsmodul des Zerreißens: 


65 . ‘ 
B= 1 Z ——ij: 110 I 0 —1,91 Kilogrammcentimeter —=26,1 Zollpfb. 
und age den des Zerdrückens: 
B= Aa Er —1h- 1 nn : e 900” — 0,92 Rilogrammcentimeter — 12,7 Zollpfd. 


Für das ; Serie des Gußeiſens kann man die Ausbehnung 0, 
= 0,0016 und die mittlere Kraft 560 Kilogranım annehmen, fo daß fitr 
daffelbe der Arbeitsmodul des Zerreißens: 

B = 0,0016 . 650 = 1,04 Kilogrammcentimeter — 14,2 Zollpfund 
zu ſetzen ift. 

Fur das Zerbrüden des Gußeiſens möchte dagegen die größte Zufammen- 
drückung 0, — 0,008, und die mittlere Compreffionsftraft — 3600 Kilo⸗ 
gramm zu fegen fein, jo daß der entjprechende Arbeitsmodul des Zer- 
drüdens 
— — 0,008.3600 — 29 Kilogrammcentimeter — 397 Zollpfund 
olgt 

Für dag Zerreißen des Schmiebeeifens lägt fih im Mittel 6, 
=0,008 und die mittlere Kraft 3000 Kilogramm, folglich der entfprechenbe 
Arbeitsmodul 
B = 0,008.3000 = 24 Kilogrammeentimeter — 328 Zollpfund 
eben. 

Tür das Zerdrücken befielben ift Dagegen 0, nur —= 0,0018 und das 
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Kraftmittel — 1306 Kilogramm anzunehmen, daher der zugehörige Arbeits- 
modul: 
Bı = 0,0018.1300 = 2,34 Rilogrammcentimeter = 32 Zollpfund. 


$. 212 Erfahrungszahlen. In folgenden Tabellen I. und II. find die mitt: 
leren Werthe der Elafticitäts-, Trag- und Feſtigkeitsmodel fiir die im Bau⸗ 
weien am häufigften angemwendeten Stoffe aufgeführt. Die erfte Tabelle 
bezieht fi) auf Zug- und die zweite auf Druckkräfte. 
Die in der zweiten Berticalcolumne diefer Tabelle enthaltenen Werthe der 


relativen Ausdehnung 6 — : bei der Elafticitätögrenze drüden aud das 


Berhältnig = zwifchen ben in der vierten und dritten Colunme aufge 
führten Werthen von 7 und E aus. In der praftifchen Anwendung belaftet 
man die Körper entweder nur mit — T, z. 2. 1), T bis 1/, T, oder man 


beftimmt die Querſchnitte F’ derfelben, indem man in der Formel 


pP 
F=7 


ftatf X, für Metalle den Sicherheitsmodul — K= 1, K, fir Hol; 


und Stein denfelben — !/ın K, und für Mauerwerk nur — !/ K, da 
gegen für Seile !/, K bis !/, K einfeßt. 


Die oberen Zahlen in einer Parentheje | geben die Model in Kilo 


grammen an, und fegen einen Querſchnitt von 1 Ouabratcentimeter voraus; 
die unteren Zahlen brüden die Mobel in Zoll» ober Neupfund aus, umd 
beziehen dieſelben auf den Duerfchnitt von 1 Duadratzoll. 


Anmerkung. Die in diefer Tabelle angegebenen Model für Metalle beziehen 
fih auf unausgeglühte Metalle. Bei ausgeglühten Metallen (franz. met. 
cuits; engl. annealed met.) ift zwar in der Regel ver Glafticitätsmobul der⸗ 
felbe wie bei ven nicht ausgeglühten Metallen, dagegen if ber Befligfeitscoefficient 
des Zerreißens ausgeglühter Metalle meift um 30 bis 40 Procent Feiner ale 
der unausgeglühter Metalle. Der gehärtete und angelaffene Stahl (franz. 
acier trempe& et recuit; engl. tempered and annealed steel) hat zwar eben: 
falls denſelben Glaftieitätsmobul als der ungehärtete Stahl, dagegen ift fein Trag⸗ 
mobul oft um 20 bis 30 Procent größer als beim gehärteten Stahl. Da wo es nicht 
befonders erwähnt wird, find die angegebenen Mobel für Metalle an Drähten beftimmt 
worben, die durch das Ziehen eine härtere Kruite erhalten als gehämmerte ober gar 
gegoſſene Metallitäbe. Bei einigen Stoffen, wie bei dem Holze, dem Gifen und 
den Steinen, find die Glafticitäte- und Feſtigkeitsmodel fo verſchieden, daß fie auch 
in befonderen Fällen 25 Procent größer oder Eleiner fein können als bier ange 
geben wird. 
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Zabelle L 
Die Model der Elafticität und Feſtigkeit beim Zug. 


| 
| 








Ausdehnung re SR - iS * 

Namen i F zB |2.5.| 28 

ver ‘— — Glaftieitäte: g © Ex$ z| E : 

Rörver. bei der Elaſticitats. mul E| EI EI ER 

R8 

grenze. Dar: 
2 * 

1 18680000 | sı20| 3,04 | 17800; 
Sußeilen - - - - - 0” 0,000667 | 1000000 | 667 0,222 1300{ 
Schmiebeeifen , 1 — 0.000667 27’000000 | 18000 6,08 56000) 

in Stäben 1500 ° "11 17970000) 1818| 0,44 | 4090 
OL 1 _ ‘ 30°000000 30000 | 15,0 | 85000, 
in Drähten . - | zog. = 90010001} grgoooo| aısol 1,10 | 62108 
| 1 _ 25°000000|20000| 8,0 | 45000, 
in Blechen 1250 — 9000800 | 1’830000| 1475| 1,18 8290) 
Dautfiher Stahl, ge | 1 _ 901198 {287000000 336001 20,0 1120 
Härte u.angelaflen | 885 — 9. 2/050000 | 2460| 1,48 8190S 
1_ x 40’000000 [88900 | 99,0 1140000, 
deiner Bußflahl . - Ye 0,002222 ! 2920000 | 6490 7.20 10230/ 
1 _ x 15'000000| 3750| 0,47 | 32500) 
Kupfer, gehämmert . 200” 0,000250 I 17100000 | 275 0,034 2380$ 
1 g15'000000 | 4110| 0,56 | 29000) 
Funferbleh - = > >| zug = 00002741) 1joo000| 3011 0,011 | 21405 
I _ g 167600000 |16500| 8,25 | 58000) 
kupferdraht >| joog = 0001000 |) Taıpooo| 1210 | 0605 | 42408 
1 _ 5187000000 3130 | 0,377 | 7200) 
Sinf, geſchmotzen - . a5. — 9000241 |}  gsoooo| 220 | one | 5261 
1 ( 8'800000| 6670| 2,58 | 17000) 

M Pe — — 01 ’ 
effing 1350 900758} 6400000 Aa85| 0,184 | 1240[ 
on 1 13500000 [18220 | 12,3 | 60000 
M — — S ‚ ! 
effingbraßt 75 *00013501) 967000 13301 0,80 | 8640 
Bronce (Kanonen⸗ 1 _ | $ 9500000 | 5970 1,88 35000 
metall)... . . 1590 — 0000629) g90000|1 4384| 0,186 | 25605 
1 685000|14400| 15,10 | 1780 
Blei. .... —— 
ti a7 7 MIO |) 500001 1050| 1,10 1305 
1 960000| 6400| 2,138 | 3000 
Dleivraht . . . . . — — (0,000667 
eidraht 1800 = 9000867 17 7000| 470 0,16 220$ 


Meishbah 8 Zchrbud der Medanif I 


24 
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Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Zug (Fortſetzung) 





Ausdehnung 
Namen 2 
der = 7 
Körper. bei der Glafticitäte- 
grenze. 
1 _ 0,001111 
Zinn... 0... 55 *0, 
A _ 
Silber . -. .» +. - 55* 0,001515 
1 
Gold... 220. 500” 0,001667 
, 1 _ 
Platin... + - 0” 0,001667 
Alumin. . ...»- — 
Glas eo 8 00 18 08 — 
Buchen, Eichen-, Fich⸗ 
ten-, Kiefern-, Tan⸗ 
nenholz, in der Rich⸗ 1 
tung der Kafern . - 500 — 0,001667 


Diefelden Holzarten 
in radialer Richtung 
zu den Jahresringen 


Diefelden Helzarten 


parallel zu ven Jah⸗ 
resringen... 


Schwache Hanfſeile. 
Starfe Hanffelle . - 
Drabtieile. . - + 


Kettentaue » . .. 
Lederriemen(von Kuh⸗ 
leder)... 0.0 


Einfach genietetes Ei- 
fenbleh -. » - . . 





Elaſticitaͤts⸗ 


J 


S 
J 


| 
| 


modul E. 


5’500000 
400000 
107000000 
730000 
10’900000 
800000 
21’900000 
1’600000 
10’000000 
675000 


5 9600000 


! 


| 


—— 


— — 


700000 


1600000 
110000 


180000 
13000 


110000 


731 


| 


Tragmobul 


T=secE. 


2500 
1800 


Hicitäter 


A 
bei ver Gla 


3 
v 
— 


—1 


3 
8 
E 
2 
3 
* 


2,25 


2,10 
0,15 


grenze. 





Feſtigkeitsmodul K 
des Zerreißens. 


X 


37000) 
2700| 
46500) 
34005 
27800) 
2030) 
3400} 
2485 


8900) 
650 





$. 2113' Die Zuge, Druck⸗ w Echub WMWlaſtititaänrn. Zenngteit 201 


Tab e ft [lem 
Die Model der Elaſticitat und Feftigfeit beim Drud. . 





Ausdehnung . 4u8 rc: 
38|13,8,|3 
R Eu n — Elaſticitaͤts⸗ * RR sE 
2 ? 37 8 3 
Körper. | Beider@iapiitäie | "hu BIETER 
grenze. * \z &23 
& 
| ı_ 13'500000 | 18000 | 12,0 | 100000 
Qußeifen Due EEE Er er 750 0,001333 | 990000 | 1920 0,88 . 7310) 
. 1 _ 27’000000 | 18000 | 6,0 300001 
Schmiebeeifen . - - 1500 7 0,000667 | 1’970000 | 1320| 0,44 2200 
ı_ 5 15'000000 | 8760| 0,47 | 56000 
Kurier... . 1000 = 0,000250 ! 1°100000 975 0,089 11008 
10000 
Meſſing. ... _ — — 731 
7000 
Blei .. 8 0 0. a. ® “ — — — — 5107 
Ho, in der Rich⸗ f 6500 
tung der Faſern . . — — — — 8* 
27000 
Baſalt... — — — — 19708 
Gneiß und Granit — — — — jr 
5000) 
Kalten . . - - - .— — — — 3655 
Sandflein. . . . . — — — — | — 
Ziegelſtein. — — — — sl 
. _ _ _ _ 5 500 
Nil... 2... } 377 





Beifpiel 1. Welchen Querſchnitt ſoll ein 1500 Fuß langes fehmiebeeifernes 
Geſtaͤnge erhalten, welches durch eine Lait von 60000 Pfund gefpannt wird? Ohne 


Rückſicht auf das Geſtaͤnggewicht wäre, wenn man eine Spannung von = 


= 00 Pfund pro Duadratzoll zuläßt, der nöthige Querſchnitt F’ = Se X 
= 6,67 Quadratzoll; mit Rüdfiht auf das Geflänggewicht aber wäre, da 1 Cu⸗ 
bifgoll Schmiebeeifen das Gewiht / — 0,275 Pfund hat, 





ar 
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—— ⏑ —— __ IL _ I 14,8 Duadrahell. 


Das Gewicht dieſes Geflänges it G = Fly = 4950.14,8 —= 73260 Pfund, 
und bie Verlängerung veflelben durch die Zugfräfte P —= 60000 Pfund und 
@G — 73260 Pfund, 

„_P+Y@i _ 96630.18000 _ 173984 
— FE D 14,8, 27400000 40552 

Beiſpiel 2. Wie ſtark ſind die Gruͤndmauern eines außen 60 Fuß langen und 
40 Fuß breiten und 35 Millionen Pfund ſchweren Gebäudes aufzuführen, wenn 
man hierzu gut bearbeitete Gneißſtücke verwendet. Setzen wir bie gefuchte Mauer: 
dide x Fuß, fo fünnen wir die mittlere Länge ver Mauer 60 — x und die mittlere 
Breite derfelben 40— x, alfo den mittleren Umfang 

2.60 — z + 40 — 2) = W — Az 
und fohglih die Grundfläche des ganzen Mauerwerkes 
(200 — 4 x) x Duabratfuß = 144. (200 — 4 x) x = 576 (50 — x) x Duabratzoll 
annehmen. 

Der Feitigfeitsmobul für das Zerbrüden des Gneißes ift nach der Tabelle 
8000 Pfund, nimmt man daher für die Mauer aus demfelben 20Ofacdhe Sicher: 


heit an, feßt man alfo den zuläffigen Drud auf den Quadratzoll — 400 Pfunt, 


20 
fo ift daher zu feßen: 
400.576 (50 — x) z = 35'000000, 


— 4,29 Zoll. 





woraus nun 
50x — x? = 151,9, 
und ſchließlich die geſuchte Mauerbide 


151942? _ I_ 
— * 3804 + Fr ih 3,22 Fuß folgt. 


Schubfestigkeit. Die Schubfeftigfeit oder der Wiberftand des Ab- 
drüdens oder Abſcheerens (franz. resistance par glissement ou cisaille- 
ment; engl. strenght of shearing), wobei die Trennungsfläche in die Rid;- 
tung der Kraft fällt, ift ähnlich wie die Zugfefligkeit zu beurtheilen. Dan 
hat e8 bier mit der Zuſammenwirkung dreier Parallelkräfte P, Q und R, 
Fig. 328, zu thun, wober die Angriffspunfte A und C von zwei berjelben 
(P und R) einander fo nahe liegen, daß eine Biegung des zwifchenliegenden 
Stüdes A C nicht möglid) ift, und daher eine Trennung zwifchen A und (. 
und zwar in einer Fläche D.D vechtwintelig zur Are bes Körpers, erfolgt. 


Big. 328. Fig, 329. 
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Der Widerftand des Abfchiebens ift, wie der des Zerreißens und der des 
Zerdrüdens, dem Querſchnitte des Körperd oder vielmehr der Größe ber 
Trennungsfläche F proportional, und Täßt fich beim Schmiebeeifen fogar 
annähernd dem des Zerreißens gleichjegen,, jo daß alfo der Modul K ber 
Zugfeftigkeit auch als Feftigkeitsmobul für das Abfchieben gelten, und’ folglich 
die Kraft zum Abfchieben bei dem Querfchnitte F 

P=FK 
gejegt werden kann. Allgemein ift aber 
= FR, 
wobei K, den durch Verſuche zu ermittelnden Widerſtand des Abſchiebens oder 
Abſcheerens pro Flächeneinheit bezeichnet. 


Die Elaſticitätsformel P — z FE=6FE für Zug: und Drudfräfte 
läßt ſich auch auf die Schublraft P, Fig. 329, anwenden, nur bedeutet hier 
6 das Verhältnig ı — —— der Verſchiebung CA zur Länge oder dem Abſtande 


CB der Kraftrichtungen AP und ER von einander; jedoch ift für Z eine 
durch befondere Verſuche zu ermittelnde Erfahrungszahl C einzufegen. 

Folgende Tabelle III. enthält die bis jetzt befannten Klafticitäts- und 
Feſtigkeitsmodel (C und K,) entipredhend den Formeln ?P= ı FC und 
Pı = FK, für die Schub- oder Scheer-Elafticität und Feſtigkeit. 


Tabelle II 
Tie Model der Elafticität und Feſtigkeit beim Schub (des Abfcheerens). 


Namen der Körper. nor armen | Elaſticitaͤtsmodul 0. riet, 








Gußelen >22 $ 2'700000 31000 } 


} 200000 2270 
Ehmieteeifen . - - 20.0. 00 350 | s 
seiner Sußftahl - » - - 20. { a 5008 
A 111 17 f ran ( — 

Meſſing.. en ' — 

Lkaubholz...... ah nr ' 
Nadelbol . 2 22 202. f a Er ' 


Gewöhnlich nimmt man C= “Em K,—=K an. 
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"Die Formel P= FKyfindet vorzuglich ihre Anwendung bei Beftinemung 
der Stärke d der Bolzen und Nieten, wodurch Bleche und andere plattenförmige 
Fig. 330. ig. 831. Körper mit einander verbunden wer- 
i rs | den. &8 finden bei biefer Berbin- 
dung der Hauptfache nach zwei Fälle 
ftatt; entweder werden die zu ver 
bindenden Blechenden AB und CD, 
Fig. 330, Über einander geplattet, 
und durd) Nieten oder Bolzen NN 
md OO, zufammengehalten,, oder 
e8 werben, wie Fig. 331 vor Augen 
führt, die Blechenden AB und AC 
ftumpf zufammengeftogen, mit ge 
lochten Laſchen DD und EE bededt, 
und durch Nieten NN und OO feft mit einander verbunden. Bei der erite 
ren Berbindungsweife geht die Zugkraft in dem einen Bleche vermitteld eines 
Kräftepaares auf das andere Blech iiber, wodurch beide Bleche außer der 
Dehnung auch noch eine Biegung erleiden, und folglich an ihrem Tragver⸗ 
mögen verlieren; es ift daher die zweite Berbindungsart, wo dieſes Kräftepaar 
nicht hervor» und folglich auch feine Biegung eintritt, bie beffere. 

Da die verbundenen Blechenden und Blechlafchen durch die Nieten« oder 
Bolzenföpfe mit einer nicht umbedeutenden Kraft auf einander drüden, jo 
wird durch die daraus entfpringende Reibung der Zufammenhalt der Kör: 
‚per noch anfehnlic, verftärkt. Der Sicherheit wegen läßt man jedoch dieſe 
Wirkung bei der Beſtimmung der Nietenftärke außer Acht. Auf der anderen 
Seite wird aber die Tragkraft der Bleche durch die Lochung fir bie Nieten 
oder Bolzen vermindert, und es ift daher dafür zu forgen, daß diefe Kraft 
nicht von der Tragkraft der Nieten übertroffen werde. 

Iſt d die Stärke einer Niete und v die Anzahl der Nieten bei einer Blech⸗ 
verbindung wie Fig. 331, fo hat man die Trag- oder Zugkraft berjelben: 

ıd? Ks 
en 
ift dagegen 5 die Breite und s die Dice der zu verbindenden Blechſtüde, jo 
wie v, die Anzahl der Nieten neben einander, fo hat man den die Kraft P 
aufnehmenden Querſchnitt des Bleches: 


F = (b — vd) s, und daher auch P— (b — vid)s , 
wo K den Feſtigkeitsmodul des Eifenbleches bezeichnet, fo daß demnach 
— R=(b—-vmäsk, om 


4ı(b—vd)sK 
en a jegen iſt. 
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Beim Lochen der Bleche ift jedenfalls auch der Widerftand bes Ab⸗ 
ſchiebens zu überwinden, nur hat man es bier nicht mit einer ebenen, fon- 
dern mit einer cylindrifchen Trennungsfläche zu thun. Iſt s die Blechſtärke 
und d der Durchmeſſer des Loches in dem Bleche, fo hat man den Inhalt 
der Trennungsfläche: 

F=nxds, 
und folglich die Kraft zum Durchlochen: 

P=FK, = ndsK.. 
(Bergl. den „Civilingenieur“, Band I., 1854, und zwar John Jones’ 
Verfuche über den Kraftbedarf zum Lochen von Eiſenblechen, von C. Bor: 
nemann.) 

Beiipiele. 1) Eine eiferne Niete von 1%, Zoll Stärke trägt mit Sicherheit, 
wenn K, — !/, . 4800 = 800 Pfund angenommen wird, die Kalt 

P— "ER, =7 (2). 00 = en — 1414 Pfund, 
und das Durchftoßen bes hierzu nöthigen Loches macht, wenn das Gifenbleh Zoll 
die if, Die Kraft 


P=nds.K,=n: 3,1. 1800 = 360) 7 = 11310 Biund 


22 
notbig. 
2) Eind zwei Blechſtücke durch eine Neihe von Nieten mit einander zu verbin- 


ben, fo ift bei der Stärke s des Bleches für die nöthige Breite 5 deſſelben auf ie 


einen Bolzen: 
(b—d)s = = — au fegen, ſelzlich 


orten 
z. B. ſur d — mb. 8 u F 9 56 sn Dot. 
la: —B u eretrtgiy rg Kaya AT 


3 TE DD nr Yalı ran) Wen mer long eV 


per etgspg Mt — ne ar gig N 


I BL BPIE SESETETEEE DOT EU FESTES SEN BES EEE TE Gras EBENE i 


Eder osper orjde Zweizes Gapitel,, u 


. Die Bisgu 28 8. Stapisität und. uderlite it | 
IL} 1 BO Te EEE 7a Fo A Ps 
‚Biegung. : De, einfach, Fall ben. Bipgung, eines Rürpers, 4B 6, Bis 
dag¶ S.), tritt daun min, wenn dicſerx Körper pan eine. Sralt A Brm:P 
erexiffen wird, degn Richtung nexmal zux An A Bideſſelhan Acht, wahrend 
en imzach Punkten ZI unh Gfeſtgehalten wind, Sind: & Ind 11, dig Entfernuagen 
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CA und CB der Angriffspunfte A und B von dem mittleren Stitz⸗ oder 
Angriffspuntte C, fo hat man dann die Kraft in B: 


a, 


und folglich die Mittelfraft: 
R=P+4 a=(1 + )2 
Fig. 332. 





Wil man die Biegung der einen Hälfte des Körpers verhindern, fo muß 
man zwifchen den Stützpunkten noch unendlich viele andere einfchalten, oder 
den Körper länge BC fefttlemmen oder einmauern, wie Fig. 333 vor 
Augen führt, und es bleibt dann nur noch die Biegung des freien Stückes 
AC des Körpers zu unterfuchen übrig. 

Segen wir zunächſt einen prismatifchen Körper voraus, und nehmen wir 
an, daß berjelbe aus über und nebeneinanderliegenden Längenfaſern zufam- 
mengejegt fei, die während der Biegung weder ihren Parallelismus verlieren, 
noch fi) an einander verfchieben. 

Bei diefer Biegung werden diejenigen Yafern, welche fich auf der converen 
Seite des Körpers befinden, ausgedehnt, und diejenigen, welche ber concaven 
Site deffelben näher liegen, zufammengebritdt, während eine gewiſſe mittlere 
Faſernſchicht, die fogenannte neutrale Arenſchicht (franz. couche des 
fibres invariablcs; engl. neutral surface of a deflected beam), weder eine 
Ausdehnung noch cine Anfammendritdung erleidet. Die Ausdehnungen und 
Zufammendriidungen der verfchiedenen Faſern Über und unter ber neutra- 
len Arenſchicht find den Abftänden von diefer Schicht proportional; es 
nimmt folglid) von diefer Are oder Arenfchicht aus die Ausdehnung der 
Faſern nad) der einen Seite und die Yufammendriidung derfelben nad) der 
anderen bin allmäfig zu, fo daß alfo die von dieſer Schicht am meiften ab» 
ftehenden Faſern einerſeits die größte Ausdehnung und andererſeits die größte 
Aufammendrüdung erleiden. Ein vor der Biegung von den Querſchnitten 
KL und NO begrenztes Stüd des Körpers AKB, Fig. 334, nimmt 
durch die Biegung die Form KLO,N, an, wobei der Onerfchnitt NO in 
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N, O, übergeht, nämlich feine parallele Lage zu KL verläßt und fich wie 
KL rechtwinkelig auf die neutrale Are RS ftellt. Die Fafernlänge K N 
Fig. 334. geht folglich Hierbei in 

j K.N,, die Faſernlänge Z O 

in LO, über; es wird alfo 
die erftere um NN, ver 
längert und die le&tere um 
O O, verkürzt, während die 
Safer RS in der neutra⸗ 
len Are ihre Ränge unver- 

‚ ändert behält. Zwiſchen⸗ 
liegende Faſern wie TU, 
VW u. |. w. gehen in 
TU, und VW, über, 
wobei fie fi) um die Grö- 
en UU, WW, u. |.w. 
ausdehnen und comprimi⸗ 
ren, welche durch die Pro- 


— 





portionen 
Uv, _SU 
\ NN  SN 
\ \ WW, _ SW iR 
\ \ OÖ O, 50 — 


beſtimmt ſind. 
Nehmen wir die Länge 

der Faſern 
| RS=KN=LO 
M — Eine (1) 
an und bezeichnen wir die Ausdehnung oder Kompreffion derjenigen Fafern, 
welche um Eins (1) von der neutralen Are abftehen, durch 0, fo haben wir 
folglich für eine Safer, welche um ST oder SW — z von diefer Are ent- 
fernt ift, die Ausdehnung oder Compreffion 

UT, ddr WW, = 6%. 

Iſt der Körper nur wenig gebogen, fo daß hierbei die Elafticitätögrenze 
nirgends überfchritten wird, fo kann ınan die fpannenden Kräfte der verjchie- 
denen Faſern ihren Ausdehnungen u. f. w. proportional fegen, und folglich 
auch annehnıen, daß diefe Kräfte proportional ihren Abftänden von der neu⸗ 
tralen Are wachſen, wie auch i in der Figur durch Pfeile angedeutet wird. 

Benn der Querſchnitt einer Safer — Eins ift, fo haben wir folglid) all- 
gemein die Spannungsfraft derfelben (f. $. 204): 

— 02; 
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hat ferner eine Fafer den Duerfchnitt = F, fo beträgt ihre Yug- oder 
Druckkraft: 
S=d-FE=6E.F%, 
und es ift ihr Moment in Hinficht auf den Arenpunkt S: 
M=«e.0:FE=06efFE=06E.Fe%e: 

8. 215 Biegungsmoment. Die ſämmtlichen Zug: und Drudfräfte in einem 
Duerfchnitte N, O, halten der Biegungskraft P am Ende A bes Körpers 
AB das Gleichgewicht; es Laffen ſich daher auf dieſe Kräfte die befannten 
Geſetze des Gleichgewichtes anwenden. Denkt man ſich in S noch zwei Kräfte 
+ P und — P wirfjam, weldje nicht nur der gegebenen Biegungskraft 
P gleich, fondern auch mit derjelben gleichgerichtet find, fo erhält man 

1) ein Kräftepaar (P, — P), weldjes die Biegung oder Drehung um 
S bervorbringt und 

2) eine einfache Schubfraft S P—= P, welche das Körperftüd AS in ber 
Richtung von SP oder AP von bem Übrigen Körper abzufchichen ſucht. 
Die legtere Kraft läßt fi) noch in zwei Seitenfräfte P, und P, zerlegen, 
deren Richtungen in die Ebene des Querſchnittes N, Oi und in bie neu- 
trale Are SH fallen. Ift @ der Winkel, um welchen der Querſchnitt N, O, 
von der Richtung A P der Biegungskraft abweicht, fo Hat man: 

: Pı = Pcose und 
P, = Psin.o. 

In den gewöhnlichen Fällen der Anwendung ift die Biegung ber Körper 
und alſo auch & jo Hein, daß man sin.a = 0 und cos. « — 1, folglid 
die Seitenfraft P,, welche das Stück A S in N, O, abzureißen fucht, ganz 
vernachläffigen, und dagegen die Kraft P,, welche das Stüd AS in N, OL 
abzuſcheeren fucht, der Biegungskraft P gleichjegen kann. Bezeichnet F' den 
Inhalt des Duerfchnittes N, O, und K, den Modul der Schubfeftigkeit, jo 
ift die Kraft zum Abfchieben durch das Product F'K, (f. $. 213) beftummt. 
Hat man e8 mit längeren priömatifchen Körpern zu thun, fo ift meiftens P 
ein jo Heiner Theil von FK,, daß ein ſolches Abfchieben durch P felten 
eintreten kann, weshalb wir es daher auch im Folgenden nur in befonderen 
Vällen in Unterſuchung ziehen. (S. das folgende Capitel.) BE 

- Da einen Kräftepaare (P, — P) nur durd) ein anderes Krüftepaar das 
Gleichgewicht gehalten werden kann, fo folgt, daß die Ausbehnmigeträfte 
auf der einen Sette von S mit den Zuſammendrückungskräften auf der an- 
deren Seite ein anderes Kräftepaar (Q, — 0) bilden, und daß die Mo⸗ 
mente beider Paare einander gleich ſein müſſen. Sub: Zi; FR, Fu: fi w. 
Elemente oder unendlich Heine Theile von der ganzen Fliche MI dei Quer⸗ 
ſchnittes NO = N, 9%, und Begeichnet man bie: Abſttinde dieſer· Thelle: von 
der neutralen Are oder S durch er; di 4, ea weder 
kräfte derfelben: 
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oh.Fıe, GSE.F,3&, 0E.F,% u. ſ. w. 
und ihre Momente: 
6 B. F e?, 0E.FyE,, 0E.Fye} u, f. w. 
Da diefe Kräfte ein Kräftepaar (9, — Q) bilden, fo muß ihre Summe 
‘sE(F2 +MF&% + F32 + - - und folglich aud) 
Fa + Fe + F,2%, +:-- = Nul fein. 
Fig. 334 a. Diefe Summe ift aber 
* nur dann Null, wenn der 
Arpunkt S mit dem Schwer⸗ 
punkte der Fläche FF, 
 +h+b+:' zu 
ſammenfällt; es gebt folg- 


as x lid die neutrale Are 
Hr F des gebogenen Körpers 
9— —* durch den Schwerpunkt 
\| 047 S feines Querſchnittes 
NG „ N ı F. Das Moment des 





Kräfiepaares (Q, — Q) 
ı 6ER} + Re 
+F2+--) 
ift natlirlid) dem Momente 
\ | des Kräftepaares (P, — P) 
—*6 gleich zu ſetzen. Bezeichnen 
ha — wir nun den Abſtand SH des 
Schwer: oder Axpunktes 8 
von der Richtung A P der 
Biegungskraft durch x, fo 
haben wir das Moment 
des letzteren Paares = Pr, 
und daher 
N Pr =06E(Fe} 
N +2} +.) zu feßen. 
Endlich haben wir nody für den Krünmungshalbmejfer MR= MS 
der neutxalen Faferfchicht die Proportion 
MR _ SU 
RS vu’ | 
oder, wenn man MR=r, RS—=1,SU=1un UD, = 6 enfekt, 
1 


— 
7 
— 


— 
— 


[er 


Es ift folglich ro — 1, oder 0 — . demnach das Kraftmonient: 
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Px = n (F, 2 + F. &, + .. ) 
nnd endlich der Krümmuugshalbmeſſer an der Stelle S: 
r = 5. (Fa +Rz2}+-) 

Der Ausdrud Fi2? + Fre} + - - - hängt mur von der Yorm umd 
Größe des Duerjchnittes ab, und Läßt fich daher auf dem Wege der Geome- 
trie ermitteln. Wir werden ihn in der Yolge durch W bezeichnen und die 
ihm entiprechende Größe da8 Maß des Biegungsmomentes, fowie WE 
da8 Biegungsmoment (franz. moment de flexion ; engl. momentum of 
flexion) felbft nennen. Hiernach iſt der Krümmungshalbmeſſer 

r — WE und zu behaupten: 
. Px y " 
der Krümmungshalbmeffer der neutralen Are eines gebo- 
genen Körpers wählt mit dem Maße W des Biegungd- 
momentes und dem Elafticitätsmodul Z direct und dagegen 
mit dem Kraftmomente Pr umgelehrt proportional. 
Die Krümmung felbft ift dem Krümmungshalbmeſſer umgekehrt propor: 


tional, und wächſt daher wie das Kraftmoment Px und umgekehrt wie das 
Biegungsmoment W E. 


$. 216 Elastische Linie. Hat man fitr die Querſchnitte der gewöhnlich in 
der Praris vorfommenden Körper die Biegungsmomente W E beftimmt, fo 
kann man durch diefelben aud) die Krümmung und hieraus wieber die Ge 
ftalt der neutralen Are oder der fogenannten elaftifchen Linie ermitteln. 
Die Gleichung 
' WE 
Px 
fagt une, daß bei einem prißmatifchen Körper das Product aus Kriimmungs: 
balbmefler und Kraftmoment für alle Punkte der elaftifchen Linie AB, 
Fig. 335, eins und daſſelbe ift, daß folglich r um fo größer oder Kleiner 
ausfällt, je Kleiner oder größer dev Hebelarm x der Kraft ift, ober je näher 
ober entfernter der in Betrachtung zu ziehende Punkt S dem Ende A ber 
neutralen Are liegt. In A ift = = 0, und folglich der Krikmmungs- 
halbmeſſer unendlic, groß, im feiten Punkte B ift dagegen x am größten 
und daher der Krümmungshalbmeſſer am kleinſten; es ninımt alfo derfelbe, wenn 
man vom feften Punkte 3 allmälig nad) den Endpunkte A zu fortjchreitet, von 
einem gewiſſen endlichen Werthe an, nad) und nad) bi® ins Unendliche zu. 
Theilt man ein Stiid A S der elaftifchen Linie, deſſen Ränge — s fein möge, 
in lauter gleiche Theile, und errichtet man in den End- und Theilpunkten A, 
Si, 82, S3 u. |. w. Perpendifel auf die Curve, fo fchneiden fich dieſelben in 
den Mittelpunkten Me, Mı, M, ber Krlimmungskeeife, und es find folglich 


Pır — WEoerr = 











$. '216.] Die Biegungs-Elaftieität und Feftigkeit. 381 


die Abſchnitte MA= M,Sı, M, S, =M, 8, M, 8 —M; 8 u. ſ. w. 

Fig. 355. die geſuchten Ktümmungs⸗ 
halbmeſſer (f. analyt. Hulfs⸗ 
lehren Art. 33) 71, 73, r; u. ſ. w. 
der elaſtiſchen Linie.” Iſt n die 
Anzahl der Theile diefer Linie, 
jo hat man die Größe eines 


Theiles, — =, und bezeichnet 


man die Bogenmaße (fr den 
Radius — 1) der Krüm- 
mungswintel AM,Sı —=Ö), 
S, M, S, — ö), Sg M; Ss 
— 6, u. ſ. w. durch Ö,, O2, 6, 
u. f. w. ſchlechtweg, jo läßt ſich 





8 
45 nennt 
u. |. w. fegen, wonach ſich num 
8 8 
=, —, 
nn n r⸗ 
M 5, — —- uf. w. beftimmt. 


Wenn wir noch voraußfegen, daß die elaftifche * nur wenig gebogen 
iſt, ſo können wir die Projectionen der Bogentheile in der rechtwinkelig gegen 
die Kraftrichtung gelegten Abſciſſenaxe A X dieſen Bogentheilen gleich, alſo 
AK. — H Si =KR—=KRK; u. |. w. ſetzen, fo daß nun die Hebel⸗ 
arme der Kraft P in Hinficht auf die Punkte S,, 5, S, u. f. w. 


8 
As =>; 
RS =HS +Shb=2-, . 


Bl; S, — I 8, + Sa Ls —3 u. ſ. w. 


und folglich die entſprechenden Kraftmomente oder Werthe fir Px folgende ſind: 
Ps 2Ps 3Ps 
—, —, — u. ſ. w. 

n 7 


Setzt man endlich dieſe Werthe in die obige Formel r — — für den 


Krümmungshalbmeſſer, ſtatt Px nad) und nad) ein, fo erhält man folgende 
Reihe für die Krümmungshalbmeſſer: 


* 
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non t# „orWE „=rVErin 

Ps’ Ta Ps’ 3 ps °"r 
unb daher für die entſprechenden Krümmungsmaße: 

u. — 2 __3__o9 Ps 

IT ar m"WE 'ian ""mWE 

5-3: ufm. 


NY "WE 
Durch Summation dieſer Winkelmaße ergiebt fi) num fir den Krim 
mungswinkel A OS — pP de8 ganzen Bogens AS —=s —=r: 
9y=hsrtrh tr +6 


=U+2 434. 4m 


oder, da, wie befanıt, 2 +3+-:- nn = T zu ſetzen ift, 
n? Ps Ps? 


woflir unter der gemachten Vorausfegung natürlich auch 
Pxt den f 
P=35WwPE geſetzt werden Tann. 

Diefer Bogen oder Winkel drüdt, da der Winkel zwifchen zwei Linien 
gleich ift dem Winkel zwifchen den Normalen zu bdiefen, Linien, auch den 
Winkel STU aus, um welchen die durch A und S gelegten Berührung 

Fig. 336. linien AT und ST von 
einander abweichen, oder 
um welchen die Curve in 
A mehr gegen die Abfcifien- 
are geneigt ift als in S. 

Sehen wir von einem 
unbeftimmten Punlte S auf 
den feften Endpunkt B 
über, jo haben wir ftatt s 
die ganze Länge ZI von 
ASB, oder annähernd, bie 
Brojection 40 derſelben 
in der Abſciſſenaxe einzu⸗ 
ſetzen, und es geht dann, 
unter der Vorausſetzung, 
daß in B die Curve recht⸗ 
winfelig zur Sraftrichtung, 
alſo mit der Abſciſſenare pa- 
rallel läuft, der Winkel ꝙ in 
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pl 
ADB=PB= zwp 
dagegen aber der Neigung®» oder Tangentenwintel TSH — STX, in 
_ _ Du Pe Pü—) PM—m) 
=P- 9-5 3WET aWwE — own Me 


Wäre die Curve im feften Punkte B nicht genau rechtwinkelig auf der 
Lraftrichtung, fondern hätte fie an diefer Stelle einen Meinen Neigungs⸗ 
wintel &,, fo würbe fein: 


6 = 0 + und daher: 

u P (lt — 2?) 
-=-arTgwp 

Gleichung der elastischen Linie. Mit Hilfe der lebten Formel 8. 217 
kann man nun aud bie Gleichung der elaftifchen Linie "entwideln. Die 
Ordinate KS == y biefer Curve läßt ſich aus unendlich vielen (n) Stüden, 


wie 3. B. X, Si, Is 5, LS, u. f. w. zufammenfegen, welche ſich durch 
Multiplication eines Bogenelementes 


ASi — =, — — 


mit den Sinus ber entfprechenden Tangentenwinfel S; AK, S, Sı In, 
% 8 L, u. f. w. beftimmen laſſen. Es ift 
KS=-K94 Ih S. +18 .+ :- -, ober 


y = — (sin. AK+ sin. S IA 4 Sin. SIT, +: -"), 


aljo, wenn man die Abfciffe AK — x ftatt des Bogens AS— s einführt, 
und die legten Sinus durch nad) der Formel 
_ PO— 2) 
. .2WE 
2x 


zu berechnende Bögen erjebt, indem man fir z nach und nadı —, vr 


== uf. w. einführt 
— er 
—— 


Nun läßt ſich aber ? HR 4412 21 nd 
++ 


— (1? 4224 32 4 ...4m) = 3 9) 
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fegen (ſ. „Ingenieur“, Seite 88); es folgt baher: 


_z_P = (2) 
v2. [nr 3 \z) J Pe 


_ Pa®— !y22) 


2WE ’ 


die gefuchte Gleichung der elaftifhen Linie, unter der Borausfegung, 
daß diefelbe nur wenig gekrümmt ift. 

Setzt man in biefer Gleichung x — 1, fo erhält man ftatt = die Bo- 
genhöhe 

P13 

3WE 

Während aljo der Tangentenwintel « wie die Kraft und wie das 
Duadrat der Fänge wächſt, nimmt die Bogenhöhe oder Einbteguuga 
wie die Kraft und wie der Cubus der Ränge ded gebogenen Körpers zu. 

Die mechanifche Arbeit Z, weldye zum Biegen des Körpers aufzu⸗ 
wenden ift, beftimmt fich, da die Kraft 


BCl=a= 





P— 3 = u 
mit ihrem Wege gleichmäßig wächft, fich alfo im Mittel 
nP=3)h WEa ſetzen läßt, durch den Ausdrud: 





13 
WER _, pi 
p = hkwE 
Wird ein Ballen ABA, Fig. 337, von der Länge AA —= 1, in ba 
Enden unterftlügt und in der Mitte B von einer Kraft Pi ergriffen, fo bie 


L= I, Pa — ®h 





Fig. 837. 





gen fich die Enden deilelben genau in derjelben Curve wie in dem foeben 
behandelten und in Fig. 333 abgebildeten Falle, nur hat man hier die Kraft 
in A, = 1/y Pı, und bie Bogenlänge AB = 1, AA —= !zT zu fegen. 
Es ift folglich Hier fir die Coordinaten AK=x und KS=y die 
Gleichung 
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Ps (!,®— 1x9) _ Pıx(31? — 42°) 


— WE 48WE 
fo daß fih für — AC—= — die Bogenhöhe 
Pı!® pP,” 


— 1 


y-Bl=a= we 5wiw 
d. i. ein Sechszehntel von ber Bogenhöhe des durch ein gleiches Gewicht 
am Ende belafteten Balfens (Fig. 333), ergiebt. 

Denn fir den erften Fall die elaſtiſche Linie A B, Fig. 336, int feften Punkte 
B ſchon eine Heine Neigung «&, hat, fo ift zum obigen Ausdrude fiir y nod) 
die Berticalprojection eines Tangentenftüdes x, d. i. ax zu addiren, fo daß 
ji dann die Ordinate 

P 12 — 1 x?) 
= (ai + —— — 
ſowie die Bogenhöhe 


pi 
a (m + an) 





berausftellt. 


Allgemeinere Gleichung der elastischen Linie. Eine fchärfere (8. 218 
Öleihung der von der neutralen Are eines gebogenen Balkens gebildeten 
elaftifhen Linie ASB, Fig. 338, läßt fich durch den höheren Calcul auf 

Fig. 338. folgende Weife finden. Segen wir in der 
allgemeinen Gleichung des 8.216, WE 
— Pxr für den Krümmungshalbmeſſer 
(aus Art. 33 der analytifchen Hülfs⸗ 
lehren) den Werth 


vr —_— 


08°. 
9229 (lang. n) 
ein, und hierin wieder, nad) Art. 32: 
P M %s—= V 1-+-(tang. a)?.Ox, 
jo erhalten wir: 
Pz9x [1 + (tang. &)?]’% 
Otang. a 
Bei einer mäßigen Biegung des Balkens ift aber der Winkel «, welchen 
die Berührungslinie mit der Abfciffenare einfchliegt, nur Mein, und es läßt 
ſich daher 
[1 + (tang. «)?]* annähernd = 1 + ?’, (tang. a)? 
ſetzen, weshalb nun 


VWeisbach's Lehrbuch d. Mechanik. I 25 





WeE=— 
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— _ Prll — —— 
WE= d (lang. 0) = oder umgelehrt, 
Pxox _ d tang. -_f1-% nat 
"WE 1+ 3% (tang. a)? [1 a (tang. @)?] 0 (tang. «) 
folgt. 
Hiernad) ergiebt ſich: 

= — *8 (tang. x) 4 4, | Gang a)? 9 (tang. 0), 
d. i. nad) Art. 18 der analyt. Hülfslehren: 

Px? 

— — 7 0 3 7 
2WE tang. + Y/» (tang. u)? + Con 


Nun ift faber in dem Scheitel B die Curve parallel zur Al ſciſſenare, 
alſo & — 0; ſetzen wir daher die Projection CA der elaſtiſchen Linie in 
der Abſciſſenaxe — b, fo erhalten wir: 

Pr _ 2 On 

SWwE tang.O + 1/5 (tang. 0)? + 0 + Con, 
umd daher durch Subtraction diefer Gleichungen: 

P (b? — x?) 

2WE 
und umgelehrt, für den Tangentenwinlel STN = a: 
— 1? 

Pe — m) + 1a (tang. a)? 


p?3 (b? — x?)® 
8Ww’E! 

P (b? — x?) 1 + pP? (b? — ) 
2WE 8 W? F2 


Nun ift ferner fang. a — 3 , daher folgt: 





— tung. — !/, (tang. a)®; 


tung. = 


1) tang. = 


= Pr (b? — a)2\ P(b2 — 22)0x 
v=(14 wm) 2WE 


y =, (/®- =) ox + u / & - 2%) 


anal foren 


und 








2WE 

pı 

al war [5 btx? 0u+ [3 3b?! t02 — —2 — 
"r x * x? 
=zwel""stemm mm (de 4 25) 


4 
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Du mt 2 = Dany = iß ſo bat man auch Con. — 0, und 


A 7 -5+3 mE (Bde +40 )]- 
— Im Scheitel ift x — > und y die Bogenhöhe OB — a, daher folgt: 


— (9% 453 meer), 


Pb» P? pt 








d. i.: 


3) 4 ⸗ TE + Ya u)" 
Aus ds — V1- (tang.e)?. de — [1 + Y (tang.a)?] dx ergiebt 
ſich, 27* ie WE 2 ſubſtituirt: 








98 wm 
= /?2 Ya / Os — 2dtatdz + 2r02)| 


123 55 
(d2 — 2° * 4* 








pꝛ 
=’ tm: 3 5/' 


d. i. die Bogenlänge: 


pı N 
9 1: tawE (# beit )⸗ 
Nimmt man z — b an, fo Bi ſich die ganze Tänge des Balfens: 


= ar limit 149.5) 
Umgelehrt erhält man: 


ı pP? 14 
2 








It 777 
und daher: 
— (1—- u) lt ———— "), der 
3WE 15 sr w’ m: 
Pis 3 Ppru⸗ rn VE Z 
J 3wE\ DbmwmE wm)’ 
pi pılı 
NamzwEll Is. Fr)‘ 





Bernachläffigen wir alle Glieder mit den Potenzen von * 7 ſo erhal⸗ 


ten wir, wie in dem vorigen Paragraphen: 
25° 
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PR — 2 Px | 
tang. & = und V — ww lg x?), daber 
Pl PR 
für 20, tang.a— Sy: UM fr ae =b=1, yarmyE 


8. 219 Biegung durch zwei Kräfte. Wird ein an einem Endpunkte 2 feſt 

eingeffemmter Balten A A, Bı, Fig. 339, J. u. IL, von zwei Kräften P und 

Fig. 339. P, gebogen, deren Angriffepunfte A 
und A, von einander um 7 abjtehen, 
, während der Angriffspunft A, der Kraft 
d P, um A,B=[1, von dem feften 
Punkte B entfernt ift, fo fällt das Bie- 
gungsmoment in einem Punkte S de 
Stückes AA:: 
M -- Pz, 
und dagegen das in einem Punkte Sı 
des Stüdes A, B: 
M=Pl+n)+Pız: 

aus, wobei x und x, die Abfciffen AK 
und A, Kı bezeichnen. 

Um ein anfchauliches Bild von der 
Beränderlichleit diefer Momente zu fin 
den, fann man die verjchiedenen Wertbe 
derfelben in den entiprechenden Punkten 
als Ordinaten, ie M=y— KLM =yı — KL uf.w in. 
auftragen, und die Endpunkte L, Z,, u. |. mw. derjelben durch einen Zug 
ALHL, 6, verbinden, welder dan die ſämmtlichen Werthe von M und 
M, über der ganzen Balfenlänge AB begrenzt. Wäre der Balken nur 
duch die Kraft P geipannt, fo würde der Zug, welcher die ſämmtlichen 
Werthe von M oder y — Px begrenzt, in einer geraden Linie AG be 
ftehen, deren Endpunft @ die Ordinte BE = P.AB= P(l + 1) ift. 
Durd) den Hinzutritt der Kraft Pꝛ wird aber das Stüd HG diefer geraden 
Linie in bie Gerade HG, umgeändert, deren Endpunkte H und G, burd) 
bie Coordinaten AA —⸗und ITT — PI, ſowie AB=I+1 w 
BG =BG+GG =P(l! +1) + Pl beftimmt find. 

Iſt die Kraft P, negativ, fo bleibt zwar das Moment eines Punktes X 
innerhalb AA, — 1, M —y=- Px, dagegen geht das Moment eines Punktes 
K, innerhalb A Bin M—=yı—=P(l +2) — Pı x Übe, und e 
füllt das Moment der Biegung im feiten Punkte B, = P(l + 1) 
— P, 1, und zwar pofitiv oder negativ auß, je nachdem PT -H 7,) größer 
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oder Heiner als P, 1, ift. In beiden Fällen nimmt das Biegungsmoment 
von A, aus allmälig ab, bleibt im erften alle, Fig. 340, immer pofitiv, 


Fig. 340. Fig. 341. 





fällt dagegen im zweiten Falle, Fig. 341, in einem Punkte O, weldjer um 
AU=ı= p = p von 4A, abfteht, Null aus, nimmt dann fir größere 
— 


Werthe das negative Zeichen an, und iſt im feſten Punkte B, 
— — [Ph — Pl! + ı)]. 

Im erfteren Falle zieht ſich die gerade Tinie HG,, Fig. 340, II, welche das 
Biegungsmoment in einem Punkte X, zwiſchen A und B darſtellt, unter 
der Grundlinie AB bin, und endigt ſich im Punkte Gi, deſſen Ordinate 
BG = — P(!+1) — Pl, ift; im zweiten alle fteigt dagegen dieſe 
Gerade HG,, Fig. 341, I., vom Punkte O aus über AB, wobei die 
Ordinaten K, L = Yı := — [Pin — Pl + ©%)]), nd BG, = au, 
— — [Pılh — P(l + 1)] ausfallen. 


Da der Krimmungshalbmeiler r — — des Balfens umgekehrt und 


folglich die Krümmung felbft direct wie da8 Biegungemoment M wächſt, fo 
geben die graphifchen Darftellungen in II. der Figuren 339, 340 und 341 
auch zugleich ein Bild von der Veränderlichfeit der Kriimmung des Balfens an, 
Es nimmt alfo hiernach in dem alle Fig. 339, wo P, und P eine gleiche 
Richtung haben, die Krümmung des Balfens, von A nad) B gegangen, 
allmälig zu, nimmt dagegen in den Yällen, wo P und P, entgegengefegt 
gerichtet find, von A, an allmälig wieder ab. Iſt hierbi A ı <P(l+L), 
wie in Fig. 340, fo wird der Balken nur nad) einer "Seite hin gebogen; ift 
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dagegen PA > P(l + 1,), fo fällt die Biegung nicht allein in A, ſondern 
auch im Punkte O, wo ein ſogenannter Wendepunkt (fiehe analytiſche 
Hulfslehren, Art. 14) entſteht, Null aus, und es nimmt ber Balfen zwiſchen 
O und B eine allmälig wachfende Biegung in entgegengefegter Richtung an. 


Fig. 342. Fig. 343. 










_ 
-—— . 
m. . —— as .msnnnaue 





Sind im zweiten Falle, Fig. 342, die Kräfte P, und P der Größe nad 
einander gleich, fo fällt fiir die Punkte X, zwifchen A, und B, 
M=P(i+x) — Pa =Pl, 
alfo conftant aus; dann ift alfo auch die Kriimmung des VBalkenftüides A, B 
überall diefelbe, d. i. die eines Kreiſes. 
Der Krummungshalbmeſſer des Stitdes A A, beftimmt fich in allen brei 
Fällen mittels der bekannten Yormel: 


_ WE 
pr’. 
und der des Stückes A, B, im erften Falle nad) der Formel: 
n— WE 
Pli+2)+Pa’ 
dagegen im zweiten und dritten Falle nach ber Formel: 
n, WE 


= Pl+=)-PAm 
Wenn im zweiten Falle PR — P ift, fo fällt r, = 37 alfo conftant 
aus, und im dritten Falle, wo PL T, > P(l-+1) ift, wird im Punkte O, 


defien Abfcifie x, den Werth B PA * hat, r, —= © (unendlich groß), wor 
— 
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gegen im Punkte A,, r = en ‚und im Punfte 2, 


ne a 
Pıh—P(+h) 
ge nachdem Pl größer oder Heiner als Ph — Pi +4),bi.PZP, 
ift, fällt im letzteren Faller < rı, alfo die Krummung in A, größer ober 
Heiner aus als in B. . 


Die elastische Linie für zwei Kräfte. Die Gleichungen der $. 220 
elaftiichen Linie, weldhe von der Are bes von zwei Kräften P und Pi 
ergriffenen Balfens gebildet wird, laflen fid aus den bereit# in den Para⸗ 
graphen 216 und 217 gefundenen Formeln leicht zufammenfegen. 

Bezeichnet a, den Neigungswinkel der 
elaftifchen Linie in Aı, fo hat man zus 
nächft für das Bogenitiid A A,, Fig. 

344, J., den Bogen, welcher die Neigung 
>= deſſelben in 8 mißt: 
IN _ Pt — x?) 
S )e=u+ wg: 
DO" und die der Abſciſſe AXK—= x ent 
SS fprechende Ordinate XS: 
| — Px(? — 1), x?) 
—AA 1 2 
(vergl. 8. 217). 
In (1) fir x = 0 gefekt, folgt der 
Neigungswintel in A: 


Fig. 344. 


pn 
re, = 0 + SWE WE’ 
dagegen in (2) fir 21 angenommen, 
die Ordinate in A5: 
P13 

Al=a=al —. 
| =alt wi 

Für einen Punkt des zweiten Balkenſtückes A, B ift da8 Biegungsmoment 
P(l+z2)+ Pz =Pl+(P-+ P)x aus zwei Theilen, Pl und 
(P+ P,)xı, zufammengefegt, wovon das eine wegen feiner Unveränberlich 
feit das Balkenjtüd nad) einem Kreisbogen vom Halbmeffer r — Ir 
krümmt, deffen Neigungswinfel in einen Punkte S,, welcher ım A, Sı = 2ı 
von A und um BS. =T, — x von B abjteht, 

! r WE 





mißt. 
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In Folge der Biegung durd) das Moment (P-+ P,)xı tft dagegen die Nei- 
gung des Balfenftiides in B: 
’ 2 WE 


S * bemfelbe Punkte S: 
 Dheht+h= HZ 


+ (P+P:;) (’ — 27) . 
2WE 
In Folge der Krimmung um ß, nad 
dem Kreife wäre die Bogenhöhe von BSi, 
nad) der befannten Kreisgleichung 
— BS — (I, — zı)? Pl 
„ Mä. 3, GgwE 
daher die vom ganzen Stüde BA;: 


2 
BC = Fi ‚ und die Höhe des Punktes S, über A; : 





2WE 
_ PIII FPICVM. — x) 
BGAM— Tg —— 
Dem Krümmungswinkel B, — a, entfpricht dagegen 


2 
nach dem Obigen ($. 217) die Bogenhöhe K, S; = ehe, 
ed iſt daher die vollftändige Bogenhöhe: 
) — 


Setzt man in (3), &ı — 0, fo erhält man in 4 ben oben als gegeben 
angenommenen Neigungswinkel, und zwar: 
2Ptı +(P+ Pu 
2WE 
und führt man in (4) & In cin, fo ergiebt ſich dadurch die Bogenhöhe: 
3Pll? +2(P+P 
BC = 4, = et, Er Du 
Endlich folgt die Bogenhöhe des geen Balkens: 
_ 3 PI?+2(P+ P)1l: 
BD - * ie Be nt 1 
:4-+0 nl + 6WE 
— 1 + ZIOr +3) +2(P+ PR). 
6WE 


1 — 


— 01 + P@U+ NH aM + aD 
6WE 
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Wenn der Balten AB bei B mit einer gewiflen Neigung 60 aus der Mauer 
hervortritt, fo ift in (3) zu B noch 60 und in (4) zu yı noch Bo. zu addiren. 

Wirkt die Kraft P, der Kraft P entgegengefegt, jo hat man in den 
Grundformeln (3) und (4), ftatt P+ Pi, P— Pı einzufegen. 


Einseitig aufliegender Balken. Die Formeln des vorftehenden $. 221 
Paragraphen finden in mehreren Fällen der Praris ihre Anwendung. Iſt 
Big. 345. 3 ®. ein Ballen AB, 
Fig 345, in einem End- 
punkte B horizontal einge 
mauert, und im anderen 
Endpunkte A einfach unter⸗ 
ſtützt, ſo entſteht die Frage: 
welches iſt die Biegungs— 
kraft in A ober welchen 
Drud P hat die Stüge in 
A auszuhalten, während 
der Balken in einem Zwiſchenpunkte A, von einer Laft P, niebergezogen 
wird ? 
Es ift hier P negativ, Po — 0, und, da A und B in einerlei Niveau 
liegen, die Summte von den Bogenhöhen 
CA=ıw (,B=a, — Null, 





alfo: 
pn 1, PR HI, (P—-P)E 
CE LES > ah 
1/ — 2 
de, da = Zi + 2 PT a, 


PR, + (P—P)Yyi +1; PB +, PN +1; (P—P)l=0. 
Hieraus folgt nun: 
P(2l2 + 6R1 + 612 +21) — P, (ll? + 219) 
und daher die gejuchte Stütz- oder Biegungskraft in A: 
Be 81 +21) Pı 
ars, +uy+I? 2’ 
>28. für 7 = I, alfo in dem alle, wenn PD, in der Mitte liegt, 
Po re P:: 
Hieraus folgt das Biegungsmoment in A;: 


5 
Pl TE Pı T, dagegen das in B: 


3 6 
P,. 1 — — — — — 
1 a Pl Al] 


6 Pl, 
alfo größer als das in 41. 
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Iſt zwar 2 = 1,, liegen aber die Stützpunkte A und B nicht in einerla 
Höhe, fondern liegt A um a, höher ald B, ſo mug man a + —a, 
fegen. Nun ift aber dann 


„.— 8r—P)® 

1 3WE ’ 

u pl (11P—3P)1ß 
alt zu wm 
„— BP+2@—PAl® _6P—ap)® 
ET WE O9 6WE 


daher hat man 


— 3 
a6P— 5P)t = Gs, und e8 folgt 


6WE 
_6WE® 5 
?= en +7e 


Sollen die Biegungsmomente in A, und B gleich groß, jedoch einander 
entgegengefegt fein, jo hat man 
pi=2P,l— 2P|I, ver 
3P=P,di.P= n zu fegen, wobei dann 


Pu» 3 
»=GwEs TswE® mn it 





Wenn man aljo das Balfenende um O, 0555 7 A! Höhe legt als B, jo ft 


das Biegungsmoment in And B, = + * alſo Feiner als wenn A 
und B in gleicher Höhe liegen. 

Mit Hilfe des gefundenen Werthes für P laſſen ſich nun auch die Krum⸗ 
mungshalbmeſſer, Tangentenwinkel u. ſ. w. der Curvenſtücke AA, und Aı B 
berechnen. 


8. 222 Biegung eines an beiden Enden frei aufliegenden Balkens. 


Einen anderen all der Anwendung der Formeln des Ichten Paragraphen 
bietet ein an beiden Enden A und B frei aufliegender Balken AB, 
P Fig. 346. Q Fig. 346, dar, went 

⸗ derſelbe von einer Kraft 
P, ergriffen wird, deren 
Ungriffepunft A, von 
dem einen Stüspunfte 
A um ! und vom an 
deren Stützpunkte B 


um 2, abfteht. 
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Es ift hier da8 Moment 
P.BA—bem Momente P,. BA, 
bi 
Pl+1l)=Pil, 
folglich der Drud im Stügpunfte A: 
—Dli 
= 
und dagegen der Drud im Stützpunkte B: 
— _»_/ı I 
Ace 
Da wieder A und B in einer Horizontalen Tiegen, jo hat man aud) 
a + Gh — 0; 
es iſt jebod) dieſes Mal der Winkel 4 nicht — Null, fondern eine zu bes 
ſtimmende negative Größe CB T.. 





Man Hat hier 
BE pen +1,(P—- P)Uu% pi 
= pliH WE 24 55 
und auch 


an + mem 


daher die Summe: 
04 6) — we He Het Ham 
3 — 
+ an: +2N)=0, 
oder 
6B( +1) WE—= P(218 + 6121, + 611? + 279) — Pı (8112 4 212) 
— [21° + 6101 + 617 + 212 — (870, +21) +M)]B, 
jo daß nun der Neigungswintel in B: 
s—_ Pier +3m +1) _Atı (ar + 81 +) 
60 +ı) WE 6( + Lı% WE 
und dagegen der Neigungswinfel in A: 
_ Alt (®+ 3 +27) 
6C+IEWE 
St 3. B. Pr in der Mitte aufgehangen, jo hat man 4, —= 1, fowie 
P=Q = und daher 
pn _ Ab 
B= WE” 1 wz del. $. 216). 
Mit Hülfe des ——— Winkels 4 laſſen ſich auch die ſämmtlichen 


folgt. 
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Biegungeverhältniffe des Balkens durch die oben gefundenen Formeln be 
ftimmen. 

Das Biegungsmoment dieſes Balfens ift im Aufhängepunfte A, am 
größten und zwar 


M=-PI=q1 — au - Alt) - (XY. 


alſo am größten für 7—1,, d. i. wenn das Gewicht P, in der Mitte hängt, 
und zwar 

M— P(l+h) 

4 

Gleichmässig belastete Balken. ft die ganze Laſt gleichmäßig 

vertheilt auf den Balfen AB, Fig 347, und trägt jede Rängeneinheit befjelben 

dig. 347. — g, alfo der ganze Balken von der Länge’, 

: Q=ly, und ein Balfenftid AS=s 

die Laft gs, fo hat man ftatt der Mo⸗ 


1 2 3 
mente — _ Ps 7 Ps, > _ Ps u. |. w. 


= 1); Pı J. 


2 
die Momente 1/, (e) ‚iq =), 
nl) u. |. w. einzufegen, weil 


die Schwerpunkte der Laſten q (2),0 (2) «an: u. |. w. in der Mitte 


s 2s 3s 28 


von —, —, Fu. f. w. Liegen, alfo die Hebelarıne F —,1/ u ly — 


u. ſ. w. ſind Hiernach bekommen wir hier die Kericamangerinke x 
BDogenelemente: 





_y gs u. 2? 2°.y5s°? Br 32. 9 8* p. 
0 23 we ® u n? WE’ = In nWE" 1 
und daher den —— von AS = 8: 

5 ge  M 

tu 1 2 2 — 2 .42 —— ——  G — 

: I wwz +22?+32? +... +n OnWE R? 
_ _48# IE 
* 1,2 a2 


Wird x — 1 gefest, fo folgt nun der Tangentenwinfel TAC—= UTB 
für den Endpunkt A: 
ge _gR 
P= 6WE 6WE 
und daher der für einen Punkt S, deſſen Abſciſſe AKX = x fl, 


(8 — 29). 





— — — q 
=P-9= wi 
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Aus dem legten Winkelmaße 1 ein Ordinatenelement 


- - (1? — 2°), 


mn WE 
3% 


und nun ftatt x? nad) und nach (=) ( =) (=) eingeführt, ergiebt 
Mm ’ m ) m [4 
fi die gefuchte Gleichung für die Ordinate XS — y: 


— u Ga 3 — (2) 3 3 [ u u 7 * 
y=- Zul r (13 +23 + + m?) 
4. 3 _-i — J i.: 


977 x? 
— —— — —)- 
⸗ ) 


Nehmen wir wieder x — 1 an, fo bekommen wir die Bogenhöhe 
3 3 
gi 3,B— gu _ _QT — 3), . BE 
6WE SWE SWE 3WE 
d. i. 3, mal fo groß, al8 wenn die Laſt Q am Ende des Balkens hinge. 
Die Ordinate des — der Balfenare iſt: 


a) 31 gl“ 








a = 





94 = — 
folglich die Tiefe dieſes Punftes ante der Horizontalen durch B: 
_ 17 gls 
Y„—=4— Yı — 79.39’ 


und daher das Arbeitsquantum, welches der Einbiegung « oder dieſer Sen- 
fung (ya) des Schwerpunftes der Laſt Q — Ig entfpridt, infofern man 
nämlich Q allmälig auflegt: 

TB __ ı7qem 


Lehm hıy eg a WE ADWE' 


HM der Balken durch eine gleichmäßig vertheilte Laft Q und durch eine 

Kraft P am Ende zugleich belaftet, fo wi man die Vegenhöhe 
Pis —R8 P,2Q gr 
zwi tewE” WE 

Wenn der Balfen ABA, Fig. 348, an beiden Enden frei aufliegt, und 

nicht allein in der Mitte B eine Laſt P, ſondern aud; gleichmäßig vertheilt 

eine Laſt Q — 1g trägt, jo findet man die Ein» oder Durchbiegung OB — a, 

4e+0) Fig. 348. E. wenn man in dem Ausdrucke 


64 $) WE ; 


für den Fall in Fig. 347 Hat 
P, den Drud ober die Gegen⸗ 


kraft - — +®, in einem Ende 

















3. 224 
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A, ſtatt Q bie gleichmaßig vertheilte Saft — I. einer Hälfte BA, und fat 
T, die halbe Ränge des Balkens, BA — 1, AA — Yal einführt. 
Es folgt auf diefe Weife: 





_(PHY_\ EL _ Oo ——. 
.-( eo zw Ar we 
Für P= 0 ift alſo ua = 5% - Dr - Wenn alfo die ganze Laft 


gleichmäßig auf den an beiden Enden unterftügten Ballen vertheilt ift, fo 
fällt die Bogenhöhe nur *4 mal fo groß aus, als wenn diefelbe in der 
Mitte des Balkens hinge. 

Das Gewicht G@ bes Balkens hat genau denfelben Einfluß auf die Bier 
gung wie die gleichmäßig vertheilte Laft Q, und ift daher auch genau wie biefe 
in Rechnung zu bringen. 


Reduction der Biegungsmomente. Kennt man das Biegungs⸗ 
moment W, E eines Körpers AB CD, Fig. 349, in Beziehung auf eine 
Fig. 349. Are N, N, außerhalb des Schwerpunttes, fo 
läßt fich leicht diefes Moment in Beziehung auf 
eine andere, durch den Schwerpunkt S gehende 
Axe NN finden, welche mit der erfteren pa- 
rallel läuft. Iſt der Abſtand ZH, = KK, 
zwifchen beiden Aren — d, und find die Ab 
ftände der Tzlächenelemente A}, Fr u. |. w. 
von ber neutralen Are NN, = 5, £ u. |. w., 
fo hat man die Abftände von ber Are N, Ni, 
—=d+2,d-+ 2 u. ſ. w. und e iſt nun 
da8 Biegungsmoment: 
WE=[FR,(d+aW”+R(d+eN)+--)E 
—= [F (@ +2da +2) + FR, (®+2ds +2! + JE 
= [a (A+B+)+24d(Aa+ha+:-) 
+(Re+rRe+t-.))E. 


F+F+--- 
als Summe aller Elemente = Duerjhnitt Fde8 ganzen Körpers, ferner 
FatRs+'-- 
al8 Summe der ftatifhen Momente in Beziehung auf eine durch den Schwer⸗ 
punkt gehende Are — Null, und 
(FRe+rRe+-.-)JE 
das Biegungsmoment W E in Beziehung auf die neutrale Are NN; es 
folgt daher: 





Nun ift aber 
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MWE=(W+HFd)E, 

oder: 
Ww=W-+rFa 

und umgekehrt: 
W=W, — Fdt. 

Es ift alfo das Maß W des Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die neutrale Are gleich dem Mape Wı bed Biegungsmomen- 
te8 in Beziehung auf eine zweite Barallelare nıinus das Pro— 
duct aus dem Querſchnitt Fund dem Quadrat (d?) des Abftan- 
des beider Aren. Auch folgt hieraus, daß unter allen Biegungsmomenten 
das in Hinficht auf die neutrale Are am kleinſten ift. 

Bon vielen Körpern laſſen fic, die Biegungsmomente in Hinficht auf ir⸗ 
gend eine Are leicht finden, man kann daher diefe dazu benugen, um mittel8 
der gefundenen Formel die Momente in Hinficht auf die neutrale Are zu 
beſtimmen. 


Sind CK=xz ud CL=y, Fig. 350, die Coordinaten eines $. 225 

Punktes F in Hinfiht auf ein rechtwinfeliges Arenfreuz XX,YY, fin 

Fig. 350. eben CM= um CN =v 
die Goordinaten diefes Punktes 
auf ein anderes rechtwinfeliges 
Axenkreuz UU, 9 V, und ift end⸗ 
ih CF = r der Abfland des 
gedachten Punktes F' von dem ges 
meinfchaftlichen Nullpunkte C' bei 
der Axenſyſteme, fo gelten, dem 
Pythagoreiſchen Lehrſatze zufolge, 
die Gleichungen: 
atyp=-utui—r, 
und es ift alfo auch 

F?+ Ft! =Fu + Fe =Fr:. 

Seen wir nun in diefen Gleichungen flatt F' nad) und nad die Ele 
mente F,, Fa, Fa u. |. w. des ganzen Querſchnittes A BD und ebenfo ftatt 
z, y, u und v die entjprechenden Coorbinaten zı, 22, 73 u. |. W., Yır Ya, Ya 
uf. w., fowie u, %g... und 21, 25 .. . ein, jo erhalten wir durch Addition 
folgende Gleichungen: 

Re+Rset+:..+RAyp+tmyt--- 
=Au+tmrut+t. +Aa+mut:- 

= Fr; + Fır} 4 e.., 
oder, wenn wir 

As3+Rra+---udh2&(Fx)), 
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ferner 
Fy? + Py? +: . durch EZ (Fy?), 


fowie 

Fu? + Fu? +-- durch & (Fu2), 

Fv Fa v durch 2 (F vꝰ), 
und 

ARhr+hr+t-- durch (Fr?) 
bezeichnen, 


Z (Fr?) +Z(Fy)=2% (Fu) + 2 (Fr) = 2 (Fr:). 


Es ift hiernad) die Summe der Maße der Biegungsmomente, 
in Hinfiht auf beide Aren XX und YY eines Arenfyftemes 
glei) der Summe der Maße der Biegungsmomente in Hinfidt 
auf beide Aren eines anderen Axenſyſtemes und gleich dem Maße 
des Biegungsmomentes in Hinſicht auf den Arpunft, d. i. gleid 
der Summe der Probucte aus den Elementen des Querſchnittes 
und aus den Duadraten ihrer Entfernungen von der Are C. 

Iſt der Ouerfchnitt ACC, Fig. 351, eines gebogenen Körpers eine 
fymmetrifche Figur, und ift die Are X X rechtwinkelig gegen die Biegung®- 

Fig. 351. ebene der Symmetrie- 
are derfelben, fo fin 
det noch eine Rela⸗ 
tion zwiſchen den 
Biegungsmomenten 
ftatt. Sind wieder 
SK=zwKF 
— y die Coordina⸗ 
ten eines Flächen⸗ 
elementes F' in Hin- 
ficht auf das Axen⸗ 
foftem XX und YY, 
und ift auh FN 
— v der Abftand 
defielben Elementes 
F von einer anderen 
Are UT, welche um 
den Winkel XSU— «a von ber erften Are X X abweicht, fo haben wir 
für denfelben 

v—= UF- MN=MF-—-KL 

—=KFcos.KFM— SKsm.KSL= yco.a — zsin eo, 
daber: 
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v? — 2? (sin. a)? + y? (cos.0)? — 2x2y sin. cos. c, ſowie aud) 
Fv? = (sin. a)? Fx? + (cos. 0)? Fy? — sin. 20 Fzy, und 
& (Fr?) = (sin.a)? & (Fx?) + (cos. ce)? & (Fy?) — sin.2a & (Fry). 
Da wegen der fymmetrifchen Geftalt der Figur jeden Elemente Fi, Fr... 
ein gleiches Gegenelement F,, Fa... zukommt, bei welchem y und folglich 
auch das ganze Product negativ ift, fo fällt die Summe ber entjprechenben 
Producte für je zwei folcher Elemente, und folglich aud) die ganze Summe 
& (Fzy) = Null aus, und e8 ift daher: 
& (Fv?) —= (sin. a)? Z (Fx?) + (cos.0)? 3 (Fy?), oder: 
W = (sin.e)? W, + (cos.a)? W;, 
wobei W das Maß des Biegungsmomentes in Hinficht auf irgend eine Are 
TU, W, das in Hinfiht auf die Symmetrieare XX und W, das in Hin⸗ 
ſicht auf die rechtwinkelig zur Symmetrieare ſtehende Are 77 bezeichnen, und 
vorausgeſetzt wird, daß die Axen TU und YY fowie die Symmetrieaxe X X 
durch den Schwerpunlt S der Figur gehen. 
Mit Hülfe der beiden vorftehenden Regeln kann man nicht felten aus dem 
befannten Biegungsmomente eines Körpers in Hinficht auf eine gewiſſe Are 
das Biegungsmoment defielben in Hinficht auf eine andere Are finden. 


Biegungsmoment eines Streifens. Um das Biegungsmoment eines 8. 226 
Körpers von befanntem Duerjchnitte AD, Fig. 352, I, in Hinficht auf eine 
Ye XX zu finden, denken wir ung biefen Duerfchnitt durch Perpendifel 
zu XX in lauter ſchmale Streifen und jeden folchen Streifen, wie z. B. CA, 
wieder in rectanguläre Elemente F}, Fa, Fs u. ſ. w. zerlegt. Stud dann 
21, 89, 23 U. f. iv. die Abftände (OF) diefer Elemente von ber Are X X, fo 
haben wir da8 Maß des Biegungsmomentes für einen ſolchen Streifen: 

Fe, + Fye} 4 Fye} + ... 
=Fa.at+RhRas. a +3. +--- 

Ziehen wir nun in Fig. 352, IL, AB rechtwinkelig auf und glei) CA, 
und verbinden wir B und C durch eine gerade Linie, fo ſchneidet diefelbe von den 

Big. 352. in den Abftänden (OF) — ei, 

£3, 2; u. ſ. w. auf C A errichte- 

ten Perpenbifeln gleiche Stüde 

(FG)= £ı, 29, £3 U. !. w. ab, 

und es laſſen ſich nun Fi 2,, 

F3 2, u. |. w. als die Inhalte 
von Prismen, fowie 

Fı£ı.2, Fr .2, u. |. w. 

als die ftatifchen Momente 

derfelben in Hinficht auf bie 

Are C anfehen. Die Prismen 

| Beisbah's Lehrbuch der Mechanik. 1. 26 
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F, 2, Fa2, u. ſ. w. machen aber zuſammen ein dreifeitiged Priema aus, 
deſſen Grundfläche das Dreiedt ABC und deilen Höhe die Breite dei 
Streifense A C (L.) ift; e8 ift daher auch die Summe der obigen ftatifchen 
Momente gleich dem Momente des Prisma® ABC in Hinficht auf die 
Are XX. Seen wir die Höhe CA = e und die Breite des Streifens 
— b, jo haben wir den Inhalt des gebachten dreifeitigen Prismas 
= 1), be2, 
und da der Abftand feines Schwerpunftes von C, 2/5; e beträgt (ſ. $- 109), 
fo ergiebt fi) das ftatifche Moment des Prismas und folglich auch das Maß 
des Biegungsmomentes vom Streifen CA: 
W=1ber.2),2e = 1,beR. 

Um nun dag Biegungsmoment ded ganzen Querfchnittes AD zu fin 
den, bedarf e8 natürlich nur einer Addition der Biegungsmomente der Streifen 
wie CA, in welche ſich die ganze Fläche durch Perpendikel zur Are X X 
zerlegen läßt. 

Am einfachften ift die Beſtimmung bei einem rectangulären Quer— 
fhnitte ABCD, Fig. 353. Hier find die Streifen, in welche ſich die 
Flächen zerlegen, von gleicher Größe, und machen daher zuſammen einen ein- 
zigen Streifen von der Breite AD — b de ganzen Rechteckes aus. Iſt 


Fig. 358. daun noch die Höhe A B dieſes Rechteckes — I. 
A: _D fo hat man die Höhe eine® Streifens: 
2 = 1/ 2 h, 


daher das Maß des Biegungsmomentes einer 
n Hälfte diefer Fläche: 


B R\S DA 
Ä 1/. ) _ I 
ab (G 24 ’ 


und endlich diefes Maß vom ganzen Rechtede: 
B C b.A3 bAh° 


v=-2:777' 


$. 227 Biegungsmoment eines parallelepipedischen Balkens. Es 
mwächlt dem Vorftehenden zufolge, bei einem parallelepipebifchen Balfen das 

> 3 ‘ [ ‘ 
Diegungsmoment WE —= E wie die Breite nnd wie der 


Cubus der Höhe des Balkens. 
Segen wir biefen Werth fir WE in die erfte Formel 


PR 
SWE des 8. 217, 
jo erhalten wir die Bogenhöhe für den an einem Ende eingeflemmten 


Ballen mit vectangulävem Querjchnitte: 





a = 
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PR ' 
a —=4- DE’ 
jegen wir ihn aber in bie zweite Formel deffelben Paragraphen, 
„_ıLPpe 
48 WE’ 
fo ftellt fi) für den an beiden Enden aufliegenden Balken, 
1 Pl3 
4bP’E 
heraus. Umgekehrt folgt aus der Bogenhöhe « der Elafticitätsmodul 
E= 2 fir den einen, und 
=; — 58 für den anderen Fall. 


Beifpiele. 1) Ein hölzerner Balfen von 10 Fuß = 120 Zoll Länge, 8 Zoll 
Breite und 10 Zoll Höhe foll an beiden Enden aufruhen und eine gleichmäßig ver: 
theilte Lat Q — 10000 Pfund tragen; welche Biegung wird derfelbe erleiven? 

Es ift die Bogenhöhe: 


a9 RP_ _ 4,,. !0000.120° _ 50000.12° _ 1850000 
m A gphE {3% 3.10.E MEER — A4E 
Nun E — 17500000 Pfund eingefeht, folgt a — I — 0,925 Zoll. 


2) Wenn fih eine parallelepipevifch geformte gußeiferne Stange von 2 Zoll 
Breite und Y, Zoll Dicke durch ein in der Mitte aufliegendes Gewiht P — 18 
Pfund um Y, Zoll geienft Hat, während die Entfernung J der Stüben 5 Fuß be- 
trägt, fo ergiebt fi) der Elaſticitaͤtsmodul ve Gußeiſens: 


—4abhET 4.17,:.2.(Y) 7, 


Hohle Balken. Bon einem hohlen parallelepipebifchen Balfen ABCD, 8, 2%: 
Fig. 354, beftimmt ſich das Biegungsmoment, wenn man von dem Momente 
Fig. 354. des vollftändigen Ballens das Moment ber ‚Höhlung 
abzieht. Sind AB = b und BC n die Äußere 
D Breite und Höhe und A, B, = db, undB, Cı —=h, 
die innere Breite und Höhe, fo hat man die Maße 
der Biegungsmomente der Flächen 40 und A, Cı: 
— bH und ch 
12 12 ° 
und es folgt durch Subtraction das Biegungs- 
moment des hohlen Balkens: 
_bW— bh 
w= 2 





26 
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Iſt zwar 7 = I,, liegen aber die Stützpunkte A und B nit in einerlei 
Höhe, fondern liegt A um a, höher als B, fo muß mana + a — au, 
fegen. Nun ift aber dann 


u. — @P—Pp)% 
1 WE '’ 

u PIs (11P—3P) 1 
s=alt zw u 2 ee 
„— BP+2@—-PAl® _6P—2P)% 
NETTE ⏑ 


daher hat man 


— 8 
16P— 5P)! — @s, und es folgt 


6WE 
6 WER 5 
— * Pı. 


Sollen die Biegungsmomente in A, und B gleich groß, jedoch einander 
entgegengefett fein, jo hat man 
3 P—=P,bi.P= n zu fegen, wobei dann 


ps _ pi 


= gw Twin iſ 
Pt! 

WE 
das Biegungsmoment in A und B, = + , alfo Heiner als wenn A 
und B in gleicher Höhe liegen. 

Mit Hülfe des gefundenen Werthes für P laſſen fi) nun auch die Krikm- 
mungshalbmeffer, Tangentenwinkel u. |. w. der Curvenſtücke AA, und Aı B 
berechnen. 





Denn man alfo da8 Balfenende um 0,0555 





höher legt als B, fo ift 


222 Biegung eines an beiden Enden frei aufliegenden Balkena. 
Einen anderen Fall der Anwendung der Formeln des Ickten Paragraphen 
bietet ein an beiden Enden A und B frei anfliegender Balfen AB, 

7 Fig. 346. q Fig. 346, dar, wenn 
derſelbe von einer Kraft 
P, ergriffen wird, deren 

Angriffepunft A, von 

dem einen Stügpunfte 

A um ! und vom ans 

deren Stlttzpunkte B 


um !, abſteht. 
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Es ift hier das Moment 
P.BA—=bem Momente P,. BA, 
d. i. 
PCAI) Puli, 
folglich der Druck im Stutzpunkte A: 
irn 
und dagegen ber Drud im Stüpunfte B: 
— — Pt I - 
=Ah-f-7,n 
Da wieber A und B in einer Horizontalen liegen, fo hat man aud) 
173 + g — 0; 
es ift jeboch diefes Mal der Winkel B nicht — Null, fondern eine zu be» 
flimmende negative Größe CB T.. 





Man bat hier 
ao gıy Zeit he) u, —— 
und auch 
4—304 Pl’ + 1, (P— RP)! 


WE ’ 
daher die Summe: 


6040) - 3 or, (a +6R1 + 6712 + 219 
Pı 2 — 
+, 
oder 
6604 h) WE= P(2I2 + 6121, + 6112 + 21) — P, (8112 + 215) 
— [215 + 6121, + 6112 + 21? — (311, + 21 (U + U)]D, 
fo dag nun der Neigungswintel in B: 
—E Prem +3 +1) _PAtı (@® +31 + 13) 
6-1) WE 6(! +1) WE 
und dagegen der Neigungswinkel in A: 
_ AM (® +30 +27) 
= Ge rıywg Pi 
Iſt z. B. P, in der Mitte aufgehangen, fo hat man !, = !, fowie 
P—=gQ -=2 und daher 
_ pe  pu 
P= rn syn (Vesl. 8. 216). 
Mit Hülfe des beſtimmten Winkels 4 laſſen fi) auch die ſämmtlichen 
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Biegungsverhäftnifje des Balkens durch die oben gefundenen Formeln be 
flimmen. 

Das Biegungsmoment dieſes Balfens ift im Aufhängepunfte A, am 
größten und zwar 


Al __P (4) - hy], 
M P i+un I+ 2 


alfo am größten für 7—1,, d. i. wenn das Gewicht P, in der Mitte hängt, 
und zwar. 

M— P, (+1) 

4 

Gleichmässig belastete Balken. Iſt die ganze Laſt gleich mäßig 

vertheilt auf den Balfen AB, Fig 347, und trägt jede Rängeneinheit defjelben 

dig. 347. — q, alfo der ganze Balken von der Länge, 

„ Q=ly, und ein Balkenftüd AS—=Ss, 

die Laft gs, fo hat man ftatt ber Mo— 


1 2 3 
mente — Ps, - Ps, - Psw |. w. 
nn N N 


—= 1 Pıl. 


N) 99,3 
die Momente !/, q () lg (**) 
ale) u. |. w. einzufegen, weil 
die Schwerpunkte der Laſten q (*),a (2) «a: u. ſ. w. in der Mitte 


s 2s 38 28 
von —, Zi f. mw. liegen, alfo die Hebelarıne 1/, n Us = 1, 7 
u. ſ. w. ſind Hiernach bekommen wir hier die Kelmmungswintel det 


Bogenclemente: 











22.483 Ba 
— 1). „— W- ——_ 6 — Ya: u ſ. w. 
6 3 Fur ® h n3WE' d⸗ ja n?WE u. | w, 
und daher ben Krummungewinkel von AS = s: 
j q8? n’ 
-1 2 _ 2 .. > — — — — 
Rt +24 3 rn amWE 3 
488 4 
= FE annähernd — sWE 


Wird x — 1 gefebt, fo folgt nım der Tangentenwintel TAC = UTB 
für den Endpunft A: 
= — q 18 gr 12 
6WE 6WE 
und daher der für einen Punkt S, deffen Abfciffe AK = x ift, 


(3! — 29). 





Lug 
—6- * 7 





6. 223.) Die Biegungs-Elaftieität und Feſtigkeit. 397 
Aus dem legten Winkelmaße folgt ein Ordinatenelement 
% x q 


—_.. __28 
mn mewE" ”) 


und nun ftatt 23 nad) und nad) —* (=2 =). =) eingeführt, ergiebt 
fic) die gefuchte Gleichung fir die Ordinate XS = y: 


— . — -(6* IL BL... y] 
y-, rt rate dm) 
x 3 mit 
— F |" - (5) |. d. i.: 
12 (m _ =): 
u: AU 4 
Nehmen wir wieder x — 1! an, fo befommen wir die Bogenhöhe 


no gm _,. 6 
—6WE " 8WE 8WE ’'3WwE 
d. i. 3/, mal fo groß, als wenn die Laſt Q am Ende des Balkens hinge. 
Die Ordinate des Mittelpunftes der Balfenare ift: 








gl 3 =) = a1gl 
= 72WE 32) 7" 12.32 WE’ 
folglich die Tiefe dieſes Punktes unter der Horizontalen durch B: 
17 17 q% 


„Zain, 
und daher das, Arbeitdquantum, welches der Einbiegung «a oder diefer Sen- 
fung (ys) des Schwerpunttes ber Laſt Q — Ig entſpricht, infofern man 
nämlih Q allmälig auflegt: 
_ u __Wob _ gm 
khuin=ihın WE 4.3.W5' 
FM der Balken durch eine gleichmäßig vertheilte Laſt Q und durch eine 
Kraft P am Ende zugleich belaftet, fo hat man bie Bogenhöhe: 
_ Pu g3 ( P,Q ) 18 
=zwatswa \s te) WE 
Wenn der Ballen A BA, Fig. 348, an beiden Enden frei aufliegt, und 
nicht allein in der Mitte B eine Laſt P, fondern auch gleichmäßig vertheilt 
eine Laft Q — 1g trägt, fo findet man bie Ein- oder ‘Durchbiegung CB — a, 
4(e+Q) Fig. 348, E* o wenn man in dem Ausdrucke 


649v 
a = — 
8 
für den Fall in Fig. 347 Rat 
P, den Drud oder die Gegen 


kraft - ge: +®; 


in einem Ende 





g 224 


398 Vierter Abſchnitt. Zweites Gapitel. [$. 224. 


A, fatt Q die gleichmaßig vertfeifte Laft — © einer Gälfte BA, und fat 


1, bie halbe Ränge des Ballen, BA = 1, AA —= zl einflihrt. 
Es folgt auf diefe Weife: 
_(?P+29 ) — 0 ——. 
= O we 
Fur P= 0 iſt ala — 5% FE Wenn alfo die ganze Lauf 
gleihmäßig auf den an beiden Enden umterftligten Ballen vertheilt ift, fo 
fällt die Bogenhöhe nur °/, mal fo groß aus, als wenn diefelbe in der 
Mitte des Balkens hinge. 
Das Gewicht G@ des Balken hat genau denfelben Einfluß auf die Vie 
gung wie die gleichmäßig vertheilteLaft Q, und ift daher auch genau wie biefe 
in Rechnung zu bringen. 





Reduction der Biegungsmomente. Kennt man das Biegung® 
moment W, E eine® Körpers AB CD, Fig. 349, in Beziehung auf eine 
Fig. 349. Are N) N, außerhalb des Schwerpunftes, fo 
läßt fich leicht diefes Moment in Beziehung auf 
eine andere, durch ben Schwerpunkt S gehende 
Are NN finden, welche mit der erfteren pa- 
rallel läuft. Iſt der Abftand HH, = KK: 
zwifchen beiden Aren — d, und find die Ab 
ftände der Tlächenelemente F}, Fr u. |. w. 
von ber neutralen Are NN, =2, 2 u. |. w., 
jo bat man die Abftände von der Are N, Ni, 
—=d+2,d+ e, u. ſ. w. und es ift nun 
das Biegungsmoment: 
WE=[F,(d+z® +h(d+eDM)+--)E 
— [FR (@+2da ++ BR (@+2de +2) + )]E 
= (@(A+RBR+.)+2d(KRatha+--) 
+ (Ae+Rrs+t-)]E 


FR ++: 
ale Summe aller Elemente = nerfchnitt F des ganzen Körpers, ferner 
FatRhRe+: 
al8 Summe ber ftatifchen Momente in Begiehung auf eine durch den Schwer- 
punkt gehende Are — Null, und 
(F, e} + F,e? + .. ) E 
das Biegungsmoment W E in Beziehung auf die neutrale Are NN; es 
folgt baher: 





Nun ift aber 
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WE=(W-+HFd)E, 

oder : 
Wı — W + F'd? 

und umgelehrt: 
W= W, — Fde. 

Es iſt alfo das Mag W des Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die neutrale Are gleich dem Maße WW, des Biegungsmomen- 
te8 in Beziehung auf eine zweite Parallelare minus das Pro- 
duct aus dem Duerfchnitt F und dem Quadrat (d?) bes Abftan- 
des beider Aren. Auch folgt hierans, daß unter allen Biegungsniomenten 
das in Hinficht auf die neutrale Are am kleinſten ift. 

Bon vielen Körpern laſſen fic die Biegungsmomente in Hinficht auf ir- 
gend eine Are leicht finden, man kann daher diefe dazu benugen, um mittel® 
der gefundenen Formel die Momente in Hinficht auf die neutrale Are zu 
beſtimmen. 


Sind CK=xz und CL=y, Fig. 350, die Coordinaten eines $. 225 

Punktes F in Hinſicht auf ein rechtwinkeliges Arenkreuz XX, YY, find 

Fig, 350. ebenſo CM=umd ON v 
die Coordinaten dieſes Punktes 
auf ein anderes rechtwinkeliges 
Arenkreuz UU, 9 V, und iſt end⸗ 
ih CF = r ber Abſtand des 
gedachten Punktes F' von dem ge 
meinschaftlichen Nullpunfte ¶ beis 
der Axenſyſteme, fo gelten, dem 
Pythagoreiſchen Lehrſatze zufolge, 
die Gleichungen: 
æ u - re, 
und es iſt alſo auch 

F®?+Fp=FwW+ FW” Fre. 

Seen wir nun in biefen Gleichungen ftatt F’ nad) und nad bie Ele 
mente F\, Fa, Fa u. f. w. des ganzen Querſchnittes A BD und ebenſo ftatt 
z, y u und v die entjprechenden Coordinaten X, 25, 273 u. |. W., Yır Ya, Ya 
u. ſ. w., fowie %, Ug... und rı, 9... . ein, jo erhalten wir durch Addition 
folgende Gleichungen: 

FReı+Rx2+-.-+Fvi+Ry+:'-- 

=Aw+RW+.. . R 

-Arr+Rr+t::., Ä 
oder, wenn wir 

AR2+R22+..-buh2& (Fx9), 
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| ferner 
Fy+tPRyt  bud2(ry), 
| ſowie 
| Fu’ +RrRu’+--- durch (Fu), 
Fvr +FRv) +---dud & (Fo), 
und 
FRr’+PRr! +--- durch 2 (Fr?) 
bezeichnen, 


Z (Fr) +2 (Fy) = (Fu) +2 (Fv)—=% (Fr). 


Es iſt hiernad die Summe der Maße der Biegungsmomente, 
in Hinfiht auf beide Aren XX und YTY eines Arenfyftemes 
gleihh der Summe der Maße der Biegungsmomente in Hinfidt 

| auf beide Aren eines anderen Arenfyftemes und gleich dem Maße 
des Biegungsmomentes in Hinficht auf den Arpunft, d. i. gleid 
der Summe der Broducte aus den Elementen des Duerfchnittes 
und aus den Duadraten ihrer Entfernungen von der Are C. 

Iſt der Duerfchnitt ACC), Fig. 351, eines gebogenen Körpers eine 
| ſymmetriſche Figur, und ift die Are X X rechtwinkelig gegen die Biegunge 
| Fig. 351. ebene der Symmetrie: 
are derjelben, fo fin 
det noch eine Rela- 
tion zwiſchen den 
Diegungsmomenten 
statt. Sind wieder 
SK=-rwmKr 
— y die Coordina- 
ten eine Flächen⸗ 
elementes F'in Hin- 
fiht auf das Aren- 
ſyſtem XX und YY, 
md iſt auch FN 
— — v der Abftand 
befielben Elementes 
F von einer anderen 
Are UU, weldye um 
ben Winkel XSU— a von ber erften Are X X abweicht, fo Haben wir 
für denjelben 

v—= MF—.MN=MF—KL 

—=KFco.KFM— SKsin.KSL= ycos.a — zsin.«, 
daher: 
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v? — 2? (sin.a)? + Y? (cos.0)? — 2 xy sin. cos. «, ſowie auch 
Fv: — (sin.o)? Fx? + (cos.0)? Fy? — sin. 20 Fxy, und 
& (Fv?) = (sin.a)? & (Fr?) + (cos. &)? & (Fy?) — Sin. & (Fry). 
Da wegen der fynımetrifchen Geftalt der Figur jedem Elemente Fi, Fa... 
ein gleiches Gegenelement F,, Fr... zufommt, bei welchem y und folglich 
auch das ganze Product negativ ift, fo fällt die Summe der entſprechenden 
Producte für je zwei folder Elemente, und folglich audy die ganze Summe 
= (Fxy) = Null aus, und e8 ift daher: 
3 (Fv?) = (sin.c)? Z (F x?) + (cos.0)? Z (F'y?), oder: 
W = (sin.a)? W, + (cos.a)? Wu, - 
wobei W das Maß des Biegungsmomentes in Hinficht auf irgend eine Are 
TU, W, das in Hinficht auf die Symmetrieare XX un W, das in Hin- 
fiht auf bie redhtwinfelig zur Symmetrieare ftehende Are YY bezeichnen, und 
vorausgefegt wird, daß die Aren UU und YY fowie die Symmetrieare X X 
durch den Schwerpunkt S der Figur gehen. 
Mit Hilfe der beiden vorftehenden Kegeln kann man nicht felten aus dem 
befannten Biegungsmomente eines Körpers in Hinficht auf eine gewifle Are 
das Biegungsmoment defjelben in Hinficht auf eine andere Are finden. 


Biegungsmoment eines Streifens. Um das Biegungsmonent eines 8, 226 
Körpers von belanntem Duerjchnitte AD, Fig. 352, I, in Hinficht auf eine 
Ate XX zu finden, denken wir uns biefen Querſchnitt durch Perpenbifel 
zu X X in lauter ſchmale Streifen und jeben ſolchen Streifen, wie z. 2. CA, 
wieder in rectanguläre Elemente F}, F3, F3 u. ſ. w. zerlegt. Sind dann 
21 23, 23 u. f. w. die Abftände (CF') diefer Elemente von der Are X X, fo 
haben wir da8 Maß des Biegungsmomentes für einen folhen Streifen: 

Fe+Rhet+ReH+:--- 
=Fa.a+ß%B2.+ 2.23 +--- 

Ziehen wir nun in Fig. 352, II, AB redjtwintelig auf und gleich CA, 
und verbinden wir B und C durd) eine gerade Linie, fo fchneibet diefelbe von ben 

Fig. 352. in den Abftänden (CF) —= z,, 

I. II. E, eꝶ u. ſ. w. auf C A errichte⸗ 
4 B8 ten Perpendileln gleiche Stücke 
| .. (FG) == £ı, Zu, Is. ſ. w. ab, 
und es laſſen ſich nun Fiei, 
Fy2, u. ſ. w. als die Inhalte 
von Prismen, fowie 
Fı 2.2, Fr%.2, u |. w. 
als die ftatiichen Momente 
D berfelben in Hinficht auf die 

Are C ansehen. Die Prismen 
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F, 2, F223 u. |. w. machen aber zuſammen ein dreifeitiges Prisma aus, 
defien Grundfläche das Dreiet ABC und deflen Höhe die Breite de 
Streifend A C (1) ift; e8 ift daher auch die Summe der obigen ſtatiſchen 
Momente gleich; dem Momente des Prismas ABC in Hinfiht auf die 
Are XX. Setzen wir die Höhe CA z und die Breite des Streifend 
— b, jo haben wir den Inhalt des gedachten dreifeitigen Prismas 
— 1/,be?, 
und da der Abftand feines Schwerpunftes von C, 2/; 2 beträgt (ſ. $. 109), 
fo ergiebt ſich das ftatifche Moment des Prismas und folglich auch das Maß 
des Biegungdmomentes vom Streifen CA: 
W=1,bet.t), 2 — 1, beR, 

Um nun das Biegungsmoment des ganzen Querfchnittes AD zu fin 
den, bedarf e8 natürlich nur einer Addition der Biegungsmomente der Streifen 
wie CA, in welde ſich die ganze Fläche durch Perpenditel zur Are X X 
zerlegen läßt. 

Am einfachften ift die Beſtimmung bei einem vectangulären Quer— 
fhnitte ABCD, Fig. 353. Hier find die Streifen, in weldje ſich die 
Flächen zerlegen, von gleicher Größe, und machen daher zuſammen einen ein 
zigen Streifen von ber Breite AD — b de8 ganzen Rechteckes aus. Iſt 


Big. 353. dam noch die Höhe A B dieſes Rechteckes — N. 
— D fo hat man die Höhe eines Streifene: 
| | | 2 — 1 2 h, 


daher das Maß des Biegungsmomentes einer 
| In Hälfte diefer Fläche: 


site 1\S db 

| | 1 — 

| | ab (2) 24°’ 

NEERAR und endlich diefes Maß vom ganzen Rechtecke: 

B 0 ba bM 
Wang 


8. 227 Biegungsmoment eines parallelepipedischen Balkens. (Te 
wächjt dem Vorftchenden zufolge, bei einen parallelepipedifchen Balken das 
bh? 
12 
Cubus der Höhe des Balkens. 


Segen wir biefen Werth fiir WE in bie erfte Formel 
Pl 
SWwE des $. 217, 
jo erhalten wir die Bogenhöhe für den an einem Ende eingeflemmten 
Ballen mit rectangulärem Querfchnitte: 


Biegungsmoment WE — E wie die Breite und wie der 








a = 
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Pl ' 
a —4- 575 | 
jegen wir ihn aber in die zweite Formel deflelben Paragraphen, 
1 1 Pu 
48 WE’ 
jo ftellt fi) für den an beiden Enden aufliegenden Balken, 
1 PT 
4bI’E 
heraus. Umgekehrt folgt aus der Bogenhöhe a der Elafticitätsmobul 
E = 2 für den einen, und 
= u für den anderen Fall. 


Beifpiele. 1) Ein hölzerner Balken von 10 Fuß — 120 Zoll Länge, 8 Zoll 
Breite und 10 Zoll Höhe foll an beiden Enden aufruhen und eine gleichmäßig ver: 
theilte Laft Q — 10000 Pfund tragen; welche Biegung wird derſelbe erleiden? 

Es ift die Bogenhöhe: 


a 98 6,,, . 10000.120° _ 50000.12° _ 1350000, 
mE 2 IE MCEE A, 
135 


Run E = 17500000 Pfund eingefebt, folgt a = —— == 0,225 Zoll. 


4.150 

2) Wenn fi eine parallelepipediich geformte gußeiferne Stange von 2 Zoll 
Breite und Y, Zoll Dicke dur ein in der Mitte aufliegenves Gewiht P— 18 
Pfund um Y, Zoll gefenft hat, während die Entfernung J der Stuben 5 Fuß be: 
trägt, fo ergiebt fih der Elaſticitätsmodul des Gußeiſens: 


PB____18.60° 18.608 _ ae 
abs T,.3.05° =, 12.216000 = 16'662000 Pfund, 





E= 


Hohle Balken. Bon einem hohlen parallelepipedifchen Balfen ABCD, 8, 2% 

Fig. 354, beſtimmt fi) das Biegungsmoment, wenn man von dem Momente 

Fig. 354. des vollftändigen Balkens das Moment der Höhlung 

abzieht. Sind AB —=b und BC —= h bie äußere 

D Breite und Höhe und A, B, — bi undB, Cı =h, 

die innere Breite und Höhe, jo hat man die Maße 
der Biegungsmomente der Flächen 40 und A, Cı: 

bh3 bi I? 


— 75 my 


und es folgt durch Subtraction das Biegungs- 
moment des hohlen Balkens: 


_bh— bh} 
w= 








26 
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Ganz auf gleiche Weife ergieht fich das Biegungsmoment des an den 
Fig. 355 Seiten ausgehöhlten Körpers ABCD, Fig. 
D__ C 355. Sn AB =bwund BC=Ä Äußere Breite 
und Höhe, und ft AB — Ai Bi = b,, fowie 
B,Cı = h, die Summe der Breiten und die Höhe 
der beiden Höhlungen, fo erhält man wieder durd) 

Subtraction: 
_ db — bh) 





Ebenfo ergiebt ſich das Biegungsmoment des Körpers ABCD, Fig. 
Fig. 356. 356, mit freuzförmigem Duerfchnitte. Iſt hier AB 
— bund BC = h bie Breite und Höhe des Mit- 
telftüdes, und ift A, Bi — AB =b, ud A,ıDı 
— h, die Summe der Breiten und die Höhe der 
Geitenftiide, jo folgt durch Addition das Biegunge- 
moment ded Ganzen: 
bh + byh3 
— 12 





Auf diefelbe Weife kann man die Biegungsmomente 
vieler anderen in der Praxis vorlommenden Körper finden. So ift z. 2. 
für den Körper mit Tförmigem Ouerfchnitte A, Bi CD, Fig. 357, bet den 
Dimenfionen 

AB=CD=b, 

dig. 357. AB — Aı Bı = AA, + BB, =b,, 

AD=BC=hw 
AD, =BCG =BC-cCG =, 
das Maß des Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die untere Kante A, Bi: 
Moment des Rechteckes ABCD minus Moment 
der Rechtede A, Di und B, Gi, d. i.: 





b(2 h)s bi (2 h,)® 
Ser m —— 
m fr 12 h 12 
_bM® —bh 
=, 


wie fich ergiebt, wenn man jedes diefer Rechtecke als die Hälfte von doppelt 
jo hohen Kechteden mit der neutralen Are N, N, anfieht. Nun ift die Fläche 
AGD=F=bh — bh, und ihr ftatifches Moment: 
Fa=bh um Mm 1 bh — hund); 
es folgt daher der Hebeların 
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Mb 
WB=-a=, un) 
das Product - 


F. e ⸗ i/. (bh? — b, hr): (bh — b, hı) 
und das Biegungsmoment des Korpers in Beziehung auf bie durch bem 
Schwerpunkt S gehende neutrale Are NN: 


3 __ 3 
W= mpg Zah — 1), (bh? — bi hP)2:(bn — bi hı) 
_ 46h — bhhd) (bh — bh) — 3 (bh? — bh hi)% 
— 12 (bh — bini) 


_ (bh? — bh? — 4dhbıhı (h— hi)? 
u 2er —uh) 


Es ift brigens leicht einzufehen, daß die hohen, ausgehöhlten und ge 
fiederten Körper bei gleicher Maſſe ein größeres Biegungsmoment haben, als 
die breiten, maffiven Körper. Weil diefes Moment mit dem Querſchnitte F 
und dem Duabrate (2?) der Entfernung von der neutralen Are wächft, jo 
bat eine und diefelbe Hafer um fo mehr Wiberftand gegen die Biegung, je 
entfernter fie von der neutralen Are Tiegt. Iſt z. B. bei einem maffiven pa- 
rallefepipebifchen Balken die Höhe h gleich der doppelten Breite d, fo fällt das 
Biegungsmoment entweder 


_b.(20% 26.5 ,,, 
W= 12 — 2, b+ oder — nn * sb 
aus, je nachdem man diefen Balken mit der Meineren Breite b oder mit der 
größeren 2 b auflegt; es ift alfo im erften Falle das Biegungsmoment vier- 
mal fo groß, als im zweiten Falle. Wenn man ferner ben maſſiven Bal- 
fen vom Querſchnitte dA durch einen hohlen erfegt, deſſen Höhlung bh 
glei, ift dem maffiven Theile vom Querfchnitte d, Ah — bh, wenn alfo 
bh —bhmbh,dibhh — 2bh, dr bh = VO od 
h=hV2 ift, fo erhält man fir den leßteren das Biegungsmoment: 


bh’ — bh dV2 RVa- — bhe _ 


EMI TI. bh8, 
12 = fa 
d. i. dreimal fo groß als für den after. 








Dreiseitige Balken. Das Maß des Biegungsmomentes eines prima, 
tifchen Körpers mit dreifeitigem Querſchnitte ABC, Fig. 358 (a.f.©.), 
wird mit Hüffe der legten Paragraphen wie folgt beftimmt. Fir das Prisma 
mit rectangulären Querfchnitte AB CD if, wenn man die Bezeichnungen 
des vorlegten Paragraphen beibehält, das Maß bes Biegungsmomentes 


g. 2 
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= * ‚ folglich das fir ſeine Hälfte mit dem triangulären Querſchnitte 


ABC, und zwar in Hinficht auf die Mittellinie N, N}: 
Big. 358. — 1% = _ bw 
24 


Nun fteht aber bie were NN we 
Dreiedes um 17, AB=— !/;, h von ber 
Mittellinie oder Schwerlinie N, N, de 
Rechteckes ab, daher ift nach $. 224, das 
Moment in Hinfiht auf NN: 


2 3 h3 
wem (Are _ on 





24 172 
_bn _ _, db 
— ig * 
— 36 392 


alſo das Biegungsmoment W des Balkens mit dreiſeitigem Querſchnitte iſt 
nur ein Drittel vom Biegungsmomente des parallelepipediſchen, bei gleicher 
Grundlinie und Höhe des Querſchnittes. Da nun aber der letztere Balken 
nur doppelt ſo viel Volumen hat als der erſtere, ſo folgt, daß bei übrigens 
gleichen Dimenſionen der trianguläre Ballen nur 2, fo viel Biegungsmoment 
beſitzt als der rectanguläre Balken. 


Für die Are ZZ, durch die Baſis BC ift ferner dieſes Moment: 
h\? b’h3 b 13 bA? 
ee u) 2 7 2 
und fir die Are ZZ durch die fcharfe Kante A ift es: 


ıDh__bh® | AbA  bhs 
n=w+6)%- srw”T 


Diefe Formeln bedingen übrigens nicht einen rechtwinkelig triangulären 
Querſchnitt. Es gelten diefelben aud) für jedes andere Dreied ABC. 
vn 359, deflen Bafis BC reditwinfelig, gegen die Biegungskraft P fteht; 


ig. 859. denn es läßt ſich daf- 
11. jelbe in zwei rechtwinke⸗ 
c De lige Dreiecke ABD um 


AUD zerlegen, beren 

Grundlinien BD—b, 

und DC — b, zuſam⸗ 
Y men die Grundlinie 

BÜ=b 8 ſchiefen 
Dreiedes ABC ausmachen, fo dag ſich daher fir das letztere 
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b.h2 
Wo -— bı — * hr — 2. (b +) =, 
berechnet. 

Uebrigens ift e8 natürlich ganz einerlei, ob die Grundlinie B C oben oder 
unten, alfo wie in I. oder in II., liegt. Es ift flir beide Fälle das Biegungs⸗ 
montent felbft 

WE= 2 E, 
fo lange die Elafticitätsmodel (E) fir Ausdehnung und Zufammendridung 
nicht von einander abweichen. 

Diefelden Formeln finden auch ihre Anwendung bei einem rhomboidalen 
Querſchnitt ABCD, Fig. 360, mit horizontaler Diagonale BD. Iſt 
wieder die Breite BD — b und Höhe AC — h, fo hat man für Körper 
mit dieſem Querjchnitte : 


ER 2) = E18 
Mn ( — 4 12’ 


d. i. ein Viertel von denn Momente des Balfens mit vectangulären Duer- 
ihnitte 4 FG H bei gleicher Breite und Höhe. Auch folgt hiernad) für ein 
Doppeltrapez ABED, Big. 361, von der Höhe AC—= BD—=h, 
äußeren Breite AB—= CD—=buw a Breite EF=b,, 


— bh? — Gb + b,) hr 
Wer We 35 48 
Fig. 362. 





Polygonale Balken. Die vorftehende Theorie kann auch auf Körper $. 230 
mit regelmäßig polygonalen Qnerfchnitten wie ACE, Fig. 362, an⸗ 
gewendet werben, bei welchen die neutrale Are X X zugleich eine Synmes 
trieare ift. Da fich ein ſolches Polygon in lauter congruente Dreiede zer⸗ 
legen läßt, fo kommt es bei diefer Beſtimmung vorzüglich darauf an, das 
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Biegungsmoment eines ſolchen Dreiedes ASB zu ermitteln. Bezeichnet 
man die Seite AB —= BC —= CD des Polygons oder die Grundlinie 
eined Ergänzungsdreiedes beifelben, durch s, und die Höhe S.K deffelben durch 


Big. 362 a. h, fo bat man das Maß feines 
Biegungsmomentes in Hinſicht auf 
die Axe XX: 
_1,hs _ hei 
4 12 48 ’ 
Udagegen daſſelbe in Hinficht auf 
die zweite Are YY: — * 


und es iſt folglich die Summe beider 
Momente: 


trailer) 


Diefe Summe gilt nun (nad) 
8. 225) and) für jedes der übrigen 
Ede, und es ift daher diefelbe fiir da8 Polygon von n Seiten: 


nsh 3? F 8? 
— 22 2 — — — 3 — 
m+m=7 (" +5)=3 HH 
wenn man den Inhalt deffelben: 
N. * ‚durch F ausdrüdt. 


Bezeichnen wir den Winfel ASX durch a, fo ift nad) $. 225 das Mo- 
ment in Hinficdht auf die Are ASL: 
— Wı (sin. e)? + W; (cos. «)?; 
daffelbe ift aber auch gleich dem Momente W, in Hinfiht auf K S.D oder 
XX, daher hat man: 
Wı = W\ (sin. a)? + W; (cos. &)?, oder: 
Wı [1 — (sin. e)?] = W; (cos. «)2, d. i.: 
W, (cos. 0)? = W; (cos. a)?, und folglid): 
M — W;. 
Für eine Are UU, welhe um einen willkürlichen Winkel XSU = 9 
von der Are X X der Symmetrie abweicht, ift ferner da8 Moment: 
W = W, sin.g? + Ws c0s.9? = W, (sin. 9? + cos.9?) = W.- 
Wenn man folglid) in der obigen Gleichung 


F a 8? 
H+m=5>("+,)W=WM=W 


einfeßt, fo erhält man für jede beliebige Are des regulären Polygons das 
Maß des Biegungsmontentes: 
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2 
„=W=m=-2(m+$ ’ 


oder, wenn man noch den Halbmeſſer des Polygons SA—=SB= r, und 
2 
hiernach A? —= r? — T ſetzt: 





F 8? 
— — 2 — — ]. 
W ı\r : 


Cylindrische und elliptische Balken. fiir den Kreis als Bo- $. 273] 
lygon von unendlich vielen und unendlich kleinen Seiten ift s — 0, daher 
folgt da8 Maß des Biegungsmomentes eines Cylinders: 
F art 
— — 2 — — — 
w=7r 7 = 91854 rt. 


Für einen hohlen Cylinder oder eine Röhre mit dem äußeren Halb- 
meffer r, und inneren Halbmeſſer r, folgt daher durch Subtraction : 


win _ın-NMea4rh_Fertn 
—N—— 


4 
Fr: b \2 
-7.[1+ 5) 
wobei F— rn (r} — r?) den Inhalt des ringförmigen Querſchnittes, 


— nen, den mittleren Halbmefler, und b — 1, die Wand» 


dide des Cylinders bezeichnen. 
Der horizontale Durchmeſſer AB theilt den Vollkreis DE, Fig. 363, 
Fig. 363. in zwei Halbfreife ADB und AEB, und 
p es iſt das Maß des Biegungsmomentes für 


eine ſolche Hälfte in Hinſicht auf den Durch⸗ 
4 4 
A P m art _ ar 


1 — 
C ; = 1h 4 


f 





J Nun ſteht aber der Schwerpunkt S bes 
J Halbtreiſes um OS = 57 (f. $ 113) vom 


dem Mittelpunfte C des Kreiſes ab, es ift daher für die parallele Are NN 
durch 8: 
4r\? 


W=M-F.CS=-M-F. 3X 
1 


8 
— —)— 4 
=ar\; ,)=0,1098.r% 
wogegen für den Halbkreis mit verticalem Durchmeſſer 
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Ar! 
8 

In Hinficht auf eine Are NN, welche um den Winfel NSX — a von 
ve eine CD, Fig. 364, abweidht, ift dag Moment des Halb- 


W= — 0,3927 rt ift. 


art , 1 8 ) 
—— — —— 2 4 — — — — . 2 
W g Sina + ızr F Im cos. & 
— (0,3927 sin. a? + 0,1098 cos. a?) rt. 


Fig. 364. 





Aus der Formel 
rt 


V=7 


fiir da8 Biegungsmoment des Vollkreifes läßt fid) auch das für eine Ellipfe 
ABAB, ig. 365, ableiten. In Folge der aus Art. 12 der analytilhen 
Hülfslehren befannten Beziehung der Ellipfe zum Kreife ift, wenn AB, AB: 
einen Kreis vorftellt, deſſen Halbmeſſer CA der einen Halbare a der Ellipie 
gleich ift, und wenn die andere Halbare CB der Ellipfe durch db bezeichnet 
wird, das Verhältuiß 7 der Breite DE eines elliptiſchen Elementes zur 
Breite D, Er eines gleichliegenden und gleichhohen Elementes vom Kreiſe 

BB _C0B_b 

BB CB a 
Da nun aber das Biegungsmomint eines ſolchen Streifens nur der einfachen 
Breite proportional wächlt, fo verhält fid) daher auch das Moment einet 
Streifene DE der Ellipſe zu dem entfprechenden Streifen D, Er bes Kreiſes 
wie D zu a, und es iſt folglich aud) da8 Maß des Biegungsmontentes für den 


‘ ® . [} b . ® .. ® 
Körper nut elliptifchem Querſchuitte gleich z von dem mit Freisfürmigen 


Querſchnitte, d. i.: 
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Enthält diefer Körper noch eine elliptiſche Höhlung mit den Halbaxen 
a und di, fo hat man für denjelben: 


w-7 (ab — a’bı). 


Iſt ferner ein Körper mit rectangulärem Querfchnitte entweder um 
Fig. 366. feine Are herum, oder, wie in Fig. 366, an den Seiten 
elliptifc) ausgehöhlt, fo hat man fir deſſen Bie- 

B gungsmoment 


'E bA? za”b, 
| w=7 7 





u zu feßen, wobei b und A bie Breite AB und Höhe 
AA — BB des rectanguläven Querſchnittes ABBA, 
dagegen a, und b, die Halbaren CE und CF der halb» 
elliptifchen Ausfchnitte D FE bezeichnen. 


Das Maß W des Biegungsmomentes von einem Cylinder ober einen $. 232 
Cylinderabſchnitte läßt fi) einfach auch auf folgende Weife ermitteln, 
Dean theile den Quadranten ADO des Cylinderquerſchnittes AOBN, Fig. 
367, in na gleiche Theile, führe durch die Theilpunkte verticale Schnitte, wie 

Sig. 367. DE, FG u. f. w. und beftimme 
die Biegungsmomente der dadurch 
erhaltenen, als gerade PBaralleles 
pipede anzufehenden Blätter, 3.2. 
DEFGuf.w. Die Sumne 
der Biegungsmomente diefer Blät⸗ 
ter giebt da8 Biegungsmoment 
des halben Cylinders A OB, und 
dur) Verdoppelung dieſes Mo: 
mentes erhält man das Biegungs- 
montent des ganzen Cylinders. 
Bezeichnet r den Halbmeſſer CA 
— 00 des kreisförmigen Uner- 
ſchuittes AOBN, fo ift ein Bogentheil DG — — . — — 75. und in 
Folge der Aehnlichkeit der Dreiecke DGH und CDK, für die Dicke KL 
de8 Cylinderblattes DEFG — 2.DGLK: 





, KD KD zxr X — 
KL= 1 = — +» I = — ı — — —.K 
L GH CD D CD 2 2n KD. 


Run folgt nad) der befannten Formel in 3. 226, da8 Maß des Biegunge- 
momentes von dem Blatte DEFG: 
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_KL(ekD) _ 8 = _ 
— 12 a „m, fD= 3% ED. 


Segen wir den veränderlichen Winkel ACD, welcher den Abftand des Schnittes 
DE vom verticalen Durchmefler A B beftimmt, — p, fo erhalten wir für die 
Drdinate oder halbe Blatthöhe DE — r cos. p, und daher das letzte Bie⸗ 
zart 3+4c08.29 +c0s.49 
— — — — —, da 
3n 8 
fi (cos. @)t — 34 4008. “> „+ 008.4 9 fegen Täßt (jiehe „Ingenieur“ 
Seite 157). Um nun das Maß des Biegungsmomente® bes halben Cylin⸗ 
ders zu finden, hat man im „acter 344c08. 29 4 008.49, für ꝙ nad 
und nad) die Werthe 1- an 2.—, 3:5— bien. — einzufegen, die er» 
baltenen Ergebniffe zu addiren, und zuletzt ns mit den gemeinfchaftlichen 


Factor 5— zu multipliciren. Nun giebt aber die Zahl 3, mal zu ſich 


4 
gungsmoment — En (cos. p)t = 


abdirt, has "Broduct 3n, ferner die Summe der Coſinuſe von 0 bis x, 
— Null, weil die Cofinufe im zweiten Duadranten von z bis x gleich und 


entgegengefegt find den Coſinuſen im erften Quadranten von O bis 2, und 


ebenjo die Summe der Eofinufe von O bi8 2", — Null, weil audy die 
Coſinuſe im dritten Ouadranten von nz bis 3/, x die im vierten Quadranten 


von 3/, m bi8 2 7% aufheben, daher bleibt fitr das Maß des Biegungsmomentes 
von ber Eylinderhälfte AO B: 


W ar ri 
2 = 75 ‚In 7 und endlich für den ganzen Cylinber: 
W= n — 0,7854 r4, ober auch 


se dt 
W= — — 7 dt 


wenn d — 2r, den Durchmeffer des Cylinders bezeichnet. 

(Anmerkung). Im Gewante der Differenzinl- und Integralrechnung iſt, da da 
ein Element des Bogens 9 bezeichnet, das Clement DG = 55rdo, und daher 
das Moment des blattförmigen Flächenelementes DEF 6. 

_229. rt rar (Ste Fe Fean te 

3 


— _ —E 
5 (cos. ꝙ) 5 


4 
=T, (3 + 4008.29 008.4 p9)3 9 =56 39+4 008.293 9408.42) 7 


= [89 9+2006.2P3@p)+ Ycos.4 pr m] 
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und endli das Moment des Cylinderſtückes ABED: 


W= (8 89-+2/ c0s.2 9329) + Y,J cos.4p2(4 n), d. i.: 
v⸗ TE (39-+2sin.2 74 Y,sin.4 1) (f. analyt. Hülfslehren, Art. 26, I). 


Für —* 7, alſo sin.2p = sin.n = O, und sin. dp = Bin.2n 0, 


eingefegt und das Ganze verboppelt, erhält man, wie chen, das Biegungsmoment 
des ganzen Cylinders, wieder 


_ rt 3n ,„ _ır 
22 — 4 
Für das Segment DO E iſt dagegen 
4 
W= "LE (89 +2sin.2p + sin. 1.9) 5 
_M-2r _ 2 sin. 20 Fu sin do) |, 
=| 8 12 


4 
= [(6(a — 29) —8sin.2P — sin.4 eo] 2 


Dur einfahe Subtraction läßt fidh mittels der Testen Wormel auch das Moment 
W für ein Breit DE FG von enblidher Dicke KL beftimmen. 


Balken mit krummlinigen Querschnitten. ir Körper mit ($. 233) 
gefegmäßig krummlinigen Querſchnitten beftimmt fid) das Maß W 
des Biegungsmomentes am ficherften mit Hülfe der höheren Analyfis. Man 
zerlegt zu diefem Zwecke eine folde Fläche AN P, Fig. 368, durch Drdi- 
naten in ihre Elemente, und beftimmt nun die Momente eines ſolchen Ele 


Fig. 368. mentes fowohl in Hinficht auf die Abfcifjenare 
AX als auch in Hinfiht auf die Ordinatenare 


Y 3 AT. 
| Iſt 2 die Abſciſſe AN und y die Orbinate 
NP, fo hat man den Inhalt eines Elementes: 
oF=yoxr 
(ſ. analyt. Hülfslehren, Art. 29) und daher das 
Map feines Biegungsmomentes in Hinficht auf 
X *7* N X die Üre AX: 
oW = Yy.oF = \Yy?ox 
(. 8. 226), und dagegen in Hinficht auf die Are A Y: 
oW; = z?y0Oz, 
da hier das Element an allen Stellen um x von A Y abfteht. 
Durch Integration erhält man nun für die ganze Fläche ANP=F: 


m=t/y22 





und 
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W; _— zıyOox. 


Hat man nun (nad) $. 115) den Schwerpunkt S der Fläche ANP er: 
mittelt, alfo feine Coordinaten AK = u und KS —= » beſtimmt, fo fin- 
det man hiernad) die Maße der Biegungsmomente in Hinficht auf die durd 
den Schwerpunkt gehenden und den Coordinatenrichtungen parallel Laufenden 
Aren: 

m= 4 [wor nF, 
umd 
Ww= [ xayoz — u?F. 


3.2. fir eine Parabelflähe ANP, deren Öleihung 4? — pr if, 
hat man (nad) Art. 29 der analyt. Hitlfslehren) : 
F — ?/, xy, und (nad) $. 115) 
u’, und ev — 2, Y, 


3\2 3\? 2 3 
.? ’___ - 2 — — 2._ — — 1,3 
"r=(})rw=($)» a er 


3\2 2 
uF — (%) Fx? — (2) x. 379= m ey. 


2 
Da ferner u? = pn, — r md oz — = 


folgt, fo ift: 
1 1 2y0y 2 24° 2 
* J fr 3p “ey 15p y* 


daher: 


und 


do 


P 5 15 
1 2 
=; yV=;FVv 
und 
_ [yt 2y?0y 2 ", _20u" __2 
[»2: Fer * —RX 757" 
2 
=77 xy.a? = -— Fe? 


Endlich ergiebt fid): 
1 3\? 1 9 
=— — 17— 22 | - — — = — FF 
mn=,#fy () Fy 6 VE r 
und 
WWa = 


11% 


3\2 12 
2 _I2 2 —_ _“ Pr 
Fx () Fr — 175 Fr}, 
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Für eine ſymmetriſche Parabelflähe ADB, Fig. 369, deren Sehne 
AB= s und Höhe OD B ift, Läßt fich hiernad) fegen: das Moment 


Fig. 369. in Hinſicht auf die Symmetrieare X X: 
. . 1 a Fs? 83h 
W"=-F\i-) = — = 
A ı=zf (G 20° 30° 


twogegen das in Hinſicht auf die normale 
Are YY bleibt: 
-X — x 12 


8 
ır __ 2 — _ 713 
wm= 175 Fh? — 178 h3s, 


Krummlinige Querschnitte — 
B Kommt es darauf an, das Biegungsmoment 
eine Körpers zu ermitteln, deſſen Quer⸗ 
fchnitt eine zufammengefegte oder eine ungefegmäßige Figur bildet, 
jo muß man entweder diefen Querſchnitt in Theile zerlegen, für welche das 
Maß 17 bereits befannt ift, oder man muß denfelben durch verticale Pinien 
in ſchmale Streifen zertheilen, die Maße der Biegungsmomente diefer Strei- 
fen (nad) $. 226) berechnen und zulegt noch diefelben durch Addition ver- 
einigen, wobei wieder mit Vortheil die Regel von Simpjon oder Eotes in 
Anwendung gebracht werden kann. 
Iſt z. B. ABFC, Fig. 370, eine foldye Figur oder ein folcher Theil 
Fig. 370. des Körperquerfchnittes, und fol das Biegungs- 
nıoment deffelben in Hinficht auf die Are AX be- 
ſtimmt werden, jo ermittelt man erſt das Maß 
W, fir den Flächentheil ABGD, und dann 
das Maß WW, für den Theil CHD; fubtrahirt 
ınan dann das legtere vom erfteren, jo erhält man 
das gefuchte Moment: W= W, — W.. 

Iſt die Grundlinie AD des erften Theiles 
— z, und find die in gleichen Abſtänden von ein⸗ 
ander ftehenden Höhen befielben zo, 21, 29, £s, 2u 
jo hat man das entjprechende Maß des Biegungs- 
momentes nad) der Simpſon'ſchen Kegel: 


1 . Ä 
w, = 37 @Ü +42 +28 +42 He). 


Iſt dagegen die Breite C.D des abzuziehenden Stüdes CDE — x, und 
jind die Höhen deffelben Yo, Yı, Ya, Ya, jo hat man nach der Regel von 
Cotes (ſ. analyt. Hitlfslehren, Art. 38): 


Mertgtsn tagt 


-Y 





8. 281 








1. 235 
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Geht A X nicht durch den Schwerpunkt S des ganzen Querfchnittes, jo 
muß dann noch durd) die befannte Regel ($. 224) eine Reduction auf bie 
Are dur) S vorgenommen werden. Auf diefe Weife find natürlich auch 
noch andere, vielleicht unter A X und neben A Y gelegene Theile des ganzen 
Duerjchnittes zu behandeln. Den Schwerpunkt S kann nıan entweder nad) 
$. 124, oder aud) empirifc) beftimmen, indem man die ganze Fläche aus 
diinnem Blech oder Papier ausfchneidet, und auf eine fcharfe Schneide legt 
(f. $. 104). Wenn man auf diefe Weife zwei Schwerlinien beftimmt, fo 
erhält man im Durchichnitte derfelben den gefuchten Schwerpunft. 


Beifpiel. In der Fig. 370 it ABG EC ein Theil von dem Querſchnitte 
einer Eiſenbahnſchiene, welcher fich als die Differenz zweier Flaͤchen ABGD un 
C ED anfehen läßt. Wenn nun die erftere eine Breite AD von 4, und vie 
leßtere eine Breite ( D von 1 Zoll hat, und wenn ferner die Höhen des erfteren 

2, = 2,85; 2, —= 2,82; 2, —= 2,74; 23 = 2,60 und z, — 2,30 
und bie bes legteren 

% = 0920; y, = 1,50; 9 = 1,90 und y, = 2,15 Zell 
betragen, fo ift das Mag des Widerſtandsmomentes vom erften Theile: 





W = r 3 5 . [2,85% 4 2,308 + 4. (2,823 + 2,60%) + 2. 2,748] 
— * . (23,149 4 12,167 + 4.40,002 + 2. 20871) 
— 5 . 236,47 — 8,7584, 
und dagegen das vom zweiten Theile: 
m = ne 1.2: [0,208 4 2,158 -- 8 (1,508 + 1,809] 
— 27: (0,0080 + 9,9384 4 27,6210) — Int — 1,5658, 


daher das gefuchte Map für die ganze Fläche ABGEC: 
W= WW, — W; = 8,7554 — 1,5653 = 7,1931. 
Anmerfung. Aud kann man feßen: 


2 
„=% (z) 1.02.y+4.1%.,+2.2°.9+4.3%.,+1.0.y) 


= day +89 + 369 + 1690), 
wenn Yo, Yı, Ya, Ya, Y, die in den Abfländen e, Yız, zz, Yız, Yz, von 
AX gemefjenen Breiten bezeichnen. 

Biegungsfestigkeit. Kennt man das Biegungsmoment eined an einem 
Ende B feftgehaltenen und am anderen Ende A von einer Kraft P geipannten 
Körpers AKOB, Fig. 371, fo kann man auch die Spannungen in jedem 
Duerfchnitte NO deſſelben finden. Bezeichnet S die Spannung pro Due 
dratzoll in einer Entfernung SN — e von ber neutralen Are S, fo find 


die Spannungen in den Übftänden 2,, 22..., $ı = — 8, 8 = =... 


und bei den Querjchnitten Fy, F3..., die Momente berfelben: 
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M = FıS, 2 = Fe!- 2 Ms, =Asn=Retu, w., 


und es folgt die Summe der Momente der jümmtlichen Spannungen im 


Querſchnitte N O: 


Y=M+M+=(Aat+ha+)2= 
Big. 371. 


H—— 


* 





WS 

— 
Iſt nun = der Ab⸗ 
fland SH de8 Duer- 
ſchnittes NO vom An- 
griffspunft A der Kraft 
P, jo hat man aud) 
M= Px, und es folgt 

daher 


1) Px= IE, ober 


Pre=W S, fowie die 
Spannung bes Kör— 
pers in dem Abftande e 
von der neutralen Are, 


Dieſelbe wächſt mit x 
gleihmäßig und ift da- 
ber fir 21, d. i. im 
Befeftigungspunfte B 
am größten. Ebenſo 
nimmt fie auch mit e 
gleichmäßig zu, und ift 
daher an der Stelle am 
größten, welche von ber 
neutralen Axe am mer 
ften abfteht. Damit der 


Körper an keiner Stelle über bie Elaſticitätsgrenze hinaus gefpannt werde, 
darf die Marimalfpannung S höchftens den Tragmodul 7 erreichen, ift 


folglich * 
e 
Ss — T= "w’ oder 
WT 


e 


PlL= 





zu fegen, wonach aljo die Tragfraft des Baltens AKOB: 


WVelspah?E Lehrbuch d. Mechanik. 1. 


27 
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P= zZ folgt. 


Ebenſo erhält nıan auch die Kraft zum Abbrechen des Körpera in B: 
—— 
1 — le 7 
wobei man fiir A einen, allerdings durch Zerbrechungsverſuche beſonders zu 
beftimmenden Feſtigkeitsmodul einzufegen hat. Uebrigens läßt ſich die 








Grundformel Pr — Ws auch aus oben $. 215 gefundener Grundformel 


r rt 


Pr — ‚ wie folgt, unmittelbar ableiten. 


Wenn man die von der Spannung S hervorgebracjte Ausdehnung NN, 
durch 6 bezeichnet, fo ift au) S — oE, und wenn man in der Praportion 
NN _KRS 
SY MR 
NN, = 6, S= c, RS= 1, umd MR r, den Krümmungshalb 





meſſer einflihrt, alfo - — — oder 0 — — ſetzt, ſo folgt 





E 
S- —* oder — —, und daher auch 
Pr — WE_ # s 





Setzen wir in der Formel L — — G. 217) für die mechaniſche 


gr 
Arbeit zum Biegen des Körperd AK B, da8 Moment Pl — zu umd 


den Tragmodul 7’ -: 0. E ein, fo erhalten wir 
T: w’ I mı 
— 1 — — 
a VVV Tr 
Nun iſt aber (nad) $. 206) !/, 0? E der Arbeitsmodul A der Elaſticität, 
daher folgt die mechanifche Arbeit, durd) welche der Körper bis zur Elafti- 
citätögrenze gebogen wird, 


L=4A4:- 








wi ı 
3e? 
Iſt b die größere Breite des Körpers, und denkt man jich den gangen 


Querſchnitt F' des Körpers in n gleich breite Streifen von ber Breite 2 
und den Höhen 21, 2 2, . . . zerlegt, fo kann man jegen: 


F=-(atatst Jun 
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W— - (+ 2? + 83...) daher auch 


wi (dt +3 +3 +: Fl 
zı +2 +% +. ./12 

Jedenfalls läßt fih 2, — mie, 3 = MP, &% = Wie... feßen, we 
bei f, U, Hz... von der Duerfchnittsform abhängige Zahlen bezeichnen, 
daher Hat man aud) 


W"_wWtemt+t% +: u 


ee \s tk + +: 
und daher die mecbanifche Arbeit 
„Akt t +: FT 
3\s tm ++. ./ 12 
3 3 3 
—— ein bloß von der Form des Körpers ab⸗ 
hängiger Goefficient %, und FI = V das Bolumen bed Körpers, daher 
hängt die mechanifche Arbeit Z — !/;s d AV nicht von den einzelnen Di- 
menfionen, fondern nur von der Duerfchnittsform und vom Volumen des 
gebogenen Störpers ab. . Bei Körpern von gleicher materieller Beichaffenheit 
und ähnlichen Duerfchnitten ift alfo diefe Arbeit dem Bolumen des 
Körpers proportional. 
Für die Arbeit zum Abbrechen ift ebenfo 
WI 
DB 
zu fegen, wenn PR den Arbeitsmodul des Abbrechens bezeichnet. 


Nun ift aber 


Festigkeitsformeln. Fir einen maffiven parallelepipedifhen $. 236 
Balten ACB, Fig. 372, von ber Länge 7, Breite b und Höhe A ift 


ig. 372. e—= sh und,nady$. 226, wi, 


daher "7 und die Tragfraft 


deflelben: pr 2 —, aljo das Trag⸗ 





moment: PI=bm.2 


Auch folgt hiernach die mech aniſche Arbeit, um diefen Ballen bis zum 
Elaſticitätsgrenze zu biegen: 
AWI A ma , 
— — — — — — — — — bhl = 1 A V. 
1* ge e 3 6 Äh I A Is 


97° 
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= — 0,3927 rt iſt. 
In Hinficht auf eine Are NN, welche um den Winfel NSX — « von 
der Symnietrieaxe OD, Fig. 364, abweicht, ift da8 Moment des Halb: 
freifes: 


art . 1 8 
W= — sin.a? + zr* (= — 52) cos. &? 
— (0,3927 Sin. 40, 1098 cos. a?) rt. 
Big. 364. 





Aus der Formel 

art 

4 

fir da8 Biegungsmontent des Vollkreiſes läßt fid) auch das für eine ElTipfe 
ABADB, %ig. 365, ableiten. In Folge der aus Art. 12 der analgtifchen 
Hüffslehren befannten Beziehung der Ellipfe zum Kreife ift, wenn ABıABı 
einen Kreis vorftellt, deſſen Halbmeſſer CA der einen Halbare a dev Elipfe | 
gleich ift, und wenn “ nee Halbare CB der Ellipfe durch b bezeichnet 


wird, das Verhältniß —— = = der Breite DE eines elliptifchen Elemente zu | 
ı +4 
Breite D, Er eines gleichliegenden und gleichhohen Elementes vom Kreife 


W= 


TEE — — nn — — 


Da nun aber das Biegungsmomient eines ſolchen Streifens nur ber einfachen 
Breite proportional wächft, fo verhält fid) daher aud) das Moment eines 
Streifens DE der Ellipſe zu dem entfprechenden Streifen D, Fi des Kreifes 
wie b zu a, und es ift folglich auch das Maß des Biegungsmontentes für den 


Körper mit elliptifchem Querſchnitte gleich) — don dem mit Freisförmigem 
Querſchnitte, d. i.: 
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Enthält diefer Körper noch eine elliptifche Höhlung mit den Halbareı 
a, und di, fo hat man fir denfelben: 


w_ rad — ab) 


Iſt ferner ein Körper mit rectangulärem Querfchnitte entweder um 
Fig. 366. feine Are herum, oder, wie in Fig. 366, an den Seiten 
elliptifcd) ausgehöhlt, fo hat man für deifen Bie— 
B gungsmoment 
8 bu za’b, 


v=7277 


zu feßen, wobei b und A die Breite AB und Höhe 
AA — BB 88 rectangulären Querſchnittes ABBA, 
dagegen a, und db bie Halbaren CE und OF der halb⸗ 
elliptifchen Ausfchnitte D FE bezeichnen. 








er) 
nn 


8 


A 


Das Maß W des Biegungsmomentes von einem Cylinder oder einem 8. 232 
Cylinderabſchnitte läßt fich einfad) auc auf folgende Weife ermitteln. 
Dean theile den Duadranten ADO des Cylinderquerfchnitteg AOBN, Fig. 
367, in.» gleiche Theile, führe durch die Theilpunkte verticale Schnitte, wie 

Fig. 367. DE, FG u. f. w. und beftimme 
die Biegungsmomente der dadurch 
erhaltenen, als gerade Parallele 
pipede anzufehenden Blätter, 3.2. 
DEFGuf.w. Die Summe 
der Biegungsmomente dieſer Blät⸗ 
ter giebt da8 Biegungsmoment 
de8 halben Eylindere AOB, und 
dur) Verdoppelung dieſes Mo- 
mentes erhält man das Biegungs- 
moment des ganzen Gylinbers. 
Bezeichnet r den Halbmeſſer CA 
— (CO des Freisfürmigen Quer⸗ 
ſchnittes AOBN, fo ift ein Bogentheil DE — _ — — nn und in 
Folge der Aehnlichkeit der Dreiede DGH und CDK, für die Dide KL 
des Cylinderblattes DEFG —= 2.DGLK: 





‚ KD KD xır X —— 
KL= — __. vr U, 21 _I, 
Hd=m Prem," ED. 


Run folgt nad) der befannten Formel in $. 226, da8 Maß des Biegunge- 
momenteö von dem Blatte DEFG: 
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— KL.(2KD): 8 1 
— 12 12 2n 
Setzen wir den veränderlichen Winkel ACD, welcher den Abftand des Schnittes 
D E vom verticalen Durchmeſſer A B beftimmt, — P, fo erhalten wir für die 
Ordinate oder halbe Blatthöhe DK = r cos. P, und daher das legte Bie- 
ar: 3-+4c08.29@ +4 008.49 
— — — — —, da 
3n 8 


fi) (cos. )* — 3 7 4008.2 Ku fegen läßt (jtehe „Ingenieur“ 


Seite 157). Um nun das Maß des Biegungsmomentes des halben Cylin⸗ 

ders zu finden, hat man im Factor 3 + 4c08.2 9 + c08.4 p, für @ nad) 
ie W ot Bu 

und nad) die Werthe 1 Im’ 2 5% * 

haltenen Ergebniſſe zu addiren, und zuletzt noch mit dem gemeinſchaftlichen 
4 

Factor 5 zu multipliciren. Nun giebt aber die Zahl 3, mal zu ſich 


abdirt, da8 Product In, ferner die Summe der Coſinuſe von O bis z, 


ı ri 
gungsmoment — > (cos. P)t = 


BR 
3-5, bi8 9 - — einzufegen, die er- 


— Null, weil die Cofinufe im zweiten Quadranten von 7 bis x gleich und 


entgegengeſetzt find den Coſinuſen im erſten Quadranten von O bis 7. und 


ebenſo die Summe ber Coſinuſe von O bis 2x, — Null, weil auch die 
Cofinufe im dritten Quadranten von x bis 3/, © die im vierten Quadranten 
von 3/, sr bi8 2 72 aufheben, daher bleibt fiir das Maß des Biegungsmomentes 
von der Cylinderhälfte AO B: 


W rt gr , 
> = an 39 = und endlich fiir den ganzen Cylinder: 
ar‘ j 
w= 7 = 01854rt, oder auch 
x dt 
— 7% _ 0,09817 d#, 
w= 7 = 009 


wenn d — 2r, den Durchmeſſer des Cylinders bezeichnet. 
(Anmerkung). Im Gewante der Differenzial- und Integralrehnung if, va 2 7 


ein Glement des Bogens 9 bezeichnet, das Element DG = 3 — r7d 9, und daher 
das Moment des blattförmigen Flächenelementes DEFG, 
239.r% 2r4 dm (/344c0s.2 9 4- cos. 40 
= > — (cos. 9)* — 5 _ı (Arten te bei? 
4 
T (3 +4c08.29-+ cos. 49) 7 9 =56 29-+-4008.2 93 9+c08.4p)d FE 
r4 


=75[829+2c08.2P3(29)+ '/, c08.4Pd(4 p)] 
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und enbli das Moment des Cylinderſtückes ABED: 

W= (8 89-+2/ 008.2 73(29)+ Yıf cos.4pd(4 n), d. i.: 

v⸗ * (89-4 2sn.2P+ Y,sin.4g) (f. analyt. Huͤlfslehren, Art. 26, I.). 
Syuro= - alfo sin.29 = sin.n = 0, und sin.dp = sin.?2?n —(, 


eingefeßt und das Ganze verboppelt, erhält man, wie cben, das Biegungsmoment 
des ganzen Cylinders, wieder 


Für das Segment DOE ift dagegen 
W= — (pP + 2sin.2p + Y, sin. pP) — 
— —— _ (2 8in. 29 + Y, sin. 4 2) | „A 
8 12 u 
= [6(n — 27) —88in.2P — sin.4 p] 3. 


Durch einfache Subtraction läßt fich mittels der letzten Formel auch das Moment 
W für ein Brett DE FG von endlicher Dide KL beftimmen. 


Balken mit krummlinigen Querschnitten. Tür Körper mit ($. 233) 
gefegmäßig krummlinigen Querſchnitten beftimmt fid) da8 Maß W 
des Biegungsmomentes am fiherften mit Hilfe der höheren Analyſis. Man 
zerlegt zu diefem Zwecke eine ſolche Fläche ANP, Fig. 368, durch Orbi- 
naten in ihre Elemente, und beftimmt nun die Momente eines folchen Ele 


Fig. 368. mentes fowohl in Hinficht auf die Abſciſſenare 
AX als auch in Hinficht auf die Orbinatenare 


Y E AY. 
| Iſt 2 die Abſciſſe AN und y die Ordinate 
N P, fo hat man den Inhalt eines Elemente: 
oF=yoxr 
UT (ſ. analyt. Hülfslehren, Art. 29) und daher das 
U Maß ſeines Biegungsmomentes in Hinſicht auf 
5 En z; die Ure AX: 
o0W, = Yıy?.OF = Yy9x 
(1. 8. 226), und dagegen in Hinficht auf die Are A Y: 
2 W;, = r?y 0 T, 
da hier da8 Element an allen Stellen um x von AY abfteht. 
Durch Integration erhält man nun für die ganze Fläche ANP=F: 


M —— 





und 
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W; — I yoOr. 


Hat man nun (nad) 8. 115) den Schwerpunft S der Fläche ANP er 
nittelt , alfo feine Koordinaten AK = u und KS — v beftimmt, fo fir 
det man hiernad; die Maße der Biegungenomente in Hinficht auf die durch 
den Schwerpunkt gehenden und den Coordinatenrichtungen parallel laufenden 


Aren: 
W, —1 /yox — v? F, 


mW; — [ary0r — u?F. 


3.2. für eine Parabelflähe ANP, deren Öleihung 4? — pr 
hat man (nad) Art. 29 der analyt. Hitlfslehren) : 


F — !/; xy, und (nad) $. 115) 
uU == 3, x und vo — I/g Y, 


g\2 3\2 92 3 
m —[% »—=(-) 2-Zay— — ap 
Ar=($}) FR 5)’ 3 79 99 


3\? 3\2 2 6 
93 — — 2 — I _ 2.—r — — Tr’. 
er=()Fe=(5): FR FT 


2 
Da ferner aus y? =pyı,1 — rn und or — — 


folgt, fo ift: 


und 


daher : 


and 








1 1 2y0Y 2 2 y° 2 
— 3 — — 8.. — — 4 — — — 
—J ? I ip 1m’” 
1, 2 
und 
yi 2y70y__ 2 „ 2" 2 
— J = Fr = yecoy— Fr Bi 
_3 2 
—7 zay.m — 2 Fat, 


Endlid) ergiebt ſich: 
1 5\? 1 9 19 
— — Wr —l— 2 — 12 — ı— __ F 
n=;fy —J 6 yet 
und 


3 
2 ._ I- 2 — — 
Fr (6) Fr | im Fa 
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Fuͤr eine fymmetrifche Barabelflähe ADB, Fig. 369, deren Sehne 


AB= s und Höhe OD — iſt, läßt fich hiernach fegen: das Moment 


Fig. 369. in Hinficht auf die Symmetrieare X X: 
Y 1 2 F's? 3 
W =+r(%) -—__& 
A 5 2 20 30 ’ 


wogegen das in Hinficht auf die normale 
Are F “ beitt: 


-X G——X r — 8 
W = = Fl! = — 135. 


= 175 


Krummlinige Querschnitte — 

B Kommt es darauf an, das Biegungsmoment 

eines Körpers zu ernttteln, deffen Quer⸗ 

Ihmitt eine zufanmengefegte oder eine ungeſetzmäßige Figur bildet, 

jo mug man entweder diefen Querſchnitt in Theile zerlegen, für welche das 

Maß 19 bereits befannt ift, oder man muß denfelben durch verticale Linien 

in fchmale Streifen zertheilen, die Maße der Biegungsmomente diefer Strei⸗ 

fen (nach $. 226) berechnen und zulegt noch diefelben durch Addition ver- 

einigen, wobei wieder mit Vortheil die Regel von Simpfon ober Cotes in 
Anwendung gebracht werden kann. 


HB ABEC, Fig. 370, eine ſolche Figur oder ein folder Theil 

Fig. 370. des Köcperquerfchnittes, und foll das Biegungs- 
moment deſſelben in Hinficht auf die Are AX be- 
flimmt werden, jo ermittelt man erft das Maß 
W, für den Flächentheil ABG@D, und dann 
das Maß Wz für den Theil C ED; fubtrahirt 
man dann das lettere vom erfteren, jo erhält man 
das gejudhte Moment: W—= Wı — W,. 

Iſt die Orunblinie AD des erften Theiles 
— x, und find die im gleichen Abftänden von ein⸗ 
ander ftehenden Höhen defjelben zu, £ı, 24, 23, 24 
fo hat man das entfprechende Maß des Biegungs⸗ 
momentes nad) der Simpfon’ichen Kegel: 


W = 2. (Ü +42) +22} +42’ + e}) 


Iſt dagegen die Breite OD des abzuziehenden Stüde® CODE — x, und 
find die Höhen deffelben Yo, Yı, I2, Ya, jo hat man nad) der Kegel von 
Eotes (f. analyt. Hitffslehren, Art. 38): 


r 
w = a u +3y7 + 39, + 5). 


-Y 





8. 231 
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Geht A X nicht durch den Schwerpunft S des ganzen Querſchnittes, fo 
muß dann noch durd) die befannte Kegel ($. 224) eine Reduction auf die 
Are durd) S vorgenommen werden. Auf diefe Weife find natürlich aud) 
noch andere, vielleicht unter A X und neben A Y gelegene ‘Theile des ganzen 
Duerfchnittes zu behanteln. Den Schwerpunkt S kann man entweber nad) 
$. 124, oder aud) empirifd) beftimmen, indem man die ganze Fläche aus 
ditnnem Blech oder Papier ausjcneidet, und auf eine ſcharfe Schneide legt 
(. $. 104). Wenn man auf diefe Weife zwei Schwerlinien beftimmt, fo 
erhält man im Durchſchnitte derfelben den gefuchten Schwerpuntt. 

Beifpiel. In ver Fig. 370 it ABG EC ein Theil von dem Duerfchnitte 
einer Eiſenbahnſchiene, welcher fi als die Differenz zweier Flähen ABGD un 
C ED anſehen läßt. Wenn nun die erftere eine Breite A D von 4, und vie 
feptere eine Breite CD von 1 Zell hat, und wenn ferner die Höhen des erſteren 

eo = 285; 2, = 2,82; 2, = 2,74; 25 = 2,60 und ze, — 2,30 
und bie bes leßteren 

Yy = 020; y, = 1,50; %, — 1,80 und y, = 2,15 Zoll 
betragen, fo ift das Mag des Widerſtandsmomentes vom erften Theile: 


w, = =: 35: 12,85% + 2,809 4 4. (282° + 2,609) + 2. 2,749] 


— = - (23,149 + 12,167 + 4.40,002 + 2.20,571) 


= 1. 236,47 = 8,7584, 


37 
und dagegen das vom zweiten Theile: 
J 1-5 1.[0,208 4 2,153 + 3 (1,50° + 1,809] 
= 37: (0,0080 + 9,9884 + 27,6210) = "7 = 1,5658, 


daher das gefuchte mia | für die ganze Slide ABGEC: 
W= W — W, = 8,7554 — 1,5655 —= 7,1931. 
Anmerfung. Aud kann man feßen: 


2 
W= 5 (£) (1.02.% +4.1°.9, +2.2°.9+4.3%.9,+1.4°.y,) 


3 
= 15 (ayı + 89 + 369 + 169), 
wenn Yo Yı Ya, Ya, Yı die in den Abftänden Y%,e, Ye, Yız, Yız, Ys, von 
AX gemefjenen Breiten bezeichnen. 

Biegungsfestigkeit. Kennt man das Biegungsmoment eined an einem 
Ende B feftgehaltenen und am anderen Ende A von einer Kraft P gefpannten 
Körpers AKOB, Fig. 371, fo kann man aud) die Spannungen in jedem 
Querſchnitte NO beflelben finden. Bezeichnet S die Spannung pro Qua⸗ 
dratzoll in einer Entfernung SN = e von der neutralen Are S, fo find 


die Spannungen in den Abftänden 2, 22..., 81 = = 5,8 = 28... 
und bei den Querſchnitten Fi, F2..., die Momente berfelben: 
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M = F, S, £, = Fe) - 2, M; = Fı 9 2, = mau ſ. w., 


und es folgt die Summe der Momente der ſämmtlichen Spannungen im 


Querſchnitte N O: 


M=M+M + =(Aft+na4.y2- 


#ig. 371. 


L “ — — * 
— 





M 


ws 
= 
It mun x der Ab⸗ 
ftandb SH des Duer- 
ſchnittes NO vom An- 
griffspunft A der Kraft 
P, jo hat man aud) 
M= Px, und e8 folgt 
daher 


1) Px= En oder 


Pxe=W ’S, fowie bie 
Spannung des Kör- 
pers in dem Abftande e 
von der neutralen Are, 


Me Pxe 
eg 
Diefelbe wächſt mit x 
gleichmäßig und ift da⸗ 
ber für 21, d. i. im 
Befeſtigungspunkte B 
am größten. Ebenſo 
nimmt fie auch mit e 
gleichmäßig zu, und ift 


daher an der Stelle am 


größten, welche von der 
neutralen Are am mei- 
ften abjteht. Damit der 


Körper an feiner Stelle über die Elaſticitätsgrenze hinaus geſpannt werbe, 
darf die Marimalfpannung S höchſtens den Tragmodul T erreichen, ift 
folglich 


Ple 
pı — IX 
e 


zu ſetzen, wonach alfo die Tragfraft des Ballens AKOB: 


DWelebaches Lebrbuch d. Mechanik. I. 


27 
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P— HL soigt., 
Ebenſo erhält man auch die Kraft zum Abbrechen des Körpers in b: 
WK 
Pı = :) 
le 


wobei man für A einen, allerdings durch Zerbrechungsverfuche befonders zu 
beftimmenden Feſtigkeitsmodul einzufegen bat. Uebrigens läßt ſich die 
Grundformel Pr — —— and) aus oben $. 215 gefundener Grundforniel 


yr r 


Pr — 





= ‚ wie folgt, unmittelbar ableiten. 


Wenn man die von der Spannung S hervorgebradhte Ausdehnung NN, 
durch 6 bezeichnet, To iſt auch S — 6 , und wenn man in der Proportion 





NN _.ES 
SYXN MR 
NN — 6, SN= C, RS= ‚umd HR — r, den Kriimmungshalb- 
6 1 
meſſer einführt, alfjo — — — oder 6 — — — febt, jo folgt 


e 


—X 


8— —* oder — und daher auch 
WE Ws 


Pe = = 





€ 





Setzen wir in ber Formel L —= „EZ "& 217) für die mechaniſche 


WE 
. TW 
Arbeit zum Biegen des Körper8 AK B, das Moment Pl — — und 


den Tragmodul T =: 6 E ein, fo erhalten wir 
T: w I wi 
— — — — 3 7 
L* WET h® Er: 
Nun ift aber (nad) $. 206) 1/, 6° E ber Arbeitemodul A der Elaſticität, 
daher folgt die mechanifche Arbeit, durch welche der Körper bis zur Elafti- 
citätögrenze gebogen wir, 





W1 
aA 
Iſt b die größere Breite des Körpers, und denkt man ſich den ganzen 
‚b 
Querſchnitt F des Körpers in n glei breite Streifen von der Breite — 
und den Höhen 2,, 29 24 . . . zerlegt, fo kann ınan jegen: 


r=-( +2, +23+-:)umw 
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Ww = (’ +e?+ 8}... baher aud 


MER EIER 3. 
a 4 e2 4 e 4 
Jedenfalls läßt ſich e — me, &, = me, E = We... ſetzen, we 

bei U, Mr, Us ... von der Duerfchnittsform abhängige Zahlen bezeichnen, 
daher hat man auch 

w_@+etmWH+N\Fl 

er \uwte+b ++. )1 
und baher die mecbanifche Arbeit 


-2(Htetm ht Fl 
bsı + +8; +- 12° 


NRun ift aber —— ein bloß von der Form des Körpers ab— 


hängiger Coefficient Y, und FT — V das Bolumen des Körpers, daher 
hängt die mechanische Arbeit Z — !/,, dA V nicht von den einzelnen Di⸗ 
menjionen, jondern nur von der Duerfchnittsform und vom Bolumen des 
gebogenen Körpers ab. Bei Körpern von gleicher materieller Bejchaffenheit 
und ähnlichen Ouerfchnitten ift aljo diefe Arbeit dem Volumen des 
Köcperd proportional. 
Kür die Arbeit zum Abbrechen ift ebenfo 
wı 

h=Br: 3 e2 

zu fegen, wenn B den Arbeitsmoduf des Abbrechen® bezeichnet. 





Festigkeitsformeln. ir einen maffiven parallelepipedifhen $. 236 
Balten ACB, Fig. 372, von der Länge 7, Breite b und Höhe % iſt 


Fig. 372. „— 1, h unb,nad)$. 226, w=. 


2 
daher —— und die Tragkraft 


3 
deſſelben: —* , alſo das Trag⸗ 
moment: PI=bm.2. 
Auch folgt hiernach die mech aniſche Arbeit, um dieſen Balken bis zur 
Elaſticitätsgrenze zu biegen: 


n_4i#1_4. AM AV. 





27° 
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St der Balfen Hohl, find alfo feine Querſchnitte wie Fig. 373 und 

dig. 374 geformt, jo hat man 
W bh—bh5 bR— bh? 


— — 1 
e — M-ınh zer Sr 
__ bR— bh? 
Pi= —--ÄT, 
wo bei b und A die äußere, fowie db, und A, die innere Breite und Höhe 
Fig. 373. Fig. 374. Fig. 375. Fig. 376. 


D 





4 
des Querſchnittes bezeichnen. Beim Körper mit rhomboidalem Quer: 
Ihnitte, wie Fig. 375, ift 


ww Ltr 2, daher 
e 48.1h 24" 
bh T bh? T 
ze ng ee I en 
eigen 6’ 


d. 1. !/4 mal fo groß als beim parallelepipebifchen Balfen von gleicher Höhe 
AC= hund Brite BD=b. 
Ferner beim Balken mit doppeltrapezförmigem Querſchnitt, wie 
ig. 376, ift 
W _(3db+b)hk® (36 +5) 


——— ag daher das Tragmoment 
2 
pu — Bb+b)n 7, 
4 6 


wobei b die obere, ſowie b, die mittlere Dicke und A die Höhe des Uuer- 
ſchnittes bezeichnen. 

Für einen Balken mit regelmäßig 2" feitiger Bafis, wie ADF, 
dig. 377,1. u. II, hat man, wenn r ben äußeren Halbmefler CA, s die 
Seitenlänge AB, h den inneren Halbmeſſer CL und F den Inhalt des 
ganzen Duerjchnittes bezeichnet, 

F(r?+2%?) 


F 
W719 yg-E+2M, 
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und je nachdem bie neutrale Are NO, wie in Fig. 377, I., durch die gegen- 
iberliegende Ede, oder, wie in Big. 377,II., durch die Mittelpunfte der 
gegenüberliegenden Seiten geht, 
entweder e=rdbre—=h— Vr— (1/2 3)? zu feßen. 
Fig. 377. 
I. ID. ID. 


A L B 





Daher folgt für den erften Tal: 





2 3 ‘ 

Pl= —— T, und dagegen flir den zweiten: 
2 3 

Pi —— T, während in beiden Fällen: 


= ” nsh= nhVr: — M—=l,ns Vr — (1/2 8)? ift. 
Das Berfättnig — - der Tragkräfte ift — zn 


It die Anzahl n er Seiten des pigonatn Querſchnittes ungerade, 
wie Sig, 377, III. ſo hat man für e ſtets CA = r einzuſetzen, und daher 
nur bie erftere Yormel in Anwendung zu bringen, vorausgeſetzt, daß die 
Kraftrichtung Symmetrieare des ganzen Duerfchnittes ift. J 

Für den quadratiſchen Querſchnitt ift s = 2h — rVa F—=s, 
und daher da8 Tragmoment 





88 y3 
Pl= ——T= - T = 0,333 r?T, dagegen 
3 3 
Pil= * T—" v2 T— 0471 r3T. 
21 
Für den fehsfeitigen Duerjchnitt hat man ser = 75 
F= 3VE „2,508 s?, und daher 
Pil= 83 7 = 0, 34 1 r3 T/, dagegen 


Pi= PT I, rT= 0,625 r? T. 
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Für den regelmäßig' achtſeitigen en. ift: 


s=rV2-y3,ı= zur und 


F=4sh=2V2. ns, ; daher 


Bi 4(2VY2 4 1) — HI „_oesrT 
3Voo Fıayz° = (Her 0688 


1 2+ 
slaV2+1) „n_ V2Ht1 „y—gsyrT, 
3Vır FH iaVa- 3y2+YV2 


Für einen maffiven Eylinder vom Halbmefler r hat man 


ee — 


Sata ö 


P=Zr T=0785rTNn — Y,Fr.T, un 
A ar 1 
L= m ee YaA.arlm 1/nAV. 


Iſt der Eylinder Hohl, fo hat man dagegen 


— Gr) x 


Pl= 2 ke merge, Ne r T (vergl. 3. 231), 

4 rı 1 + b 

2r 
wobei rı den äußeren, r, den inneren fowie » — ara, den inittleren 
Halbmefler, ferner —  (r? — r?) den Querſchnitt und br, — r, die 
Fig. 378. Fig. 3791 Breite des vingförmigen Cy— 

linderquerſchnittes bezeichnen. 

* B Für den Balken mit ellip- 


E tifhem Querſchnitte, wie 
Fig. 378, deſſen Halbare UA 
— C — a bie Ridtung der Kraft 
hat, und Halbare CB—=b E 
|D der neutralen Age liegt, iſt 3 


iD 
= ren 







Pl= 


Endlid für den parallelepipedifhen Balken er halbelliptiſchen 
Aushöhlungen an den Seiten, wie Fig. 379, hat man, 


VVV _ 3bn° — aba, 
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dagegen für einen ſolchen mit paraboliſchen Flankenhöhlungen: 
2 bh? — $/,,ba) 5bh? - 32b,a 
= 4. — 22 I I —— — 
* ah 1 301 ’ 
wobei b die äußere Breite, A die äußere Höhe, bi die Tiefe einer Höhlung 
und «u, die Höhe derfelben bezeichnen. 


Verschiedenheit der Tragmodel. Die orniel 8. 23 
PT 
el 

fr die Tragfraft eines an einem Ende eingemanerten Balfen 4, Fig. 380» 

Fig. 380. hat nur danu eine allgemeine Gultig⸗ 

feit, wenn die Ausdehnung 0 und die 

Sompreffion 0, des Körpers bei der 

Elaſticitätsgrenze einander gleich find, 
weil nur dann ber Tragmodul 


% 





- T=6E 
P für die Ausdehnung dem Tragmodul 
T, = 6, E 


für die Compreſſion gleichzufegen iſt. Wei dem Schmiedeeifen fcheint dieſe 
Gleichheit To ziemlich), und bei dem Holze wenigftens annähernd vorzuloms 
men; ganz anders ift aber diefes Verhältniß bei dem Gußeifen; baflelbe 
hat nicht allein einen viel größeren Modul der Feſtigkeit fiir das Zerdrüden 
ale für das Zerreißen, fondern es ift auch bei der allerdings nur ungefähr 
anzugebenden Elafticitätögrenze die Compreſſion 6, circa 2 mal fo groß ale 
die Ausdehnung 6, umd folglich and, der Tragmodul 7, des Zerdrückens 
2 mal fo groß als dev Tragmodul 7 des Zerreißens. 

Um die Tragkraft des Gußeiſens oder eined anderen Körpers zu finden, 
bei welchem eine anjehnliche Verſchiedenheit zwischen 0 und o, oder 7’ und 


[4 


T 
T, ftatt hat, muß man zuerjt unterfuchen, welcher von den Quotienten — 


umd 4 der Fleinere ift, und dieſen legteren ftatt { in die Formel 


1 
p— WT 
el 





einſetzen. 
Die andere Balkenhälfte, welcher das größere Verhältniß (= oder =) 
e 1 


entſpricht, iſt natürlich dann noch unter der Elafticitätsgrenze gejpannt, und 
hat daher einen unnöthig großen Querſchnitt. Um diefen und folglich and) 
den Querſchnitt des ganzen Körpers auf das Minimum zurüdzuführen und 
daher jo viel wie möglich an Material zu erfparen, ift nöthig, daß beide 
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Balkenhälften gleichzeitig bis zu der Elaſticitätsgrenze ausgedehnt und com 
primirt werden. Deshalb foll man dem Querſchnitt des Balkens eine folde 
Form und eine foldye Lage geben, dag 
T, 1 e T 6 

— — — oder — — 

e ei e 
ausfällt, daß alfo das Verhältniß zwiſchen den größten Abftänden e und er 
der Faſern zu beiden Seiten der_ neutralen Are gleich ift dem Berhältnifie 
zwifchen den Zragmodeln 7 und T, des Zerreißend und Zerdrückens. 


Wenn alſo beim Gußeifen * — a — 2ift (f.$ 211), fo milſſen 
wir hiernach ben Duerfchnitt eines gußeifernen Balkens fo geftalten und fo 
legen, daß — fo viel wie möglih — 2 ausfällt. Ein dreifeitiger Balken 
aus Gußeiſen ift folglich fo zu legen, daß die Hälfte deſſelben mit dem drei» 
jeitigen Querfchnitte comprimirt, und dagegen die mit dem trapezoibalen Duer- 
ſchnitte ausgedehnt wird. Legt man hierbei bie eine Seitenfläche des Prismas 


horizontal oder vechtwintelig gegen die Kraftrichtung, fo hat man Fr = *. 
während bei der umgekehrten Lage, * nur — n iſt. 


Bei einem gußeiſernen Träger, deſſen Querſchnitt beinahe die Form eines 
T hat, wie 3. B. Fig. 381 vor Augen führt, läßt ſich unter gewiſſen Vor⸗ 


ausfegungen da8 Berhältniß Fa — 2 ebenfalls vollkommen herftellen. 


&ig. 381. Es ſei die ganze Höhe dieſes Balkens, AB=h, 
und die Breite feiner Kopfplatte, BB—=2BC=], 
B — B ferner bie Höhe feiner Höhlungen zur Seite: 
AD= h=tuh, 
und die Breite derſelben: 
2 DG =b = vb; 
endlich ſei die Höhe einer Yußplatte: 
HL=hkh=t%h 
und die Ausladung derfelben zu beiden Seiten: 
2IN=b — vb. 
Dann ift der Abftand des Schwerpunftes S bes ganzen Querſchnittes von 
der unterften Kante ZH: 
— _,_1b®—bh+b,hl 
WB=-a= 


h ein ten) 
— —— — — . 8. 1 . 109 
31m tm ({. $. 105 umb $. 109). 
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Seht man num © — = 2, ſowie e Per — , fo erhält man e=!/,; und 


a—=?/;h, und haper bie Beftimmungögleichung 
2, h— khı1— wu 4% 
’ 2 1—uvı + Have ' 
welche fich in folgende umgeftalten Täßt: 
uvı (d— 3) — Mer, (d— 3) —1. 

Mit Hilfe diefer Formel kann man aus drei der Dimenfionsverhältniffe 
An. Vj, Aa und v, das vierte berechnen. Nimmt man us —= 0 an, fo hat man 
es mit einem Duerprofile wie Fig. 382 zu thun, deffen Biegungsmoment jchon 
oben (8. 228) beftimmt worden ift, und für welches wir 

kıvı (4 — 341) = 1 haben. 


Anmerfung. Die Herren Moll und Reuleaur (f. deren Schrift: „Die 
Feſtigkeit der Materialien, Braunfchweig 1853") empfehlen zur Beflimmung zweck⸗ 
mäßiger Duerfchnittsformen die Anwendung einer Wage, deren Wagbalfen aus 
einer Tafel beſteht, auf welche die in Blech ausgefchnittene Querſchnittsform fo 


gelegt wird, daß ihre, durch das Verhältnig = — beftimmte neutrale Are genau 
1 1 


über die Drehungsfante der Wage zu liegen fommt. Wenn nun hierbei die Wage 
eintpielt, fo hat diefe Schablone eine zweckentſprechende Korm; außerdem ift biefelbe 
dur Abfchneiven an den Flanken fo lange umzugeftalten, bie das Einfpielen bei 
der vorgefchriebenen Lage eintritt. 
Beifpiel 1. Wenn bei einem gußeifernen Balfen, deſſen Ouerfchnitt vie Ge: 
Halt Fig. 381 hat, die Höhenverhältnifie 
7 7 1 
„1=sy=-zumim=l- 5 =; 
find, fo hat mn für vefien Breitenyerhattniſe die Bedingung: 


F — nz (4 — Dis d. i.: 
Laͤßt man die Fußplatte ganz weg, fo iſt », = 0, und daher: 


alfe die Dicke des eigentlichen Trägers, db — d, — 0,169. 
Nimmt man hingegen », — = an, fo ift (77 — 2 v, = 64, folglid 
2 — 6 1 
Fig. 382. 


v, — 0,887 und v, = = - 0,887 — 0,148. Für 


h=8 Zol und b=54, Zoll ift daher A, = 73h, 
ha = 130ll, db, =5 Zoll und d,— %, Bell; fo daß 
die Dide der Fuß- und Kopfplatte 1 Zoll, die bes 
Mittelſtückes aber nur 1/, Zoll beträgt. 
Beifpiel 2. Für den Balken mit dem Tförmigen 
Duerfchnitt, Big. 382, ift ($. 228) 
_ (br? — b, hr) —4bb,hh,(h— h,)? 
W= 12(dkh—b,h,) 
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gefunden worden und 

1bh’— b,h? 

> zu feßen, woraus für den Fall, daß er an einem Ende feflgehalten und am anderen 
belaftet wird, 


eo, = 


_ bR—b, Rh) — 4bb,hhh(k—h)T, eotat. 
Wim 99 
Geben wir nun hierin Aa, = u, h, und b,=»,b ein, fo schalten mir: 

pı - loc te „uzeHn, 


Pi 


1— ur», » 
daher, wenn der Balfen aus Gußeiſen befteht und u, = 8, und v, = 7/, eingeführt wirt: 
_ &ANI—3 (0/7) > , 2 ‚bR 
Pl — “ug. — T, = E —-T.. 


14 
Wäre z. B. — 10 und b—= 8 Zoll, um Kl 
h,= .MWeyY, =8,),h— h, =1%, Zell, und 
b, =7%.8=[17, [wie bb, =1 Zell, 
fo hätte man: 


13 8.10 _ 520 
Men h=-an 
Führt man nun noch 7, — 18000 Pfund ein, fo ftellt ih das Trägmemen 
2 
Pil= —. 18000 = 445700 NReupfund 


heraus, wofür zur Sicherheit — 150000 Neupfund zu ſetzen fein möchte. 
Hat diefer gußeiferne Balken eine Länge von 100 Zoll, fo ift hiernach jene 
Tragfraft am freien Ende: 
P— 150000 
100 
Liegt der Balken an beiden Enden auf und trägt er die Laſt in der Mitte, fc 
ift dagegen: 





— 1500 Pfund. 


P = 4.1500 = 6000 Pfund. 
Während im erfteren alle vie Ouerrippe oben liegen muß, hat man im zweiten 
Salle dieſelbe unten gu legen. 


x. 238 Verschiedenheit der Festigkeitsmodel. Wein man den Elaſticitäts 


und den Tragmodul durch Biegungsverfucdhe, und zwar mittels der Formel 
‚_FPlr ‚_ FPle 
E= vr ud Z = Ĩ 
beſtimmt, jo ftößt man in der Kegel auf eine vollkommen genügende Ueber- 
einſtimmung zwiſchen den fo gefundenen Werthen von Z und 7’ ımd den 
duch directe Ausdehnunge- und Compreſſionsverſuche mittel® der Formeln 
Pl P 
kE= = IF ud = 7 
beſtintmten Werthen dieſer Model (8. 212). 
Anders iſt aber das Verhältniß bei den Feſtigkeitsmodeln. Da der 
Elaſticitätsmodul H außerhalb der Elaſticitätsgrenze nicht mehr als conſtant 
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angefehen werden kann, jondern immer mehr und mehr abnimmıt, je weiter 
die Ausdehnung oder Kompreffion gefteigert wird, und da ferner auch dann 
der Elaſticitätsmodul für die Ausdehnung nicht mehr gleich ift dem für die 
Zufammendrüdung, fo find die Spannungen der Über einander liegenden 
Faſern des Körpers nicht mehr den Abftänden von der neutralen Are propor» 
tional zu feßen, und e8 geht folglich auch die neutrale Are nicht mehr durd) 
den Schwerpunkt des Duerfchnittes; es nehmen alfo die Abftände e und eı 
ganz andere Werthe an als bei der Biegung innerhalb der Elafticitätögrenze, 

Bedeutet W das Maß des Biegungsmomentes für die ausgedehnte Hälfte 
det Baltens, ſowie F den mittleren Elaſticitätsmodul für diefelbe, und bes 
zeichnet W, dieſes Map für die zuſammengedrückte Hälfte, fowie Zr, ihren 
mittleren Elafticität8mobuf, fo haben wir für größere Biegungen das Moment 
der Biegungskraft: 

_WE+ Wık 


Pl= —-- 
r 


alfo wenn wir, wenigftens annähernd, * = r und = — jr fegen, wo⸗ 
bei K und Kı die Feſtigkeitsmodel für das Zerreißen und fir das Jerdrüden 
bezeichnen, das Moment zum Abbrechen: 
K(WE+W\,E,) Kı(WE+ W\,k#ı) 
nn—— oder = — —— — . 
ke Eı 141 

Bezeichnen wir ferner das ftatifche Deoment des Duerfchnittes des ausge 
dehnten Körperſtückes in Hinfiht auf die neutrale Are durch M, und das 
de8 Querſchnittes des comprimirten Körperſtückes in Hinficht auf eben dieſe 


Are durch M,, jo haben wir noch die Spannkraft der einen Hälfte, — ME 


PI entweder — 





und die der anderen, — in ‚ und es iſt, da beide Kräfte ein Paar bil- 


den müſſen, 





ME= Al, Ei 
zu fegen. Diefe Gleichung dient zur Beſtimmung der neutralen Are mittels 
ihrer Abftände e und eı. 


Für einen Balken mit rectangulären Querſchnitte ift 3. 2. 


be? be? 
M—= > und M, — ru 
daher 
ke ke 
anzımehmen. Es ergiebt ſich hiernach: 
? =e\ — 


E' 
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und jest man diefen Werth in die Gleihung e + e, — A ein, fo folgt: 
hVE, ne hVE_ 
VE+VE, VE+VE 
Die Maße der Biegungsmomente find in diefem Falle: 
8 
vw =-mw-%; 
e9q 3 
folglich ergiebt fich 


hr. 
Pl= 3, (Ee! +Ee(? = 


e = 


bh ([EEHVE, + EB,VE 
ör ( (VE+ VB) ) 
iM, __EB_ 

Ir (VE+VE)' 

"und daher da8 Moment zum Abbrechen: 


K.bn® EE, Mg _VB_ 
Pl entweder = 3Er (VE rn VER x· VE 
oder — ae 1* VE 
VE+VE 
Für EL = E erhält man natürlich, wie oben: 
p— x 
6 


Bei Holz und Schmiebeeifen ift jo ziemlich E— E,, und daher an⸗ 
nähernd 
PI= "5, 


wobei man für den Heineren der heben Feſtigkeitsmodel zu fegen hat. 
Beim Gußeifen ift jedenfalls E, viel größer ald E, daher nähert ſich 
2 
hier PI dem Werthe er K, wenn K ben Feſtigkeitsmodul fir das Zer⸗ 


reißen ausdrückt. 

Beim Holz hätte man hiernad) im Mittel den Feſtigkeitsmodul fir das 
Zerdrüden (f. Tabelle, S. 371), alſo K, — 480 Kilogramm — 6500 
Pfund einzifegen, was mit den Verfuchen von Eytelwein, Gerftneru.f.w. 
fehr gut Übereinftimmt. Ebenſo ift für ſchmiedeeiſerne Balken ftatt K, der 
Feſtigkeitsmodul für das Zerdrücken, d. i. 

K, = 2200 Kilogramm = 30000 Pfund 
einzuführen. Während unter übrigens gleichen Verhältniſſen das Holz und 
Schmiedeeifen durch Zerdrüden zerbricht, gelangt das Gußeifen mittels des 
Zerreißens zum Bruche. Wäre bei demfelben noch X nahe — K,, fo wiirde 
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folglich für gußeiferne Träger in obige Formel der Mobul für das Zer- 
reißen, d. i. 

K = 1300 Kilogramm — 17800 Pfund 
einzufegen fein; vielfachen Berfuchen zufolge ift aber hier 

K = 3200 Kilogramm — 45000 Pfund, 
di. ziemlich) das Mittel zwiichen dem Modul des Zerreißens und dem des 
Zerdrückens zu fegen. 

Diefe große Abweichung hat jedenfall® nicht allein in der Berfchiedenheit 
zwiſchen den Elafticitätsmodeln EZ und E,, fondern aud) in ber körnigen 
Structur des Gußeiſens feinen Grund, vermöge deren die Annahme, daß der 
Balken gleichfam aus einem Bündel von Authen befteht, nicht zuläffig ift. 

Uebrigens wirken auf die Efafticität, Tragkraft und Feſtigkeit der Körper 
noch vielerlei Umſtände ein, welche beträchtliche Abweichungen in den Ergeb- 
niflen der Erfahrungen zur Folge haben. So ift 3. B. das Holz anı Kerne 
und on der Wurzel ftärfer ald am Splint und an dem Gipfel; auch trägt 
das Holz mehr, wenn die Kraft parallel zu den Yahresringen wirkt als 
wintelrecht darauf; endlich haben noch der Erdboden und die Tage des Ortes, 
wo das Holz gewachſen ift, Temperatur, Zuſtand der Trodenbeit, Alter u. |. w. 
Einfluß auf den Widerftand der Hölzer. Endlich fällt die Biegung, welche 
ein Körper, nachdem er Längere Zeit belaftet gewefen ift, erleidet, immer 
etwas größer aus, als die Biegung, welche gleich anfangs beim Auflegen der 
Laft eintritt. 


Biegungs- und Brechungsversuche Die Berfuhe über die $. 239 
Elaſticität und Feftigkeit wurden von Eytelwein und von Gerftner mit 
einem in Fig. 383 abgebilbeten Apparate angeftel. AB und AB find 
zwei Rüftböde, C und C darauf befeftigte Eifenlager, und D.D ift der darliber 
liegende, zur Unterfuchung beſtimmte parallelepipedifche Körper. Die Laft ? 


Fig. 388. 
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zum Biegen des Körpers liegt auf einer Wagfchale EHE, die an einem Bt- 
gel MN hängt, deilen oberer und abgerundeter Theil in der Mitte M dee 
Balkens aufliegt. Um die einer Belaftung P entiprechende Durchbiegung a zu 
finden, wendete Eytelwein zwei feine Horizontalfäden FF und GG, fowie 
eine in der Mitte auf dem Balken auffibende Scala MH an. Gerfiner 
hingegen bediente fich eines langen einarmigen Fühlhebels, der nahe bei feinem 
Drehpunfte in M auflag und mit feinem Ende, wie der Zeiger einer Uhr, 
an einer verticalen Scala die Senfung von M verflinfzehnfacht angab. 
Tagerhjelm wendete einen Zeiger an, der mittel® eines Fadens und einer 
Rolle in Bewegung gejegt wurde, und die Biegung des Balkens auf einer 
eingetheilten Kreisjcheibe vergrößert angab. 

Andere, wie z. B. Morin, bedienten ſich zur Ausmittelung der Turd; 
biegung (er) eines Kathetometers, welches auf eine in der Mitte des Ballkens 
angebrachte Spige gerichtet war; bei den englifchen Berjuchen ift dagegen 
zur Ausmefjung dieſer Größe ein langes Keilmaß angewendet worden, wel: 
ches in der Mitte des Balfens zwifchen demfelben und einer feften Stile 
eingejchoben wurde. Um die Genauigkeit in der Meſſung von a durch das 
Nachgeben der Stüßen nicht zu beeinträchtigen, legt man entweder die Bal- 
fen während des Verſuchs auf harte fteinerne Unterlagen (Morin), oder 
man führt ein langes Lineal in einem gemwiflen Abftande über dem Balfen 
hin, befeftigt daſſelbe an feinen Enden mit den Enden des Ballens jo, daß 
e8 fich nicht mit dem Balken biegen kann, und mißt nun bei jedem Verſuche 
den Abſtand zwifchen der Mitte des gebogenen Balkens und der unteren 
Kante diefes Lineals (Bairbairn). 

Die Art und Weile, wie Stephenfon u. ſ. w. die Biegung und Feſtigkeit 
der hohlen Träger aus Eifenblech ermittelt hat, ift vorzüglich aus Fig. 334 
zu erfehen. Die 75 Fuß lange Röhre AB, von welcher in der Figur da? 
vordere Stück weggelaflen ift, ruhete an beiden Enden, wie 3. B. in C, auf 
Holzböden auf, und wurde in der Mitte durd) einen Balfen DD unterftütt, 
welcher auf den Stempeln zweier Winden W, W aufruhete. Durch 
die Mitte des Nöhrenträgers, und zwar nahe itber dem Boden defjelben, ging 
ein eiferner Querarm, wovon in der Figur nur das eine Ende IJ' zu jehen 
ift, und über diejen waren zwei Gabeln G, G gelegt, an welchen die Schale 
HH zur Aufnahme der Gewichte P hing. Vor dent Verfuche und während 
des Auflegens der Gewichte ruhte Die ganze Laſt auf dem Balfen DD, 
wurden aber die Stempel der Winden niebergelafien, fo fant DD und legte 
fi) auf die Unterlage E, E auf, während das nun durch P belajtete Röb- 
venmittel A F ganz frei wurde, und eine der Laft P entfprechende umd mit 
einem Keilmaß zu meſſende Durcchbiegung annehmen Fonnte. 

Um bei Verſuchen mit ftarfen Trägern nicht fehr große Gewichte am 
hängen zu müſſen, belaftet man auch wohl den Balfen nicht unmittelbar mit 


Weil 
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Gewichten, fondern man läßt auf denfelben den kürzeren Arm einer ungleich 
armigen Wage wirfen, deren längerer Arm durch Gewichte miedergezogen 


Kia. 394. 


— — —— 
—— — — — 






M 


wird. Zu dieſem Zwecke ließ endlich Hodgkinſon dieſe Hebelkraft nicht 
auf die Mitte des an den Enden unterſtützten Balkens wirken, ſondern er 
unterſtützte den Balken in ſeiner Mitte, ließ dieſe Kraft an dem einen Ende 
des Balkens angreifen und befeſtigte das andere Ende deſſelben durch einen 
ſtarken Bolzen mit dem Fundamente. 

Durch die unter ſehr verſchiedenen Umſtänden und Verhältniſſen und mit 
verſchiedenen Stoffen, namentlich aber mit ſehr verſchiedenen Holz⸗ und Eifen- 
gattungen angeftellten Berfuche ift in der Hauptfache eine Uebereinftimmung 
der im PVorftehenden entwidelten theoretifchen Regeln mit der Erfahrung 
nachgewiejen worden. Was insbejondere das Zerbrechen parallelepipedifcher 
Balten anlangt, jo hat jich Hierbei herausgeftellt, daß das Holz und das 
Schmiedeeifen unter gleichen Umftänden nur durch das Zerdrücken, das 
Öußeifen Hingegen entweder durch das Zerreißen ber äußerften Faſern be 
ginnt, oder dadurch erfolgt, daß an der am ftärkiten gebogenen Stelle (in 
der Mitte) und zwar auf der comprimirten Seite, ein Keil ausbricht. 

Auch hat man ſich an parallelepipediichen Holzjtäben mit Hllfe von 
Zägefchnitten, welche auf der comprimirten Seite angebracht und durd) fefte 


ıj 
—J 
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Blättchen wieder ausgefüllt wurden, ferner mittelft einer Reihe von Dur 
Iinien, welche an den Seitenflächen diejes Balfens rechtwinkelig zur Längen 
are deſſelben gezogen waren, und endlich durd, ein Paar dünne Stäbchen, 
wovon das eine längs der ausgedehnten und das andere längs der zujam- 
mengedrüdten Seite dieſes Balkens hinlief, von der Richtigkeit bes in 
8. 214 vorausgejegten Verhaltens der Faſern der gebogenen Kürper Über 
zeugen können. 


Trag- und Festigkeitsmodel. In der folgenden Tabelle find die mitt- 
leren Werthe fitr die Elafticitäts-, Trag- und Feftigkeitsmodel, wie fie aus den 
Biegungd- und Bredjungsverfuchen hervorgegangen find, aufgezeichnet. Die 
erfteren weichen von denjenigen, welche durch Ausdehnungs- und Compre- 
fionsverfuchen beftimmt worden find, nicht anfehnlich ab; anders ift es aber, 
aus den oben ($. 238) angegebenen Gründen, mit den Teftigfeitsmodeln. 
Bon den beiden Werthen innerhalb einer Klammer H ( drückt der obere den 
Modul im preußischen Maß (Neupfund auf den Duadratzoll) und der untere 
denfelben im franzöfifchen Maß (in Kilogramm pro Duadratcentimeter) au. 


Zabelle 
ber Trag⸗ und Feſtigkeitsmodel verſchiedener Körper in Hinfidt 
auf das Biegen und Vreden. 








Feſtigkeitsmodul 
X (X)). 










Namen der Elaſticitãtsmodul 
Körper. E. 


Tragmobul 
T. 


1’230000 . 3000 9000 \ 

Laubho. - - .. - - ' 90000 220 650 | 
2’000000 4100 12000 ? 

Nadel .. 2... . ! 150000 300 900 $ 
$ 16’400000 10260 43800 ! 

| Gußeiſen FE a ! 1200000 760 3200 
$ 27’3000 17000 31500 ! 
Schmiebeeifen ... 2000000 1200 2300 j 
$ i ⸗40 — — J 170 ' 
Kalle und Sandſtein t 194 | 
Thonfhiefer - . . - . — _ G 4800 | 
I 30 


Um mit Hülfe der Werthe in der vorftehenden Tabelle die Kräfte zu er- 
mitteln, welche die Ballen ober Träger mit Sicherheit auf die Dauer tragen 
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fönmen, führt man in den oben gefundenen Formeln fr die Tragkraft beim 


Holz: 

ftatt T, entweder !/, T, oder ftatt K, !’/..,K, 
ferner beim Gußeiſen: 

ftatt T, entweder '/, T, oder ftatt X, V. K, 
und beim Schmiebeeifen : 

ftatt T, entweder 1’, T, oder ftatt X, !/,K 
als Sicherheitgmodel ein. | 

Hiernady möge in der Folge für Holz: 

T= 73 Kilogramm — 1000 Pfund, 
für Oußeifen: 

T = 510 Kilogramm —= 7000 Pfund, 
und fir Schmiebeeijen: 

T = 660 Kilogramm — 9000 Pfund 
geſetzt werden. 

Dieſe Werthe gelten jedoch nicht für Wellen und andere Maſchinentheile, 
welche wegen ihrer ſteten Bewegung und in Folge ihrer Abnutzung eine noch 
größere Sicherheit und daher die Annahme kleinerer Werthe fir T fordern. 

Segen wir dieſe Werthe in den Formeln 

Pl= bh: und Pl= arm — nd 
für die parallelepipebifchen Balken und flir die cylindrifchen Träger ein, fo 
erhalten wir folgende praktiſche Formeln. 

Far Hol: _ 

Pl= 167 bh?—= 785 r?—= 98d? Zollpfund. 

Fir Gußeiſen: 

P! = 1167 bh? — 5500 r? — 687 d? Zollpfund, 
und fir Schmiedeeifen den größeren Werth: 
Pl = 1500 bh? = 7070 r? — 884 d? Yollpfund. 

Wenn man nah Morin, und englifchen Conftructionen entiprechend, beim 
Gußeiſen 


ftatt 7, = bis * — 750 Kilogramm 
und beim Schmiedeeiſen 
ſtatt T, F — 600 Kilogramm 


einjegt, jo erhält man fir Gußeifen: 

Pi — 1710 bh? — 8060 r? — 1008 ds Zollpfund, 
und dagegen für Schmiedeeiſen den kleineren Werth: 

Pl —= 1370 bA: = 6500 r? — 810 d? Zollpfund. 


Welsbad’s Lehrbuch der Mechanik. 1. 28 
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Hängt die Laſt Q nicht am Ende des Balkens, ſondern ift dieſelbe gleid- 
mäßig auf dem Ballen vertheilt, jo ift der Hebelarm derfelben nicht 7, ſondern 
J. und folglich auch das Moment nur halb ſo groß, alſo: 

—2 w ‚oder Ql = 2- IE zu fegen. 


Ruht ferner der Ballen an beiden Enden frei anf (f. Yig. 337) md 
wirkt die Laſt P in ber Mitte zwiſchen beiden Stitten, deren Entfernung von 


einander — 1 ift, jo ift die Kraft an jedem Ende — = und der Hebelam 


derjelben — 2 alfo ihr Moment: 


WE 


Es trägt aljo unter Abrigens gleichen Berhältniffen der Balfen im zweiten 
Valle doppelt, und im dritten vier Mal fo viel als im erften Falle. 

Iſt endlich der an den beiden Enden aufliegende Balken auf feiner ganzen 
Länge gleichmäßig belaftet (Fig. 348), fo wird er erſtens von einer Kraft 


7 von unten nad) oben gebogen, welche ben Hebelarm =, alfo das Moment 
Q 


x hat, und zweitens von einer Kraft 7 von oben nach unten, deren An 
griffspunft der Schwerpunkt je einer Lafthälfte, deren Hebelarm folglid 
— - und Moment — x if. Es refultirt daher ba8 Moment, mit wel- 





chem jedes Ende des Balfens von unten nad) oben gebogen wird: 
_t_a_ gl 
4 808’ 


und es if folglich QL = 8 I, alfo das Tragvermögen des Ballen 


unter diefen Umftänden 8 Deal fo groß als im erften Falle. 
Während bei einem parallelepipediſchen Balfen im erften Falle 


T, 
Pl=bh? E ift, Hat man im zweiten Falle: 
Ql— 2.bh?2 2, im britten: 
Pl— 4.0mZ und im vierten: 


T x 
QI = 8.bh? —— zu ſetzen, wobei d die Breite und A die Höͤhe 
des rectangulären Ballenquerjchnittes bezeichnen. 
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Beiipiele 1) Welche Laſt kann ein an feinen Enden unlerjtügter Ballen aus 
Kichtenholz tragen, wenn derſelbe die Breite 5b —= 7 und die Höhe A — 9 Zoll 
hat, und wenn ber Angriffspunft diefer Laſt von jeber Stüße 10 Fuß abfleht? Es 
it hier 7 — 20.12 = 240 Zoll, daher nad) der obigen Formel: 

Pi = 4.167 bh? = 4.167.7.81, 
und bie geſuchte Tragkraft: 
p —_ 4876.81 
— 240 

2) Ein an einem Ende eingemauerter cylindriſcher Stempel aus Holz foll auf 
feiner ganzen Länge 1=5 Fuß eine gleichmäßig vertheilte Laſt Q = 10000 Pfund 
tragen, welche Stärfe muß derſelbe beſitzen ? 

Es ift hier: 


Qi = 2: 
folglich umgefehrt: 


10000 .60 — 
—E V&=- y ,@ — 75 = VRR = 726 Bol, 


alfe die gefuchte Stempelftärfe = 2 r = 14,52 Boll. 





— 5845.27 = 1578 Pfund. 


ars T 
4 





—= 2.785.r3, 


Relative Durchbiegung. Bei beweglihen Maſchinentheilen, wie 8. 241 

3. B. bei Wellen, Radaren u. |. w., Können Biegungen dadurch nachtheilig 

Fig. 386. auf den Gang der Ma- 
ſchinen wirken, daß fie ent- 
weder zu Schwingungen und 
Erſchutterungen der Mecha⸗ 
nismen oder zu einem un⸗ 
vollkommenen Eingreifen der 
leßteren in einander Ver⸗ 
anlaflung geben, und des⸗ 
halb beftinunt man in ge- 
willen Fällen die Querdi⸗ 
menfionen diefer Maſchinen⸗ 
theile nicht nad) dem Trag- 
modul, fondern nad) der 
Durchbiegung, indem man 
fejtfeßt, daß diefe ein be 
ftimmter fehr kleiner Theil 
der ganzen Länge bes Kör⸗ 
pers oder Maſchinentheiles 
ſei. 

M Wir haben oben ($. 217) 
fir einen an einem Ende B feitgehaltenen und am anderen Ende A belafte- 
ten prismatifchen Körper A SB, Fig. 385, die Dutchbiegung 

28° 
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_.__ ?% 
Bl=e=zw; 
gefunden, und können alfo ihr gegebenes Berhältuiß zur Länge AB: 
„—t— PR 
11T" 3WE' 


daher umgelehrt: 
pR=39WE 
fegen. 
Für einen parallelepipedifchen Balken hat man hiernach 


„ bh? 0bHE 
Pl: = 39 75 E 7 





und fir einen cylindrifchen 
prr— HT ν B 
4 4 


a 


In der Kegel ift da8 relative Biegungsverhältnig 4 — = soo 38 


täffig, und daher 


1 3X 
2 — _— 3 7 — — r 


u ſetzen. 
p —* man nun für Holz den Elaſticitätsmodul E — 1’600000 ein, jo 
erhält man für daffelbe: 
Pl? — 800 bh? — 7540 rt. 
Fir Gußeifen hat man 2 — 15’000000 Pfund, und daher 
Pl2 — 7500 bh? — 70700 r#, _ 
und fir Schmiebeeifen, E — 22'000000 Pfund, daher 
Pl = 11000 bh? —= 103700 rt. 
Für die Biegung bis zur Elafticitätögrenze tft dagegen ($. 235): 


2) Pl= Hz, oder PR? = —— 
ſetzt man daher beide Ausdrücke fiir PL? einander gleich, fo erhält man: 
Lee — 30 WE, 


folglid) da8 Verhältniß der Länge J des Balkens zum DMarimalabftande e. 
wobei die Durchbiegung und die Spannung die Grenzwertbe 0 und 7 zw 
gleich erreichen: 

7 *7 
alſo für parallelepipediſche Körper 
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='"h7 


h 
und für chlindriſche aeryer 
— a2 alfo z ebenfall® = 37,9 27 


wobei 0 die der Spannung T —*8 Ausdehnung oder Zuſammen⸗ 
drüdung bei der Elafticitätsgrenze bezeichnet. 


RR < =, fo findet man durch die erfte Formel den größeren Werth 


für Pl, und ift hingegen - > a ‚ jo erhält man durch die zweite Formel 
das größere Kraftmoment. Deshalb giebt bei einem ‚gegebenen Kraftmomente 
(PT) im erfteren Falle, wo alfo der Körper noch nicht die Ränge } — (>) e 
bat, die Formel . 
. WT 
e 
( 
und im zweiten alle, wo ! > (2) e ift, die Formel 


384 WE = PU 
die größeren Ouerfchnittsdimenfionen. 


Setzt man in dem See - = La "= 35 ‚ jo erhält 


man für alle eo; I! 2_— —* ‚ daher für Holz, mo 0 = 55 


zu ſetzen iſt, = 0.006 .600 — 3,6, und insbefondere für einen pris- 
matiſchen Balten aus Holz: 





—=PI, 





l . l 18 
7 ſowie auch an” 1,8. 
Nimmt man für Guß- und Schmiebeeifen 0 — rn an, fo ergiebt ſich 
für diefe Stoffe 
l 3.1500 
„mn 9, und daher 
I ‚4 9 __ 
7 ſowie 7777 4,5 
Die Formel 
er ara 
pr — bh ,‚_3nrtE 


2000 = 2000 
gilt natürlich nur für den Normalfall, wo der Körper an einem Ende belaftet . 
und am anderen Ende feſtgeklemmt ift. Bei einer gleichmäßigen Belaftung 
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durch Q hat man (nad) $. 223) ftatt P, ?/, einzuſetzen; ruht ferner der 
Körper an beiten Enden auf, u trägt er die Laſt in feiner Mitte, fo ft 


ferner ftatt P, 7. und ſtatt l, -, alſo: 


ba? ar!“ E 
2 — — — — 
Ppu—8 —* 8 2000 


zu jegen, und iſt bei diefer Auflagerung die Laft Q gleichmäßig vertheilt, fo 
hat man ftatt P, = einzuführen. 


Beif piele. 1) eihe Laft trägt bei der Durchbiegung H — Ysuo, ein bölzerner 
Ballen in feiner Mitte, wenn er an beiden Enden aufliegt, und wenn feine Breite 
db — 7, feine Höhe h—= 9 Zoll und der Abftand feiner Stügen von einander, 
i= 20 Fuß beträgt? Es ift Hier: 

__ 0.0053 _ 6400.7.98 _ 
P=8.—— = on = 7.9 = 567 Pfund; 

während im vorigen Paragraphen, unter der Vorausfegung, daß ber Balken hie 
zur Elaftieitätsgrenze gebogen wird, P — 1578 Pfund gefunden wurde. 

2) Wie hoch und breit ift ein an beiden Enden aufruhender gußeifermer Träger 


zu machen, welcher bei dem Dimenfionsverhältmifie — 4, auf eine Laͤnge von 


8 Fuß eine gleichmäßig verteilte Laſt — 4000 Pfund irägt? Unter ver Iepten 
Borausfepung ift hier: 
d/, QI2 == 8.7600 518, 


h4 
4 ’ 


d. i.: 
5/5. 4000.8*.122— 8.7500 — , oder ht = 44.6, 
folglid: _ 
h= 46 — 1,565.4 — 6,26 Zoll 
b =" = 1,565 Soll 
Nah der Formel des vorigen Paragraphen wäre 
h3 


QT = 8.1167 bA2, over 4000.8.12 = 8. 1167. —; 
daher die erforverliche Höhe: 


8 /f onım 
3000 
1167 —= 4.137 = 5,48 Zoll, 
und die Breite des Balfens: 
b= * — 1,37 Zoll. 


. 242 Tragmomente. Aus dem Ausdrude 
Pl=bh? rn 
für da8 Tragmoment eines parallelepipedifchen Balkens erfieht man, 
daß dieſes Moment wie die einfache Breite b und wie da8 Quadrat der 
Höhe h und dag die Tragkraft 
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bA? T 

Fer 
überbie8 noch umgekehrt wie die Ränge (T) diefes Körpers wüchſt, daß alfo 
bei einem folchen Balken die Höhe einen größeren Einfluß auf die Haltbarkeit 
deſſelben hat ald die Breite. Ein Ballen, welcher boppelt fo breit als ein 
anderer ift, trägt alſo hiernach nur doppelt jo viel als diefer ober auch fo 
viel als zwei folche Balken neben einander zufammen; ein Balten von ber 
doppelten Höhe trägt hingegen (2)? — 4 mal fo viel als ein Ballen von 
der einfachen Breite und einfachen Höhe. Deshalb giebt man aud) den 
parallelepipedifchen Balken mehr Höhe als Breite, oder legt denjelben ſtets 
auf die ſchmale Seite, oder giebt vielmehr diefer Seite eine rechtwinkelige uud 
der breiten Seite eine parallele Richtung zur Kraft (P). 

Da | bh den Duerfchnitt F’ des Baltens ausdrückt, fo hat man auch 

Pl=Fh re 
es ift hiernach das Tragmoment eines Körper bei gleichem Duerjchnitte und alfo 
auch bei gleicher Maſſe oder gleichem Gewichte, der Höhe deffelben ein- 
fach proportional. Sind z. B. b und % die Breite und Höhe des einen 


Körpers, und dagegen 2 und 3h die des anderen Körpers, ift alfo 


F= > 3h —= bh der Inhalt ihres Querſchnittes, und haben alſo auch 


beide Körper bei übrigens gleichen Berhältnifien einerlei Gewicht, fo trägt 
dennoch ber legtere 3 mal jo vicl al& der critere. 

Sftb—= Ah, hat alfo der Ballen einen quadratifchen Querſchnitt, 
ſo kann man das Tragmoment deſſelben noch dadurch herabziehen, daß man 
der Diagonale deſſelben eine aufrechte Lage giebt. Es bleibt hierbei, wie wir 

bh? bt 
and 8.230 wiſſen, W unverändert — 3.2: 
gleich der halben Diagonale, d. i. 1/5 pbV2— 25V 1/, wird, “Deshalb ift 
dann: 


während dagegen e 


J. 
— — — — 0,7076 
INTZr ’ 


während bei Auflagerung mittel® der Seiten, pI=wi ausfällt. ©. 8.236. 


Ganz gleiche Verhältniffe wie beim parallelepipedifchen Balken kommen auch 
bei dem Balfen mit elliptiſchem Querſchnitte vor. Esift hier (nad) $. 231) 
bau? 

W= 7 
parallel und die Halbare d rechtwinkelig gegen bie Kraftrichtung, alfo, wie 


Pil= 





‚ und e= a, wobei vorausgefegt wird, daß die Halbare a 
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gewöhnlich, horizontal zu liegen kommt. Hiernach hat man alfo für einen 
folhen Balken: 





ba? T 
P = 4 T=Fa 4’ | 
da der Inhalt des ellipti ſchen Querſchnittes, F—= ab zu fegen iſt. Et 
wächft alfo auch bei diefem Balken unter Übrigens gleichen Terhältnifien, dat 
Tragmoment einfad) wie der Inhalt und wie die Höhe a des Querſchnittes. 
Mdb—=a—r, hat man es alſo mit einem cylindrilchen Träger 
vom Halbmeiler r zu thun, fo geht 
ar __ T 
Pl m — —ã T=Fr7 
über. Es wächſt aljo das Tragmonient diefed Körpers wie das Product aut 
der Querſchnittsfläche und aus dem Halbmeffer deffelben. 
Bei gleichem Querſchnitte oder bei gleichem Gewichte ift das Verhältniß 
des Tragmomented des Körpers mit elliptifchen Querſchnitte zu dem mit 


kreisförmigen, — *. Es iſt daher der Balken mit elliptiſchem Querſchnitte 


(wo u > r) ſtets dem einfachen cylindriſchen Balten vorzuziehen. 
Daffelbe gilt auch bei allen anderen Duerjchnittsformen; die regelmäßige 
Form (da8 Quadrat, das regelmäßige Sechseck, der Kreis u. ſ. mw.) giebt bei 


gleichem Inhalte ftets ein kleineres Tragmoment als eine Form von größerer 
Höhe und Hleinerer Breite. 


Regelmäßige Querſchnittsformen find daher aud) nur bei Wellen umd 
anderen um ihre Yängenare fich drehenden Körpern anzuwenden, wo währen? 
der Umdrehung eine Querfchnittsdimenfion ftet8 im die andere übergeht, oder 
nad) je einer Viertelumdrehung die Höhe zur Breite und die Breite zur Höhe 
wird. 


$. 243 Querschnitt hölzerner Balken. Wenn ein cylindrifcher Balken mit 
einem parallelepipedifhen Balken, deſſen Breite und Höhe — d ift, einen 
gleich großen Querſchnitt F—= xr’ — b2 hat, fo ift da8 Verhältniß: 

— Vr= 1,7245, 

und dagegen das Verhältniß zwiſchen den Tragmomenten M und AM, (Me). 


und zwar erftens, bei Auflagerung des Tegteren Körpers auf einer Seitenfläce: 
M r b 3 r 


3 
— . —— II —, —— — 2 


dagegen zweitens, bei aufrechter Stellung der Diagonalebene des Tegteren 
Körpers: 
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Mm; 4 12 

Es ift alſo das Tragmoment des Eylinderd (mit freisförmiger Baſis) im 
erften Falle Heiner, und im zweiten Falle größer als das eines Parallelepipeds 
mit quabratifcher Baſis. 

Da die hölzernen parallelepipedifchen Ballen aus runden Baumftämmen 
gehauen oder geichnitten werden, jo ift die Trage, welches ‘Dimenflonsverhält- 
niß ift dem Querſchnitte eines folchen Balfens zu geben, damit er noch das 
möglichft größte Tragvermögen behalte ? 

Es fi ABDE, Fig. 386, der Querſchnitt des Stammes, AD = d 

Fig. 386. der Durchmeſſer defielben, ferner 
AB=-DE=b 
die Breite und 
AE=BD=h 
die Höhe des Balkens. Damm ift: 
b2 + Ah? — d?, oder 





— — 3.0,3989 = 1,1967. 
= y5 





B 


ht — d? — da, 
und das Zragmoment: 
T T 
— Z_.hbh? — I bld — HM 
Pl= 5 bh E b (d b2). 


Es fommt nun darauf au, 
ba — Iy—bdr — de | 

n groß wie möglich zu machen. Segen wir ftatt b, b + x, wo x jehr Hein 
ift, fo befommen wir für den legten Ausdrud: 

b+2x)da— Gä) —=ba? — bi + (d — 302) x — 3baR, 
infofeen wir 2° vernadjläffigen, und daher die Differenz beider Ausdrücke 

| y—= TI (de — 3b) x + 3bar. 

Damit der. erfte Werth bd? — 5° in jedem Falle größer ausfällt als der 

legte, muß die Differenz 
y=T (d? — 3b2) x + 3bx? 
pofitiv jein, man mag b um x größer oder um x Feiner nehmen. Dies ift 
aber nur möglich, wenn d2 — 3b? — 0 wird, denn dann ift diefe Differenz 
= 35:2, aljo pofitio, wogegen, wern d? — 3b? ein pofitiver oder negati- 
ver reeller Werth ift, 3522 vernadjläffigt werden Tann, und jene ‘Differenz 
= + (d? — 32) z,d. t mit x gleichbezeichnet, alfo bald negativ, bald 
pofitiv ausfällt. Seßen wir nun d? — 3b? — 0, fo folgt die gejuchte 
Breite: 
b—dV 1, und die entjprechende Höhe: 
h= Ve» —=d Vr,; 
aljo das Verhältniß der Höhe zur Breite: 
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— 1,414 oder ungefähr wie ?/,. 


— 
— 


—* 


h 
b 


- Man fol aljo den Baumftamm fo zimmern, daß daraus ein Ballen her 
Fig. 387. 


vorgeht, deſſen Höhe zur Breite fich wie 7 zu 5 verhält 
Um den der größten Feſtigkeit entfprechenden Querſchnitt 
zu finden, theilen wir ben Durchmeſſer AD, Fig. 387, 
in drei gleiche Theile, errichten in den Theilpunkten M 
und N Berpendifel MB und NE, und verbinden die 
ſich ergebenden Durchſchnittspunkte B und E im Kreiſe 
mit den Enbpuntten A und D durch gerade Linien. Es 
ift dann A BDE ber Querſchnitt des größten Wider: 
ftandes, denn da 

AM:AB=AB:ADwıu&d AN: AE= AFE:AD, 


fo iſt: AB=b—VAM.A = VYırdd=dV"% 
und AE=h=VANAD=-Ve,.d.d=aV®, 





alfo: . — v2 ‚ wie aud) wirklich verlangt wird. 
Anmerkung 1. Der Baumſtamm hat das Tragmoment: 
Pl= une r3, 


für den daraus gezimmerten Balken vom größten Widerſtande iſt dagegen bas 
Tragmoment: 


P=24Y%.%0= 7 


—. di — 
V 243 V243 
es verliert folglich der Stamm durch das Befchlagen um 


1- — . 21-06 — 08, 


23 ” 
d. i. 35 Procent von feiner Tragfrafl. Um dieſen Verluſt zu mäßigen, behaut 
man den Stamm oft nicht ganz vierfantig, fondern läßt ihn noch mit abgeſtumpf⸗ 
ten Kanten. 
Gin aus demfelben Stamme gezimmerter Balfen mit quabratifchem Querſchnitie 
hat das Tragmoment: 


PI— 2.4/%-2 
weil Hier Breite = Höhe = d Vn=0o7074 iſt; naher fällt hier jener Berluft gar 


— — 1 — = = 1 — 0,60 = 0,40, 
6.2y2 7 VB 
d. i. 40 Procent aus, 


(Anmerkung 2.) Um aus einem Baumflamme einen parallelepipebifchen Bal⸗ 
ten zu erhalten, deſſen Biegungsmoment ein Minimum, für welchen alfo au 


A— 7 (vergl. $. 241) fo Flein wie möglich ift, fommt es barauf an 
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8 
WE, ober bhe — he VAR — MA, ober (BASE = At (A — A) 


— d2h° — 1% 
fo groß wie möglich zu machen. Das Differenzialverhältnig des letzteren Nuss 
druckes in Hinfiht auf A ift: 





6 da ho — 8%”, 
und giebt Null für 32 — %/,d2, d. i.: 
= Vy 408 und 
b=- Ve _M— Ya=%- 


Zur dieſe Werthe (ſ. analyt. Hülfslehren Art 13) ift das Biegungsmoment des 
Ballens ein Minimum. _ 

Es ift hier 2 = s = 1,7321, alfo nahe = ?/,, während oben für das 
Naximum des Tragmomentes ni annähernd — 7/, gefunden wurde. 

Diefer Forderung entſpricht die Konftruction in Fig. 387, wenn man AM 
=DN=,, AD madt. 





Ausgehöhlte und gerippte Balken. für einen hohlen baral- $. 2441 
lelepipediſchen Sallen iſt nad) 8. 228 
b 


w= n — hy ‚ und daher das — 
Pu— Wr _WT - (# bh? 
— — 1er h re 
Segen wir no 7 = u und a — v, fo erhalten wir: 
3 8 
ah _ — bh? (1 — MöäV), 


und da nun dann der Querſchnitt des Ballkens, 
F=bh — bh, = bh (1 — uv) it, ſo ergiebt ſich: 


ut). pꝛ. Z. 
——— ‚Fr. 


1—pv _ 1—pv + av — nV (1 — p2) uv 
da ——— 14 —— 
um fo größer ausfällt, je größer v iſt, fo erhält man den Marimalwerth von 
Pl, wen man v» — 1 einfeßt, und zwar: 
1) r=|ı + (: # e|rri=u + u urn. 
1— u 6 6 
Nimmt man dagegen » — u an, fo erhält man: 
2) I=(1+ 0) Fh2. 
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In beiden Fällen ift u fo groß wie möglich und daher nahe — Eins zu 
nehmen, find alfo die Wände de8 Balfens möglichft dünn zu machen, wenn 
der Balken die möglichft große Tragfähigkeit befigen fol. 
Hiernady hat man für u —= ], im erfteren alle: 


pI=3 FhZ — Fh = und im zweiten: 
Pi=2 FhZ — Fh J. wogegen 


PI=F Rz ausfällt, wenn man u — 0 annimmt. 


In allen drei Fällen wächſt die Tragfähigfeit des Balkens bei gleichem 
Querſchnitte (F) oder Gewichte mit der Höhe (A) gleichmäßig; fie ift aber 
im erften Falle, wo der Balfen aus zwei Querrippen befteht, am größten, 
im zweiten alle, wo er eine parallefepipedifche Röhre bildet, eine mittlere, 
und im dritten alle, wo er aus einer oder zwei Tragwänden bejteht, am Heinften. 

Wenn 3. B. ein maffiver Balken mit den Duerjchnittsdimenfionen d, und 
h, denjelben Querſchnitt oder daflelbe Gewicht haben fol, wie der gedachte 
hohle Balken, fo ift: 

sh 


Feb; h—=bh—l, hı, d. i. 2b, hı —bh, oder =, Bar 


Nimmt man nun nod) 2 = a an, foerhält man u—=v— VT. und 


daher das Verhältniß zwifchen den Tragfräften beider Balfen: 

P 1 — u’v) h 1— — —_ — 
7— = ee = a — ( — —V VT; 212. 
es befigt alfo dann der hohle Balken mehr als doppelt fo viel Tragfähigkeit 
al8 der gleich ſchwere maſſive Balken, weldyer genau dieſelbe Geftalt und 
Größe hat wie die Höhlung des erfteren. 

Diefelben Berhältniffe finden natürlich aud) ftatt bei den Iförmigen 
Trägern, da fie (nad) $. 228) daflelbe Maß W des Biegungsmomentet 
befigen. Ebenfo laſſen fich diefe Formeln auch auf Körper mit mehr als 
zwei Hauptrippen, wie 3. B. mit einem Duerfchnitte, wie Fig. 388, an 

fig. 388. wenden, wo b die Breite der Fuß- und Dedplatten AB 
und CD, und % die ganze Höhe A D— B C, fowie b, die 
Summe der Breiten und h, die Höhe der hohlen Riume 
M, N, O, P, bezeichnen. 

Für eine Röhre oder für einen hohlen Eylinder 
hat man diefelben Verhältniffe wie für einen parallele 
pipediichen Balken. Iſt r der äußere nd nr, = er 
der innere Halbmeffer, fo iſt das Tragmoment dieſes 
Körpers: , 
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art—n)T _ —y4 ‚2 _ (IE 7 
— —7 U u9) r 7 ge u Fr 


—(1 + W)Fr.2. 


Pl= 


Diefer Ausdrud wird um fo größer, je mehr jih u — — der Einheit 


nähert, je Meiner alfo die Wandftärke der Röhre ift. . 
Sett man u — 1, fo erhält man ba8 entfprechende größte Tragmonıent: 
E T T 
Pl=2Fr 7 —=Fr,s' 


Bergleiht man die Tragkraft diefer Röhre mit der eines gleichichweren 
maffiven Cylinders vom Halbmefir nr, = ur=rV !e, fo hat man, ba 
für diefen 


P,i=fFr z = urr.Z ift, 


= te =( ) 5 —_ 3V5 —_ 
— =(145 V2= V2= 22, 





Pı 
genau wie beim parallefepipedifchen Balken unter denfelben Vorausſetzungen. 
Es ift ud aus ber allgemeinen Gleichung: 


_ tt Matrınt T=(hw+hw+)eT 


unmittelbar zu erfehen, daß F Tragmoment eines Körpers um fo größer 
ausfällt, je größer die Entfernungen 2, — ie, 2 —=We u. |. w. be 
Querſchnittstheile Fy, F, u.f.w. von der neutralen Are find. Da nun aber 
diefe Entfernungen höchſtens — e fein können, fo wirb folglich derjenige Bal- 
fen da8 größte Tragmoment heſitzen, deſſen Duerjchnittötheile einen und den⸗ 
jelben und zwar möglichſt großen Abſtand von der neutralen Are haben. 
Ein folher Körper befteht folglich nur aus zwei Duerrippen. ‘Da die zur 
Verbindung ber Duerrippen dienenden hohen Rippen der Forderung eines 
größten Tragmomentes nicht entſprechen können, jo ift e8 auch gar nicht mög- 
Lich, mit der Tragkraft eines Balkens ein abfolutes Marimum zu erreichen ; 
und man muß ſich daher nur damit begnügen, die Tragfähigfeit eines Bal⸗ 
kens durch Aushöhlung ober Schwächung defjelben in der Nähe der Are und 
durch Anbringung von Rippen oder Federn in möglichft großem Abftande von 
der Are zu erhöhen. 

Die Dide, welche die Mittelrippe eines folchen Körpers erhalten muß, um 
der Schubfeftigfeit widerftehen zu können, wird im folgenden Kapitel beftimmt. 

Anmerfung. Unter ver Vorausfeßung, daß die Tragmodel mit ven Feſtigkeits⸗ 
modeln wachen und abnehmen, geben die englifchen Ingenieure den Trägern aus 


dem dem Zerdrücken mehr wirerfiehenden Gußeifen auf der Zugfeite und dagegen 
den Trägern aus Schmiepeeifen, weldhes dem Zerreißen mehr widerſteht, auf der 
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Drudfeite eine bejondere Verſtärkung. Ruhen diefe Träger an ihren Enden ui, 
fo erhalten fie veshalb, 3. B. je nachdem fie aus Guß⸗ over aus Schmiebeeifen be 
ftehen, entweber eine breitere und dickere Fuß⸗, oder eine breitere und dickere Kopf 
platte, oder flatt derfelben Doppelplatten mit verticalen Zwiſchenwaänden, ähnlih 
wie Big. 388 zeigt. Gußeiſerne Träger erhalten in dieſer Abficht die fchon aus 
dem Obigen ($. 237) bekannten T und T förmigen Querſchnitte. 

Beifpiel. Ein Tragbalfen aus Gichenholz von 9 Zoll Breite und 11 Zell 
Höhe, welcher feither hinreichende Tragkraft gewährt hat, foll durch einen hohlen 
gußeifernen Balfen von 5 Zoll äußerer Breite und 10 Zoll Höhe erſetzt werben, 
von welcher Stärfe wird man bdenfelben gießen laſſen müflen? Sept man bie vo 
pelte Metallftärfe deſſelben — x, fo hat man bie Breite der Höhlung = 5 — z, 
und die Höhe derfelben — 10 — x, folglich ift für den hohlen Balken: 

di h?P—buh2=5.108 — (5 — x) (10 — 2)? = 2500 2 — 450 2 +35 —ıi, 





und das Tragmoment PI— on (25002450 «3-1 35 3 xt). Wenn für den 
maffiven hölzernen Balken das Tragmoment Pl = > -9.112 = Y, . 108%00 


ift, fo hat man zu feben: 
700.(2500 2 — 45022 + 8523 — z4) = 1089000 ober: 
25002 — 45022 + 3523 — xt — 1556. 

Zunaͤchſt if annähernd = — == — 0,62, wofür aber = — 0,65 gefept wer 
ven fol. Dann folgt 450 22 — 450. 0,4225 = 19,12, 35 23 — 9,61, + =0,1& 
daher läßt fich ſetzen: 

1656 + 190,12 — 7,56 + 0,18 _ 1738,7 


e——50 = Zn 968 goll. 
und folglich die gefuchte Metallftärfe: 
E = 0,3475 Boll. - 


y, = 


$. 245 Excentrische Belastung. Wirkt die Fraft eines an feinen Enden 
A und B aufliegenden Balken, Fig. 389, nit in der Mitte, for 

Fig. 389. dern jteht der Angriffspunft D der 

jelden um die ungleichen Abſtände 

DA-=Il,ınd DB= 1, von va 
Stitgpunften ab, fo befigt der Bal- 
fen eine größere Tragkraft, als wenn 
diefe Kraft in der Mitte des Ballens 
niederzieht. Bezeichnen wir die Kräfte, 
welche die Stügen A und B anfneh⸗ 
men, durch P, und P,, und die ganze 
Länge des Balkens AB—=Ih + 
wieder durch 7. Segen wir nun in 
Beziehung auf den Stützpunkt B, das 
Moment von P, gleich dem von P, 
und ebenjo in Beziehung auf den Stilg- 
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punkt A, da8 Moment von P, gleich) dem von P, alſo Pl= Pl, um 
P,i Pu, fo erhalten wir die Kräfte in den Stittzpunkten: 

P, -2PmR=4P, 
und folglich ihre Momente in Hinficht auf den Angriffepunft D: 

Pı I, =Z Ps, = = 

Hr irgend einen anderen Punkt E, deſſen Entfernung B E vom Stüß- 

punkte B, — iſt hat man diefes ‘Moment: 

P, , — — pP — x 
fleiner als das gefundene; es ift folglich aud) in D die ſtärkſte Biegung, und 
die Tragkraft nur in Hinfiht auf diefen Punkt zu finden, alfo: 














Ph a __ wT 
— — 
l 
Führen wir I, = 5” - ee und l =- + x ein, fo erhalten wir das 


Kraftmoment auch: 


Phh r(5 — :) (5 + =) r(7- =) 


— ö— —— —7; 
— 


— 
und es füllt alſo hiernach die Tietraſt: 
— . D 
I, € @ u ) 
7 z?)e 
um fo größer oder Meiner aus, je größer oder Heiner x ft. Für x — 5, 
d. i. für !, = 0, wenn alfo P bis zur Stüße A hingerüdt ift, hat man: 
IwWT 
P= = oo, 
0.e 





dagegen für 20, d. i. wenn bie Laſt P in der Mitte hängt, ift die Trag— 
kraft ein Dlinimum, und zwar: 
P=4 Ww zT 

le 
wie wir bereit aus $. 240 wiflen. Es trägt aljo ein an den Enden auf- 
liegender prismatifcher Ballen in der Mitte am wenigften, unb dagegen 
inmmer mehr und mehr, je näher die Laft einem Stützpunkte gerückt wird. 

Wenn man den Kriimmungshalbmeffer umkehrt, und folglich die den Krüm⸗ 
mumgen felbft direct proportionalen SKraftmomente an den verjchiedenen 
Stellen bes Ballens ald Ordinaten aufträgt, fo erhält man ein anfchauliches 
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Bild von der Berjchiedenheit der Biegungen des Balfens an verfchiedenen 
Stellen deffelben. Wird in dem foeben behandelten Falle da8 Kraftınoment 


hl, 
2 — = in D, durch die Ordinate DZ vepräfentirt, und werden vom End 


punfte Z derfelben aus nad) den Endpunften der Abſciſſen DA — I, um 
DB= |, gerade Linien LA und L B gezogen, fo begrenzen diejelben bie 


ſämmtlichen Ordinaten, wie (4. 2. EN), weldje die Biegungsmaße an 


EN DL 
den verjchiebenen Stellen des Körpers angeben, denn da —— EB DR it, 
jo folgt: 

__ EB T Puh _Plıx 
ren 
wie wir oben gefimden haben 
Fig. 390. Ein anderer in der 


Praris nicht felten vor 
fommender Fall ift der, 
daß eine Laſt Q — cy 
gleihförmig ver 
theilt ift auf einen 
Theil EF=ck 
ganzen Länge ! bes Bal- 
tens AB, Fig. 390. 
Bezeichnen wir wieder 
die Entfernungen der 
Mitte D diefer Laft von 
den Stüßpunften A und 
B, durd) 7, und !,, fowie 
die von diefen Punkten 
aufgenommenen Kräfte 
dur) ?, und P,, Io 
haben wir auch wieder 





und 


Wäre Q nicht vertheilt, ſondern griffe diefe Kraft nur in D an, fo wiltde 
ul 
das Moment fit D, — sh h fein, und wenn man daffelbe durch eine 


Ordinate DL —— ſo ließen ſich die Momente für die anderen 
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Punkte von A B durch die geraden Linien Z A und L B abfchneiden. Da 
aber für die Punkte innerhalb E F' den Kräften P, und P, noch die darüber 
liegende Laſt entgegenwirft, jo erleiden bie Drdinaten zwifchen EG und FH 
noch eine Verminderung. Für den Mittelpunkt D der belafteten Baſis ZF 
kommt 3. B. das Moment des halben Gewichtes, d. i.: 


2.2 _yr 
2 4 = HL, 


im Abzug, und e8 bleibt daher von der Ordinate DL — ehr nur noch 
das Stüd: 
DM-DLI-M= (te — 2) 


übrig. Für einen anderen Punkt N, defien Abfcifie AN — x fein möge, 
ift dagegen das Moment: 


VT 75 NE — 1 2 
P.NA—NE.g ep ° at Js c) q 


— — 1 2 
und wenn nun P, durch die Ordinate NR und el BA DE 


durch das Stück SR repräfentirt wird, giebt bie Ordinate N I das ganze 
Moment: 

Px— @— I = 1/s c)?q 
an. Daſſelbe fällt natitrlich fitr verjchtedene x, d. i. für verjchiedene Punkte 
ſehr verfchieden aus, ift aber fra — I, + hc — r ein Marimum, 
und zwar: 


Pı (2 + — 1) — Pı (5 +ıh — 49) 
l l 
=R (u 2 4 rr al &)- Saa 1-55) 
Hiernad) haben wir u für das Tragvermugen OR Balkens zu fegen : 
ga (1 - 2)= wT 
ee 


Beijpiel. Welche Laſt trägt ein hohler parallelepipenifcher Träger aus Y, Zoll 
dickem Ciſenblech, defien äußere Höhe 16 Zoll und äußere Breite 4 Zoll beträgt, 
wenn er auf 5 Fuß Länge gleichförmig belaftet wird und die Mitte dieſer Länge 
von den beiden Stützpunkten 8 und 4 Fuß abfieht? Es ift Hier . 

bh — bhhY _ 4.16% — 3.15° 
— gm, 
ferner : 
Wielsobach's Lehrbuch der Mechanik. L 29 
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Ih lı _e\_2, 5\ _ 32.19 76 
(ı 21/7 38 s(1-,)= 4 —5 
und baher die gefuchte Laft: 

3 T __ 1986 J 


Anmerkung. Wenn die Laft Q nicht gleihförmig über EF vertheilt iſt, ſon 
dern je eine Hälfte verfelben in den Endpunkten Z und F' angreift, fo ift die Link 
G MH eine gerade, und das größte Moment die Orbinate G E, alfo: 

Qh (1) _ 2) #7 
ı \ı 923/”T e 
zu feßen, wofern 7, ben größeren Abſtand DA, und l, ven fleineren Abſtand DB 
der Mitte D von den Enden A und B bezeichnet. 


$. 246 An beiden Enden eingemauerte Balken. Sit em in der Mitte 
C belafteter Ballen AB, Fig. 391, an beiden Enden eingellemmt, fo 


Fig. 391. 





nimmt derfelbe in der Mitte C eine Biegung nad) oben, und im jebem ber beiden 
Auflagerungspunfte A und B eine Biegung nach unten an, und es bilden 
ſich dabei in den Mittelpunkten D und E der Baltenhälften CA und CB 
Wendepunfte, wo die Biegung Null oder der Krlimmungshalbmefjer unend⸗ 
fich groß iſt. Das Gewicht P wird zur Hälfte von AD und zur Hälfte 
von BE getragen, unb es ift daher anzunehmen, daß beide Balkenviertel AD 


und B E an ihren Enden D und E durd) = abwärts, und dagegen die Bal- 
fenhälfte D _E an jedem ihrer Enden D und E durd) (— 2) aufwärts ge⸗ 


AB 
bogen wird. Jede dieſer Kräfte hat den Hebelarm AD — CDuf.w.= mu 
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= * es iſt folglich das Moment derſelben: 





PıI Pı 

>27 = 8’ daher auch 

— — M. und die Tragkraft 
p=°77— 2.278 zu fegem 


Es trägt alfo ein ſolcher Balken doppelt fo viel, ald wenn er an beiden 
Enden frei aufliegt. 


Macht man die Ordinaten AH= BK= CL = 3 und zieht man 


die Geraden HL und KL, fo ſchneiden die letzteren die den Kraftmomenten 


und Biegungen proportionalen Ordinaten (MN) fur jede andere Stelle (M) 
des Balkens ab. - 

Set man in der gefundenen Yormel den Feſtigkeitsmodul A flatt bes 
Zragmobuls T' ein, fo giebt fie natitrlich die Kraft zum Zerbrechen bes Bal⸗ 
tens, alfo: 
8WK 


?P=7 


e 

Da die Krümmungen in A, B und C gleich groß find, fo erfolgt natür⸗ 
[ih aud) das Zerbrechen in A, B und C zugleid). 

Wenn bei der vorigen Balkenlage bie Laft Q — !g gleihmäßig ver- 
theilt ift, fo nimmt der Ballen zwar auch zwei Biegungen nach unten und 
zwei Biegungen nach oben an, nur liegen die Wendepunfte Dund E, Fig. 392, 

Fig. 392. 





nicht in der Mitte der Balfenhälften, da die Biegungskräfte R, R ber 
Städe AD und BE noch durd) die darauf Tiegende Laſt unterftügt, und 
29% 
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dagegen die Wirkung der Biegungsfräfte — R, — R des Mittelftüdes 
D E von dieſer Laſt gefchwächt werben. Seben wir bie Länge AD=BE 
— 1, und die fünde CD= CE=—=R,, fo haben wir die ganze Länge 
bes Balfens: 1 — 2 (lı + %), ferner die Laſt auf AD ober BE, G 
— glı, und dagegen de uf DE,= &, —=2R=2gh Da nmin 
AD durch R und Q, niebergebogen wird, fo ift nad $. 216 und $. 223 
für den Neigungswintel EDT = DET=« ber Wenbeftelle D gegen 
ben Horizont: 
„Ru + 13 
2WE 6WE' 
und da umgefehrt C.D von (— R) aufwärts, und von Q, abwärts gebogen 
wird, fo bat man für diefelbe Stelle (D) auch: 
- Rl2 9,12 
a = — 
2WE 6WE 
Set man nun beide Werthe für « einander gleich, fo ergiebt ſich die 
Beziehung: 
3SRGJ -I) QuI? + Q13 ober 
34163 ( — gl! +: 


—J—— 
Durch Auflöſung dieſer Gleichung erhält man: 
=; V%,wu=(u- Vi). 
jo dag fi nun das Kraftmoment in Hinficht auf die Mitte C: 
MR, Zu _ Eh _ ad _ıl_ gi 








und das in Hinficht auf einen Endpunkt A oder B: 
Fig. 398. 
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3 

M=Rlı + —— * — qula + 2 =gqlı ( 4 3) 

— M- VTr 

_ C— 4 * 

— 5 137=: ergtebt. 
Es iſt hiernach die Tragkraft biefes Veltens 

0-12. WT _3 8WT . 
"TI 23 ke’ 


d. i. 3/, mal fo groß als im vorigen Falle, wo die Laft in ber Mitte C 
wirft. 
Trägt man x als Ordinaten in A und B, fowie * als ia in C 


auf, macht man alo AH —= BK—= * und CL=— 2, fo erhält 


man drei Punkte 7, K und L der Gurw HDLEXK, oh bie 
Beränderlichleit ber Biegung bes Ballens an verfchiebenen Stellen veran- 
ſchaulicht wird. 


Beifpiel. Wie hoch läßt fih in einem Getreidemagazine das Korn aufſchütten, 
wenn der Boden auf Balken von 25 Fuß Länge, 10 Zoll Breite und 12 ol 
Höhe ruht, die Entfernung zwifchen den Aren von je zwei Balten, = 8 Fuß ber 
trägt und ein Eubilfuß Kornmafle 46,5 Pfund wiegt? Menden wir bie lepte 
Sormel QI = 12.167.5 h* an, fo müflen wir fepen: 

b=0,k=1%, 1= 25.12 = 80, 
folglich: 
= 12. un 144 — 9819 Pfund. 

Nun wiegt aber ein Parallelepiped Kornmaſſe von 25 Fuß Länge, 8 Fuß Breite 
md zYuß Höhe = 25.3.2.46,5 Pfund; fegen wir daher dieſen Werth = Q, 
fo folgt bie frasliche Hohe der Aufſchüttung: 


19 _ 2,76 zuß. 


* 76 63 


Ungleich unterstütste Balken. Wenn ein Ballen ABC, Fig. 394 $. 24: 
(a. f. S), an einem Ende A eingemauert ift, und am anderen Ende 
B aufruht, und die Laſt P in ber Mitte zwifchen A und B wirft, fo ift 
nach 8.221 der von der Stüge B aufzunehmende Drud: 
5 


P, = nr: 


daher das Kraftmoment in Hinfiht auf C: 





454 Bierter Abfchnitt. Zweites Capitel. [$. 247. 
Bingegen das Moment in Hinfiht auf A: 
ri nen-Meun-s 
AH — ?, Pi= Pi 5 16 =„P 


Fig. 394. alfo veike, und hiernach 
die Tragkraft: 

— 16 wT 

3 Te 
zu fegen. 

Für einen Zwifchenpunft 
M, welcher un CM = ı 
von der Mitte C' abiteht, 
ift dieſes Moment: 


HN—=P(- te) 
l 

— Ps=P, 

— (P— P): 








1 
Nimmt man x — — 5—7* 1 an, fo erhält man 


denjenigen Punkt D, wo da8 Moment Null, alfo der Kriimmungshalbmefler 
umendlich groß ift. ‘Die Veränberlichkeit dieſes Momentes und die der Bie 
gung des Balkens wird durd) die Orbinaten der Geraden HL unb LB ver: 


anſchaulicht, welche durch die Enbpunfte von AH — * Pl und von 


L= 3 PL geben. 


32 
Mt endlich der auf diefelbe Weife unterftügte und feftgehaltene Ballen AB. 
Fig. 395. Big. 395, gleichmäßig, 
und zwar wie wir feither 
gewöhnlich angenommen ha- 


ben, auf ben Laufenden Fuß 
Balfenlänge mit q belafte, 
jo läßt ſich zumächit bie 
Stügfraft PL im B we 
folgt beftimmen. Bei der 
Balkenlänge AB = 1 if 
die ganze Laſt Q = 1y 
und das Kraftmoment in 
Hinfiht auf einen Punkt M 
im Aftande BM=:r 
vom Stitspunfte B: 
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— 2 
RS=P:-U, 


folgfich der entjprechende Neigungswinkel: 


— B —4—* 
2WE 6WE 


und (nad) $. 217 umb $. 223) die zugehörige Durchbiegung: 
y-MN—- pP, @r— 12) q(l®z — Ya) 


Da man aber A fo hoch wie B liegt, fo ift die Ordinate in A, d. i. für 
z—=14= 0, und daher zu feßen: 
3 BY, gl, 
woraus num der gejuchte Drud in B: 
pP =®’y;gl =’; Q folgt. 


Setzt man biefen Werth für P, in den Ausdrud für das Moment, ſo 
erhält man dieſes: 


RS — !%, 9x — — 


vol’ 
PR 
— 
[0 
nd 
S 
= 
5 
or 
5 
N 
a 
® 
N 


Fur = BD 1 ift ferner diefes Moment — Null, und für 
x = BE=2ılift es en ern: 
= __9g®R __ 
EK= 55 "128 = 5 q. 


— 
Da =. — 5 Q1 ift, fo fält das Moment AH in 
Hinficht anf den feften Punkt A größer aus als das Moment X Ein Hinficht 


anf bie Mitte Evon B.D, und e8 ift daher bie Tragfraft dem Momente S' 
entfprechend zu beitimmen, d. i. | 
wT 
0-8 le 


zu fegen, wobei natitrlich vorausgeſetzt wird, daß der Tragmodul fir Druck 
und- Zug einer und derſelbe iſt. 


Diefe Tragkraft ift 8.%/ı; = u mal fo groß, als wenn bei berjelben 
Auflagerung des Balfens die Laft in der Mitte wirkte, 
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. 248 InZwischenpunkten belastete Balken. Wenn ein an beiden Enden 
mit gleichen Gewichten P, P belafteter Balten A B, Fig. 396, in zwei Bunlien C 
Fig. 396. und .D unterftägt ift, welch von 
pP den Enden A und B um AC 
— BD= I, abfteher, io 
nimmt jeder dieſer Punkte die 
Kraft P auf, und es ff 
einen Punkt M innerhab CD 
da8 Biegungsinoment 
CL=DO=MN 
—=P(& —ı)— Pa=PRı 
conftant, alfo die neutrale 
Are von CD freisförmig 
gebogen, wogegen für einen 
Punkt U innerhalb AC dvieſes Moment UV = Px veränd eriich, jedoch 
Heiner ala P7, ausfällt. 


Der Krummungẽhalbmeſſer vom Mittelſtück OD ift r = 4 , folg 

| ı _ Pih 

2r 2WE 

wenn 2 bie Ränge diefes Mittelftitdes bezeichnet. Ferner folg! die Bogenhöße 
.D nm pm 








lich der Neigungswintel der Balkenare in C und D, a, — 


MS=a= 2, An "se fowie die Bogenhöhe von CA 
pi? pi? pm _puNn 
mat zw gwE t3we” weist 3) 


Das Tragvermögen diefes Balkens ft Pl, — WE, 

Iſt derfelbe Ballen AB, wie Fig. 397 darftellt, gleichmäßig, und zwar 
auf den laufenden Fuß mit q belaftet, jo fällt bei gewiflen Verhältniſſen das 

Fig. 397. Biegungsmoment theild po- 

ſttiv, theils negativ, und 

daher in zwei Punkten T 
und F Null aus, 

Für einen Punkt inner 
halb AC und BD ift bie- 
fr Moment !/,gx?, fir 
einen Punkt zwiſchen C 
und der Mitte 2 oder D 
und M dagegen, da ber 
Druck in Cund D,den Werth 


Q=(hl+lı)g bet: 
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B=y=hletlVg — (hl+h)ag—= te — Ic + Mg 
und fällt daher Null aus für 2? — x = — 1}, d. i. für 


(T=ı=2— 7 — I und für 
l 1— 
CV =,=3+V/(E) — 1}; 


welches natüeich bedingt, daß ı = <—,d.i. CA< CM If. Außer- 


dem bleibt das Biegungsmoment ſtets pofitiv, wie 3. B. Fig. 398 barftellt. 

Fig. 398. Das Biegungsmomentift ein Reni⸗ 
mum oder Minimum für z — 7 
und zwar 


————— — 0 * u 2 
i on ı  MI=-— (3) — æl⸗ 





während das Biegungsmoment in C 
und D, CL=D0= ı/sql} beträgt. | 
Iſt hiernach im erften Falle, 


2 
Big. 597, (2) — 12 > 1%, ober 
1\2 , — — 
(9) >21,bi.1>1, vs, jo fällt MN > CL aus und man hat das 





Tragvermögen bes Balkens, da fi y — er 21 fegen läßt: 


IG J —— Fr wogegen 
—— 


20 en — zu jeggen ift, wenn 7 <Z 1, 8 ausfällt. 


Ungleichförmig belastete Balken. Wenn ein Balfen A B, Fig. 399, $. 241 
ungleihförmig, jedoch fo belaftet ift, daß die Laft auf den laufenden Fuß 
Baltenlänge mit der Entfernung von der Baltenmitte C nach den Enden zu 

Fig. 399. gleihmäßig wächſt, fo finden folgende 
ftatifchen Verhältniſſe ftatt. 

Stli=AB=20A=2CB, die 
Länge des Balkens, zwifchen den Stütz⸗ 
punkten A und B gemefjen, q da8 Ge⸗ 
wicht der Laſt pro Flächeneinheit Quer⸗ 
ſchnitt, und E der Neigungswinkel 
ACD= BCE der Begrenzungsebenen 
CD und CE der Laſt, fo hat man das 
Gewiht eines Laſtprismas ACD 
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— BCE, welches von einem Stipunfte getragen wird, 
— — I2\3 
° —WAC.AD.ga=! (+) tang. 0 .q — !/s gl? tang. p, 


und folglich da8 Moment diefer Kraft in Hinfiht auf einen Punkt N 
welder um AN —= x vom Stüßpunlte A abfteht, 


yı = . Us gli ztang. 0. 


Das Gewicht des Laftprismas über AN —= x ift g (Fan 


_2AD+NL AN 
und der Schwerpimit befielben fteht von N um N 0O=TDINI DINI 3 


ab, folglicd, ift da8 Moment dieſes Prismas in Hinficht auf N: 
AN: I 2? 
»=1@AD+ND-,; = al: tang. @ + (2 x tang.o|= 


2 
= 2 tang. o hl — 2), 


und das ganze Biegungsmoment des Balkens in N: 
Ni=yey—y= zur mg 9 gi — 6122 + 429) 


—— (31° — 6le +42) — (2) — Aoue 


wenn man OV —- — x fest, alfo die Abfcifie x, von C aus mit. 


a . 
Daffelbe ift fir x 2 n ein Marimum, und zwar 7 tang.o, daher if 


auch das Tragvermögen dieſes Ballen: 


gt gt _ WI 
eg di = 


während bei gleichmäßiger Belaftung das Diegungsmoment 


NV’— = 2 -2u-9=-4|(2)- ] 
gg mg = 313)" 





Q1 


und daher da8 Tragvermögen * * wr 





. 250 Zweifach belasteter Balken. Wenn ein an beiden (Enden frei auflie 
gender Ballen A B, Fig. 400 und Fig. 401, in einem Punkte C, welcher von den 
Stügpimkten A und B um CA=l, und CB], abſteht, eine Laſt P um 
überdies noch eine gleichmäßig vertheilte Laſt Q — gl! trägt, fo nehmen bie Stut⸗ 
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pımfte A und B die Laften A=24+., mn=ı + 
anf, und es ift das Biegungsmoment in einem Punkte N, welcher um 
AN=x vom Stüßpunfte A Dale 


N’/= y= Rı\r— ee - (Rı— 12). 1 - 2)2. 


(CI a) 


Fig. 400. Fig. 401. 





Dieſes Moment ift ein Marimum fir =, d. i. fi =, 


und zwar 

_Dv—1 a) a,(e +2)" = 56 9. 
y— DU— 1. (7 — zo(ıP+ 

Hierbei wird vorausgefeßt, da CA > CB, d. i. ı > if, um 
z< 1, ausfällt. Iſt x 1, fo fällt das Marimum des Biegungsmomentes 
nah C (Big. 401) und es folgt 

=. g 

„-TR=-Rn— U -— Aar+Sın Hi—(P}+ Ir 


Wenn man 
at 93 — “ fo folgt 
P hohl _2lı Sn —h 
s — u ls — — 
und es iſt das Tragvermögen des Balkens in dem Falle, wenn 


P .Ii-L 
— ausfällt, 
er Te 
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En 


=, herausftellt, daſſelbe 


72* 
< 


(24 


, und dagegen dann, wenn fid 


en 


= — zu fegen. 


Diefe Formeln Anden befonere * Anwendung, wenn man das Gewicht 
G des Trägers mit in Rechnung bringen will, wo dann @ ftatt Q einzu 


jegen iſt. 


s. 251 Der Brechungsquerschnitt. In ben biöher behandelten fällen ber 
Biegung ber Körper AB, Fig. 402, haben wir immer eine prismatifdk 
Kia. .402. 





Form derjelben, und folglich aud ein 
conftante® Biegungsmoment WE vor 
audgejegt, weshalb wir mittels ber 
Srunbformel (aus $. 215) 

Pır — WE 
ſchließen können, daß der Krümmungt⸗ 
halbmeſſer 

WE 


1 — — 
Px 


umgekehrt, und daher die Biegung felbft direct bem Momente (Px) ber auf 
ben Körper von außen wirkenden Kraft P proportional ift und folglich auch 
die Biegung mit Px zugleich, ein Darimum und Minimum wird. Iſt daher 
die Kraft P conftant, ober wächſt diefelbe mit = (wie z. B. Q—=gz, in 
bem Fig. 403 abgebildeten Falle), jo nimmt die Biegung mit x ab und zu, 


Fig. 403. 





und ift auch mit x zugleich ein Mari 
mum und Minimum. Wenn hingegen 
der Querſchnitt F' bed Körpers an ver- 
ſchiedenen Stellen feiner Are verjchieden 
ift, fo fällt natürlich aut) W— (Fe?) 
veränderlih aus, und dann ift der 
Krümmungshalbmeſſer r dem Quotienten 


u und " die Krummung felbft dem 


Ausdrude Z — proportional. Kommt es 


polglich darauf an, die Stellen der ſtärkſten und ſchwächſten Biegungen zu 
finden, fo hat man nur diejenigen Werthe für die Arenlänge x zu beftimmen, 


bei welchen der Ausdrud a zum Marimum und zum Minimum wird. 
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Ebenſo ift der Formel 
8— Pxe 


w 
aus $. 235 zufolge die Spannung S eine® Körpers dem Ausdrud = 








proportional, und mit demfelben ein Marimum oder Minimum. 

Bei einem prismatiſchen Körper ift u eine conftante Zahl, und 
folglich diefe Maximalſpannung 8 nur dem Kraftniomente Px proportional; 
bei Körpern von veränberlihem Querfchnitte, wo eine veränberliche 


Zahl ift, Hängt dagegen diefe Spannung auch noch mit von dieſem Quo⸗ 
tienten ab; im erfteren Falle ift diefe Spannung mit Pxr zugleich, alfo bei 
einer in einem Punkte angreifenden Kraft P und bei einer auf — gleidh- 
mäßig vertheilten Laft Q — gz, fir z—= 1, ein Marimum; im zweiten 
Falle läßt fic, hingegen dieſes Marimum von S ohne nähere Kenntniß der 
Beränberlichleit des uerfchnittes im Voraus nicht angeben. Um diefe 
Stelle oder den Querſchnitt des Balkens zu finden, wo die Marimalfpan- 
nung vorfommt, iſt e8 nöthig, das Marimum von dem Ausbrude = 
algebraifch zu beftimmen. ebenfalls ift die Stelle im Körper, wo biefe 
Marimalfpannung vortommt, aud) diejenige, wo bei hinveichender Belaftung 
die Spannung S zuerft in T’ oder gar in K übergeht, und folglich zunächft 
bie Elaſticitätsgrenze erreicht wird ober das Zerbrechen eintritt. Man nennt 


deshalb aud) den diefer Stelle des Marimalwerthes von (77) entſpre⸗ 


chenden Querſchnitt des Körpers den Brechungsquerſchnitt (franz. 
section de rupture; engl. section of rupture) oder auch den gefähr— 
Lichen (ſchwachen) Querſchnitt. 
Hat der Körper einen rectangulären Querſchnitt mit der veränder⸗ 
lichen Breite u und der veränderlichen Höhe », fo iſt 
V wur 


— — 


e 6’ 
und daher der ſchwache Duerjchnitt durch) das Maximum von = oder das 





2 
Minimum von * beſtimmt. Bei einem Körper mit elliptifhem Quer- 


ſchnitte, defien veränberliche Halbaren u und v find, hat man: 
W __rur? 


ee 0 4 ° 
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2 
und daher wieder da8 Minimum von DZ aufzusuchen, wenn e8 darauf ar- 


fommt, die ſchwache Stelle des Körpers zu beftimmen. 
Bei conftantem Gewichte kommt P ganz außer Betracht, ift alfo bloß 


2 
das Minimum von — zu ermitteln, ift dagegen das Gewiht Q—q.z, alſo 


. . s — u. vꝰ 
gleichmäßig auf den Balken vertheilt, ſo muß man das Minimum von Er 
beftimmen, um den Brechungsquerfchnitt zu finden. 


8. 252 Bildet der Körper ACDF, Fig. 404, einen abgeftumpften Keil, 
oder ein Tiegendes Prisma mit trapezoidaler GSeitenflähe ABEF, deſſen 
unveränderlihe Breite BC = DE=b ift, und wirkt die Kraft P an 

Fig. 404. dem Ende DF befielben, fo 
hat man nur das Minimm 


v? : 
von — zu ermitteln, um den 


ſchwachen Querſchnitt 
deſſelben zu finden. Setzen 
wir die Höhe DG—=EF 
feiner Endfläche — h umd bie 
Höhe KU des Ergänzunge⸗ 
ftüdes HKU, —c, und nd> 
men wir unferer feitherigen 
Bezeichnung entiprechend an, daß der Brechungsquerfchnitt ZMN um 
UV —=x von der Endflähe DEF abftehe, fo haben wir die Höhe 
deſſelben: 


ML=o=h4+oh=h(l F 2): 
und daher nur das Minimum des Ausdrudes: 

v? h? x\2 1 2 * 

— te BEN ER a 

-=*(1+2) Bitte 


ober, da h und c beſtimmt find, nur von — + T zu ermitteln. 





Nimmt man z = c an, fo ergiebt fich der leßte Ausdrud — - , mad 


man aber x wenig (um z,) en oder Heiner, fo erhält man: 


=) 


ct zı 43) -+{1F F@2+ +5) und 
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x ct 1 % 

ee a ce + ca’ 
folglich 

1 x 2, x 

ram, tre 


alfo jedenfalls größer als =. Es giebt alfo das gefuchte Minimum, 


b. i. der fchwache Ouerfchnitt LMN fieht um die Höhe KU = c, nämlich 
eben fo viel von der Endflähe DEF ab, als die abgefchnittene Kante HK 
auf der anderen Seite. 


Die Höhe dieſes ſchwachen Querſchnittes ift 
v=h+ > .c—=2h, 


und folglich die Tragkraft diefes Körpers: 
b(ah T Abm T 


Et — — — — — ⸗— 5 


Ein parallelepipediſcher Balken Hat beigleicher Länge 1 — c, gleicher 
Breite b und gleichem Bolumen V —= bh, ! die Höhe: 





h 2h 
und folglich die Tragkraft: 
_bM T_IbM T 
Pag 7 — 7 


trägt alſo nur %/ıg mal fo viel als der behanbelte'geilförmige Körper. 

Iſt der Körper eine abgekürzte Pyramide, v fchneiden ſich die Ebenen 
AE, BDuf. w. gehörig erweitert, in einer Spige, und wenn man bie 
Höhe der abgefchnittenen ober Ergäigungspyramibe wieder mit c bezeichnet, 
fo iſt: 


un=u=b(1+2)mwin=r=h(14), 


und man hat daher da8 Minimum von 
uv? bh? x\? 
ri 


oder von 

2 
zu ermitteln, um den —— gu finden. Durch Differenzial⸗ 
rechnung findet man 


= I/sc, 
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auch kann man ſich Jeicht von der Richtigkeit dieſes Werthes überzeugen, 
wenn man einmal x — 1/,c + x, und ein anderes Mal Y,c — zı fett. 
Im jedem Falle erhält man einen größeren Werth als 


- + Zu + * — Ko ve der Ausdruck: 


fir x — 1/,c annimmt. * iſt * der "fan der Brechungsflähe LN 
von ber Endfläche DF gleich ber Hälfte der Höhe c des Ergänzungsftüdes 
der abgeftumpften Pyramide. Die Dimenfionen diefer Fläche find: 
u—b(l + V)=- 2/b und = Yh, 
folglich, ift bie — Tragkraft des Balkens: 
X h®T 2708 7 


— — — — — ef — — — ⸗ 


Fir einen Körper in or eines abgefürgten Kegel bat man bei 
dem Halbmeſſer r feiner Endfläche und der Höhe c des abgefchnittenen 
Stitdes, den Halbmefler der Brechungsfläche, r, — ®/, r, und daher: 

27 ar’ T 


$. 253 Körper von gleichem Widerstande. Wenn ein Körper fo ge 
bogen wird, daß ſowohl die Marimaljpannung S auf der Zugſeite ber 
neutralen Are als auch Die größte Spannung auf der Drudfeite derfelben 
an allen Stellen eine und diejelbe ift, fo heißt er ein Körper von gleichem 
Widerftande (franz. corps d’egale rösistance;; engl. body of the strongest 
form). Ein folder Körper erreicht bei einer gewiflen Kraft in allen Quer⸗ 
fchnitten die Grenze der Elaſticität zugleich, hat alfo an jeder Stelle den der 
Tragkraft entfprechenden Querſchnitt, und erfordert deshalb unter allen 
Körpern, bei übrigens gleichen Berhältniffen, die Hleinfte Menge an Stoff. 
Wegen Erfparniß und zur Vermeidung unnöthiger Belaftungen find daher 
in dem Bauweſen vorzugsweife ſolche Körperformen in Anmendung zu 
bringen. Da die flärffte Spannung in einem Duerfchnitte durch den Ausdrud 
Pxe 
= (1.8. 201) 
beitimmt je » fordert ein Körper von gleichem Widerftande, daß die 
Größe £ — für alle Querfchnitte des Körpers eine und die— 


felbe ſei. 
Iſt die Kraft P conftant und greift dieſelbe am Ende des Korpers an, 
ſo hat man folglich einfacher 
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ex 

w 
conftant zu fegen, wogegen dann, wenn die Kraft = gr, aljo gleich» 
mäßig auf den Balken vertheilt ift, 

ex? W 

Ww oder — 
conſtant gefordert werden muß. Bei einem Balken mit rectangulären 


Querſchnitten (ſ. 8. 251), deren Dinienfionen u und e find, ift im erfteren 
Falle: 


oder nu 
eT 


uv? ; 

— und im zweiten: 

u vꝰ 
— conſtant zu ſetzen. 


Iſt an einer anderen Stelle in dem Abſtande J vom der Endfläche bie 
Dreite b und die Höhe A, fo hat man folglich im erfteren Yale: 


uv? bh? 
=. 
und dagegen im letteren: 
uv? _ ba 
m IF 
zu fordern. Bei conſtanter Breite u — b ift daher im erſteren Falle: 
v h? ‚ 
— d. i.: 
vꝰ 7 7) x 
en V# 


2 
Da die Gleichung - = einer Barabel zukommt (f. $. 35, An- 


mertung), fo hat folglich das Rängenprofil AB E, Fig. 405, eines folchen 
Fig. 408. Fig. 406. 


IN 
c NT — 





Körpers die Form einer Parabel, und zwar einer Parabel, deren Scheitel E 
mit dem End» oder Aufhängepunft der Laſt P zufammenfällt. 
Ruht der Ballen AB, Fig. 406, von gleicher Breite, mit feinen Enden 
auf, und trägt er die Laft P in feiner Mitte, ober wirb der Ballen AB, 
Betsbach's Lehrbuch der Mechanik. L 30 
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Fig. 407, in der Mitte C unterftigt und an ben-Enden A und B durd) 
zwei ſich das Gleichgewicht haltende Kräfte ergriffen, fo erhäft das Längen⸗ 
| Fig. 407. profil die Geftalt von zwei in. der 
Mitte zufammenftoßenden Parabeln. 
Der legte Fall kommt bei Balanciers 
und Wagbalfen vor. Da diejelben 
durd) die Zapfenlöcher A, C, B ge 
ſchwächt werden, fo verfieht man jie 
noch mit Rippen, oder giebt ihmen 
noch ein Mittelfttd AB. 

ft die Höhe v — hoconftant, 
fo hat man: 

u _b u_% 

z = 7 oder F — T 
dann ift alfo die Breite w ihrer Entfernung von dem Ende proportional, 
es bildet deshalb die Horizontalprojection des Balkens A CE, Fig. 408, 
ein Dreiet B CD, und der ganze Balken einen Keil mit verticaler, im die 
Kraftrihtung fallender Schärfe DE. 


Fig. 408. Fig. 409. 








Man erjegt gewöhnlich die paraboliſchen Träger in Fig. 405 burdh‘,eben- 
flächige Träger, wie A CB in Fig. 409. Um hierbei fo viel wie möglich 
Material zu erfparen, giebt man dieſem Träger in der Mitte MM diejelbe 
Höhe MO —= hm = h V !/x, welche der parabolifche Träger erhalten würde, 
und führt die ebene Begrenzungsfläche CD tangential an die entfprechende 
Parabelfläche. Nun ift 


BC 3AM _, AD AM _,,. 
Wo IE mo aa" 


daher folgt, wen man die größere Höhe B C des Körpers durch A, und die 
Meinere Höhe AD deſſelben durch A, bezeichnet, 

h— Yılm = !ahV Ys — 1,0607 h und 

ha — Yalm = YahV !s = 0,3536 h, 
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wobeidie Höhe BN — hmittels der belannten Formel P7 — bh? = gu beftimmenift. 


Das Bolumen eines ſolchen ebenfläcdhigen Trägers iſt an ne Rh) 
— 0,7071 bl, wogegen das des parabolifchen Trägers von — Wider⸗ 
ſtande, — ?/, bIh= 0,667 BUnh, d.1.5,7 Procent Heiner ausfällt. 
Fig. 410. Ebenſo fann man ben an ben 
Enden A und B unterftiitten 
Zrägr ANA,. Fig. 410, aus 
zwei ebenflädjigen Stüden zufam- 
menfjegen, welche im Aufhänge- 
punkte die gemeinfchaftlicdye Höhe 
BC = hı = 1,0607 h und an 
den Enben bie Höhe i 
AD= A,D, == 0,3536 h 
haben; nur ift hier die Höhe BN — h durch die Formel 
Zi — * — zu beftimmen. 
Soll der Körper ABD, Fig. a lauter ähnliche Querfchnitte $. 254 
LMN, ABC u. f. w. haben, fo ift zu ſetzen: 











Fig. 411. v u 
==y Daber 
u.u2h? _bA? 
Br 1° 
d. i.: ei 
u? x U ® /x 
area nV 





dann wachen alfo die Breiten und 
Höhen wie die Cubikwurzeln aus den 
entiprechenden Hebelarmen. In der achtfachen Entfernung vom Ende ift 
3. B. die Höhe und Breite nur doppelt jo groß als in der einfachen Ent- 
fernung. 

Man kann dieſen Körper durch eine abgekürzte Ppramide ACEG, 
Fig. 412 (a. f.S.), erjegen, welcher in der halben — bie Höhe M O—=In 
— V'/,.h—= 0,7937 h und die Breite MN—b, 1%.b—0,7937 b 
mit dem gefundenen Körper von genau gleichem BWiderftande gemeinschaftlich 


z h 
T’ oder — -—ı", 


Y l 
h 
vi” = ya rn 


80* 


bat. Für den Tangentenwinkel der Curve = — 


iſt nad) analyt. Hifslehren Art. 10, tang. « — 
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ru für 


I = 1, Yaltang.a — !/sh + /(£) = = YhVi= > 
— 0,2646 h, und ja folgt für die Sue 
u 
b 7 tan. = er, 2’ 
Yzltang.p = W777, 
Hieraus ergeben fi nun be Dimenfionen der großen Grundfläche ABC: 
AB=h —hn + Yaltang.a —= %, V ?/ı.h = 1,0583 h und 


BC=b=b, + !Yıltanı.ß = YsV Yr.b = 1,0588, 
fowie die der Heinen Grundflähe EF@: 


Fig. 412. Fig. 413. 





FG=k— hm — Yaltang.a — 2, V!,.h— 0,5291 h und 
EF=b —=b„ — Yıltang.ß =); —*F 1/. 0,5291b. 


Uebrigens iſt natürlich PI = b ua zu feßen. 


Sieht man dem Körper von geidem MWiderftande Freisförmige Quer- 

ſchnitte, fo gilt fir den veränderlichen Querſchnittshalbmeſſer die Gleichung 
[x 

7* 
und wenn man dieſen Körper durch einen abgekürzten Kegel ABE, Fig. 
413, erfegt, jo find die Halbmeſſer deffelben: 
M=r=Y'.r = 0,7937r, CA—=n — 1,0583r und 

DE= 13 = 0,5291 r, 

und es ift der Halbmeſſer r der Grundfläche des Körpers von gleichen 
Widerftande nad) der Formel 


8 
Pl= —- T zu berechnen. 


Iſt ein Balken gleihförmig belaftet und die Breite unveränder- 
lich, alfo u — b, fo hat man: 





um m £ == 
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vo? 

5* D, alfo auch 
— 

h ı 


und es erhält deshalb derſelbe die Geftalt eines Keiles mit triangulärem- 
Tängenprofil AB.D, $ig. 414. 


Fig. 414. Fig. 416. 





2 
Bei conftanter Höhe ift in diefem Yalle ;= = und baher ber 


Grundriß des Balfens eine von umgetehrten Parabelbögen BD und CD 
begrenzte Fläche B DC, wie Fig. 415. 


Macht man wieder ähnliche Querſchnitte, fo iR ee’ 7. , dann 


bat man es alfo ſowohl im Vertical» als aud) im ei mit ber 
cubifchen Parabel, bei weldyer die Cuben ber Drdinaten wie die Qua⸗ 
drate der Abſciſſen wachſen, zu thun. 

Wird ein in beiden Enden aufruhender Körper AEB, Fig. 416, 
gleihförmig und zwar auf ben 
laufenden Fuß durch q, alſo auf die 
ganze länge AB—=1 durd Q = gl 
belaftet, jo Hat man das Kraftmoment 
für einen Punkt O in der Entfernung 
AO=x von — — 4: 


.— 4*. — (ix — x), 
dagegen fllr die Mitte C: 
1 _Qı_gQi_ae, 
22 24 8 8 
Nehmen wir einen Körper von unveränderlicher Breite b an, fo haben wir 
zu ſetzen: 
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T_ı® 

der Eär 

wenn h die Höhe CE des Körpers in der Mitte bezeichnet, unb es folgt 

nun durch Divifion: 

. ve iIn— 7** 
hr 1/, 13 


v = (4) Cæ — 22). 


Wäre h — !/,1, fo würde 2 —= 1x — 22, un deshalb das Längen: 
profil der mit 1/, 1 als Du onen conftruirte Kreis AD, B fein; weil aber 


Ix — x? noch durch (1 -) zu multipliciven ift, um das Quadrat e? 


ber jedegmaligen Höhe M 0 NO zu erhalten, jo geht biefer Kreis in eine 
Ellipfe ADB oder AEB über, deren Halbaren CA= a — Il um 
CD=-CE=b—hfin. 
Man kann diefen Körper durch einen ebenflädhigen Träger AABDB, 
Fig. 417. ig. 417, erfegen, welder in 
dem Abftande AM — !/, | 
von den Stüßpunften B und 
B, die Höhe MO —= Ih, 
=; IR — gl 
—1/,V3.h hat. Der Reis 
gungswinfel c der Fläche BD 


, oder 





gegen die Are A C ift durch die Gleichung 
hınloz ah i/. 2h 
tang. a = —— —? h 
Hi Visa 1 MR Va "Ve. 
beftimmt; daher folgt n tang. « — 1/, V3.h und die Höhe bes Körpers in 
der Mitte: 
I 
CD=MO + —tang.a = 2/, V3.h — 1,1548 h, 

dagegen die Höhe deflelben an den Enben: 





AB MO — — tung. = 1, V3.h — 0,5774 h. 


Die Biegung eines Körpers von gleihem Widerftande ift natür⸗ 
Ih unter übrigens gleichen Umftänden und Verhältniflen eine größere ale 
die eines prismatifchen Balfens. Für den Fall, dag der Ballen an einem 
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Ende feftgeffeanmt ift und am anderen Enbe von einer Kraft P ergriffen 
wird, beſtimmt fich bie Duuebiegumg wie folgt. 

Die bekannte Proportion — — 7* — führt auf die Formel r — —* wo⸗ 
durch der Nrummungehalbmſer u Function des Abſtandes e ausgedrückt 
wird. Iſt nun noch die Abhängigkeit zwiſchen e und x bekannt, fo erhält 
man auf diefe Weife einen Ausdruck zwifchen r und x, aus welchem fich anf 
die (aus $. 218) bekannte Weife die Coordinatengleichung der entjprechenden 
elaftifchen Linie entwideln läßt. Setzen wir eine Heine Biegung vorans, 
fo Können wir wieder bie Bogenlänge s der Abſciſſe x, und folglich aud) die 
Elemente Os und Oz einander gleichſetzen und daher, wie oben, 


x 
= annehmen. 
Hiernach erhalten wir: 
0= — 2 eo, 
und baher durch Integration den Zargnuenwinkel: 
_ 2 [08 
=; 
Bei einem Ballen mit rectangulärem HDuerſchnit ft e=!/,v, und daher 
x — — 27 9% . 
— F v 


Wäre nun nod) die Breite des Balfens conftant, aljo v—b, fo hätte man: 


= 5 (8.253), daher: 


„= nV: und 
27. yı ra I. Vlover Con., 


T 
alfo, da für 1, «a ⸗ Null und folglich Con. — I va .2avı iſt, 


a = 


Seht man nun noch « — une fo erhält man: 


o0y= .— 7 (VI— Vz) 0x, 
und daher die va —— 
„- ZN @vi- YuaVa) = a2 Ylvi Vo) 
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Fir z — 1 geht y in a über; es ift alfo fir biefen Hall bie Größe ber 








Durdpbiegung: 
a = */ Ta 
= "En 
T 6. Pi 
Noch iſt PI— bhI-—, oder 7 — —— Sm baher ergiebt ſich enblih 
die Durchbiegung : 
__8PlW% — 2. 4 Pl 
Me 97) ee 5177 


d. i. 2 mal fo groß als bei dem parallelepipedifchen Balken von ber Breite 
b und Höhe h (vergl. 8. 227). 
Wirkt die Kraft in der Mitte des Körpers, während der Ballen an den 


beiden Enden aufliegt, fo ift naturlich ftatt P, — R ‚und ftatt 7, — > einfh 
ren, und es fällt natürlich) 


d. i. ſechszehn Mal kleiner aus als bei einfeitiger Wirkung der Kraft. 
Bei einem Körper von gleichem Wiberftande mit triangulärer Bafit 
wie Fig. 408 barftellt, ift die veränderliche Breite u — z b, und 
uh? _, __bh’x 


wegen 








daher der Krümmungshalbmeiler r — nn = conftant, alfo bie Bie 


gungecurve ein Kreis, und die entiprechende Bogenhöhe 
_ RB _6PpR _, AP» 


— 2r bRE " bAE’ 
d. i. 8, mal jo groß als bei dem parallelepipebifchen Balken. 


. 256 Biegung der Metallfedern. flörper von gleichem Widerftande, ſowie 
auch folche, welche ſich nad) einem Kreiſe biegen, kommen vorzüglich bei den 
Stahl» und anderen Metallfedern in Anwendung. Die Federn, melde zu 
ben fogenannten Federdynamometern verwendet werden, beftehen aus bem 
feinften Stahl, haben bei einer Ränge von !/, bi8 1 Meter eine Breite von 4 bit 
5 Gentimeter und in ber Mitte eine Dice von 8 bis 21 Millimeter. Sie bilden 
Körper von gleichem Widerftande, haben alfo ein aus zwei Parabeln zufam- 
mengeſetztes Yängenprofil (ſiehe $. 253). Um die Wirkung berfelben zu erhöhen, 
wird jedes Federdynamometer aus zwei ſolchen parabolifchen Federn, 
wie AA, BB, Fig. 418, zufammengefeßt, welche an den Enden durch 
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Gelenle AB, AB verbunden werben. (5. Morin’s Legons de Mécoa- 
niques pratique, Rösistance des materiaux, No. 198.) Diefe Dynamo» 

Fig. 418, meter meflen die an der Faſſung D in 
der Mitte der einen Weber angreifenbe 
Kraft P durch den Weg s des Punktes 
D, welcher natürlich gleich ift der Größe 
der Durchbiegung beider Federn zufammen. 
Nun ift aber nach dem Obigen: 





= pda 
bh®?E’ 
daher hat man hier 
s—= 2a = Pr 
bRE’ 


und folglich 





P=(%) h’E 
die bem Zeigerwege s entfprecjende ER nkraft der Feder. 

Bei einem PVerfuche an einem ſolchen Inftrumente, deſſen Yedern folgende 
Dimenfionen hatten: db —= 0,05, k = 0,0211, T = 1,0 Meter, fiel bei 
der Laft P —= 1000 Kilogramm der Zeigerweg s — 9,7 Millimeter aus; 

daher ift für diefes Dynamometer der Coefficiemt 
bRE _P _ 1000 
a» = 7 — 103,09, 
und fur andere Fälle 





P = 103,09 s Kilogramm 
zu jegen, wenn s in Millimetern angegeben, oder die Zeigerfcala in Milli 
meter eingetheilt ift. 
Wenn man ftatt der parabolifchen Federn trianguläre Federn von 
gleichem Wiberftande (f. ig. 408) anwendet, fo ift 


8 6PP 
er AF daher 


Pi, —E ) 


alſo um ein Drittel größer als bei dent Dynamometer mit parabolifchen Federn. 


Wagenfedern follen mit einer großen Biegſamkeit ein großes Trag- 
vermögen verbinden, wogegen die geuaue Kenntniß der Beziehung zwi⸗ 
den P und a nicht nöthig ift. Aus diefem Grunde fegt man dieſe 
Federn oft aus über einander liegenden einfachen Federn zufammen. Befteht 
die zulammengefette Feder aus n über einander liegenden parallelepipe- 
diſchen Einzelfedern, fo ift bei der Breite d, Dice % und Länge I der» 
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felben die Höhe des Bogens, welche der Kraft P am Ende A ber ganzen 


4P® 
Feder entſpricht: a — Eon und die Tragkraft 
P= nr 2 — , daher auch 
T 2 a Tı 
=’; eat, 


BDefteht die ganze Feder ACD, Fig. 419, aus n triangulären ein: 
ſachen Federn, jo hat man 


6PIs bh? T 
| ze Me Fun 
unverändert bleibt, daher 
a— LE sa — 4. 
=E®W I Eh 


Es wächt alfo in beiden Fällen da8 Maß 7 der Biegſamkeit mit den 


Verhalmiſſen 5 und —* und iſt daher auch ebenſo groß wie bei einer ein⸗ 
fachen Feder von der nfacdyen Breite (nb). 
Fig. 419. 





Um an Material zu erfparen, legt man Febern von verfchiedenen Längen 
über einander und formt fie fo, daß fie fich bei Einwirkung der Kraft P am 
Ende A der ganzen Feder nad) Kreisbögen von ganz oder nahe gleichen 
Halbmeflern krümmen. Die Kraft P biegt das unterfte trianguläve Stüd 


AA, der ganzen Feder ABH, Fig. 420, deflen Länge — —if,nad einem 


Kreisbogen vom Halbmeffer r — n — nn 5 und damit das übrige paralle 


lepipedifche Stüd der unteren Feder ebenfo gebogen werde, ift nöthig, daß die 
jelbe in A, mit ber Kraft P auf bie folgende Feder drücke, weil dann da? 
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Biegungsmoment dieſer Feder gleich iſt dem Momente = eines Kräftepaares 


(P, — P) mit der Armlänge — Bei der zweiten Feder, welche um L 
kürzer ift als die obere, wieberholt ſich das Biegungsverhältniß der erfteren Feder; 
diefelbe biegt fich ebenfalls nad dem Krümmungshalbmefler r — ar. =, 
wenn das Endftäd A, A, deilelben triangulär, und das übrige Stüd 
parallelepipedifch geformt ift, und wenn es in A, mit ber Kraft P auf bie 
dritte Feder drückt. Ebenſo ift e8 mit der dritten Feder A, @ D u. ſ. w., bis 
zur legten Feder, bei welcher das parallelepipebiiche Stück ganz fehlt, und 
welches in Folge der Kraft P am Ende ebenfalld nad) dem obigen Halb» 
meſſer 7 gefriimmt ifL Die ganze Bogenhöhe diefer zufammengefeten Feder 


12 6 Pl? bh? I 
ft a 3, = z Bw und die Tragkraft P=n 75 ‚ daher bleibt 
TE» IT Eh 


Es find alfo hier bie Biegungsverhältniffe genau diefelben wie bei dem 
Federwerke, welches aus lauter gleichen triangulären Einzelfedern zuſammen⸗ 
geſetzt ift; auch läßt ſich leicht nadjweien, daß beide Federverbindungen eine 
gleiche Dienge von Material erfordern. 

Es ift Übrigens nicht nöthig, die Federenden genau triangulär zu geftalten; 
man Tann daflir auch jede andere Form von gleicher Krlimmung anwenden, 
3. B. denfelben eine conftante Breite b und im Abſtande z vom Ende A 
die Höhe 


y=mh — geben. 


Eine ſolche Doppelfeder ftellt Fig. 421 dar. Hier ift natürlich die ganze 
Fig. 421 


227 





Tragkraft 2 P, übrigens aber die Länge I nicht von der Mitte, ſondern von 
den Enden BD, BD der Faſſung aus zu meſſen. 
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Anmerkung. Ueber die Wagenfevern ift nachzuleſen: F. Reuleaur, bie Con⸗ 
firuetion und Berechnung der für den Mafchinenbau wichtigſten Federarten. Bin 
terthur 1857; ferner Redtenbacher: vie Geſetze des Locomotivenbaues, Mannheim 
1855, und Philips: Memoire sur les ressorts en acier etc. in den Annales 
des Mines, Tome I, 1852. 


Drittes Capitel. 


Die Wirkung der EchubsElafticität bei der Biegung und 
der Drehung der Körper. 


Die Schubkraft parallel zur neutralen Axe. Bei einem Körper, 
welcher bloß der Zug⸗ oder Drudfraft ausgefegt ift, werben die Grundflächen 
AC und BD eines Körperelementee ABCD, Fig. 422, von entgegen: 


Fig. 422. 


-P 





geſetzten und ſich das Gleichgewicht Haltenben Kräften P, und — P, ergriffen, 


"während die Seitenflähen AB und CD deſſelben frei von äußeren Kräften 


Fig. 428. bleiben, da die benachbarten 
Körperelemente diefelbe Aren: 
ſpannung erleiden wie das ge 
dachte Element A B CD ſelbſt. 
Anders ift es aber tei einem 
der Biegung unterworfenen 
Körper, wo auf ber einen 
Seite AB des Elemmtel 
ABCD eine Spannung flatt- 
hat, welche der auf der aw 
deren Seite C.D deſſelben ent 
gegengefegt ift, und in Folge 
/ der feitlichen Cohäſion in AB 
* a und CD das Element ABCD 
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von einem Sräftepaare ergriffen wird. Am ftärkiten tritt dieſes Kräftepaar 
bei einen ın ber neutralen Are befindlichen Elemente hervor; da hier das 
Stüd des Körpers auf ber Seite 4 B bloß einer Ausdehnung, und dagegen 
da8 auf der Seite CD nur einer Compreſſion ausgeſetzt ift. 

Iſt 8 bie Spannung einer Faſer in ber Entfernung e von ber neutralen 
Are, bei dem Duerfchnitte Eins, fo find die Spannungen in den Theilen 
F,, F3, F3... des ganzen Körperguerjchnittes, welche um z2,, #2, 2... DON 
der neutralen Are abftehen: 

Bm; 
e 


dım 8, F% Su. f. w., 
e e 
und es folgt die une Spannung im Querſchnitte A Hr + Fı +---, 
8 
—-. )=7#(F2). 


Iſt nun FR + F} +» der Theil des Querſchnittes auf der einen 
Seite ber neutralen Are, fo giebt auch Q die ganze Spannfraft auf diefer 
Seite ber neutralen Are an. Die Spannung auf der anderen Seite tft ber 
Theorie des Schwerpunftes zufolge (vergl. $. 215), der erfteren der Größe 
nach zwar gleich, aber der Richtung nad) men 

Pxe 


Uebrigens hat man nach 8.235, S—= — atjo 2 == = ‚ daher folgt 


ah Q— ha F. .. . .). 


In einem Querſchnitte, welcher um AB —= x; vom erſteren abſteht, iſt 
die Spannung 


P(x— 

4 = Pen), Ant): 

daher ergicht fic, die ganze Kraft, mit welcher das Stück ABE über 
AB fortzugleiten ſucht: 


2 — Qi = ZT Aat+rnt ). 


af num bo die Breite des Duerfchnittes in der neutralen Are, fo folgt 

daher die — längs einer wincheneinheit in dieſer Axe: 
PZ(F 

= 2 - = men +R2+')= a 

Damit fich daher der Balken längs der neutralen Are durch Abfchieben 

nicht trenne, ift X, — dem Feitigfeitsmobul X zu feßen, und damit er bier 

jelbe Sicherheit gegen dieſes Abſchieben befite, wie gegen das Zerbrechen, if 
ndtbig, daß X, böchftens ben Tragmodul 7’ erreiche, daß alſo 
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pP bo WT 
T= J oder P= — 


b= ur Z (Fe) fi 


Uebrigene iſt & F 1. aut = Fısı —= Fy8,, wenn F, und F, die 
Inhalte der zu beiden Seiten ber neutralen Are liegenden Theile des ganzen 
Duerfchnitts F= Fi + Fr, und si, 5 die Abftänbe der Schwerpunite 
diefer Theile von der neutralen Are bezeichnen. 

Für einen Ballen mit rectangulärem Querſchnitte F—=bh hatman 
_bhh dm bh? 

Z(Fe)=F;sı —2'7 = “_ W= — 13 — und I, =b, daher 
P=t,bTwm b—=b— !ı — —— 


2 
Fir einen Träger mit kreisfförmigem Querſchnitte F= * iſt 


da der Schwerpunkt des Halbkreiſes um * d vom ee abfteht, 
ad? 2 


2 —ı_..1—- * 
Z(Fe)=F,rsı 3 37 d= —-, ferner nad $. 232, 
= mn=a daher 

dꝰ = - 
P= a 7* Is FT und 


pP 
4 V-=- | 
4 1,3808 V 5 


Ebenſo ift für einen Träger mit elliptifhem Querfchnitte F=zab, 





. ‚, _ ra®b nab 2 
da bier W — — Fi s 81 = 9 7 .2,0—=?,a?b und =?) 
4 P P 
i — 3 — —— — — ⸗ 
fl, P= ?,rabT, oder b 577 0,4244 77 


Endlich hat man einen hohlen parallelepipediſchen Träger mit 
dem Querjchnitte FF — bh — bı hı (Big. 354, $. 228) 
bh? — b, h? bh® — bh? 


F,sı = 8 ‚W= mu und b, =b — bi, daher 
pP 2,0 ZW Or —um)T 
bh? — bh’ 


Die Shuiteft X nimmt ab, je mehr die Flach⸗ derſelben von der neu⸗ 
tralen Are abſteht, und geht zuletzt am Umfang des Korpers in Null über, 
wo der Abftand von der neutralen Are feinen größten Werth e erreicht hat. Die 
Größe der Schublraft X in einem gegebenen Abftande OB — A, von br 








$. 258.] Die Wirkung ber Schubs&lafticität ꝛc. 479 


neutralen Are des Körpers MN, Fig. 424, giebt die oben gefundene Formel 
_PZ(Fz) 
bo W 


X—= ebenfall$ an, wenn man ftatt Z(Fe) die Summen ber 


Fig. 424. Producte Fi 21, Fa£.... für 
die auf der. einen Seite von 
ABCD liegenden Tlächen- 
elemente F\, Fa ..., fowie ftatt 
bo die Breite b, ber Fläche bei 
dem gegebenen Abftande A, 
einfegt. Die Summe der 
Producte Fu un, Farı Zuzı 
auf der anderen Geite ift 
übrigens gleich der Summe 
der Producte Fi 21, Fr £&...., 
weil die Producte derjenigen 
Tlächentheile zu beiden Seiten 
der neutralen Are, welche bis 





zu + Ah, reihen, ſich gegenfeitig aufheben. 
3. 2. für einen Träger mit rectangulärem Querſchnitte ift für die Mitten 


zwifchen der neutralen Are und den Endflächen, aljo im Abftande 2 von der 
neutralen Are: 

E(F)— As — 27 h— "Ya bhr, 
daher die Schubfraft : 


ST: 
“12 


während fie in der neutralen Are die Größe X, — +; — hat. 


Die Schubkraft in der Querschnittsfläche. So wie fid) bie 
Drud- oder Zugfräfte der Endflächen eines Balfenelementee AB CD, Fig. 
424, das Gleihgewicht halten, ebenfo find die zwei Kräftepaare bildenden 
Schubkräfte defjelben mit einander im Gleichgewicht. Iſt nun & die Länge 
AB, fowie & die Höhe BC de8 Elementes, jo hat man die Schubfräfte 
lüngg AB und CD, EX und — EX, fowie da8 Moment des von diefen 
Kräften gebildeten Paares: EX. — E5X; und ebenfo die Schubkräfte 
längs BU und DA, $Z und — 8 Z, fowie da8 Moment des von denfelben 
Kräften gebildeten Baares = $Z.&E — E5Z; und e8 ift folglich zur Er. 
haltung des Gleichgewichtes nöthig, dag EELXL—PE Z, d.i. dag X—Z fei. 


8. 258 
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Es ift alfo auch) die Formel X — en auf bie Beſtimmung ber 


Schubfraft Z längs der ganzen Querſchnittsfläche anwendbar. Sie 
iſt z. B. für einen Balken mit rectangulären Querjchnitte, bei einem Quer⸗ 


fchnittselemente in der neutralen Are, — */, —, und in einem fnlchen, 
welches + !/, h von ber neutralen Are abfleht, — °/, = u. |. w. 

Die Summe der Schubfräfte längs des ganzen Duerjchnittes muß natih- 
lich glei) fein der Kraft P, oder wenn mehrere Kräfte rechtwinkelig gegen 
die Ballenare wirken, gleich der Summe Z(P) diefer Kräfte Dies läßt 
ſich auch wie folgt nachweiſen. Theilt man den größten Abſtand e ber 
Querſchnittselemente von ber neutralen Are in n gleiche Theile, fo kam 
man ſich den Querſchnitt auf der entiprechenden Seite der neutralen Are 


h 
aus den Streifen di 7 b, 3. * u. ſ. w. beſtehend denlen, welche in 
Hinſicht auf die neutrale Axe die Momente 


(#) ,28,(#), . 
haben, deren Summe — (2) bb +2 +3, +45, +.) 


In Hinfiht auf die Are, welche um ng von ber neutralen Are abſteht, if 


diefe Summe der Momente von den Flächenelementen außerhalb diefer Are 


— a +30, +45 +--). 


n 
ferner in Hinſicht auf die Are im Abfande 2 iſt fie 
‚ —(#) (2 +4b,+- Juf.w 
1, 3 4 - 1 W., 


und baher ift die Summe aller diefer Summen, bi8 zum Wbftande e 
gegangen: 


-() m +@+9+@+354+9 +] 
—X 
*6) (12.5 +2. +32. +... +ntb). 


Es folgt nun die Summe aller Schubkräfte längs des Querſchnites auf 
einer Seite der neutralen Me: 
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RA= zn) nl) (t)+- 


— a: mal die zulegt gefundene Summe 
(art +) 


Aber es ift auch das Maß des Biegungsmomentes für dieſe Querſchnittshälfte: 


— [ [[— (>) +, (2%) + + | 


(+) (12.65 +22. 432.6, +.--+n2.b,), 
daher folgt die gejuchte Schubkraft längs diefer Fläche: 


Ebenfo findet man auch für die Duerjchnittshälfte auf der anderen Seite 
von der neutralen Axe die Schublraft R, — — 2, und e8 folgt fo ſchließ⸗ 
— —— 





lich die Schubkraft des ganzen Querſchnitts, A — 


weil das Biegungsmoment W bes ganzen Querſchnittes gleich ift der 
Summe W, + W; von den Biegungsmomenten W, und W, ber beiden 
Theile defielben. 


Maximal- und Minimalspannungen. Aus ben verfcjiedenen 8. 200 
Spannungen in einem Duerjchnitte des gebogenen Körpers laſſen ſich nun 
auch durch gewöhnliche Kraftzerlegung und -Zufammenfegung die Spannun- 
gen in jedem andern Schnitte defjelben beflimmen. Um die Spannungen 
eines Flächenelementes A C, Fig. 425, zu finden, deſſen Ebene um den ver- 
Fig. 428. änderlichen Winlel BAC —= Y von der 
Längenare bes Körpers abweicht, zerlegen 
wir die Spannungen in den Projectionen 
AB und BC diejes Flächenelementes in je 
zwei Geitenfräfte, wovon bie eine in ber 
Ebene von AC umd die andere rechtwinfelig 
gegen A C wirkt, und vereinigen bann bie 
Seitenfräfte in A C zu einer einzigen Schub» 
fraft, jowie die Seitenfräfte, welche recht⸗ 
winkelig gegen AC gerichtet find, zu einer 
einzigen Zug⸗ oder Druckkraft. Bei der 
Ä Breite Eins der Flachenelemente AB, BC 

Beisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 81 
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und AC, ift die Schubfraft längs AB, — AB.X zu fegen, und in die 
Seitenfräfte AB.Xcos.d und AB.X sin. Y zu zerlegen; und ebenfo 
die Schubkraft längs BC,—= BO.Z=BC.X zu fegen, und im bie 
Seitenfräfte — 

— BOC.Xsin.v und PG. Xcos. v zu zerlegen. 

Dagegen giebt bie Zugkraft BO.Q = BC. 7, welche reitminfelg 
gegen BC gerichtet ift, die Seitenträfte BC. Qcos.y und BC.Qsin.v, 
und e8 folgt nun die ganze Schublraft längs A C, bezogen auf die Einheit 
der Fläche: — 

VS GCIR. X. cos. + BO.Xsin.y + BC.Q cos. 9): AC, 
jo wie die Zugkraft rechtwinkelig gegen 40, pro Wlächeneinheit: 
V—=(AB.Xsin. + BC.X cos. +BC. QOsin.Y):AC. 
Nun ift aber * — c08.% und 7 = sin. %, daher folgt aud) 
U= X (cos. 9)? — X (sin. d)? + Qsin.Y cos. v umd 
V”=2X sin. cos. + Q (sin. y)?, oder, ba 
(608. %)? — (sin. Y)? — 008.2 umd 2sin. V 008. dp — sin. 2% if, 


U=Xcos.2% +1, Qsin.2% — Xo.20 +52 sin. 2 v. 
und 
V=Xsin.2% + Q (sin. )!? = Xsin. v + Se (100620) 


Natitrlic) geben die Spannungen der Flächen AD und CD, welde in 
Bereinigung mit ben Flächen AB und BC das Körperelement ABCD 
völlig begrenzen, gleiche und entgegengefegte Schub- und Zugkräfte. Dagegen 
ift fir ein folches Körperelement auf der Drudfeite von der neutralen Axt, 
Q negativ, und daher 


U—=Xc0.2%— hs Qsin. 2X 0.29" sin. 2 V, und 


V XSin. V — %Q(l— 008.2 Y%)=Xsin. 2 — = 1029) 


Um nun diejenigen Werthe des Neigungswinkel® % zur finden, bei welchem 
ſowohl die Schublraft U als auch die Normalfraft 9 zum Mlarimum oder 
Minimum wird, fegen wir ftatt 2%, 2% + m, wo gu einen fehr Heinen 
Zuwachs von 2 % bezeichnet, und machen dann bie Bedingung, daß dadurch 
der entjprechende Werth von U oder V nicht geändert werde. Für 

U=Xcos.2% + 1; Qsin.2Y, erhält man fo einen zweiten Werth 

U=X008.(2% +0) +1, Qsin.(2% + u) 

— X (cos. 2 Y cos. u — sin. 2 Y sin.) + Ys Q (sin. 2 V cos. u 
-+ 008.2 Y sin. u), oder, da cos.u — 1 gefegt werden kann: 
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U, —=X 082% + 1, Qsin. 2% — (X sin. 2 d — 1/2 008. 2%) sin.u 
wenn man nın U; — U jegt, fo muß X sin. 2y — 1, Qcos.2Y = 0 
und daher 





sin. 2y — * cos.2 V, d. t.: 
tang. 20 = = —* ſein. 
Auch folgt hiernach 
Q Sz 
. 2 —— ——— I — ç — —t—, w 
ein. 20 V ſvpowie 


c08.2Y% = 2x — —— 28x— 
— — 
und endlich der geſuchte Maximalwerth der Schubkraft U: 
2X? +1,g8 a-\/@y x x. 
Um = I —— — Ya Q); — _— 
VgQo!:+4X° (Ya 9): +22 (2 + X, 
In der neutralen Are it O — 0, daher U, — X,, und tang. 2 YO, 
d.i. 2% — 0 und 180°, oder Y — 0 und 90°; für die entferntefte Faſer 
ift dagegen XX0, und ze, daher U,, —* — * 
alſo 2y = 900 md Y — 45 Grad. 
Bon der neutralen Are allmälig bis zur äußerften Safer gegangen, ändern 
fich folglich die Neigangswinfel für die Marimalfpannungen allmälig von 
O und 90 Grad in ſolche von 45 Grad um, und geht die Marimalſpannung all» 


mälig aus X, in 2 über. 


und tang. 2y = wm, 


Damit diefe Spannung nicht größer als die nach der Formel 8 — I? 
zu berecnende und dem Tragmodul 7 gleichzufegende Arenjpannung S 
ausfalle, muß folglich X, höchſtens — S, oder vielmehr 

P2Z(Fe) Pxe . Z(Fe) 
uw mw. + 


Sest man ebenfo n V = X sin.2 U + 2 1 — 00.29), 9 + 








<xe fein. 


ſtatt % ein und nimmt auch wieder cos. u —= 1 an, fo erhält man: 
VYı =X (sin.2 Y cos. w 4 008.2 Y sin.u) + 320 — cos. 2 V c08. U 
+ Sin. 2 U sin.u) = X sin.2% + 20 — cos.2 %) 
+ (Kenn 2y + X sin. 2 Y)sin.y 
31” 
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und damit nun Y auf ein Dlarimum oder Minimum von 9 führe, muß 
VI P, alſo X cos. 2 % +8 sin.2 9 — 0, d. i.: 


tang. ug = — ze, fowie 


sin. 2Uv — + — und Be een fein 


Das eutlpreerhe Minimum von V y 
n en — — go 
 VQ+ıx 5* VQ: + 3 ($) +& 


EV) 


und dagegen das des DRerimum 
— 2? .,0 ._% ._\_Q Q\? 
"eygrim 2 ( ya =,+ V@) + 


Zu ACaE: 


Es ift zu won daß m —— gleich dem Tragmodul 7 gleich alſo 
—A + X<T fe 


Sn der neutralen Are ift Q — 0, daher tang.2 — — o, alſo 
2% = 270°, und d» —= 135 ober 45 Grad, mb 9, — — X,, dagegen 
Ya + Xo; in der entfernteften Safer ift dagegen X = 0, und Q=S, 
baber tang. 2% — 0, aljo 2% — 0 oder 180%, und Y — 0 oder 90°; 
und 9%, — 0, dagegen 9. — S. Bei den gewöhnlichen Balken oder Trä- 
PZ(F:) bis 

bW 





gern wächſt alfo die Darimalfpannung V, allmälig von X, — 





S= — ‚ während man von der neutralen Are aus allmälig bis zur 
äußerften Faſer fortichreitet. 
a" ne 
Für einen parallelepipebifchen Balken it Z (Fe) = —, W= 


bp = b und e — 5, daher find bie Grenzwerihe X, — 7, —— am 


S= — allgemein iſt aber 
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Bat). 


2 u u d _12 Pas 
2W = -- e bW’ 


even @ Nenn 


Va zops la + Vart@/DeRR], um für æ — 0, 


9P 
som" ſ. w. 

Iſt ein folder Ballen AB, Fig. 426, an einem Ende B eingemauert, 

jo laſſen fi) die Richtungen der größten und leinften Normalfräfte 9 und 

Fig. 426. V, duch zwei Linienſyſten. bdarftellen, 
welche bie neutrale Are unter 45 Grab 
und die Endfafern ſowie audy fich felbft 
unter 90 Grad fchneiden. Die Euren, 
welche unten concav find, entjprechen den 
Zug⸗, dagegen diejenigen, welche oben 
concad find, den Drudkräften. Die 
fteileren Enden einer jeden Curve ent- 
fpredhen den Minimal, dagegen bie 
flacyeren Enden den Marimalfräften. An den Enden bei D und D, find 
diefe Spannkräfte zu Null geworden, wogegen fie an den Enden C und C, 
den allergrößten Werth haben. 

Einfluss der Schubfestigkeit auf die Tragkraft der Balken. $. 26 
Die Tragfähigkeit eines Balkens forbert nicht allein, daß die Spannung 
Ss— = inderäußerften Safer, fondern auch, daß die Schubkraft X,— —— —* 
in der nentralen Are den Tragmodul 7 nicht übertreffe. Welche Domente in den 
gewöhnlich vorfommenden Fällen ftatt Px in dem Ausdrude für S einzufegen 
find, ift im vorigen Capitel vielfach gezeigt worden; e8 bleibt daher nur nod) 
anzugeben übrig, welche Kraftwerthe man in den gewöhnlich vorfommenden 
Fällen ftatt P im Ausdrucke für X, einzuführen hat. 

Wenn der Balfen an einem Ende feftgehalten und am anderen Ende von 
einer Kraft P ergriffen wird, fo findet P in der Formel X, —= — 
feine unmittelbare Anwendung; trägt aber der Balken außerdem eine gleich⸗ 
mäßig vertheilte Laſt, welche pro Rängeneinheit die Größe q hat, jo ift in 


X — 
daher: 


Va = 
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biefem Ausdrude ftatt P, P + gx, und insbefondere P + yL einzufeßen, 
wenn es darauf anfommt, den größten Werth von X, zu beftinmen. Liegt 
dagegen ber Balken an beiden Enden frei auf, und trägt in den Abftänden 7, 
und , —= j — 1, von den Siuepuntimn eine Laſt P, fo iſt für das eine 


Baltenftüd 2 P, und fiir das andere 7P ftatt P in die Formel für X, 
zu fegen, um die Schubkraft in ber nerdrelen Are zu finden. Iſt dagegen 
biefer Ballen mit q7 gleichmäßig belaſtet, fo trägt jebe Stüge I umb es if 
die Schubkraft P des ganzen Balfenquerfchnittes an einer Stelle, welche um 
x von einem Stüßpunfte abweicht, P = q (2 — 2). Diefelbe fällt in 


der Mitte, wo x — n ft, Null aus, wird nad) dem Ende immer größer 
und größer, und ift an den Stügpunften, P = 9 


Trägt der an beiden Enden frei aufliegende Balken nur theilweiſe eine gleich⸗ 
mäßig vertheilte Laſt, welche den Theil c feiner Ränge einnimmt, während ber zweite 
Theil U —c unbelaftet bleibt, fo tragt der Stützpunkt des erſten Theiles von ber 
ganzen Laft ge den Theil ge ( 1— er und der des zweiten den Theil — 9 
und es iſt die verticale Schubkraft in dem Abſtande z vom erſten Step 


wer ı(-&-2) 
Diefelbe hat für 2 c, die Größe — —, - , weldhe fie auch in den Abftänden 


© > c behält. Bedeckt die Laſt gerade die eine —— ft aloc — 2 ‚jo 
hat man 


_ „(3% _Ii,»__ı«a | 

P=4(2 2), alfo fr a= 5, P=— U. 

Wenn endlich der Balfen AB, Fig. 127, eine auf die ganze Ränge / dei- 
Fig. 427. felben gleichmäßig vertheilte Laſt 


pl und eine auf die Länge A C 
— ce gleihmäßig vertheilte Paft 
qc gleichzeitig trägt, fo. find die 
Drüde in den Stnepunter 


ag tale 97 





und R, = + 7 und ee 
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folgt die verticale Schublraft im Abftande AO — x vom Stiigpuntte A: 


—& 4 a(ce— Ve 


Diefelbe nimmt fir 2 —c den Werth p (£ — e) — * an und radt in in 
Abfländen x > c, 
2 
+ _yi-)=— znıe + pz an 


Die verticale Sqhubtraft P= p (5 — )_ ge in C ift = Null 


fur c2 + 2-8 vi. 


= (-2+ V@'+2): 


Iſt überhaupt an einer Stelle des Balkens die Schubkraft P=R— qz 
fo Hat man das Biegungsmoment bafelbft: 
_ 1 _q42 (2R _ )- 
M= Ri >=, 7 x 


Daffelbe ıft aber für x — — — .dbifltıo = r ein Marimum, wo- 


bei P— 0 ausfällt; e8 nimmt alfo das Viegungsmoment eines Trägers an 
derfelben Stelle den Maximalwerth an, wo die verticale Schubkraft — Null iſt, 
und e8 giebt daher im vorftehenden falle c diejenige Länge ber Belaftung g c an, 


bei welcher bas Moment E +gq (e — 9 — e— eroe zum 


3 
Marimum, und zwar — er De 


Diefe Formeln finden ihre Anwendung bei Brüdenträgern, wo dann ye 


die Größe der mobilen Laſt bezeichnet. 
2 PZ(Fe) . 
Die Schublraft X, — — iſt beſonders noch bei Körpern von 

v 


gleihem Widerftande zur beritdfichtigen, welche nach bem Obigen ($. 253) 
ohne Rüdficht auf diefe Schubkraft an mandyen Stellen einen unendlich Meinen 
Querſchnitt erhalten könnten. 3.2. bei dem parabolifchen Träger in Fig. 406, 


1 
Qu =-T= %. ‚ar ‚ und daher der nöthige Querſchnitt an jedem 
070 


Ende: Fo = bh =? 2, wo Tden Tragmoduldes Abſchiebens bezeichnet. 


wird. 


Einfluss der Schub-Elasticität auf die Gestalt der elastischen $. 26 
Linie. Es ift nun noch zu unterfuchen, welchen Einfluß die Schub⸗Elaſti⸗ 
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cität auf die elaftifche Linie oder die Geftalt der neutralen Are eines be 
laſteten Balkens AB, Fig. 428, hat. Nach der Formel P= ı FC, mw 
C den Mobul der Schub-Elafticität und F' den Querſchnitt des Ballkens be 
zeichnet, ift die durch die Schubfraft Hervorgebrachte Neigung des Balken 


dig. 428. AB, ı = ae, und daher bie entiprecdende 


— —— Senkung des Balkenendes A,, bei ber Länge 40B 
o= I des Balfens: 
2,7 Kl __ PIE(Fo 
AA = =ıl= 0 — b, WC 
Hierzu fommt num noch die Senkung A, A=«. 
welche aus der Biegung bes Balkens hervorgeht, und welche nad) $. 217 bie Größe 


hat; es ift daher die ganze Senkung oder Durchbiegung des Bal- 








4 — 
tens: 


— — _ Pi /(Z(Fe) =) 
— (ho +35 

3 
Für den parallelepipedifchen Ballen ift d, —= b, Z (Fe) = ni und 


b’h® 
w= 2 ; daher 


4 pls E [h\: 
a | +’ (%) | 


oder * — 3 angenommen: 


C 
4 pP! h\2 
tr] 
4 pı3 

3.2. fir! = 10%, folgt a —= 1,01125 ya, wenn alfo der Bal- 
fen nur 10 mal fo lang als did ift, fo ift feine Senkung am bie 
fteten Ende in Folge der Schubkraft im Vergleich zur Senkung durch die 
Biegung fo Klein, dag fie in gewöhnlichen Fällen außer Acht gelafien werden 
kann. 

Um die Elaſticitätsmodel eines Balkens AB zu ermitteln, belaftet man 
denfelben ein Mal durch ein Meineres Gewicht P im größeren Abftande I. 
und ein anderes Mal durch ein größeres Gewicht P, im Heineren Abſtande 
I, vom Stügpuntte B, und beobachtet die entjprechenden Bogenhöhen a md . 
G ber Länge I des Balkens. Es ift dann 

__ PIE(Fo) , Pu 
= wo *3wE" 





nd 
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PılZ(Fe) P, 1? Pilt ¶ -) 


a= „wc T3ws+ awE 


Um C zu eliminiren, dividiren wir die erfte Gleichung durch P und die zweite 
dur P, , und fubtrahiren dann beide Gleichungen von einander. Es folgt 
auf diefe — 


a_ u EM ern fF — 1 ELSE 
P P, 2 WE 2 6 
und daher der — der Zug- und Druckkraft: 
PP, ( u e — 
Eon 431 


Mit Hülfe dieſes Ausdruckes und ber Formel A a beftimmt fi) nun der 
Elafticitätsmodul der Schubkraft durch die Formel: 


Pl 32(Feo)E 


— (fe 


do 3WEa— PR 


Drehungselasticität. Bei ber Theorie der Drehung oder Torfion $. 262 
eine® Körpers (f. $. 202), können wir wieder den Yall, daß ein Körper 
HCDL, $ig. 429, an einem Ende feftgeflemmt ift, zu Grunde legen, 

Fig. 429. müſſen aber, um feine zufam- 
mengefeßte Formveränderung zu 
erhalten, annehmen, daß er am 
freien Ende von einem Kräfte: 
paare (P, — P) ergriffen werde, 
beifen Ebene AH B mit der 
Umbdrehungsebene der Are CD 
zufammenfält. Denken wir 
uns den Körper wieder aus 
lauter Rängenfafern, wie 3.82. 
HK zujammengefegt, und neh⸗ 
men wir an, daß in Folge der 
Torfion diefe Fafern eine ſchrau⸗ 
benförmige Lage annehmen, 
wobei 3.8. HK in bie Lage 
L K tommt, und die ganze Endfläche eine Drehung um den Winkel HCL 
— «— erleidet. Wenn hierbei die Faferftüde A, Kı, HK, u. |. w. 
von der Länge Eins ımd den Querfchnitten Fi, F, u. ſ. w., bie 
feitlihen Berfchiebungen H, L, = 01, H, Is — 6, u. |. w. erleiden, fo 
laſſen fih bei dem Elafticitätsmobul C, die entiprechenden Schubfräfte 
Ss, — 6 F C, 8 =%F,C uf. mw. fegen. Iſt nun nod der ent- 
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Iprechende Torfionswinfel H, OL = H, OL, = 9, und find bie Ent 
fernungen diefer Fafern von der Are OD des Körpers, OH, =: 
OB; — eg, fo hat man 4, = 92, & = 92..., daher die Kräfte 
Ss — ꝙ OF ei, ®$=9CFR2..., und beren Momente 

S 2 =9pCFe)}, S,2 = pP Che}... 

Die ſämmtlichen Kräfte 9, S,... eines Querſchnittes ZU, OL, halten 
jedenfalls dem Kräftepaare (P, — P) das Gleichgewicht; ift folglich 
a der Hebelarm A B diefes Paares, alfo Pa das Moment deſſelben, fo 
bat man zu jegen: 


PJa=9ı +82 +-:: =9pCFs:’+ 9gChH2 + 
=9o9C0(FRe?+ Fe’ +---). 
Bezeichnet man noch das geometrifche Maß Fi? + Fae2 + - - - des 
ZTorfionsmomentes duch W, fo hat man folglih Pa—=YpCW. 
Nun ift aber der Torſionswinkel fir die ganze Körperlänge CD = |, 
@ — @lı daher läßt ſich auch fegen: 
«CW 


l) Pa= , 





oder Pal=a«aCW, 


und der Torfionsmwintel 


Pal 
) Re 
Man Tann in Mebereinftimmung mit dem Früheren ($. 215), WC dat 
Drebungsmoment, und folglich W das Maß des Drehungsmomen- 
tes nennen, und hiernad) behaupten, daß das Kraftmoment Pa direct 
wie der. Torfionsmwintel und wie das Torſions- oder Drehungt: 
moment und umgefehrt wie die Tänge des Körpers wächſt. 


Das Arbeitsguantum, welches bie Torfion um den Winkel « erfordert, 
läßt fich, da der Weg der entjprechenden Kraft P, «a ift, 
L— P.4 __ 02 WC _ Pa?l 
ıg2 21 2WC 


fegen. Diefe Formeln gelten zunächft nur für prismatifche Körper, bei 





Körpern von anderen Formeln muß man ftatt . einen mittlexen Werth im 


biefelben einfegen. 


Torsionsmomente. Tas Daß W = Fız? + Fy2} -+ --- bes Die 
Bungsmomentes läßt fich nad) einer in 8.225 entwidelten Kegel aus dem Maße 
des Biegungsmomentes fir denfelben Querſchnitt leicht ermitteln. Iſt nämlich 
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W, das Biegungsmaß einer Fläche ABD, Fig. 430, in Hinficht auf eine Are 

X X, und W, dad Biegungsmag in Hinficht auf eine Are YY, welche winkelrecht 
Big. 430. | gegen die erfte fteht, fo hat man 

da8 Maß des Drehungsmomentes 

in Hinfiht auf den Durchſchnitt 

zwifchen beiden Axen: 

W= W, + W.. 

Für einen quabratifhen 
Schaft ober eine Welle mit qua⸗ 
dratiſchem Duerfchnitte ABDE, 
Fig. 431, ift, wenn b die Seite 

AB=DE 
defjelben bezeichnet, nad) $. 226, 
da8 Maß des Biegungsmomentes 
in Hinſicht auf jede der Aren 





xXXw YY: 
bb di 
2er ga 


folglich da8 Maß des Torſionsmomentes: 
b* bt 
Wi + m=25n=7: 
und das Kraftmoment: 
«WC ab a Cdbt 
Pa=—,- = 7 = 01667 


Für einen Schaft mit rectangulärem Querſchnitt (b’%) wäre dagegen 
2 2 2 
Pu — bh(bD2hꝰ) C—0,0833 abh(b? + h’) C 
121 I 
Fig. 431. 











Für eine chlindrifche Welle mit Freisförnigem Duerfchnitte A B, 
Fig. 432, ift, wenn der Halbmefjer CA deflelben — r mißt, das Maß 
des Biegungsmomentes in Hinficht auf eine Are X X oder 7 Y (nad; 
$. 231): 
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W — W; — er 
daher da8 Maß des Drehungsmomentes in Hinficht auf den Urpunft C: 
4 
Ww — 2 M — * 


Wirkt folglich das Umdrehungskräftepaar (P, — P) an einem Amt 
HK — a, ober jeder der beiden Komponenten deſſelben an einem Arme 


CH=CK= ne fo ift: 
«aWcC an! artC 
ı 791 Bros 
Iſt die Welle hohl, und find ihre Halbmefler r, und r,, fo gilt natär- 


lich die Formel: 
_eanx(r — rn) C nor)e 
] 


Pa= 











— (r 
Pa— 97 — 1,5708 « 

In der Regel wird die Torfion einer Welle ABM, Fig. 432, durch zwei 
ſich das Gleichgewicht haltende Kräftepaare (P, — P), (9, — Q) hervor: 
gebracht, und deshalb ift ftatt 7 nicht die ganze Ränge der Welle, fondern nur 
der Abftand CM zwiſchen ben Ebenen, in welchen beide Paare wirken, in die 
Formel einzuführen; es kann übrigens aber gleichgültig fein, ob man das 
Torfionsmoment dem Momente des Kräftepaares (P, — P) oder dem Me 
mente des Kräftepaares (Q,— Q) gleichlegt. Bezeichnet man ben Hebelarm 
HK des Paares (P, — P) durd) a, und den Hebeların N O bes Paare 
(9, — Q) durch d, fo Hat man alfo 

Pu — 0b = Ye 
zu fegen. 

Die vorftehende Theorie giebt uns bei Körpern, welche von ebenen Flächen 
begrenzt werben, von der Wahrheit etwas abweichende Torfionsmomente, weil 
bei ihrer Entwidelung vorausgeſetzt worden ift, daß die Endflächen des Pri% 
mas, welches eine Torjion erleidet, bei ber Torfion eben bleiben, wogegen 
diefelben in Wirklichkeit windfchief ausfallen. Nach den Unterfuchungen von 
Saint-Benant, Wertheim u. f. w. (fiehe Comptes rendus des söances 
de l’acad&mie des sciences à Paris, T. 24 und T. 27, ſowie I’Ingenienr, 
Nro. 1 und 2, 1858, deutjch im Eivilingenieur, 4. Bd., 1858) ift für einen 
quadratifhen Schaft: 

Pa —osıı EL — 0,1402 * 4— 


wobei d die Seitenlänge des quadratiſchen Querſchnittes bezeichnet. 
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Bei Körpern, deren Querjchnittsbimenfionen fehr von einander abweichen, 
fallen die Abweichungen größer aus. 3.3. für ein Parallelepipeb, deſſen 
Höhe A von feiner Breite d vielfach übertroffen wird, find die Abweichungen 
noch weit größer. 

Für einen prismatifchen Körper mit rectangulärem Duerjchnitte von der 
Breite b und Höhe A hat man 





— —bho AV dA? +) 
vw=W+W=75 +75 = 72 daher 
_aWC __abA(b® + RM) C 
Pı= Tr — 127 
. œ bi 
Wenn nun diefe Formel für ı = b, wo Pa = 51 ausfällt, ſchon 


einen Correctionscoefficienten erfordert, jo ift zu erwarten, daß dann, wenn 
h bebeutend von b abweicht, wo jedenfalls die Seitenflächen eine noch grö- 
Bere windſchiefe Berdrehung erleiden, diefelbe nicht mehr die erforderliche 
Genauigkeit gewährt. In der That findet man durch die höhere Analyfis bei 
Beriidfichtigung der windſchiefen Verdrehung: 
pa _ePw C 
5m rmrv 

und es ift nad) den neueren Verfuchen von Werthheim, der erforderliche 
Gorrectionscoefficient im Mittel = 0,903, alfo 





«h?b8 0 æ h3d3 C 
Pa = 0,903 3? + As)1 = 0,301 (+ a1 
zu ſetzen. 
Iſt d jehr Hein gegen A, fo folgt dann 
8 
Pa —= 0,301 a C. 
0 

Giebt man den Torſionswinkel in Graben an, fegt man alfo « — 5 


— 0,017453 40 fo erhält man 


1) für prismatifche Balken oder Wellen mit freisförmigem Quer—⸗ 
Ichnitte vom Durchmeſſer d = 2r, 
axr! an d* an? r“ 7x? d* 
Pal = = — — — — — — 
u FE PET IE 180° 33 © 
— 1,571art C = 0,0982 a dt C — 0,02742 ar C 
— 0,001714 a0 d4 C, und 


2) für prismatifche Balken, Wellen oder Schäfte mit quadratiſchem 
Querſchnitte von ber Seitenlänge b, ohne Rückſicht auf ben Corrections⸗ 
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Pal r 0,1667 ab C 70800 0,00291 «@ 
Umgekehrt ift 
Pal Pal Pal 
a — 0,637 — — 10,18 —— 75 =6 — 0’ forte 
Pal Pal Pal 
o — — — . 
a — 36,4 —— C 583 — MC — 344 CO 


Die Werthe fiir c find aus der Tabelle III. in $. 213 zu entnehmen. 
Hiernach ift z. B 

1) Für Gußeiſen: C = 2700000 Pfund, daher 
Pal — 74000 a rt — 4630 a d+ — 7860 «9 b4 und 











— 0,00001348° — 0,0002161° I 
Pal 
— 0,0001274° 


2) Sir Schmiebdeeifen: C — 8’600000 Pfund, daher 
Pal = 2335800 «’ rt = 14740 «a! d* — 25000 «® b* und 


2X _ 0,0000678 ZEL — 0,00004 I. 


a bt 








3) Für Holz: C = 570000 Pfund, daher 
Pal — 15630 a’rt = 977 ad — 1654 «® bt und 


! al 
0° — 0,0oooeage ZT — 0 0010280 £ Fr — 0,000604 u. 
Beifpiele. 1) Welches Umprehungsmoment Tann ein quabratifcher Schaft auf 
Schmieveeifen von 10 Fuß Länge und 5 Zoll Stärke aufnehmen, ohne eine Toren 
über Y/, Grab zu erleiven? Es ift nach diefer Tabelle: 
4 ⸗ 
Pa = 2500.Y, . TIER — 2500. = 32550 Zollpfund = 2713 Fußpfund. 
2) Welche Torfion erleidet eine hohle gußeiferne Welle von ver Länge JI — 100 
Zoll und den Salbmefiern r, = 6 Zoll und r, — 4 Zoll, durch ein Kraftmemen! 
Pa = 10000 Zußpfund? Es iſt hier: 


fr! _ gi 
Pa = 74000 el — re) j Ts ) 








folglich: 


ou. ta _ 10000 . 12.100 

— 74000 (r? — r}) 74000 (6° + 49) (6° — 4°) 
_ 12000 _ 76 _ Lam 
— 74.52.20 = 481 Grad = 9,35 Min. — 9 Win. 21 St 


&. 264 Drehungsfestigkeit. Iſt bei einem durch ein Kruftepaar (P, — P) 
verbrehten Prisma CKL, Fig. 433, die Schubfraft pro Flächneinheit ein 
einem beftimmten Abftande e von der Are CD, — S, fo hat man bie 
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Schubkraft in einem anderen Abftande z,, er S, fowie deren Moment 


Fig. 4883. 


2? 
— 25 und bei dem Quer⸗ 


und ebenfo find die Momente 
der Schubfräfte für andere 
Duerfchnittselemente Fy, F;..., 
welche um z,, 23 ... von ber 


Are CD abftehen, SF; Er, 





Br 23 u. |. w., und es folgt 


das ganze Drehungsmoment 


des Körpers: 
Pa 7 + re + m} +... 
Ur + Br... )di 


1) Pa= 4, ode Pae = SW, fomie — — IE. 

Führt man nun für -S den Tragmodul T der Schubfeftigkeit und fir 
e den größten Abftand der Duerfchnittselemente von der neutralen Are ein, 
fo erhält man in der Formel 

2) Pae= TW eine Öleihung zur Beitimmung der Querſchnitts⸗ 
dimenfionen , bei welchen der Körper nirgends bis über bie Elafticitätsgrenze 
hinaus gefpannt oder verfchoben wird. Und ebenfo erhält durch biefe Formel 
das Kraftnoment P, a, bei welchem der Körper abgewürgt wird, wenn man 
ftatt S den Seftigleitsmodul X der Schubkraft einſetzt; es ıft 

KW 


3) pP a = — 
Sir eine maſſive cylindriſche Welle vom Durchmeſſer d — 2r iſt 
— h 
Fir Var 525 baher 
8 3 
Pa=" au et — 0,1963 d® T, ſowie 


43 8 
ů. > — 0,1963 d3 K. 
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Iſt eine hohle cylindrifhe Welle von den Durchmeſſern dı — 2rı 
und d, == 275, wo 


W_an—n) 
Fol 27, ift, hat man dagegen 
nn), _rd Fd +4), 
Pa = 1 2 — ’T 
. Ir 0a Ta 
ze (d? — 


wobei F = 4) ‚ den Duerfchnitt des Körpers bezeichnet. 
Für einen prismatifhen Körper mit quadratiſchem Duerfchnitte, 
deflen Seitenlänge — b ift, hat man 


4 
W= — unbe = 11,5 V2 — bV!,, daher 
w 3 3 3 
M"-_—- I und Pa— IL — 0237%#T 


e 6Vıa 3V2 3V2 
6 
Wenn man in der Örundformel Pa — 9 c W aus $. 262,9 = 


—— einſetzt, wobei e die Entfernung der entfernteſten Faſer von der 
Umbrehungsare CD, fo wie ö ben Winkel Z KL bezeichnet, um welden 
dieſe Faſer bei der Torfion aus ihrer urfprünglichen Lage verrüct wird, ſo 
erhält man 

Pae — (0 Wtang.ö; num iſt aber and) 

Pae — 8 W, daher folgt 

S = Otang.d, und es ergiebt ſich, 


T = Ctang. 6, ſowie tangq. d — A 


wenn Ö den Berfchiebungswinfel bezeichnet, wobei die Spannung dei 
Körpers die Grenze der Elafticität erreicht hat. 


Die mechanifche Arbeit, welche erfordert wird, um die Welle nad) ımd 
nach bis um ben Winkel & zu verdrehen, ift nad) 8. 262, 


_P a?l SW > 
= sWwo und läßt fich daher, wenn man Pa — — einführt, auch 
52 Lu C 

L=7 7, \een, wobei natitrfich S die Marimalſpannung bezeichnet. 


Bei der — iſt S = T, und es folgt daher auch die Arbeit, 
welche aufzumwenden ift, um ben Körper bis zur Grenze ber Elafticität zu 
ſpannen: 
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Sur einen prismatifchen Körper mit freisrundem Querſchnitt iſt 
4 
W= —, und e = r, daher: 
72 xrı T? 
1,0 "oe 
dagegen für einen folchen mit quadratifchemn Querſchnitte: 


bt b2 
GERD ann 2 — — 
V= r und e 2’ ‚ daher: 





Tr bel T? 72 
—.— Hl — 
1* 20 3b260 I= sc” 
3 
Nun ift aber I _ ect __s1 der Arbeitsmodul A der 


20 20 2 

Elaſticitätsgrenze, daher hat man flir den Cylinder: , = U, AP, und 
für das Barallelepiped: L —= 1/, AV. 

Es ift alfo in beiden Fällen diefer Arbeitsaufwand nur den Volumen 
V des Körpers proportional (vergl. $. 206 und $. 235). | 

Jedenfalls läßt fid) auch die Arbeit zum Wbdrehen oder Abwürgen 
L=N2BV und 1); BV fegen, wenn B ben Arbeitsmodul des 
Abwürgens bezeichnet. 

Nimmt man mit Herrn General Morin für alle Stoffe 


Z — tang.ö = 0,000667, 


alfo den Verſchiebungswinkel 6 — 2 Min. 18 Sec. an, fo erhält man für 
Gußeifen: 
T = 200000 .0,000667 — 134 Kilogr. — 1833 Pfund, 
daher bei Anwendung des franzöfiichen Maßes: 
Pa = 26,3 d? — 31,6 b? Kilogr..Centimeter, 
dagegen bei Anwendung des preuß. Maßes: 
Pa — 360d! — 432° Jollpfund. 
Unter derfelben Bedingung erhält man fir Schmiebeeijen: 
— 630000. 0,000667 — 420 Kilogr. = 5746 Pfund; 
daber bei Anwendung bes franzöfifchen Maßes: 
Pa = 82,4 d3 — 99,2 b3 Kilogr.-Eentimeter, 
umd bei Anwendung des preuß. Maßes: 
Pa = 1128d® — 1357 b3 Zollpfund. 
Fur Holz erhält man unter denfelben Bedingungen im Mittel: 
T —= 41650 .0,000667 — 27,8 Rilogr. — 380 Pfund, 
daher bei Anwendung bes franz. Maßes: 
Pa — 5,46 d2 — 6,55 b? Kilogr. Centimeter, 
und beim Gebrauch des preuß. Maßes: 
Pa == 74,6d? — 89,6 b? Zollpfund. 
Weisbach's Lehrbud der Mechanik. I. 32 
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Die Coefficienten diefer Formeln gelten nur für ruhende Körper und gam 
langſam und fanft umlaufende Wellen; bei gewöhnlichen Wellen giebt man 
doppelte Sicherheit, nimmt alfo die Coeffictenten nur halb fo groß an; für 
jchnell umlaufende Wellen nimmt man wohl vierfache, und bei fehr raſchen 
und mit Stößen verbundenen Bewegungen tft man fogar genöthigt, eine acht⸗ 
mal größere Sicherheit zu geben. 

Beifpiele. 1) Die gußeiferne Welle einer Turbine übt am Umfange eine 
auf ihr fitenden Zahnrades von 6 Zoll Halbmefler eine Kraft von 4000 Pimt 


aus, welche Dicke muß man verfelben geben? Es iſt bier das Krafimoment Pa 
= 4000.6 — 24000 Zollpfund, und folglid der Durchmefler der Welle, wenn 


wir Pa — mas fepen, 


8 — 
d= a — Yo, — 5,11 Zoll. 

Iſt der Abfland des gedachten Zahnrades von dem Waſſerrade, 2 — 48 Zoll, ſe 
hat man nad dem vorigen Paragraphen, den Torfionswinfel: 

0,0002161° - = * — 0,365° — 21,9 Minuten. 

2) Bei einer vierfantigen Welle aus Yichtenholzs wirkt die Kraft P = 60 
Pfund an einem Hebelarme a — 15 Fuß —= 180 Zoll, während die Lat Q un 
“einem Hebelarme von 2 Fuß in einer nach der Arenrichtung gemeflenen Entfernung 
ı= 6 Fuß = 72 Zoll zieht, wie dick ift dieſe Welle zu machen und wie groß if 
die Verbrehung berfelben ? 

Es ift, wenn man 4fache Sicherheit giebt, 














3 
Pa = 600.180 — 108000 — er, 
daher die gefuchte Seite: 
! » /4 .108000 
| = > 169 Bo, 
und die Berbrehung: 
108000 . 72 
0 — — — — — 91 
«® — 0,000604 . a 0,0576 Grad — 31, Min. 


Viertes Capitel. 


Die Tragkraft langer Säulen ober die Feſtigkeit dee 
Zerknickens. 


$. 265 Tragkraft einer an einem Ende festgehaltenen Säule. ir 
ein prismatifcher Körper A B(T.), Fig. 434, an einem Ende B feftgehalten, undam 
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anderen Ende A von einer Kraft P ergriffen, welche in der Richtung der 
Langenaxe des Körpers wirkt, fo ftellen fich die Biegungsverhältnifie ganz 


Fig. 494. 
I 11 





anders heraus, als wenn dieſe Kraft, wie wir im Obigen ($. 214 u. ſ. w.) 
gefunden haben, winkelrecht zu diefer Are wirt. Die neutrale Arxe 
AB(I.) nimmt in diefem Falle eine andere Geftalt an, weil der Hebelarm 
der Kraft P nicht durch die Abſciſſe AM — x, fondern durd, die Ordinate 
MO — y gebildet wird, alfo da8 Moment M berjelben nicht Px, fondern 
Py if. Dan hat folglich Hier den Krlimmumgshalbmeflr OK — r, durch 
den Ausdruck 
7 —— WE 
Py 
zu beftimmen, während er nad) 8.215, für eine rechtwinkelige Biegungskraft: 
r— WE zu ſetzen iſt 
— Px' 

Im Befeſtigungspunkte B geht y in die Bogenhöhe BC = a über, und 
ift der Kriimmungshalbmefler r — — am kleinſten, alſo die Krümmung 
ſelbſt am größten, wogegen im Angriffspunkte A, wo y — 0 ift, ber 
Krümmungshalbmeſſer unendlich groß, alfo die Krümmung Null ausfällt. 

Bezeichnet man das Bogenmaß des Krümmungswinkels O KO, vom Bo⸗ 
genelemente OO, —= 6, durch Ö, fo hat man fr daſſelbe r — S und da⸗ 
br Pys = WEÖ;, und iſt 40 ber Neigungswinkel OO, N deſſelben 
gegen die Are AC, fo läßt ſich das Ordinatenelement NO = v — 0ß, 
daher 





Pyv = WEBB, und ebenfo 
PZ(yv) = WEZ(ßBÖ) fegen. 
32° 
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Um für den Bogen AO die Summe Z(yv) zu beflimmen, fee man 
für y nad) und nad v, 2v, 3v... nv in derfelben ein. Es folgt dann 


2 242 
ZWu)=v2g)=uw +27 +37 + 4m)=V I =, 
oder da n — MO—=yif, 
&(yv) N, md PZ(yv) — 1, Py2. 


Um ebenjo 2 (8) zu finden, ſetzen wir für 4 nad; und nad die Wertke 
B,B+95,Pß+2I9...B+nd, und vollziehen die Summation wie folgt: 
2(B)—=IE) = +BHÖöHLBH2ÖH: - +ß-+ md) 
—ö[nß+(1+2 +34 +m)d] 
Iſt der —8 in A, — ec, fo Bin ih auch 6 tnd=e 
jegen, und es folgt: 
269=@—-M(p+°7# 


fowie 











—=!/(e—P)(a+P)= Vat—P}) 
WEZ($9)—=1/, WE(a? — ß2), und endlich 


Py? = WE(e: — ß®), 


Für den Endpunkt B ift y—= a und B — 0, daher 
Pa? = W Ea?, und 
P (a? — y?) = WEBP?, woraus der Tangentemvinfel 


))ß= vee folgt. 


Aus 4 und dem Drdinatenelemente NO — v folgt das Abfciffenelement 


_,/Y wE __v WE 
m. BR en 
Van Vz 


Wenn man mit der Öhpotenufe CB — a des rechtwinkeligen Dreiedes 











Fig. 435. BCD, Fig. 435, deſſen Kathetn BD=v 
B und CD — Va? — y? find, ben Bogen AB 
beichreibt, fo gilt fir da8 Element BO = + 
deflelben die Proportion: 
BO _ CB Bi v_ a 
BN CD’ "v” Voy 





es folgt daher 
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—W 
Ve_, ua = und 
P %,. 
y we — a; fie auch 


pP 1 
ws 9=,:0). 


Kun ift aber Z(E), d.i. die Summe aller Elemente von der Abfciffe AM, 
— x, und Z(Y), d. i. die Summe aller Elemente des Bogens AB, der 
Dogen AB felbt; daher hat man aud) 


x E_ = Dog. AB = arc (sin = 
WE a " 
Es ift alfo die Abſeiſſe der elaftifchen Linie AB, in ig. 434, II, 


— \/WE . — 
2) = V P are. sin. — — 


ſowie die Ordinate derſelben 


P 
3) y=asin. GV 2). 


Sitz —= AB = AC=—=[, die Länge der Säule, fo hat man y — ber 
Durchbiegung BC = a, daher 


u (VE), 3 an (VE) = 
u =dusin. (GV). d. i. sin. ( WE =], 


| | /P 7 oa 
l wE=7 und die Biegungsfraft 


XV2 


Da dieſe Formel die Bogenhöhe a nicht enthält, fo iſt anzunehmen, daß 
die durch fie beftimmte Kraft P bei jeder Biegung den Körper im Gleich⸗ 
gewicht zu halten vermag. Dieſes eigenthiümliche Verhältniß hat feinen 
Grund darin, daß mit der Zunahme der Biegung nicht allein ein Wachſen 
des Widerftandes, fondern auch ein Wachſen des Hebelarmes a und folglich 
au des Kraftmomentes Pa verbunden ift. Hiernach ift aljo auch die Kraft 
zum Abbrechen oder Zerknicken: 


2 
P= (&) WE = 2,4674 — zu ſetzen. 


y\, 
a 


wonad) 


Anmerkun Büpet man in der gormel ySasin. (2|/ 777 P=(3) wE 
8 * V 


ein, ſo erhaͤlt man folgende Gleichung der elaſtiſchen Linie für dieſen Fall der 
Kraftwirkung: 
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yz= asın. (37). 


= 


Menn man alfo die Säule von der einfachen Länge 3 beliebig verlängert, fo wirt 
2 
fie von der Kraft P= (5) WE nad einer Rantenlinie AB A, Bı 4; ---, 


Fig. 436, gebogen, weldye aus einer vielfachen Zufammenfeßung eines und befielben 

Fig. 436 Bogens AB befteht, in den Abfländen A A,, AA, ... die 

1 Are AX durchfchneivet,, und in den Abfländen AC, AC,, 

AC, ... bie größten Abflline COB=—+a, GC Bi=-e 
CB, =-+a... von derfelben hat. 


m — 


41 | BI | 67 u.f.w, 






Sebt man hierin x = 





a 0 uf.w. 





fo erhält man y = | 0 











Parallelepipedische und cylindrische Säu- 
len. Für eine parallelepipedbifhe Säule, wo b de 
größere und A bie Heinere Querſchnittsdimenſion ift, hat 


3 
man W — = (f. 8. 226), daher ift die Kraft zum 
Zerknicken derfelben: 

ıbRE bR’E 

P=(Z 12 7 0,2056 Tu 
Es wächſt alfo bie Feſtigkeit bes Zerknickens 
eines Parallelepipedes direct wie die Breiteb 
oder größere, und wie der Cubus (Ah?) der Dicke 
oder kleinere Querſchnittsdimenſion A, fowie 
umgelehrt wie dag Quadrat (1?) der Ränge dei: 


felben. 
Für eine cylindrifhe Säule vom Halbmeſſer » ober Durchmeſſer d ift 








4 4 
W= * = an ({. $. 231), daher hat ınan hier 
x \? zrt z8 „SE 3 d‘ıE rtE 
r= (2) ee WB 
d‘E 
— 0,1211 75 


Es wächſt alſo die (rudwirkende) Feſtigkeit des Zerknickens 
einer cylindriſchen Säule direct wie das Biquadrat ihres Durch— 
meſſers, und umgekehrt wie das Quadrat ihrer Länge. 

Für eine hohle Säule mit den Halbmeſſern r und rı, ober den Durch⸗ 
meſſern d und d, = ud hat man 
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P 7ĩ 1 956 B 
72 d* E ae 
— — "RB — —— 4 ® 
u 2) — 0,1211 (1 — #9) 


Wird bie Säule ABA, Fig. 437, am unteren Ende A, nicht — 
ten, ſondern nur aufgeſtämmt, fo biegt ſich ihre Are nach einer ſymmetriſchen 
Curve, wovon jede Hälfte BA und BA, die Öeftalt der Are einer an einem 
Ende fetgehaltenen Säule (Fig. 434) hat. Es findet deshalb auch hier bie 


a / 
oben gejunbene Formel ihre unmittelbare Anwendung, wenn man barin 5 


ftatt 7 eiaführt, wofern natitrlich 7 die ganze Länge A A, der Säule bezeich⸗ 
net. Es iſt folglich Hier die Tragkraft vier Dial fo groß als im erften Falle, 


und zwar 
0? bRE — > di 
= G)we=5% u =un® 
Diefer Fall der Biegung tritt vorzüglich ein, wenn, wie Fig. 437 I. und 
Fig. 437 Fig. 438. 





II. darftellt, die Säule an den Enden abgerundet oder um Bolzen drehbar 
ift. In dem legtern Zuftande der Biegung befindet fi z. B. die Kurbels 
ftange einer Damffmaſchine u. |. w. 

Wird ferner eine Säule an beiden Enden feftgehalten, wie z. B. BAB,, 
Sig. 438 I. und IT. darftellt, fo wird die Are derfelben nad) einer Curve 
BACA, B,, Fig. 438 U, mit zwei Wendepunften A und A, gebogen, 
worin die Diegung des erften oder Normalfalles vier Mal wiederholt ift. 


Setzt man deshalb in der Formel für den Normalfall n, ftatt 2, fo erhält 
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man die Tragkraft einer ſolchen an beiden Enden feſtgehaltenen Säule, d. ı 
2X x: bh? ad 
?=(7 wE=5 m #f=gr® 
Verſuchen von Hodgkinſon zufolge ift die Tragkraft der Säule in diefen 
Falle nur zwölfmal fo groß ald im Nornalfalle (Fig. 434), während fi 
den legten Formeln zufolge ſechszehnmal fo groß wäre. 
Diefer Fall der Biegung kommt vorzüglich auch noch bei der Kolben 
ftange einer Dampfmafchine u. |. w. vor. 
Wenn endlich eine Säule ABC, Fig. 439, an einem Ende B feftgehal- 
ten und am Ende verhindert wird, auszugleiten, fo 
ift die Tragkraft P achtmal fo groß als in Normal 


falle, alfo 
z2bhK’E na’ dıE 

= (3) WEG pr 

Die Kraft, welche nöthig ift, um ein: Säule vom 
Querſchnitte Fund dem Feſtigkeitswdul K zu 
zerdrücken, giebt nad) 8. 205 die eirfache Formel 
P=FK on. 

Segt man dieſe Kraft gleich der Kraft 

ı\?2 
P= (= 5 ) WE 

- für da8 Serfniden beim Normalfall, fo erhält man 
die Gleichung 


= VF-:V3 
=6G)E oder 2 — 7 


Fur eine minbeſchen Stufe von der Dide d, wo 2 in folgt er 


nad 
;=3 Vz- oa Vz 
Sir Oußeifen iſt E= 16’400000 und K — 190000 Pfund, daher 
VE- — Vı164 — 12,8, und 7 


dur Schmiedeeifen ift dagegen E — 27"80000 und K — 30000, 
daher 


Fig. 439. 





E I 
VE — V927 — 30,5 und = — 12. 


Endlich ift für Holz im Mittel 
E = 1’600000 und K = 6500, daher 





$. 267.] Die Tragkraft langer Säulen ır. 505 
E I 
VE- V246 — 15,7 mb 7 = 6. 


Iſt die Säule an beiden Enden frei, fo fallen die Werthe von 2 doppelt 


fo groß aus, als im Vorftehenden gefunden worden ift. 

Bei diefen Rängenverhältnifien ift alfo, wenn man in beiden Fällen einerlei | 
Sicherheitsmaß vorausfegt, die Tragkraft des Zerknickens gleich der des 
Zerbrüdens, und nur erft bei längeren Säulen wird der Widerſtand des - 
Zerknickens von dem des Zerdrückens übertroffen, find alfo die Querſchnitts⸗ 
dimenfionen nach den im Obigen gefundenen Formeln für die Zerknidungs- 
feftigleit zu berechnen. 


Beifpiele. 1) Für eine 12 Fuß lange und 11 Zoll dicke cylindriſche Säule | 
aus Fichtenholz, welche an beiden Enden frei auffteht, ift bei 10 facher Sicherheit, 
die Tragkraft 
P=55 5 = 04845 (%)'. 160000 = 77520.0,7061 = 54800 Pfund, | 

2) Welche Stärke muß eine folde Säule aus Gußeiſen erhalten, damit fie bei | 
einer Länge von 20 Fuß eine Laft von 100 Gentner tragen fünne? Hier if, wenn 


man ſtatt E E_ 1’610000 Pfund in Rechnung bringt, 








’10 7 

d— V 64 Pit __ 1'/640000.240° vr 
— n3.1’640000 81.1’640000 79,5 

240 
= 892 = 5,20 Zoll. 
Nach der Zerbrüdungsformel ift 
4P 
ı= Vor 


alfo, wenn man ftait * = 10000 Pfund in Rechnung bringt, 


4. 10000 4 2 


Wäre die Länge der Säule noch nit 10.1,18 —= 11,3 Zoll, fo würde bie er- 
forderlihe Stärke verfelben auch nur 1,18 Zoll betragen. 


Körper von gleicher Zerknickungsfestigkeit. Wenn eine Säule ($. 26 
AB, Fig. 440 (a. f. ©.), welde an einem Ende B feftgehalten wird, fo 
geformt ift, dag fie in allen Querfchnitten eine und diefelbe Spannung erlei⸗ 
det, fo bildet fie einen Körper von gleihem Widerftande, wobei fie bie 
möglich kleinſte Menge an Material in Anfprud nimmt (f. $. 208 unb 
8. 253). „ebenfalls ift der Querjchnitt einer ſolchen Säule an der Befefti- 
gungsftelle B am größten und nimmt nad) dem Ende A zu allmälig ab. 

Das Gefeg diefer Abnahıne wird aus Folgendem hervorgehen. Bezeichnen 
wieder x und y die Coordinaten eines Punktes O in ber Are der Säule, 
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ferner fei & der Tangentenwintel MA O fitr diefen Punkt, W das Maß des 
Biegungsmomentes, & der Halbmefler OO, der Säule an dieſer Stelle, 
Fig. 440. endlich drüde 8 bie conftante Spannung an dem 
äußerften Umfang A O, Bi, alſo auch im Bunte Oı 
des Querjchnittes durch O aus. Es ift 
s-4-% (f. 8. 235), und 
M—Py— WE —_WE Otang. a 
r 0x 
(j. $. 218), daher folgt 
S-_ Es O tang.a 
0% 
Soy == — Eetang. a O tang. c. 


Da nıan aber fur einen freißförmigen Querfnitt U — T gat(f.$.230) 
fo folgt 


A 








| dy. 
‚ oder da tang. = Fiß 








8 —— 


S— Py y‚w-= ‚ oder — 7 82° = Py, daher 
273 F 32284 
oy (2?) = ds und Soy= 7 z 708 
jo daß Me 
3n 8 . 
T pe — tang. a d tang. « ergiebt. 


Durch Integration erhält man nun 
8⸗ 
/ BT Const tang. a 


und daher, wenn man ben Querfchnittshalbmefler in 2, wo & — 0 ifl, mit 
r bezeichnet, 


6 — 
3,7 SE (r 2?) = tang. aꝰ, oder 

















tang.a = 8 Y —— :Vr? — e- 
By _ 8 
Sept man nun tang. « — 5* Un — 5 ; N folgt 
VErE 2208 
— 2 — 2, 
AP Dr Vr: — #2, und 
2 — VirE._ ede 2208 3zE won 
= AP Vr: — 2 m 4P Vi-w 


2. 
wenn man — mit u bezeichnet. 
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Nun ift aber 

u? — 1 — u 4 1 
Vı—-— ww Vı — VI u 
—- - Vılaı Zr Yahe folgt 

_wWoun 

1 — u2.0 
Yı Zu — - [Vi=w u Hl 
— — YuVı— u + Hl 


— — 1,uV1— u + 1sarc. (sin. = u) 
(j. analyt. Hülfslehren, Art. 27 und 26). 
Hiernad) ergiebt ſich 
= GE rare (sin. = 2 — ; Vr⸗ a]. 
16 P r 
dr z = lift za r, ber Halbmefler des Querſchnittes an der Baſis, 





wobei urec. (sin. — - = are. (sin. = 1) = = ,‚ und 
s Vr?: — 22 — 0, ausfällt. Daher folgt 
l=-.n V:z2 =E und es ergiebt fi) die Tragkraft 
2 16P 
2 = 4 2 er; 
P=(# = E= —* (= E, 





d. i. drei Viertel der — einer cylindriſchen Sl vom Halbmefler r 
(vergl. $. 265). Es ift folglich der Baſishalbmeſſer der Säule von gleichem 
Widerſtande —VmT 2/, — 1,075mal fo groß als der Halbmeſſer einer cylin⸗ 
driichen Säule von gleicher Länge und gleicher Tragkraft. 

Bergleiht man die Abſciſſe x mit der ganzen Säulenlänge 7, fo 
erhält man 


z A z — Rz 
2 = 2 are. (sin. = »-Vı — ()] = 5 mal 
Inhalt eines Kreisfegmentes vom Halbmefler — 1 und der Sehne — =. 


Wenn man daher 7 2 als den Inhalt eines Kreisſegmentes anſieht, fo 


kann man mittels der Segmententafel (f. den Ingenieur, Seite 152) den ent⸗ 
ſprechenden Centriwintel ꝙ beftimmen, und hiernad) ” einer gegebenen 


Abſciſſe x entfprechenden Ouerfchnittshalbinefler e—r sin. — 5 berechnen. 3.2. 
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für æ —= Yl, iſt = _ — 0,3183, wonad) mittel8 der Segmenten 
tafel, 9 — 93049’ folgt, und ſich der Duerfchnittshalbmefler in der Mitte 
der Säule: 
2 = r sin. 46° 50’ — 0,729 r ergiebt. 
Wegen der Drudfeftigkeit ift der Halbmeffer des Querfchnitts am Säulen 


lopfe, ⸗ * zu machen; auch iſt dieſer Halbmeſſer noch an den⸗ 
jenigen Stellen beizubehalten, wo die Zerfnidungsfornel noch kleinere Werthe 
für e giebt. 

Steht die Säule am Fuße wie Fig. 437 darftellt, frei auf, fo ift natkr- 
lich diefe Berechnung für eine Hälfte ( 3) derfelben durchzuführen. Der 
größte Duerfchnittshalbmefler r fällt dann in die Mitte umd entſpricht der 


2 4 
Formel P — 3, (+) . E 





Hodgkinson’s Versuche. — Die Berfuche, welche in neueren ‚Zeiten 
Hodgkinſon über die (rückwirkende) Teftigfeit des Zerknickens angeftellt Hat 
(. Barlow's Bericht in den Philosophical Transactions, 1840) beftätigen 
wenigftens eine angenäherte Richtigkeit der im Borftehenden entwidelten 
Formeln. Nach dieſem Exrperimentator iſt die Formel 


— 


für prismatiſche Säulen mit kreisförmigen quadratiſchen ſcuinm 
wenn man darin fir Z einen beſonderen Erfahrungswerth einſetzt, für Hol; 
unbedingt richtig, dagegen file Schmiebeeifen nur dann genügend, wenn man 
ftatt dt, bie Potenz d’°, umd fir Gußeifen ausreichenb genau, wenn man 
ftatt dt und 12 die Potenzen d5 und 747 einführt. 

Die Hauptergebniffe der Hodgkinſon'ſchen Verſuche mit prismatifchen 
Säulen an Freisförmigen und quadratifhen Querſchnitten enthält 
folgende Tabelle. Die in derfelben angegebenen Coefficienten beziehen lid 
auf den Fall, daß die Säulen an beiden Enden redtwintelig gegen 
ihre Aren abgefchnitten find, und mit diefen Endflächen platt aufliegen. Bei 
abgerundeten Endflächen, wo ſich Säulenenden ungehindert neigen fünnen, 
find diefe Coefficienten nahe drei Mal fo Hein ausgefallen. Wenn dagegen 
die Säule an einem Ende feftgehalten wird, und am anderen Ende drehbar 
ift, fo Hat fich diefer Coefflcient halb fo groß herausgeſtellt als im erften 
Falle. Wenn enblich das eine Ende der Säule feitgehalten wird, und bet 
andere dreh⸗ und verfchiebbar ift, fo beträgt die Tragfraft ein Zehntel von 
der im erften Falle, wo beide Enden feftgehalten werben. 
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Zabelle 
der Kräfte zum Zerfniden langer Säulen. 





— — —— _ — ö — — ç nen u. 


‚Kraft zum Serfniden. 
Namen 

















der FE RE 
ua In engl. Maße In franz. Maße 
prismatifchen Säulen (Tomen) | (Rilogramm) In Neupfund. 

Gußeiferne Säulen mit freisför- des oo nn B® 
migen Querfehnitten . . . . . 44,16 liu⸗ 10 lu⸗ 91700 iv? 
Schmiebeeiferne Säulen mit freis- des d#.33 d+.2 
formigen Ouerfänitten - . . „| rd ze | 460 | 284400, 

Ouabratifche Säulen aus trockenem b* 2480 b* 

Danziger Eihenhoa . . . . . 10,95 I“ I? 23670 7 

Duabdratifche Säulen aus trodenem 781 bt 1770 bt 16840 bs 


Sihtenho . -.. 2.2... i4 i i* 


In der Columne fir das engliihe Maß find d und b in Zollen, J in 
Fußen und P in Tonnen zu je 20.112 — 2240 engl. Pfund; in der fir 
das franzöfifche Maß find dagegen d unb b in Eentimetern, Z in Decimetern 
und P in Kilogramm, und in ber legten Columne hat man d und b in 
Zollen, 2 in Fußen und P in Neupfunden zu geben. 

Roh Hat Hodgkinfon gefunden, daß gußeiferne Säulen eher zerdrückt 
als zerfnickt werben, bei abgerundeten Enden, wenn U < 15d, und bei 
flachen Enden, wenn 1 < 30d ift. Auch foll das trodene Holz doppelt fo 
viel Tragkraft befigen als das friſch gefällte. 

In Fällen der Anwendung diefer Formeln bei Berechnung der Tragkraft 
von Säulen, giebt man 4= bis 12fache Sicherheit, nimmt alfo die Coeffi- 
cienten diefer Formeln 4 bis 12 Mal Heiner an. 

Bei ſechsfacher Sicherheit iſt hiernach für gußeiſerne Säulen, wenn 
d und I in Sollen gegeben wirb, 


94700 1217 43.55 947 3,55 d3.5 
P= — — "100° ar = 6er 17 = — 10800 17 Centner, 


und d — 0,0731 (P11.7)02817 Zoll zu ſetzen. 
Für Tchmiedeeiferne Säulen hat man bei derfelben Sicherheit 


P= 68300 Sentner, und 


d —= 0,0435 (P12)817 Zoll. 
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Für Säulen aus Eichenholz, bei zehnfacher Sicherheit iſt ferner 
P = 3394 (+) F= 3395 = 67625 Sentner, und 


b = 0,131 (Pl2)%, fowie d — 0,115 (PT)% Zoll. 


Endlich ift fir Säulen aus Fichtenholz: 
4 4 
P— 2425 417% Centner, umd 


b — 0,1425 (Pl2)”, fowie d — 0,125 (P12)% Zoll. 


Beifpiel. Für eine cylindrifhe Säule aus Fichtenholz, von 11 Zoll Stärk 
und 12.12 — 144 Zoll Länge, welche an beiden Enden feitgehalten wird, iſt bie 


Tragfraft P = 411700 - (a 121)? — 290700 Pfund. Wenn die Enden einer fol: 


hen Säule frei drehbar find, fo ift Dagegen die Tragfrafl PR = % P= KM 
Pfund, während nad der theoretifhen Formel, PR, — 54800 Pfund iſt (f. Bei 
fpiel 1 zu $. 266). 


8. 269 Einfachere Bestimmung der Tragkraft der Säulen. Die vor: 
ftehenden Formeln für das Biegen und Zerknicken ber Säulen find unter 
der Vorausfegung entwicelt worden, daß die Kraft P genau im Endpunkte 
A der Rängenare der Säule angreift; da aber diefer Forderung in der Praris 
nie genau Genüge gejchehen kann, und diefes centrifche Angreifen aud) auf 
hört, fowie die Biegung des Körpers eintritt, fo ift e8 rathſam, bei Beitim- 
mung der Tragkraft einer Säule glei) von vornherein mit auf den excen- 
triſchen Angriff Rüdficht zu nehmen. 

Seen wir bei biefer Beftimmung voraus, daß der Angriffspuntt D der 
Kraft P, um DA = c von dem Ende A ber Are der Säule AB, Fig 
"441, abftehe, und nehmen wir an, daß die Durchbiegung BC — a der 
Fig. 44. Säule Hein fei gegen c. Dann können wir die von ber 
Säufenare gebilbete elaftifche Linie al8 einen Kreis vom 


. 2 
Halbmeiler r = — anfehen. Nun ift aber 


P(a + c)r = WE, daher folgt 
Pla +0)? =2WEa, fowie 
Pl2c 





J pei 
atce— 2W Ec 
— _ 2WE—P? 
rs Bu Was 


Bezeichnet nun F den Duerjchnitt der Säule, ımd « 
die halbe Dice derfelben, gemeifen in der Ebene ABD. 
jo ift die durdy den Drud P hervorgebrachte gleichmäßige Spannung in 
jedem Duerfchnitte der Säule: 
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pP 
5, — F ’ 
unb bie durch das Kraftmoment P(a + c) hervorgebrachte Spannung, am 
äußern Umfang derfelben: 


Fi P(a+c0e _ 2PEce 
W  23WE —- Pi’ 
und es folgt daher die Maximalſpannung der Säule: 


BPEce DBEFece 
8* 84883 T5WwE_pe” -z(i + sw DR)" 


Set man mm S — bem Tragmobul 7, fo folgt 


2EFce 

P( + zwe zn) = FR 0 
PQBWE-—-PR1+-2EFce = @WE— PM) FT. 

Iſt nun Pl? gegen (W-+ Fce)E Hein, fo läßt ſich fegen 

2WEFT _ FT 


For , PT ne 
2 WE 
FT 
P= + ,‚ wenn 9 und % befondere Erfahrungszahlen bezeichnen. 
p 


Der Eivilingenienr Love (ſ. M&moire sur la Rösistance du fer et de 
la fonte ete., Paris 1852) folgert aus ben Verſuchen von Hodglinjon 
die Werte 9 — 0,45 und Y — 0,00337; e8 ift alfo hiernad): 

1,45 + 0,00337 (+) 
woraus ſich dann folgende Tabelle für den Coefficienten 
= — ⸗75 berechnen läßt. 
1,45 + 0,00337 (=) 

Ri 
d 


jun o|. 40 60 60 o| = oo | 10 





x = \0,55910,357 10,223] 0,146 | 0,101 |0,0735]0,0556 0,0435 0,0347 | 0,0285 
































Diefe Werthe für x find aljo mit dem oben ($. 211 und 212) angege- 
benen Tragmodul 7 des Zerdrückens zu multipliciren, um bei einem gege- 
benen Längenverhältnifie die Tragmobel langer Säulen zu beftinmen. 
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Der General Morin theilt nach Rondelet folgende Tabelle mit, welche 
jedoch file Säulen von mittlerer Ränge zu.große Werthe fir x giebt. 





Beifpiele. 1) Welde Laft kann eine Säule aus Fichtenholz tragen, deren 
Länge 15 Fuß und Stärke 12 Zoll beträgt? Wür eine kurze Säule wäre nad 
Tabelle auf Seite 370, ver Tragmodul 7 — 2500 Pfund, da aber bier das Ber: 


hältniß der Länge zur Stärke, z — 15/, if, fo hat man: 


1 1 
X = 7,45 + 0,00337.. 168 — 2,208 = 0,488, | 
daher den Tragmodul nur y T — 0,453.2500 — 1182 Pfund umd endlich vie 


gefuchte Tragfraft: 
p=19"7 — — 1182.0,7864.144 — 128000 Pfund zu fepen. 


Der Sicherheit wegen ift jedoh nur ein Drittel dieſes Werthes als Belaſtung 
anzunehmen, alfo 
128000 


P=5 


— 42700 Pfund 





zu fegen. 

2) Wie ftarf ift eine frei aufſtehende hohle cylinprifche Säule aus Gußeiſen zu 
machen , welche bei einer Länge 2 von 25 Zuß eine ul P = 100.000 Pfund zu 
fragen vermag ? 

Nehmen wir an, daß der Durchmeſſer d, der Höblung gleich drei Fünftel ves 
äußeren Durchmeſſers (d) der Säule ſei, fo fönnen! wir in ber theoretiſchen 
Formel: 


—— ——— 266) ſtatt 


n = ZH = 5 [1 — PL = 0,0644 ſehen, fo da nm 


Pi 
= Vowarz zz el 
Setzen wir in biefem Ausbrude P = 100000, Z* = (25.12)8 — MOON, 
n3 — 31, und ftatt E nur 


E 131680000 _ 
ein, fo erhalten wir vie gefuchte gefuchte äußere € Stärfe der Säule: 
400000. 0 90 */ 1000000 
3= Y ooB.31.1868 — V iena.gg — 1117 Soll 


Nehmen wir d = 11,25 Soll an, fo erhalten wir d, = 0,6.1125 = 6,7 
Zoll. 


® 
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Unfere lebte Formel giebt, wen wir 
1 
-=— 23 


annehmen, den gefuchten Duerfchnitt der Säule: 


F- [14 4- 0,00837 (2) P ___ 3,556 . 100000 _ er 
und fegen wir nun noch nad $. 212, 
T= m — 6000 Pfund, | 
fo erhalten wir | 


855 600 
F= 20 59,3 und hiernach, da aud 


F=7(@—- a)= [1 - G—x3) en = 0,16 nd° 
if, die geſuchte äußere Stärke der Säule: 


F 593 _ 
d= 0,167 = 0,16r = 10,86 Zoll. 


Nimmt man d = 11 Boll an, fo erhält man: 
di =06d4 = 06.11 = 6,6 Zoll. 














Fünftes Eapitel 
Die zufammengefehte Elaſticität und Feftigkeit. 


Zusammengesetzte Festigkeit. Nicht felten wird ein Körper von 8. 270 
zwei Kräften, 5. B. von einer Zug⸗ umd einer Biegungskraft u. |. w., zugleich 
ergriffen, wodurch er natlirlich auch zweierlei Formveränderungen, 3. B. eine 
Ausdehnung und eine Biegung, zugleich erleidet. Wir haben die Kraft, mit 
welcher ber Körper diefer zweifachen Geftaltsveränderung wiberfteht, bie 
zufammengefegte Elafticität und Feftigfeit genannt, und werben in 
der Folge die vorzäglichften Fälle diefer Art näher unterfuchen. 

Streng genommen hatten wir e8 fchon in dem bei der Biegung eines 
Körper8 AK B 0, Fig. 442 (a. f. S.), zu Örunde gelegten Falle ($. 214) mit der 
zuſammengeſetzten Seftigfeit zu thun, da fich eine am Ende A dieſes Körpers 
angreifende Kraft AP = P auf ein Kräftepaar (P, — P) und auf eine 
Kroft SP — P zurüdführen läßt, wovon das erftere, welches wir zeither- 
nur im Betracht gezogen haben, das Körperftid A S biegt, und die andere 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 33 
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ein Abreißen diefes Stückes von dem übrigen Theile SB zu bewirken ſucht. 
Die letztere Kraft beiteht wieder aus zwei Seitenfräften: 


Fig. 412. Pı = P cos. a 
und 
P, — P sın. a 


($. 215), wovon die 
eine winfelredht ge 
gen die Yafern umd 
die andere in der 
Arenrichtumg der Fa⸗ 
fern wirft. Die letz⸗ 
tere vereinigt fid 
mit den Spannun- 
gen der Faſern in 
Folge der Biegung, 
vergrößert folglich 
| die Ausdehnungen 
Y auf der Zugſeite der 
| neutralen Are und 
vermindert dagegen 
die Zuſammendrü⸗ 
dungen auf ber 
Druckſeite. Die Orb 





Be der Ausdehnung, 

welche jede Faſer 

\ RS = KN 
u. f. w. von der Fänge 
M — Eins durd) de 


Zugfraft P sin. « 
erleidet, ift (nach $. 204) 


P sin. & 
6, =. FE 5 


wenn F den Querfchnitt NO des Körpers bezeichnet. Ziehen wir in die: 
ſem Abftande mit der Linie N, On, Big. 443, welche die Enden der durd 
die Biegung ausgedehnten Fafern X N), RSı, LO, beftimmt, eine Paral- 
lele N, O,, fo deutet diefelbe die Begrenzung der beiden Längenveränderum⸗ 
gen unterworfenen Faſern ar, und fchneidet die urfprüngliche Begrenzung in 
einem Bunfte S,, welcher dem Ende der unausgebehnten Faſer entfpridit, 
und folglich die neue oder wahre Rage der neutralen Are angiebt. Ter 
Abfland 88, = e, bdiefer neutralen Are von der urfprüngfichen neutralen 
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Are, welche nur dem Biegungsmomente entfpricht, beſtimmt ſich durch bie 
Proportion: 

Fig. 443. 8 Ss 8SN e — G 


= —, d.i 


55 NM "eo 
" wonach aljo e, — r 0 folgt. 





Nun ift aber noch = - ($. 235) 


daher ergiebt ſich einfach: 
. Prsin.a 
FE 

Um diefe Größe (eı) ift auch der 

r Krlümmungshalbmefler rı der auf 

diefe Weife fchärfer beftimmten neu- 
tralen Are größer als der Krümmungshalbmeſſer der either in Betracht ge- 
zogenen neutralen Are; es ift alfo: 
P sin. *) 


n=rta=rü+ts)=r(1+ FE 


Anlangend den Winkel «, um welchen der veränderlihe Querfchnitt N, O, 
oder Nz Os von ber Richtung der Kraft P abweicht, fo ift diefer auch gleich 
dem (in $. 216) beftimmten Tangentenwinkel &; es ift alfo wegen ber ge- 
wöhnlichen Kleinheit dieſes Winkels: 


sin. « — x — 


e = r6, == 








Pa! — 2) 
2WE 


zu ſetzen, unb da mm r — = (8. 215) iſt, fo folgt: 


12 — 23 
22% 

_PP—- 9), 
OO 2FER 

Hiernad; fällt alſo z. B. im Anfangspunfte B, wo x =! ifl,e = 0 

2 

ans, und am Endpunkte A, wo z — 0 ift, ei — — — ©; dagegen ift 
. _ P (13 — x?) nn , . . . 
für z = ET *3 es Fällt folglich die neutrale Are in B 
mit der erften zuſammen, entfernt fid), von B nach A fortichreitend, immer 
mehr und mehr von derfelben, erreicht fpäter die concave Seite des Körpers, 


und ift endlich, wenn man fie auch außerhalb des Körpers fortjegend an- 
nimmt, am Ende A ımenblich von diefer Are entfernt. 


rsinam=re — 





‚ und daher: 


e 


33* 
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Da die größte Ausbehnung in Folge der Biegung, 


6 — Dex 

WE 
und die in Folge der Zugkraft Psin.«, 
6. — P sin. & 

17 FE 


ift, fo folgt die Gefammtdehnung : 
P In. 
NN + nn=-2(@ 4), 





und wenn biefelbe die Elaſticitätsgrenze z erreicht, jo können wir 
e% sin. & 
(+ FR) 
und daher die Tragkraft 
P= 


Won. P(? — x?) 
ex + ad ex + SFR 
Bei den mäßigen Biegungen, welchen die Ballen gewöhnlich ausgejegt find, 
ift diefer Werth ein Minimum fir x = 1, und zwar, wie wir ſchon oben 
gefunden haben: 


p_ "EI 
el 


® 
Anmerkung. Wirb ver Balken, wie ;.?. 
A4A,B, #ig. 4441, I. und III., von zwei 
Kräften ergriffen, fo fommen zwei⸗ und nad 
Befinden dreifache Verrüdungen ver neutralen 
Are aus dem Schwerpunkte vor. Birken dit 
beiven Kräfte P und P, in berfelben Richtung, 
wie fig. 444, I, fpeciell vor Augen führt, ſo 
ift diefe Berrüdung auf der einen Seite vom 
Duerfchnitt A, durch bie Formel 
Pa Prsin.a 
177 FE ’ 
und dagegen die auf ber anderen Seite durch 
bie Formel 





_(P-+P,) rsin.«a 
sa= FE 
beftimmt. An der Aufhängeftelle A, änten 
fih diefe Verrückung 


WB LL ent Hehe Kihakae Aka when naar 5) she nahen ta” +1 





RS Prsin.a . 
5 4, 4 = a = IE ın 
Ri P+P 

S Zr =a=( F a 
J 


um, wenn man von der einen Seite auf die 


= 
* DE / Ad — TE 9 — — — 7 7 
— were „ . A Y ZA rt — — — 7 7 ne 77 — 
— 1 De . . PAGE — E ur FR J - j 5 * 6 — 
— 27 . . EEE EEE En * 
—2 
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andere übergeht, wogegen im feften Punkte B, wo « — 0 ift, wieder ex = Rull 


ausfällt. 
Wenn die beiden Kräfte einander entgegengefeßt wirken, und hierbei das Moment 
P,:-A4.B=Pl, 
der negativen Kraft größer ift als das Moment 
P.AB=P(,+D 
der pofitiven Kraft, wobei der Balken zwei entgegengefehte Biegungen annimmt, 
welche in einem Wendepunkte F' an einander anftoßen, fo befteht die neutrale Are 
aus drei viscontinuirlihen Zweigen UV,, Y, W, und W, B (wie Fig. 444, II.), 
wovon die beiden leßteren die Normale durch den Wendepunkt F’ zu Afymptoten 
haben; denn es ift Hier r = o und folglich auch 
_ Prsin.a 
ATUFE 
Sind zwar die Kräfte einander enigegengefebt, ift aber P(} + 1) > P,l,, wie 
Fig. 444, IH. vor Augen führt, fo ift einerfeits von A, die Verrückung ber neus 
tralen Are 


= ©. 





Prein.a 
AYı e = FE 
und andererfeits 
P— P,) rsin..e 
A, V.= = — , 
2e2 * u 
und es bilden daher die beiden Zweige UV, und V, B ver neufralen Are im 
Duerfchnitte durch A, einen Sprung von der Größe 


vr Pırsin.a 
ı 73 = — —˖ 


Excentrischer Zug und Druck, Wenn ein Balfen oder eine Säule $. 271 
AB, %ig. 445 und Fig. 446, von einer Zug⸗ oder Druckkraft ergriffen wird, 
welche zwar parallel zur Are dieſes Körpers, nicht aber in dieſer Are felbft wirkt, 
fo wird ebenfalls die zufammengefeßte Elaftteität und Feſtigkeit in Anſpruch ge- 
nommen. Diefe excentrifche Kraft P läßt ſich, wie befannt, in eine Axenkraft P, 

Fig. 445. Fig. 446. und in ein Kräftepaar (P, — P) 
zerlegen, deflen Armlänge c ber 
Abftand CA des Angriffs» 
punktes CO der Kraft P von 
der Axe bes Körpers, und 
defien Moment folglid) — Pc 
zu ſetzen iſt. Die refulticende 
Arenkraft AP— P fpannt 
alle Faſern mit der conftanten 


Kraft 81 = n wenn F' den 


Querſchnitt des Körpers be- 
zeichnet; das Kräftepaar hin⸗ 
gegen biegt den Körper nad) 
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einem Halbmeſſer, welcher fich aus der befanuten Örunbformel Prr = WE 
(8. 215) beftimmt, wenn man darin für das Kraftmoment Px das Moment 
Pc bes Paares einfithrt. Es ift folglich r — en ‚ conftant bei conftan- 
tem W ober Querfchnitt F, und daher die von der neutralen Are bes Körpers 
gebildete Curve ein Kreisbogen. 

Iſt wieder e der größte Abftand der Tyafern von ber durch den Quer⸗ 
fchnitt des Körpers gehenden neutralen Are, fo hat man bie Marimalfpan- 
nung, welche durch da8 Kräftepaar hervorgebracht wirb: 


Pce 
S, — —7 
daher die Geſammtſpannung: 
pP Pce 
8 S +8s=5+ 7: 


und folglich, wenn man diefelbe dem Tragmodul 7’ gleichfett, alfo einen bie 
zur Elaſticiuuuegrenze der Außerften Faſern gehenden Zug amimmt: 


Pce  Fee\P 
Te —45 
Es iſt alſo ernag die Tragtraf ber Säule: 


FT 


+ Zee 


3. B. für eimen rectangulären Querſchnitt mit den Dimenfionen 5 
md Ah: 


P= 











?= u 
14 5— 
und für einen Freisrunden Querſchnitt mit dem Halbmefler r 
P— — 
1+— 


Es Täßt fich hiernad) ermefien, dag durch den ercentrifchen Angriff einer 
Zug⸗ ober Druckkraft die Feftigfeit des Körpers weit mehr in Anfprud) ge 
nommen wird al8 burd) eine gleiche Kraft in der Are des Körpers, 

Wird die Biegung der Säule durch eine Stlige zur Seite verhindert, wie 
3, B. BAC, Fig. 447, darftellt, fo bleibt natürlich P = FT. 

Wirkt die Kraft am Umfange einer parallelepipedifchen Säule AB. 


Fig. 448, und zwar im Abflande c — - von der Are, fo hat man: 
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FT 
1 + 3 — / 4 FT ’ 

es ift alfo dann die Tragkraft nur ein Viertel von der Tragkraft beim cen⸗ 
trifchen Angriff (Fig. 449). 

ig. 447. Fig. 448. Fig. 449. Gr eine chlindrifhe Säule 

uuc mit einer am Umfang angreifen- 
ben Kraft ift ce = r, und daher: 

FT 

=; 14 — „FT, 
d. i. ein Fünftel von der Trag— 
kraft, welche ihren Angriffspunkt 
in ber Are des Körpers hat. 
»Dieſe Formeln laffen ſich auch 
auf das Zerreißen, Zerdrücken 
und Abbrechen der Körper an⸗ 
wenden; es iſt jedoch dann nöthig 
für jede Art der Zertheilung einen 
beſonderen Feſtigkeitscoefficienten 


P= 











einzuführen, alſo ftatt 
P— FK _ F 
— Fcee 1 Fce 
14 55 KnTWE 
zu ſetzen, wobei A, den Feſtigkeitscoefficienten für das Zerreißen (oder Zer⸗ 
drüden) und X, den für das Zerbrechen bezeichnet. 





Schiefe Zug- und Druckkraft. ‘Die Theorie der zufammengefegten 8. 27° 
Elaſticität und Yeftigleit kommt vorzüglich auch dann zur Anwendung, wenn 
eine Kraft P unter einem ſchiefen Winfel RAP — Ö gegen die Xre 
eines Balkens AB, Fig. 450 wirft, Bon den beiden Componenten R== Pcos.6 
Fig. 450. und N = Psin.Ö wirkt ber eine zie⸗ 
bend und der andere biegend auf den 
Körper, und es vereinigt fi) auch hier 
die durch die erftere Seitenfraft bewirkte 
Spannung Über den ganzen Quer-: 
ſchnitt F' 





P cos. 6 
81 — 7 


mit der durch das Moment Plsin. d des zweiten Componenten bewirkten 
Spamnung: 





_ Psin.d.Te 


= 


520 Dierter Abſchnitt. Fuͤnftes Gapitel. [8 27. 


der äuferften Faſern, fo daß fich auch wieber 


T-s—-9814+ — —— 





oder vereinfacht, 


c08.6 , lesin.Ö 
T=P — 4 ſetzen läßt. 


Hiernach iſt das geſuchte Tragvermögen: 
T 
P= —————, 
c08.6 + ze sin. 6 
A 7 ii 
und umgelehrt, der entfprechende Querſchnitt: 
ZB — 
F= * (004.8 + W sin.Ö), 


oder wenn man für die Biegung einen anderen Tragmobul 7, einführt als 
für den einfachen Zug (7): 


F=P e sin.) 











wWT, 
Für einen parallelepipedbifhen Ballen ift 
— 2 n und folglich : 
cos. Ö 61 
Fr tig 8), 
und fir einen cylindrifchen Balken hat man 
— daher: 
Wr 


—P (m — — za )) 


Diefelben Formeln gelten auch für — in Fig. 451 abgebildeten Fall, 
wo der erſte Component R durch Druck auf den Balken wirkt. Iſt hier 
wieder 6 der Winkel PAR, um welden die Kraft P von der Ballenare 

Fig. 451. AB abweicht, fo behalten die Sei⸗ 
_ tenkräfte die Werthe: 
Kar R = Pcos.6 umd 
N = Psin.d. 
— Um die Tragfraft bes Balfens zu 
IE finden, hat man natürlid; hier bie 
wur Spannung dur R: 
8.— P cos. o 
= 


F 
mit der größten Spannung 
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Plesin.ö 
durch Biegung zu vereinigen, und daher in der oben gefundenen Formel: 


T—p (we + en? ober: 


— 6) 


für 7 nicht den Tragmobul des Zerreißens, fondern den bes Zerdrückens zu 
fubftituiren. 

Sn jebem der im Borftehenden behandelten Fälle wird natürlich die 
neutrale Faſernſchicht aus dem Schwerpunkte verrücdt, und zwar um die 
Größe: 





* — SI, W cotg. 6 


6 = — m... 
g Fex 
z. 2. für den parafefeipetifien Ballen um 
__ heotg. 6 
1768 


Uebrigens ift feicht zu ermeflen, daß aus der Bereinigung der durch die 
Biegung bewirkten größten Ausdehnung und Compreffion mit der über den 
ganzen Querſchnitt des Körpers gleichmäßig verbreiteten Ausdehnung oder 
Compreſſiou der Yafern, die Ausdehnung ober somprelion 


hervorgeht. 
Durch Einführung der Tragmodeln erhalten wir, wenn wir noch der 


Sicherheit wegen, bei Holz und Gußeiſen nur = in Rechnung bringen, 
1) für Holz in beiden Fällen: 
P— 750 F _ 750 F 


cos. 208. 8 +5 — sin. 30 cos.d + 9 sin. õ 
2) für Gußeiſen, im en Falle (Fig. 450): 
3500 F 3500 F 
=, 
cos. õ + T sin.d c0.6 + — sin. 6 
und in dem zweiten alle (Fig. 451): 
9000 F 9000 F' 
f= 7 = 0,4, 5. 
08.6 + 7 sin. d  co.ö+ — sin. ö 
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8. 273 Der im Borftehenden behandelte Fall kommt in vielen Fällen der Amer 
dung vor. Hängt 3. B. ein Gewicht P an einer gegen den Horizont geneig: 
ten Säule AB, Fig. 452, fo ift, wenn deren Are um ben Winfel PAR=Ö 
von der Verticalen abweicht, die Zugkraft 2 — Pcos. d, und die Biegung® 
fraft N = Psin.6, und daher 

— FT 


cos.d + = sin. 
zu ſetzen. 


Fig. 452. dig. 458. 





Wenn, wie Fig. 453 vor Augen führt, bei der fchiefen Wirkung der 
Kraft P auch nod) der Angriffspunft C derfelden excentriſch Liegt, fo muß 
man zur Beurtheilung der Tragkraft deffelben diefen Angriffspunft erft nad 
D in die Verlängerung der Are AB des Balkens legen, alfo flatt der Tänge 


BA—1, deine BD=BA+AD=I+ 55 in Rechnung 


bringen, wobei vorausgeſetzt wird, daß der Horizontalabſtand CA durd € 
und die Abweichung CE DA der Balfenare von der Berticalen durch d 
bezeichnet wird. 
Ebenſo ift für die fchiefe Säule AB, Fig. 454, wenn diefelbe um den 
Winkel ô von der Verticalen abweidht, die mit Sicherheit zu tragende Laſt: 
— FT — FT 


— 41 J 
cos. o + sin.Ö cos.O 4 — sin. Ö 


worin für Z’ der Modul fir die Compreffion einzufegen ift, während in den 
erften Fällen der für die Ausdehnung zu nehmen war. 

Wenn ein belafteter Balfen A A, Fig. 455, nicht frei auffiegt, fondern 
zwifchen zwei Wänden eingezwängt ift, fo kommt ebenfalls eine Kraftzerie- 
gung vor, aus welcher eine Compreffion und eine Biegung deffelben hervorgeht. 
MWeichen die Endflächen A, A dieſes Balkens um den Winkel ö von dem 
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Querſchnitt deſſelben ab, und wirft die Laſt P in der Mitte B des Balkens, 
fo reagiren die Seitenwände mit zwei Kräften Q und Q auf die Enden des 


Big. 454. Fig. 455. 





Baltens, welche unter dem Winkel $ gegen den Horizont geneigt find und 
eine Mittelfraft CP —= — P geben, wodurch die Kraft P aufgehoben wird, 
Es ift hiernach: 
P=20c0SCP = 20Qsin.d, 








folglicd) umgekehrt: 
rain 
= 2 sin. o 
Ferner refultirt aus der Reaction S die Aren- oder Druckkraft: 
—.. P cos. ô | 
R== ges.d= 5 —, = 1’, Pcotg.6 
und die Normal⸗ oder Biegungsfraft: 
— Qsind = = 
und es iſt folglich): 
R N.\ale 
— Ts TE ie ’ 
d. i.: 
1 Pcotg.ö _ Ple 
— 275 4 W' 
und daher die Tragkraft: 
p 2F1 F 
eotg.ö + Ya — 
zu ſetzen. 


Derſelbe Fall tritt auch ein, wenn ein geneigt liegender Stempel AB, 
Fig. 456 (a. f. ©.), eine über ihm aufgeſchüttete Laſt Q trägt. Nur ift 
bier Q erft in eine Normalfraft 9, rechtwinfelig zur Are bes Stempels und 
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in eine Seitenfraft N, rechtwinkelig gegen die Seitenwand (in der bergmän- 
niſchen Sprache: da8 Liegende) zu zerlegen. Sehen wir der Sicherheit wegen 
Fig. 456. von der Reibung der loderen 
Mafle (Gefteinsftüde) auf dem 
Liegenden ab; bezeichnen die Ab- 
weichung der Endfläche des Stem: 
pel8 von dem Querſchnitte deſſel⸗ 
ben durd) d, und die Neigung det 
Liegenden BC gegen ben Hori⸗ 
zont durch 4, fo erhalten wir: 
9 = Qsin.ß und 
2FT 


‚Fi 
cotg.ö + 1; — 
(i. $. 240), und daher: 

2FT 
ee Fle\., 
(cotg ö+1/, — 


Beiſpiele. 1) Welche Querdimenfionen muß man einem ſchiefliegenden Bal 
fen AB, Fig. 452, aus Fichtenholz geben, welcher eine Länge von 9 Fuß, ein 
Neigung von. 60 Grab gegen den Horizont hat und am Ende A eine Laft P— 60W 
Pfund trägt? Die Formel 


P= 


— 
— 





FT 
cos.d + SF sin.d 
giebt, wenn man P — 600, T — 750 Pfund, d = 0 — 600 =, 
!=9.12 = 108 Zoll einführt, und — b/, annimmt: 





h 
6000 6.108 
m — Bf BI 0 ; it: 
F=-bh=Y,h= ER c08.300 + zz sin. 300), d i. 
648. 0,500 - 3629 
A® = 11,2. (0,866 + mn) — 9,70 + — 


Es iſt annaͤhernd: 
h — V 3629 — 15,37, 
hiernach fchärfer: — 
h — V 3629 + 870. 16,37 = V 3778 — 15,6 Zoll 
und folglich 
b=%,h — 111 Zoll. 

2) In welcher Entfernung von einander find die 12 Zoll flarfen Tragſtempel 
AB eines fogenannten Förftenbaues ABC, Fig. 456, zu legen, wenn derſelbe 
4 Fuß weit ift und fih 60 Fuß hoch auf einem 70 Grad fallenden Gange in tie 
Höhe zieht, und vorausgefegt wird, dag tas Gewicht eines Cubikfußes Berge 
(Gefteinsftüden) 65 Pfund beträgt? Wird die gefuchte Entfernung mit — bejeich 
net, fo hat man das auf je einem Stempel ruhenve Gewidt: 
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Q = 4.60.65 — 15600, 
und folglih den Drud auf den Stempel: 
Q, = Q in. 70% —= 15600 x sin. 700 — 15600 . 0,9897 & —= 14659 z Pr. 
Sind die Endflächen A A eines Stempels unter einem Winkel von F — 20 Grad 


abgefchrägt, fo Hat man: 
14659 2 — — — _ 2.1181 70 _ 109650 
eotg. 200 + — 23747 + 5 ' 


und daher: 


169650 _ _ 


alfo der nöthige gwiſchenraum —— je zwei Stempeln: 
x — d = 0,9 Zoll. 


Biegung der gespannten Balken. Die normale Tragkraft P (8. 27 
eines Balkens AB, Fig. 457, wird nur bei einem kurzen Balken und durch Hinzu⸗ 
tritt einer Heinen Arenfraft Q vermindert; wenn hingegen die Länge des 
Balfens und die Zugkraft eine gewiffe Grenze überfchreiten, fo wirkt die fegtere durch 

Fig. 457. ihr Moment dem Momente 
der Normalkraft in dem 
Maße entgegen, daß dadurch 
die Diegung des Körpers 
herabgezogen und das Trag- 
vermögen des Balfens ver- 
größert wirb. 

p Segen wir wieder die 
Coordinaten der von ber 
neutralen Are des Balkens gebildeten elaftifchen Linie A SB, Fig. 457, | 
AK=xzwmdb KS=y, fo haben wir das Moment der Kräfte in Hin- 
ficht auf einen Punkt S in diefer Are: 
Pzx — Q Y, 
und fönnen daher (nad) $. 215) 
(Px—- Q)r= WE 


III 
— 


S 
NERTRIENERER NS 
UOTE 


| 


N . N 
SIEEN 


SR 





II 


‘ 
N 


IN 





jegen. 
Vähren wir wieder 
r = — u 
ein, wo & ben Tangentenwinlel STK bedeutet, und bezeichnen wir noch, zur 
Vereinfachung, 


Pp_ V Q hie Gleichung⸗ 
WE durch », fowie WE durch q, fo erhalten wir die Gleichung: 


_ 28— Pa Qy)os___ 2 — 
u=—-— =— WE (p?z — giy) dx. 
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Seßen wir nun 
)y—2 ® gr * 
ya me + ne), 


Fig. 458. worin m umb n noch zu 
beftimmende Conftanten und 
7*7 € die Grundzahl ber natür- 
lichen Logarithmen (f. ana 
Z.. lyt. Hitfslehren, Art. 19) 
4; bezeichnen, fo erhalten wir: 
_dy _p 
2)a— ri 
— (ma — nEe®)g, 
und da num das Differenzial des legten Ausdrudes, nämlid): 





0a = — (me? + nee) g?or, 
durd) Subftitution der Gleichung 1) wieder auf die obige Grundformel: 
2 
oc = (v -) q?ox — — (p? x — g?y) x 


führt, fo ift aud) hiermit die Nichtigkeit des Ausdrudes unter “1) für y 
dargethan. 
Da fir * — O au y — 0 ift, fo erhalten wir durch Subſtitution 

diefer Werthe in 1) folgende Gleichung: 

0=0 — (ms! + ne), d. i. 

m+tn=0, 
und da fir 2 — 1, a — 0 ift, fo ergiebt ſich durch Subftitution dieſer 
Werthe in 2) die Gleichung: 


0o—2 - — (mas €) 
=- (mat —n g, 


oder, wenn man aus der vorigen Gleihung »n —= — m einfekt: 
2 
0 — * — male + 
fo daß fi nun: 
p? 
m — — M = 


ga? (ei + Em) 
beftimmt, und das Kraftmoment: - 
Pr — Qy=Qm («= — ce) 
pP (ee — 0 . 
Jedenfalls ift das lettere ein Marimum für den feften Punkt B des 
Körpers, welcher ſich durch = AC= Ind y= BC — a beflimt, 
und zwar: 
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P (et — ot 
Iſt die Axenkraft gl ein ächter Bruch, hat man e8 alfo mit einem kurzen 
Balfen und mit einer Fleinen Arenkraft Q zu thun, fo läßt fich 


272 313 
a=-i+l+ ++ 


jomwie 
gr _ gr 


St—=1l—gi+ 6 + ..., 


und hiernach das Kraftmoment: 


Pl(1 + !;gq?l? 
Pl— Qu = 7 ar 


IR 
— Pr — ge) = pı(ı — 


=PII + YEB)(L — Ynqrh) 


ſetzen. 
Iſt dagegen die Axenkraft Q fo groß, daß g! mindeſtens die Zahl 2 
erreicht, jo läßt fich 


— 


gegen &* vernacjläffigen, daher: 
ga — el ga 
Fer Br Be 
fegen, jo daß dann einfach) das Kraftmoment: 
pP WE 
Pl—-Qıa=-=P _—— 
— q Q 


ausfällt. 


Tragkraft eines gespannten Balkens. Wit Hülfe des im vor (8. 275 
ftehenden Paragraphen gefundenen Momentes der äußeren Kräfte P und Q 
läßt fi) nun die Tragkraft des Balkens auf dem in dem Obigen mehrfach 
betretenen Wege wie folgt beftimmen. 

Die Kraft Q zieht den Körper in feiner Arenrichtung mit der Kraft 
Q 


Sı = 


F 


pr. Slächeneinheit, und durch da8 Moment Pl — Qa beider Kräfte P und 
Q erleidet die Faſer im größten Abftande e, von der neutralen Ure bie 


Spannung 
8. — (Pl = Qau)e 
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und es ift folglich die ganze Spannung 
Pl— 
= +3 —- 44% ent. 
MWenm diefelbe die Elafticitätögrenze erreicht, fo ift natürlich ST, daher 


läßt 
ßt ſich 72 (Pl — Qa)e 
= F + my ſetzen. 


Uebrigens iſt auch noch dann, wenn der Tragmodul 7, der Drudelafticität 
von dem Tragmodul T der Zugelafticität abweicht, 
02, @!—- Qde 
nh=-- pr W 
zu feßen, wobei aber e den größten Abftand der zuſammengedrückten Faſern 
von der neutralen Are bezeichne. In beiden Fällen hat man ſtatt 





et — 
Pl— YQa= — (a ar) 
einzuführen, jo daß fi nun bie —8* un entweder: 
ft - 7) (1 - vr 
Ar gr ’ 
oder: a 
ẽ €77 . 
e— Ban J Prem 


Da für eine Heine Spannfraft 
- 9 — _ LE 
Pl Qa = Pl ( 5 
geſetzt werden kann, ſo hat man hier, wenn man nur die Ausdehnung in De 
Bu zieht, 


ae -=(1 14 6— 


 3WE 
Ohne die Spannung Q wäre die Tragkraft: 
wT 
P 1 _ , 
le 





es iſt daher das Verhältniß: 

P 

2 tr) ) 
und biernach leicht zu ermeſſen, daß diefelbe durch Q entweder vermindert oder 
vergrößert wird, je nachdem * größer oder kleiner als d. i. je nach⸗ 





Ah 
3WE 
3W _ T , 
dem Fl größer oder kleiner als 7 iſt. 
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Für eine große Spannkraft, wo ſich 


WE 
PlL— Qu = p\y FE 
— ° 
ſetzen läßt, hat man dagegen die Tragkraft: 


P-(1- 2) vr. 


Diefer Ausdrud wird mit VQ 8 zum Marimum, und zwar, wie 


jich durch einfaches Differenziiren und ulieen des erhaltenen Differenzial⸗ 
quotienten leicht ergiebt, für 





FT 
0— ui 
Es iſt die Größe diefes Merim iwerthes— 
FWTT 
— 2 .— 
pP — 3,98 3E — 
und das Verhältniß deſſelben zur Tragkraft P, des ungeſpannten Ballkens: 
V. 
D 3WE 3W 
Für einen parallelepipedifchen Ballen von der Breite b umd der Höhe 7 
dat man F=bh, W= > und e — !/,h, daher: 
pP 4l m_ 4 J 
PP 3»aYE „ vo. 
Befteht diefer Ballen aus Holz, o h 
— E 600’ 
und daher: 
p ıı I 
_——#/ — — — 
Pi "Yon 0,0544 h’ 


3. B. für — 30, P— 1,632 P,; 
es trägt alfo dann der Balken fat um zwei Drittel mehr, als wenn er 


nicht gefpannt ifl. 
[ 10000 U 
Für ss Tr — 184 ft P. — P, und für Werthe bon =, 


welche kleiner als 18,4 find, fällt fogar P, Kleiner als P aus, wird aljo bie 
Tragkraft P des Balfens durd) die Spannung Q vermindert. 
Beisbad's Lehrbuch der Mechanik. L 34 
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$. 276 Torsion in Verbindung mit Zug- oder Druckkraft. Wird 
eine Säule AB, Fig. 459, von einer Arenfraft Q und einem Umdre 
hungsfräftepaare (P, — P) zugleic ergriffen, fo findet eine Zuſammen 
fegung von Torſions⸗ und Zug- oder DrudsElafticität ftatt, deren Refultet 


fich wie folgt beurtheilen läßt. Iſt Sı — x die von der Kraft Q hervor. 


e 


gebrachte Arenfpannung pro Einheit der Duerfchnittsfläche, und S; — — 


die dem Torſionsmomente entſprechende Spannung pro EN, im 
Fig. 459. 


Fiq. Hr), 





Abftande e von der Längenaxe des Körpers, fo können wir anneh— 
men, daß ein parallelepipebifches SKörperelenent ABC, Fig. 460, von 


den Normalfräften AB.Sı und — CD.Sı auf AB und CD, fowie von 
dem Kräftepaare (AB. Se, — CD.S,) längs AB und CD, und von 
dem Gegenkräftepaare (BU.Z, — AD.Z) längs BC und AD ergriffen 
wird. Wenn nun die Diagonalebene A C den Winkel » mit der Are der 
Körpers oder der Richtung der Kraft S, einschließt, fo find die Componen: 
ten der Kräfte S,, S, und Z auf der einen Seite von A C, 
AB. 8 sin. V, AB.S, cos. und BO.Z sin. v, 

und es folgt daher die ganze Normalfraft auf AC: 

AC.S=AB. S, sin.y + AB.S, cos. y + BU.Z sin. v. 
oder da das Moment von (BC.Z, — AD.Z) glei, ift dem Momente 
von (AB.S, — CD.S). d. i.: 

AB.BOC.Z=BC.AB.S, alſe Z=S if, 
AC.S—=AB.S sin. y 4 (AB cos. v 4 BCsin. x) Sı. 
fo dag fchließlich die Normalfpannung A C pro Flächeneinheit: 
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S— rs S, sin. y + * G 08: v +7 2 sin. v)8 folgt. 


AB ge C 
Nun ift aber — m 707 ®- v, daher folgt: 


= 81 (sin. %)? + 2 8, sin. V cos.V — - 9, (sin. y)? + Se sin. 2% 
— 9 — — — + Ssin.2%. (Bergl. $. 259). 


= sin. und — 


Diefer Werth ft ein Maximum von S für an 2 y — — a oder 
1 
28, 5, 
sein. 2 — — — und 05.2 db — — — und zwar 
vs’ + (2.8)? Vera: 


292 
50 ty S? nn * VS? 0@S,) 


* 


Segen wir die obigen Werthe von S, und S, hier ein, fo erhalten wir 
die gefuchte Marimalfpannung 


nt) w) 


und damit der Körper den Wirkungen dieſer P und Q mit Sicher 
heit widerftehe, ift S,, dem Tragmodul 7, alfo 


Q Q\? Pae\? 
— — ti —=T1 
++) 

zu fegen, woraus die Bedingungsgleichung 

Pae 9 
5 — 72 — folgt. 
Es iſt daher das te — 

1) Po=— — 72 — * ſowie die zuläffige Arenkraft 
a *) 








2) g=Frr-% 


Um die gegebenen Kräften P und Q — Querſchnittsdimen⸗ 
ſionen zu finden, ſetzen wir, je nachdem die Torſions⸗ oder die Axenkraft 
überwiegend ift, entweder 





- SIT" 
PM 7 


34° 
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4 
1 ze) 
1 ( Ww 
Fir eine parallelepipedifhe Säule mit ben Uuerbimenfionen b 
und A ift 
F=bh W= (+ np und e—=1/, Vb? + h?, folglid 


532 





W _bh,,, Pa Pa ey 
_ =—— + = = — ſowie 
e 6 V Vr QaT T\ BAT 
bh 
—3— Q -7| 6Pa )T 
—— 36 Pa\® T 1= Varmm " 
bh 


T- (+ A)T 
Kennt man nod) das Dimenfionsverhältnig u — 7 ſo kann man mit 
tels dieſer Formeln die Dimenſionen b und ſelbſt berechnen. 


Für eine Säule mit quadratiſcher Baſis iſt 5 — h, daher 
ns Va _ Be _IQYT® 
— -7T 1 RT ‚ und 


— bd — Verigre(\- —_— 


1— 1! u iu ‚ umd 


0 | 6Pa 7 


— 1 


ſowie 





AST 


Für eine cylindrifhe Säule oder Welle hat man 
4 
F= ar, ‚= ——. und e = r, daher 


2 
er _ Fa mr VER l- _ 2). ſowie 
zr?T/ 


rer: 
ar: 
' >> )T 


Q — \/ Q 
zu alter 


2 — 
tr? = 1 
"T\xzr? 
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Wirkt die Arentraft Q zuſammendrückend, fo behalten die im Bor. 
Fig. 461. ftehenden gefundenen Formeln ihre Anwen 
dung, da hier nicht bloß die Richtung der Kraft 
S, (ig. 461) die entgegengefeßte wird, ſondern 
auch die Kräfte S, und Z entgegengefeßt angenom⸗ 
men werden können, wenn e8 darauf ankommt, 
eine möglichft große Mittelkraft 8, zu erhalten. 
Beifpiel. Wenn eine flehende Holzwelle von 
10000 Bfund Gewicht das WUmbrehungsmoment 
Pa = 72000 Zollpfund aufzunehmen hat, fo if 
bei dem Tragmodul 7 — 400 Pfund, der erforderliche Halbmefler derfelben: 


:/aPajL —yY » /0,6366 . 72000 10000 \—Y 
VE VE 











T 400 nr? 
—yY 
— V 0,6366 .180 (1 — Ir) . 
Annähernd if 


r = V 114,6 = 4,85, daher 
1,958 _ 7,968 __ (3388, 


rt 23,52 
und 





7,958\% 1 
_ — = —= 1,071, 
( r? ) 7 0,6617 
fo daß nun fehärfer der gefuchte MWellenhalbmefler 

r — 4,85.1,071 = 5,194 Boll, 


und folglich der Durchmefler der Welle, 
d — 10,39 Zoll folgt. 


Porsion in Verbindung mit Biegung. Nicht jelten kommen auch $. 277 
Fälle vor, daß ein Balken ober eine Welle von einer Torfiond- und einer 
Biegungskraft zugleich ergriffen wird, namentlich find die Tiegenden Rab» 
wellen in der Regel einer Torſion und Biegung zugleich ausgefegt. Denken 
wir uns, um die Verhältniffe des Zuſam⸗ 
menwirkens diefer zwei Kräfte zu erforfchen, 
wieber einen prismatifchen Körper AB CD, 
Fig. 462, welcher an einem Ende BD 
feftgehalten und am anderen Ende A von 
einer Normal» oder Biegungskraft Q, zu: 
gleich aber noch an einer Stelle C von 
einem Umbdrehungs- Kräftepaare (P, — P) 
ergriffen wird. Iſt I, bie Länge AC der 
Welle, Wı das Maß des Biegungsmomen. 
te8 derfelben und e, die größte Entfernung 


Fig. 462. 
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eines Querjchnittselemente® von der neutralen Are, fo hat man die von der 
Kraft Q erzeugte größte Arenſparng 

S, = Ze - (vergl. 8. 235); 
bezeichnet dagegegen « die —* H K de8 Rräftepaares (P, — P), W 
das Maß des Torfionsmomentes, und e den größten Abftand eines Quer⸗ 


fchnittselementes von der Are OD diefes Körpers, fo läßt ſich die von dem 
Paare (P, — P) erzeugte größte Schubfpannung 





= u ſetzen. 


Nun vertritt aber, wie leicht zu ermeſſen ift, die Spannung S, — Se et 


die Stelle der abjoluten Spannung S, = n im vorigen — da⸗ 


her läßt ſich auch hier die Marimalſpannung im ganzen Körper 
ABCD, fig. 462, 


+ VA + 3 1)" +87, ober 
„aha, (Abe), (Eee) 


fegen, woraus dann die “engen 
Pue\? har ar 
— 2 — 
( w) -T 








folgt. 
Es ift daher das zuläffige Torfionemomen 
1) = F\Yn_ Mar Ql,aT -#r\/_ a *. 
e W 
fowie die Axenkraft 
W pP ? 
2) 9 = ne, T [7 -( *) jf wonach entweder 








W 
pP 
= mE — — —— Tr: , oder 
a_ ‚saT 
Wı _ a 
a T_ Pue z zu ſetzen iſt. 
*) 


Sr den quadratiſchen Schaft iſt 


W »V3 Ww 3» 
77T Mn: daher 
e & 
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Rh 


_6V Pa ( 6QL\-" 
= 


— 83 und 


r"T ’ 


_1/6V 7, Pa GEOL\-M 
h = Vrre (1 — 6 l ſowie 


h’T 


6091 6VT Pa\?1-ı 
= ZH J — —— und 


Rh = E — 1), (® =)" 


"®T 





’ 


RT 


wogegen für die cylindrifche Welle 


W 
€ 
T 
13 
r = 
r’r—=— 


W, zy?® , 
—_ 7. ſolglich 
4Q], ı 
T (1 und 
Pa — lg 
7 (1 — a ſowie 


— (22° iu d 
x T zr3T ‚um 





I 2Pa \?]-% . 
&lı - ar | zu fegen ift. 


8 


Sehr gewöhnlich iſt es nicht ein Krüftepaar (P, — P), ſondern eine 
excentriſch wirkende Kraft P, welche die Torſion eines Körpers BCD, 
ig. 168. 





dig. 463, hervorbringt. Da fich eine folche 
Kraft in eine gleiche Centralfraft CP—=-+ P, 
und in ein Sräftepaar (P, — P) zerlegen 
läßt, deflen Armlänge a der Normalabftand 
CA zwiſchen der Axe C D des Körpers und 
der Angriffslinie der Kraft P ift, jo hat man 
es in diefem Falle, felbft ohne Hinzutritt einer 
anderen Kraft Q, mit ber zufammengejegten 
Feſtigkeit zu thun, indem fi) die aus (P, — P) 
bervorgehende Zorfion mit der durch die Aren- 
fraft + P bewirkten Biegung vereinigt. Es 


finden daher bei Beitimmung der Stärke eines foldhen Körpers bie lebten 
Formeln ihre unmittelbare Anwendung, wenn man darin Pl = Qlı fekt. 

Zritt zu der ercentrifchen Kraft P noch eine bejondere Biegungsfraft Q 
mit dem Momente Q, hinzu, fo muß man natürlich in den legten Formeln 
Pl + Qı, ftatt PL} feßen. 
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&. 278 Biegungskräfte in verschiedenen Ebenen. Wenn ein Ballen 
ober eine Welle BC, Fig. 464, von zwei Biegungsfräften Q, und Q, er 
ig. 464. griffen wird, deren Richtungen GG, 
und C, Q, zwar rechwinkelig auf der 
Are CB des Körpers ftehen, aber unter 
fich felbft nicht parallel find, jo wird 
das Stück C, B befielben von zwei 
Kräftepaaren (9, — Qı) und (Os, — 
gebogen, welche daher zu einem einzigen 
Kräftepaare zu vereinigen find, um bie 
Art und Größe der Biegung beuriheilen 
zu können. Bezeichnen I, und 2, bie 
Hebelarme der Kräfte Q, und Q, in 
Hinficht auf den feften Punkt B, find alio 
Y, LT und Qu I; die Momente derjelben, 
und ift & der Winkel, welchen die Kraftrichtungen zwifchen ſich einfchliehen, 
wenn man fie durch einen einzigen Punft legt, fo hat man nad) $. 95 dat 
Moment des vejultivenden Kräftennares: 


Re = V(AU)? + (1)? +2 (Q1ı) TR cos. @, 


und es ıft für den Winkel 3, welchen die Ebene dieſes Kräftepaares mit der 
des Paares (Or, — 9) einfchliet, 


sin. = 





Ola 
Re 

Um bie Größe diefes Kräftepaares (R, — R) und die Ebene deflelben zu 
finden, fann man die Kraft Q, von C, nach C, reduciren und die rebucirte 


Kraft Q = DL! mit ber Kraft Q, durch das Kräfteparallelogramm zu 
1 


einer Mittelkraft A, vereinigen; das Product Rılı = Re ift dann bie 
Größe des refultirenden Kräftepanres, und der Winkel Q, C, R, , ber Winlel 
ß, welchen die Ebene dieſes Paares mit der des Paares (Q,, — 9) ein⸗ 
ſchließt. Diefe Ebene ift natürlich auch diejenige, nach welcher der Körper 
gebogen wird, auch ergiebt ſich mit Hülfe des gefundenen Momentes Rec 
— R,; |ı die größte Spannung des Körpers: 
Rce 
ww 

alfo wenn man diefe dem Tragmodul 7’ gleichjegt: 

IF = VAR FA FRA) (ri) one 

| Wirkt nun auf diefen Körper AB noch ein Umdrehungskräftepaar 
(P, — P) mit dem Momente Pa, fo ift die Marimalipannung 


SS = 
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 _—_ m HRee ya (Fe) 
Om = = 7 sw tw 


zu fegen, wobei natürlich W, das Maß bes Biegungsmomentes, W das des 
Drehungsmomentes, und e, ben größten Abftand des Körperumfanges von der 
neutralen Are, dagegen e den von der Rängenare des Körpers in D be 
zeichnet. 








Hiernad) ift 
(= m _ ea T 
Ww wi 


— 7? — [(Q, 1)? + (9:1)? + 2(9ı 1) (Q 12) cos. «4 Ä 


Mit Hilfe der Yormeln des vorigen Paragraphen laffen ſich auch bie 
erforderlichen Ouerfchnittsdimenfionen des Körpers finden, wenn man in den⸗ 
jelben ftatt Q2, die Summe Qılı + Qz1. einfekt. 

Wenn nur eine Biegungskraft Q, auf den Körper wirkt, und derfelbe 
anftatt des Kräftepaares (P, — P) von einer einzigen Umdrehungskraft P 
ergriffen wird, welche fic) in eine" Arenfraft P und in ein Umbrehungsträfte- 
paar (P, — P) zerlegen läßt, fo hat man ftatt Q, !; dad Moment PT in 
den legten Formeln einzujegen. 


Schlußanmerfung. Obgleich über feinen Gegenſtand der Mechanik bis jebt 
fe viele Verſuche angeftellt worden find, als über die Slaftieität und Weftigfeit ber 
Körper, fo bleibt doch noch vieles zu unterfuchen und manche Unflcherheit zu beſei⸗ 
tigen übrig. Wir Haben BVerfuche hierüber von Ardant, Banks, Barlow, 
Beran, Brir, Buffon, Burg, Duleau, Ebbels, Eytelwein, Fin— 
dan, G@erfiner, Birard, Gauthey, Bairbairn und Hodgfinfon, 
Lagerjbelm, Muffhenbroet, Morveau, Navier, Nennie, Rondelet, 
Tredgold, Wertheim u. f. w. Die älteren Berfuhe werben fehr ausführ- 
lih abgehandelt in Eytelwein’s Handbuch der Statik fefter Körper, Bd. IL, 
nähftdem in von Gerfiner’s Handbuch der Mechanik, Br. I. Eine umfäng- 
lihere Abhandlung über viefen Gegenſtand Tiefert auch v. Burg im 19ten und 
2oſten Bande der Jahrbücher des polytechn. Inftituts zu Wien. Man findet in 
dieſen Schriften zum Theil aud abweichende Theorien abgehandelt. Der Ber: 
iuhe von Brir und Lagerjhelm if fchon oben (S. 360) gedacht worden. 
Neue und fehr umfänglihe Verſuche über die rückwirkende Feftigfeit der Stein: 
arten, von Brir, rapportirt ver 32fte Jahrgang (1853) der Verhandlungen des 
Bereins zur Beförberung des Gewerbefleißes in Preußen. Eine einfache Theorie 
ver Biegung von Brir findet man in ber Abhandlung „elementare Berechnung des 
Widerſtandes prismatifcher Körper gegen die Biegung“, welche aus den Verband: 
lungen des preußiichen Gewerbevereins befonders abgebrudt if. Die neueften 
Unterfudgungen über die Gfafticität von Wertheim find ebenfalls fchon oben 
(S. 362) befprochen worden. Meber Hodgkinſon's Verſuche findet man einen 
Auszug in Mofeley’s Mechanical Principles of Engineering and Architec- 
ture. Das Hauptwerk von Hodgfinfen ift unter dem Titel „Experimental 
Researches on the strength and other properties of cast iron etc., bei 
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John Weale, 1846, erfhienen. Eine franzöftfche Ueberfegung von Pirel enthält 
Tome IX, 1855, der Annales des ponts et chaussees, aud wird hiervon in 
einem Auffage von Couche, Tome XX, 1855, der Annales des Mines ge 
handelt. Tredgold handelt in einer befondern Abhandlung „über die Stärke 
des Gußeiſens und anderer Metalle”, welche in Leipzig 1826 auch deutſch 
erfchienen if. Webrigens ift zum Studium zu empfehlen: Boncelet’s Intro- 
duction & la Mecanique industrielle, ferner Navier’s Resume des lecons 
sur l’application de la Mecanique, Part. IL, deutih von Weftphal, unter 
dem Titel „Mechanik ver Baukunſt“, zu welcher Schrift Boncelet in feiner 
Theorie von dem Widerftande feiter Körper (f. deſſen Lehrbuch ter Anwendung 
der Mechanik, Band II., deutih von Schnufe) Ergänzungen liefert. Ber: 
züglich und auch im vorliegenden Werke mehrfah benutzt iſt: Rösistance des 
materiaux (Lecons de Mecanique pratique) par A. Morin, ferner Thecrie 
ver Holz- und Eifenconftructionen mit befonverer Rüdfiht auf das Bauweſen 
von Georg Rebhan. Wien 1856. Auch it zu empfehlen: bie fdhon oben 
(S. 425) citirte Schrift, die Feftigfeit ver Materialien, von Moll und Neu: 
leaur, ferner Me&moire sur la Resistance du Fer et de la Fonte etc, par 
G. H. Love, Paris 1852; fowie Tate, die Feſtigkeit eiferner Balfen uns Trä: 
ger, nach dem nglifchen von von Weber, Dresden 1851. Die Theorie der zu 
fammengefegten Yeitigkeit ift zuerft von dem Verfaſſer in der Zeitſchrift für dur 
gefammte Ingenieurmweien (dem Ingenieur) ven Bornemann u. f. w. Br. 1. 
abgehandelt worden. In dem erflen Bande der neuen Folge biejer Zeitſcrifi 
(„Eivilingenieur” 1854) wird vom Herrn Runftmeifter Bornemann die graphiſche 
Darftellung ver relativen Beftigfeit abgehandelt; aud werden in bemfelben vie 
Ergebniffe ver Biegungsverfuche von Bornemann fowie von Lamarle mitgetbeilt. 

Weitere Ausführungen der Lehre von der Glafticität und Feſtigkeit kommen in 
ver Folge bei der Theorie der Schwingungen und ber des Stoßes vor. 

W. Wairbairn’s Useful Information for Engineers I. and I. Series, 
berichten mehrfache Verſuche über die Wertigkeit des Schmiebeeifens in verſchiedenen 
Formen, ſowie auch über die von Steinen, Glas u. f. w. Sn theoretifcher Bejzie⸗ 
hung ift vorzüglich zu empfehlen: Lecons sur la theorie mathematique de 
V’elasticite des corps solides par Lame, jowieAManual of applied Mechanies 
by W. J. M. Rankine, nächſtdem auch Cours de Mecanique appliquee, 1, 
Partie, par Bresse, fowie Theorie de la Resistance et de la flexion plane 
des solides par Belanger. Die Schrift von Laiffle und Schüblen: „Ueber den 
Bau der Brüdenträger“ ift dent dermaligen Stand der Wiſſenſchaft entfpredent 
bearbeitet, und vaher fehr zu enıpfehlen; au enthalten Rühlmann's Grundzäge 
der Mechanik, 3. Auflage (1860), einen lefenswerthen Abriß der Feſtigkeitslehre 

Der ivilingenieur und die Zeitfchrift des deutfchen Ingenieurvereins enthalten 
mehrere werthvolle Abhandlungen über Clafticitäte- und Feſtigkeitslehre, namenilid 
von Grashof, Schwedler, Winkler u. f. w , fowie auch mehrere gute leker: 
fegungen von franzöflfhen und englifchen Abhandlungen von Barlow, Bount: 
ceau, Kairbairn, Love u. f. w.; auch findet man in diefen Zeitfcgriften die 
Grgebnifle vielfacher Verfuche über die Feftigfeit, z. B. von Bairbairn, Kar: 
marfh, Schönemann, Völkers u. f. w. 





Fünfter Abſchnitt. 


Dynamif feſter Körper. 


Erftes Capitel. 
Die Lehre von den Trägheitsmomenten. 


Bewegungsarten. Die Bewegung eines feften Körpers ift entweder 8. 274 
fortfchreitend, oder dDrehend, oder beides zugleich. Bei der fortfchrei- 
tenden ober progreffiven Bewegung (franz. mouvement de translation; engl. 
motion of translation) find die gleichzeitig zurückgelegten Wege der Körper- 

Fig. 465. teile unter fich parallel und gleich, bei der dre⸗ 
henden oder rotirenden Bewegung (franz. mou- 
vement de rotation; engl. motion of rotation) 
hingegen befchreiben die Theile des Körpers um 
eine gewiſſe gerade Tinte, die man die Umbdre- 
bHungsare (franz. axe de rotation; engl. axis 
of revolution) nennt, concentrijche Kreisbögen. 
Jede zufammengefeßte Bervegung läßt ſich als eine 
drehende Bewegung um eine beweglidye Are 
anfehen. Letztere ift wieber entweder veränder⸗ 
lich oder unveränderlich. 

In progreffiver Bewegung befindet fich ber 
Kolben DE und die Kolbenftange BF einer 
Pumpe oder Dampfmajchine, Fig. 465, in drehen« 
der Bewegung, dagegen ift die Kurbel oder der 
Krummzapfen A C, in zufanmengefegter Bewe⸗ 
gung endlich die Kurbelftange AB, denn das 
eine Ende B bderjelben hat eine fortfchreitende, 
und das andere Ende A eine drehende Bewegung. 
Dei einem fi) wälzenden Cylinder ift die Umdre- 
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bungsare unveränderlih, bei der Kurbelftange A B hingegen ift biefelbe 
veränderlich, denn fie ift der Durchſchnitt A zwifchen dem Perpendifel BE 
zur Arenrichtung CB der Kolbenftange und der Verlängerung des Kurbel: 
armes CA (f. 8. 101). 


$. 280 Geradlinige Bewegung. Bei ber geradlinig fortjchreitenden 
Bewegung eines Körpers finden die $. 82 umb $. 98 gefundenen Bene 
gungsgefege eines materiellen Punktes ihre unmittelbare Anwendung Die 
Maſſentheile M,, M,, M, u. ſ. w. eines mit der Acceleration p fortſchrei⸗ 
tenden Kokpers widerftehen der Bewegung vermöge ihrer Trägheit mit den 
Kräften My, M, p, M, p u. ſ. w. ($. 54), und da die Bewegungen aller 
diefer Theile in parallelen Linien erfolgen, fo find auch die Richtungen dieſer 
Kräfte unter fich parallel; es ift daher die Mitteltraft von allen biefen aus 
der Trägheit entfpringenden Kräften gleich der Summe 
MptMp+tMr +. = (M+MG;+M + ---)p=Mp 
wo M die Maſſe des ganzen Körpers bezeichnet, und es fällt auch der An- 
griffspunft derfelben mit dem Schwerpunkte des Körpers zufammen. Um 
alfo einen übrigens frei beweglichen Körper von der Maſſe 4 oder em 
Gewichte G — Mg in eine geradlinig fortfchreitende Bewegung mit der 
Acceleration p zu verfegen, ift eine Kraft 

P=Mrı = = 
nöthig, deren Richtung durch den Schwerpunft S des Körpers geht. 
Aendert fi in Folge der Einwirfung der Kraft P die Gefchmwindigkeit c 

während der Zurücklegung des Weges s in die Geſchwindigkeit v um, fo if 
die von der Maſſe in fich aufgenommene mechaniſche Arbeit ($. 72): 


vı — 02 vı — c—⸗ 
28 | —— = — = — 
Ps ( 2 )a= ( 5 ) @ h—HG 


Beifpiel. Der Kolben fammt Stange von einer Bumpe, Dampfmaſchine, Ge 
bläfemafchine u. f. w. hat eine ungleichförmige Bewegung, bei feinem böchften unt 
tiefften Stande ift er ohne Geſchwindigkeit, und nahe bei feinem mittleren Stande 
ift die Geſchwindigkeit deſſelben am größten. Iſt das Gewicht des Kolbens und 
feiner Stange = G, und feine größte Geſchwindigkeit in der Mitte feines Auf: 
oder Niederganges — v, fo beträgt hiernach das Arbeitsvermögen, welches er 
vermöge feiner Trägheit in der erften Häffte feines Weges in fi aufnimmt mb 
in der zweiten Hälfte deſſelben wieder ausgiebt: 


L=3-6. 


Für G = 800 Pfund und v —= 5 Fuß ift diefe Arbeit: 
L = 0,016.5*°.800 = 320 $ußpfund; 
wäre nun noch der halbe Kolbenweg s—4 Fuß, fo hätte man die mittlere Kraft, 
welche nöfhig ift, um ven Kolben in ver eriten Hälfte biefes Weges zu beſchleuni⸗ 
gen, und welche derfelbe in ber zweiten Hälfte durch feine Verzögerung ausabt: 
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Drehende Bewegung. Geht die bewegende Kraft P eines Körpers 8. 281 

AB, Fig. 466, nicht durch den Schwerpunkt S, fo nimmt der Körper eine 
Fig. 466. Drehung um diefen Punkt an, und e8 fchreitet die⸗ 
fer fort, als wenn die Kraft unmittelbar in ihm 
angriffe, wie ſich folgendergeftalt beweifen läßt. 
Man fälle vom Schwerpunkte S ein Perpenbifel 
SAa gegen die Kraftrichtung, verlängere dafs 
felbe rlidwärts, mache die Berlängerung SB dem 
Perpendikel glei) und laſſe zwei fich das Gleichge⸗ 
wicht haltende und parallel mit P wirkende Kräfte, 
bie eine + 1/ P umd die andere — 1, P, in B 
angreifen. Die Kraft + 1/, P giebt in Berei- 
nigung mit der einen Hälfte der in A angreifenden Kraft P die im Schwer⸗ 
punkte S angreifende Mittelfraft 
P=1,P+1,P=P, 
wogegen bie Kraft — 1/, P mit der zweiten Hälfte (1’, P) von der in A angrei« 
fenden Kraft P ein Kräftepaar bildet; es refultirt alſo aus ber excentrifch 
wirfenden Kraft P eine durd den Schwerpunft gehende Kraft 
P, = P, welde diefen Punkt ſammt dem ganzen Körper progreffiv bewegt, 
und ein Kräftepaar (1, P, — Y, P), voeldjes den Körper um den 
Schwerpunft dreht, ohne einen Drud im demfelben zu erzeugen. Das 
ftatifche Moment diefes Kräftepaares ift aber 
— P.SA+1MP.SB—P.SA—=Pa 

gleich dem ftatifchen Momente der in A angreifenden Kraft P in Hinficht 
auf den Schwerpimft S; es ift folglich auch die reſultirende Umdrehung die⸗ 
jelbe, ald wenn der Schwerpunkt S feftgehalten würde und P allein wirkte. 

Wird ein Körper AB, Fig. 467, durch eine Führung ober Leitung 
DE, D, E, gegioungen, eine progreffive Be⸗ 
wegung anzunehmen, fo übt die ercentrifche 
Kraft AP — P diefelbe Wirkung auf bie 
Bewegung des Körper aus, wie eine gleiche 
im Schwerpunfte S deffelben angreifende Kraft 
SP, = P\, weil das übrig bleibende Kräfte: 
paar (1/, P, —/, P) durch die Führung auf 
genommen wird. Iſt a die Excentricität SA 
ber Kraft P, ober der Abſtand ihrer Richtung 
von dem Schwerpunkte S des Körpers und 
bezeichnet d den Abftand ZK zwiſchen ben 





dig. 467. 
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durd) die einander diagonal gegenüberliegenden Eckpunkte F und G gelegten 
Normalen ber Führung, ſowie (N, — N) das Kräftepaar, mit welchen 
der Körper gegen die Führung wirkt, jo hat man durch Gleichſetzen der Mo— 
mente diefer Baare (1; P, — 1/5 P) und (N, — N): 

"Nb —= Pa, und daher: 


N == P. 
Wird endlich der Körper AB, Fig. 468, durch eine feſte Are C verhin 
Fig. 468. dert, fortzufchreiten, fo übt die excentriſche Kraft 


AP= P, deren Richtung um CA — a m 
der feften Are C' abfteht, dieſelbe Wirkung auf 
die Umdrehung des Körpers um diefe Are C ans 
als ein Kräftepaar (1, P, — 1/,P) mit der 
Armlänge AB=2C0A—= 2CB — 24. 
oder dem Momente !, P.2a = Pa, weil di 
übrig bleibende centrifche Kraft OP —=P=P 
von den Arenlagern aufgenommen wird (vergl. $. 130). 





8. 232 Trägheitsmoment. Bei ber Umdrehung eines Körpers AB, Fig 

469, um eine fefte Are C legen alle Punkte M,, M, u. |. vo. defielben in 

Fig. 469. gleichen Seiten gleiche Centriwinfel M, CN, 

=M;CN; u. ſ. w. — 9° zurüd, welden 

aljo auch bei gleichem Radius, z. B. CD, 

— CD, u. ſ. w. — Eins (1) ein und kr: 
ſelbe Bogen 

0 

DE=DE.1u)w—go= IT 

ent|pricht. 

Da die Gefchwindigfeit durch den Quo— 
tienten aus einem Raumtheilchen 9 un 
denn entjprechenden Zeitelemente x beftimmt 
wird, jo ift folglich aud die Wintelge: 
ſchwindigkeit (franz. vitesse angulaire; engl. angular velocity), b.i. die 
Geſchwindigkeit derjenigen Punkte des Körpers, welche um die Längeneinheit 
(3. B. einen Fuß) von der Umdrehungsare abftehen, fiir den ganzen Körper 
eine und diefelbe, nämlich 


A 








o—!, 

T 
und ebenſo ift aud) die MWinkelacceleration, oder die Acceleration dei 
umlaufenden Körpers im Abftande Eins (1) von der Drehungsare, fir den 


ganzen Körper eine gemeinfchaftliche Größe, und zwar 
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@ 
K=-, 
T 
wenn bier © den im Zeitelemente 7 erfolgten Zuwachs der Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit des Körpers bezeichnet, 
Um die Wege sı, 5 u. |. w., Gefchwindigkeiten ©, v; u. |. w. und Ac⸗ 
celerationen 91,95 u.f. w. der Punkte M,, Ma u. ſ. w. des Körpers zu finden, 
welhe um CM, = nr, CM, = r u.|.w. von der Drehungsare C ent- 
fernt find, hat man natürlich den Winkelweg p, die Winfelgejchwindigfeit @ 
und die Winfelacceleration x mit r,, 72 u. ſ. w. zu multipliciren; aljo 
1 —=pr, 8 =Ppr u. ſ. w. 
y=or, u =or u. ſ. w. und 
p =ınr, pP — ı nn u !. w. 

zu ſetzen. 

Beſteht folglich die ganze Maſſe M des Körpers aus den Theilen M,, Ms 
u. ſ. w., welche um die Halbmeiler r, , ra u. f. w. von der Drehungsare & 
entfernt find, fo find die Kräfte, mit welchen diefe Maſſentheile der Umbre- 
hung widerſtehen: 

P, =Mp»p =»+M ri, P$}=Mp —=xM:r, u ſ. w., 
und ihre Dlomente: 
Pn=+M rn, Rn =xMr! u. ſ. mw, 
und es ift das erforderliche Moment zur Umdrehung des Körpers mit der 
Winktelacceleration x: 
. Pa=xMır +xMr! +--- 
=x#(Mır + Mır?’+ Mr? +---). 

Ebenſo find (nad) $. 84) die mechanifchen Arbeiten, welche die Maſſen⸗ 
theilchen M,, M, u. |. w. erfordern, um die Geſchwindigkeiten ©, ©, u. |. w. 
anzunehmen: 

A ='!hM, “ —= Wo?Mır), 
A, = YıM,ı — Yo? Mar} uf. w., 
und es ift Daher die mechanifche Arbeit, welche der ganze Körper in Ans 
ſpruch nimmt, während er die Winkelgeſchwindigkeit wo erhält: 
A=A+A +: 
= 1,0: (Mr! + Mırf + Mar; +...) 

Es hängt aljo die Kraft und Arbeit einer rotirenden Dale vorzüglich von 
dee Summe Mr? + Mar? + Mar} + - - - aus ben einzelnen Maſſen⸗ 
theilen M,, M, u.f.w. und den Quadraten ihrer Entfernungen r,, r u. ſ. w. 
von der Umdrehungsare ab. Dan nennt diefe Summe das Trägheits-, 
Drehungs- oder Maſſennoment (franz. moment d’inertie; engl. mo- 
mentum of inertia), und wir werden es in der Folge dur Mr? oder W 
bezeichnen. Es ift alfo hiernad) das Moment dev Kraft, wodurch ber Maſſ 
M=- M M, + -, deren Trägheitsmoment 
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W=Mr=Mır?+ Mr? -+--- it, 
die Wintelacceleration ertheilt wird: 
l) Pa=xMr!=xW, 
und dagegen die mechanische Arbeit, wodurch diefe Maſſe M in eine Umdre⸗ 
bung mit der Winkelgeſchwindigkeit co verſetzt wird: 
2) Ps = 1,0? Mr? = !k0o?W. 
Hat die Maſſe ſchon anfangs eine Winkelgeſchwindigkeit s, fo ift die me 
hanifche Arbeit, wodurch diefelbe auf co gefteigert wirb: 
Ps=1"1,a?!W — 1,2 W =! (0? — E?) W. 
Auch läßt ſich hiernach umgekehrt, aus ber aufgeiwendeten Arbeit und An: 
fangsgeſchwindigkeit & bie Endgeſchwindigkeit co beſtimmen; es iſt nämlich: 


oa — ra 


Beifpiel. Wenn der um eine fefle Are C drehbare und anfänglich ruhende 
Körper AB, Fig. 469, ein Trägheitsmoment von 50 Fußpfund beſitzt und mittels 
eines um eine Rolle liegenden Selles mit einer Kraft P —= 20 Pfund und ki ° 
Zurädlegung bes Weges s — 5 Fuß in Umbrehung gefeht wird, fo if bie er 
langte Winkelgeſchwindigkeit dieſes Körpers: 

| /2Ps \ /2.20. 
a ⸗ — * at = VI=2 uf, 
d. h. jeder Punkt in der Entfernung eines Fußes von der Umbprehungsare legt 
nach Aufnahme viefer Arbeit in jeder Secunde 2 Fuß zurück. Die Zeit eine 
Umprehung ift: 





i= = — 3,1416 Secunden, 
und die Zahl ver Umbrehungen in der Minute: 
60 


6 
„7 za 19. 


Seht die gefundene Winkelgeſchwindigkeit » — 2 Fuß in die Geſchwindigkeit 
e — %/, Buß über, fo verrichtet dieſe Mafle die Arbeit: 
Ps = [2 — )9.% = (& — Yo):25 = %ıe:25 = 88,98 Fußpfe.; 
hebt alfo 3. B. ein Gewicht P, von 10 Pfund 8,593 Fuß hoc. 


, 283 Beduction träger Massen. Sind die Winfelgefchwinbigfeiten zweier 
Maflen M, und M, unter fi) gleich, gehören z. B. diefe Maſſen einem und 
demſelben rotirenden Körper an, fo verhalten fich ihre lebendigen Kräfte wie 
ihre Trägheitsmomente W, = Mr? und W—=M;r?, umd jind nun auf) 
diefe unter ſich gleich, fo befigen die Maſſen gleiche lebendige Kräfte. Zwei 
Maſſen haben alfo hiernach gleichen Einfluß auf den Bewegungszuftend eine 
fic, umdrehenden Körpers, und e8 kann eine durch die andere erfegt werben, 
ohne daß dadurch eine Aenderung im Bemwegungszuftande vor ſich geht, 
wenn fie gleiche Trägheitsmomente M, r? und Mar} bejigen, ſich alſo zu 
einander umgefehrt wie die Quadrate ihrer Entfernungen von der Umdre⸗ 
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hungsare verhalten. Mit Hilfe der Formel M, r? = Myr? läßt ſich eine 
Maſſe von einer Entfernung auf eine andere reduciren, d. h. es läßt ſich eine 
Maſſe M, angeben, welhe in der Entfernung r, eben den Antheil an dem 
Bewegungszuftande des fich drehenden Körpers hat, als die gegebene Maſſe 
M, in ber Entfernung rı ; es ift nämlid): 
M= = = rn. 

2 

d. i. die auf die Entfernung 7, reducirte Mafie ift der Quotient 
aus dem Trägheitsmomente ber Mafje und dem Quadrate jener 





Entfernung. 
Zwei an einer Rabwelle ACB, Fig. 470, feftfigende Gewichte Q und 
Big. 470. Q, in den Abſtänden CB=b um 


CB, = a von ber Umdrehungsaxe X X 
baben aljo vermöge ihrer Maſſen auf bie 
Bewegung ber Radwelle gleichen Einfluß, 
wenn Q,a? —= Qb?, allo Qı —= er 
it. Wirkt daher eine Kraft P am Sefelarme 
CA=(CB, = a, um eine Maffe vom 
Gewichte Q im Abftande C.B—d in Um⸗ 


drehung zu ſetzen, fo hat man die leßtere auf 
den Seielarm a der Kraft P zu reducixen, alſo ftatt Q, 


ie 
a=% 
und die von P bewegte Maſſe: 





u=(p + 8 ). 
zu ſetzen, weshalb nun die Acceleration pi — P: 
= Kraft __ P 9 Pa? 9 
nm. 5 I=pargn 
alle PrgQ _ a +0 


und die Winlelacceleration: 
.— v _ Pa 
a: 0 Parr gm’ 
ſich ergiebt. 

Beifpiel. Iſt das Gewicht der rotirenden Mafle Q—= 360 Pfund, ihr Abſtand 
von ver Drehare, b —= 2,5 Kuß, das die bewegende Kraft ausmachende Gewicht 
P — 24 Pfund und defien Hebelarm a — 1,5 Fuß, fo folgt die von P befchleus 
nigte träge Waffe: 

2,5\’|.,_ 25 _ 
M= |? + (75 e| :9 = 0,032 (2 +7 360) — 0,032 . 1024 


— 82,77 Pfund, 
Weisbach's Lebrbud der Mechanik. L 35 
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die Befchleunigung des Gewichtes: 
24 


pr = 377 0,732 $uß, 
€ Acceleration der Mafle Q: 
b 5 5.0,732 _ 
1=, ?=,P= 7,77 1,22 Fuß, 
infelacceleration: 


1 £ — 0,488 Fuß. 

Secunden ift die erlangte Winfelgefchwindigfeit: 
o — 0,488.4 — 1,952 Fuß, 

ıtfprechende Weg: 


—E 


Umdrehungswinkel: 


9 ⸗ — 1800 — 1,2426 . 1800 — 223048 , 


von dem Gewichte P zurüdgelegte Weg: 

‚2-7 4 5,856 Fuß. 
tion der Trägheitsmomente. Kennt man das Trägheit⸗ 
nes Körpers ober eines Syſtems von Körpern in Hinficht auf eine 
Schwerpunkt S des Körpers gehende Are, fo läßt ſich daraus lad 
jeitsmoment in Hinficht auf eine andere mit jener parallel Laufende 
ig. 471. Are finden. Es fet S, Fig. 471, die erfte durch 
den Schwerpunkt gehende und D bie zweite Dre 
hungsare, für welche das Trägheitsmoment des Kür: 
per8 beftimmt werden foll; ferner fei SD -— d bie 
Entfernung beider Aren von einander, und es feien 
SN =z, md N,M, =yı die rechtwinleligen 
Coordinaten eines Maſſentheiles I, des ganzen 
Körpers. Das Trägheitsmoment diefes Theiles 
ng auf D ift num: 
IM; =M (DN +NM)=M [d + a)? + y]] 
ziehung auf 8: 
M=M(SyY +NM)=M (@+y), 
Differenz beider Momente: 
+ 2dun ta +) - Mi (tm) Md: + 2Mdn. 
en anderen Maffentheil 2, ift fie: 

— Mıd? + 2M,da,, 


— 3,904 Fuß, 








Jritten: 
— M,d? + 2 M,dz, u. f. w. 
alle Dlaffentheile zuſammen: 
M. M . Mat Mat Mut) 
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Nun ift aber M + M} + - - - die Summe M aller Maffen und 
Mxı + M:2, + -- - die Summe Mx ihrer ftatifchen Momente, es 
folgt daher die Differenz zwifchen dem Trägheitsmomente W, de ganzen 
Körpers in Beziehung auf die Are D und dem Trägheitsmomente W in 
Beziehung auf S: 

W, — W= Md? + 2dMa. 

Da aber endlich fiir jede Ebene durch den Schwerpunkt die Summe ber 
ftatifchen Momente der Theile auf der einen Seite fo groß ift als die der 
Moniente auf der anderen Seite, die algebraifche Summe aller Momente 
alſo — Null ift, fo hat man auch Mx — 0, und daher: 

w, — W— Ma:, 
d. 1. 
Ww — W + Ma. _ 

Es iſt alfo das Trägheitemoment eines Körpers für eine er- 
centrifche Are gleich dem Trägheitsmomente in Beziehung auf 
eine durd den Ehwerpunft gehende Parallelare, vergrößert um 
das Product aus der Mafje des Körpers und dem Quadrate des 
Abftandes beider Aren von einander. 

Man erfieht auch hieraus, daß von allen Trägheitsmomenten in Bezie⸗ 
hung auf Tauter parallele Aren dasjenige am kleinſten ausfällt, deſſen Are 
die Schwerlinie des Körpers ift. 


Trägheitshalbmesser. Es ift nöthig, die TirägheitSmomente von ben $. 285 
vorzüglichften Körpern der Geometrie kennen zu Iernen, weil biefelben bei 
den Unterfuchungen der Mechanik ſehr oft zur Anwendung kommen. Sind 
diefe Körper homogen, wie wir im Folgenden ſtets vorausfegen wollen, fo 
ind die Meafientheile M,, M. u. |. w. den entfprechenden Bolumentheilen 
v,,r, u. w. proportional, und es läßt fid) daher da8 Maß des Träg- 
heitömomentes, weldjes man auch wohl Trägheitsmoment ſchlechtweg nennt, 
durch die Summe aus den Volumtheilen und den Quadraten ihrer Entfer- 
nungen von der Umbdrehungsare erfegen. Auch laſſen fic in diefem Sinne 
die Trägheitömomente von Linien und Flächen angeben. 

Denkt man ſich die ganze Maſſe eines Körpers in einen Punkt zufam- 
mengedrängt, jo läßt ſich die Entfernung deſſelben von der Are unter ber 
Vorausfegung beftimmen, daß die fo concentrirte Maſſe mit der im Raume 
vertheilten Maſſe einerlei Xrägheitsmoment beſitze. Man nennt diefe Ent- 
fernung den Drehungs- oder Trägheitshalbmeffer (franz. rayon 
d'inertie; engl. radius of gyration). Iſt W das TrägheitSmoment, M die 
Maſſe und x der Trägheitshalbmeiler, fo hat man Mk? — W, und baber: 


ar 
- V#. 


35° 
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Uebrigens ift zu erinnern, daß biefer Halbmefler Teineswegs einen be 
ftimmten Punkt, fondern nur einen Kreis angtebt, in defjen Umfang die 
Maſſe beliebig vertheilt angenommen werden kann. 

Führt man in der Formel 


Wı = W+ Md!, W = Mk? ind W, = Mk; 
ein, jo erhält man: 
k=kR +d, 
d.h. es ift da8 Quadrat des Drehungshalbmeffers in Beziehung auf eine I 


gleich dein Quadrate des Drehungshalbmelfers in Beziehung auf die parallele 
Schwerlinie plus das Quadrat der Entfernung beider Aren von einander. 


Trügheitsmoment einer Stange. ®on einer Stange AB, iu. 
472, welche fich mn eine Are XX durch ihre Mitte S dreht, beftimmt jih 
Fig 472. das Trägheitmoment auf folgende Weife Es 

fet der Duerfchnitt der Stange, — F, die halbe 
Länge SA bderfelben, — 7, und der Winfel, wel 
hen ihre Are mit der Drehungsare einſchließt, 
d.i. ASX= «c. Theilen wir die halbe Länge 
in nXheile, jo erhalten wir auch n Stüde, jedes 


von dem Inhalte —; die een dieſer 


Stücke von der Mitte 8 find — — nn, uf u, 


daher die Abftände derfelben von der Are xX, 
wie z. B. MN: 


21 . 3l 
= — sin. a, — sin., sSin. u. ſ. w. 
n n N 





und ihre Quadrate: 


l sin. «\? l sin. @\? Lsin. «\? 
— (rt *) (re *) m ſ. w 
n Ve / ” 


Durch Multiplication biefer Quadrate mit dem Inhalte — eines Ele 


mentes und durch Addition der dadurch erhaltenen Producte ergiebt ſich nun 
das Trägheitsmoment der halben Stange: 


— 


F'13 sin. a? 


= (P+2 482404 m) 
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oder, da 12 + 2? + 3? +...» +e=iif, 
F13 sin. «a? 
— —. 

Da ferner FI das als Maſſe M zu behandelnde Volumen der halben 
Stange ift, fo folgt endlich: 

W= !\l, MS sin. a. 
Der Abſtand eines Stangenendes von der Are X X ift 
AC=BD=a=lIsüu.n, 

daher folgt einfacher 


wW= 


W — u 3 M a?, 

welche Yormel auch auf die ganze Stange AB anzumenben ift, wenn man 
unter M die Maſſe ber ganzen Stange verfteht. Eine Maſſe M, am End» 
punkte A der Stange hat das Trägheitsinoment M, a?, madjt man daher 
M, = '!/; M, fo hat M, mit der Stange einerlei Trägheitsmoment. Ob 
alfo die Maſſe auf die Stange gleichförmig vertheilt, oder ihr dritter Theil 
im Endpunfte A concentrirt fei, dies fommt in Hinficht anf die Trägheit 
auf eins hinaus. 

Set man W = MR?, fo befommt man k? — !/, a?, und daher den 
Zrägheitshalbmeffer der Stange: 

k—= av!) — 0,5773.u. 
dig. 473. Steht die Stange ſenkrecht auf der Drehungs- 
" are, jo ift a — 1, daher 
W= 1 3 MI. 

Befindet ſich endlich die Stange AB, ig. 473, 
mit der Drehungsare C, D, nicht in einerlei 
Ebene, und ift der Fürzefte Abftand 

8 81 — 0 C — DD, 
der Stangenare von der Drehungsare, S d, fowie 
der Normalabftand AC=—= B.D der Stangenenden 
A und B von ber mit C, D, parallelen Are 
CD durch den Schwerpunkt S ber Stange, = a, 
fo hat man (nad) $. 284), das Trägheitsmoment 
der Stange: 


Ww,=W+'hMa := M(d + !a?) 





Rechteck und Parallelepiped. Die Trägheitsmomente von ebenen $. 287 
Flächen beftimmen ſich genau fo wie die Biegungsmomente W — Fr #} 
+ PFz} + -- - berfelben. Deshalb laſſen fich aud) die im vorigen 
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Abſchnitt fr verfchiedene Flächen gefundenen Werthe von W al8 Zrägheits 
momente W bier benugen. 

Für das Rechteck ABCD, Fig. 474, ift das Trägheitsmoment in 
Fig. 474. Hinficht auf eine Are X X, welche parallel 
2 mit einer Seite läuft, und durch die Mitte 

S dieſer Figur geht, nach 8. 226, 

b’h® 


12 ’ 
-X wo b bie Breite AB — CD, paralld zur 
Umödrehungsare, und h die Höhe AD= BC 
der Fläche bezeichnet. 

Nun ift aber der Inhalt dA dieſes 
Rechteckes als Maſſe M deſſelben einzufegen, 
daher folgt das Trägheitsmoment: 

w — Mh? _M h 2 
aeg N)’ 
d. i. fo groß als das bes dritten Theiles diefer Maſſe, im Abſtande 
SF=-860= 2 von der Drehungsare angebradit. 





Dreht ſich diefes Rechteck um eine Are ZZ, welche rechtwinkelig gegen 
bie Ebene deffelben fteht umd ebenfalls durch die Mitte S der Figur geht 
jo hat man nad) $. 225: 


ee Mm +0) _ 4 [(&) 4 ol 


12 12 
-76)" 

wenn d die Diagonale AC — BD des Rechteckes bezeichnet. Dan kam 
fih alfo in diefem Falle den dritten Theil der Maſſe des Rechtedes in einem 

der Eckpunkte A, B... angebracht denfen. 
Da ſich ferner ein gerabes Parallelepiped BEF, Fig. 475, durd 
Fig. 475. Parallelebenen in lauter gleiche rectan⸗ 
= guläre Blätter zerlegen läßt, fo gilt 
—e— diefe Formel auch fir diefes, wenn die 
ur: Umdrehungsare durch die Mittelpunkte 
von je zwei gegenliber Liegenden Flächen 
il. x geht. Uebrigens folgt auch aus biefer 
Formel, daß das: Trägheitsmoment dei 
Barallelepipeds gleich iſt dem Träg- 
heitsmomente des in einem ber Eckpunkte A angebrachten dritten Theile? 

feiner Mafle. 
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Prisma und Cylinder. Mit Hitlfe der Formel für das Trägheite- $. 28 
moment eines Parallelepipedes läßt fi) auch das eines dreifeitigen 
Prismasd berechnen. Die Diagonalebene AD F theilt da8 Parallelepipeb 

Fig. 476. in zwei gleiche dreifeitige Prismen mit recht⸗ 
winfelig triangulären Grundflähen ABD, 
dig. 476, es ift daher fllr eine Drehung 
um die durch die Mittelpunfte C und K 
der Hypotenuſen gehende Are XX das 
Trägheitsmoment — 172 Md2. Benutzt 
man nun den Lehrfat in $. 234, fo erhält 
man das Trügheitsmoment in Beziehung 
auf eine durch die Schwerpunkte S und S, der Grundflächen gehende 
Are YY: 


— da — 

W=Y»Md— M.CS=M (= — (11, cB)) 
d? a\? 
-2|5-6)]- 


W =! Md®, 
und es folgt auch das Trägheitsmoment in Beziehung auf die Seitenfante 
BR: 
W=W-+ M.SB= !Md? + M(!),d)? — 81, Mdi 
— 1, Md}, 
wobei d allemal die Hypotenufe AD der triangulären Grundfläche bezeichnet. 
Für ein Prisma ADFE, Sig. 477, mit gleichſchenkelig trian= 
gulären Grundflächen ift das Trägheitsmoment in Beziehung auf eine 
Fig. 477. Ure XX, welche die Mittelpunfte ber 
Grundlinien verbindet, W, = Mde, 
wenn d die Seite A D=AE einer Grund⸗ 
fläche bezeichnet, weil fich diefe Fläche durch 
I x die Höhenlinie AB in zwei gleiche redht- 
xwinkelige Dreiede zerlegen läßt. Iſt nun 
diefe Höhe A B der gleichichenkelig triangu- 
lären Bafis, — h, fo hat man das Träg- 
heitömoment biefes Prismas in Beziehung 
auf die Are Y Y dur) die Schwerpunkte der Grundflächen: 


| Ar | | 
W='1,U0—M (> — M (ll, dı — ) 
= 1 M (ad? — !/;h?), 
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und endlich das Trägheitsmoment in Beziehung auf die ante A F durh 
die Spigen A und F der Örunbflächen: 
d mM 4 -) 


m=W+MChm—m(S 


e try 
—=1,M (!/ad? + R2). 

Hiernach läßt ſich auch das Trägheitsmoment eines geraden regel» 
mäßigen, fi um feine geometrifche Are drehenden Prismas ADFE 
Fig. 478, Tg. 478, finden. Iſt CA=CB=rk 
Halbmeffer der Grundfläche oder eines Ergänzungs⸗ 
dreiede8 der Bafis, A die Höhe CN von einem 
der Ergänzungsdreiede ACB, und M bie Maſſe 
des ganzen Prismas, jo hat man nach der legten 

Vormel, wenn man barin r ftatt @ feßt: 


w ⸗ -M). 


Das reguläre Prisma wird zu einem geraden Cylinder, wenn 3*75 
ausfällt, daher ift das Trägheitsmoment diefes Cylinders in Beziehung auf 
feine geometrifche Are: 


w= —X +r)=1"%Mr. 


Das Trägheitömoment eines Cylinders ift alfo gleich dem 
Trägheitsmomente der halben Eylindermaffe concentrirt in dem 
Umfange beffelben, oder gleich dem Trägheitsmomente der ganzen Maſſe 
befindlich im Abftande 

k=rV a = 0,71071.r. 

Hat man e8 mit einem hohlen Cylinder ABDE, Fig. 479, zu thum, 
ig. 479. jo ift das Trägheitsmoment des leeren Rau 
mes von dem des mafjiven Cylinders abzu⸗ 

ziehen. DBezeichnet 7 die Länge, r ben 
äußeren Halbmeffer CA und r, den inneren 
Halbmeffer C @ biefes Körpers, fo hat man, 
nad) dem Borigen, das Trägheitsinoment 
des hohlen Cylinders: 

Ww=!(Mr —Mr)=!h an. —n.n)i= ano) 

— hal rd HMI HN, 

weil das als Maſſe zu behandelnde Volumen des Körpers — z (r — rl ill 
r nz r3 








Bezeichnet ferner r den mittleren Halbmeſſe —— 
der Ringfläche, jo hat man aud): 
w=XM\r+ =) . 


und d die Breiten — Tr: 
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Kegel und Pyramide. Mit Hülfe ber Formel fir das Trägheits⸗ $. 289 

Fig. 480. moment eines Cylinders läßt fih num auch das 
ZTrägheitsmoment eine8 geraden Kegels, ſowie 
das einer Pyramide beredinen. Es ſei ACB, 
Fig. 480, ein ſich um feine geometrifche Are drehen: 
der Kegel, = DA—= DB, ber Halbmeffer feiner 
Bafis, und h= CD, feine in die Are fallende Höhe. 
Führen wir in gleichen Höhenabftänden rn Schnitte 
parallel zur Bafis, fo erhalten wir lauter dünne 
Scheiben von den Halbmeſſern 

r _r r r 


_, 2 —, 3 — . 
n n n 





und ber gemeinfchaftlichen Höhe 2 Die Volumina 
biefer Säeiben find: 


(2). ‚(2). R 7 en. Zu ſ. w., 


und daher bie ——— beſhin— 


«(2). 2 a(2r\.. * a(2r\. * u. ſ. w. 
n/ 2n n/ In’ n/ In" 
Die Summe diefer Werthe giebt endlich das Trägheitsmoment bes 
ganzen Kegel: 
ırth 
w — Ey (1! +22 + 3° .. . . 4 09), 


5 
b.i,da 18 + 2? +3 +... + nt= — und die Maſſe des Kegels 











% * 
M = zu fegen iſt, 

_arh _ _3.a0rh, —W 

v=n nn, "ner 
Fig. 481. Ebenſo iſt für die gerade Pyramide ACE, Fig.481, 
x mit rectangulärer Baſis, unter denſelben Verhältniſſen: 

w 1; Md?, 

wenn d die Halbe Diagonale DA der Bafis be 


zeichnet. 

Auch ergiebt fid) durch Subtraction von zwei 
Trägheitsmomenten, das Trägheitömoment eines ge- 
raben abgelürzten Kegels (ABEF, Fig. 480), 
beffen Halbmefir DA und OF, r, und r, und 
Höhn CD und CO, h, und Ah, find, in Beziehung 
auf feine geometriſche Axe X X: 
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— gl _ ah s__„5 
wW= 10 (rt hı 73 Rh.) = 10r, (r r5), 
oder, da die Maſſe 
| ah 
=: (r} h —r} h)=,, — r}) ift, 
ae 5 
wm ) 


S.290) Kugel. Auf gleiche Weife beftimmt fi) das Trägheitsmoment einer 
Kugel, welche fich um einen ihrer Durchmeffer DE— 2r dreht. Theilen 
wir die Halbfugel ADB, Fig. 482, durch Schnitte parallel zur Bafis 

Fig. 482. ACBinn gleichbisfe Scheiben wie GKH u.|.u. 
umd beftimmen wir die Momente berjefben. * Tab 
Quadrat des Halbmeſſers GK einer folden 
Scheibe ift: — 

GR—=- C@—- (CK - CR, 
„ daher das Trägheitsmoment derfelben: 


—= 1, a.” (r? — CR): 





=, (—2r?.CR} + CK')- 


a 

Segen wir nun für CK nad) und nad — ; *. = u. f. w. bis — 
ein, und abbiren wir die Exgebniffe, fo folgt das Trägheitsmoment der 
Halbkugel: 


w=2"|n. Br Jerrat +n9+{(Z)ar+21+- + 
rn 


==" zur Tu — 2), + \)= 
Nun iſt der grhalt einer Halbkugel, M— ?/; zr , * läßt ſich daher jegen: 


W=!:,.2/,,ar.r? = ?!h, Mr}, 
und nimmt man M für die ganze Kugel an, fo gilt die Formel auch) für die. 
Der Drehungshalbmeifer ift: 
kerVi),— 0,6324 .r; 
zwei Fünftel der Kugelmaffe um den Kugelhalbmefjer von der Drehungear 
abftehend, hat daſſelbe Trägheitsmoment wie die ganze Kugel. 
Die Formel 


nie 





W— :,Mr 
gilt auch für ein Sphäroid, deffen Aequatorhalbmeſſer — r ift (f.$.123). 
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Dreht fich bie Kugel um eine andere, von ihrem Mittelpunfte um d ab: 
ftehende Are, jo hat man das Trägheitsmoment derfelben zu fegen: 
W=M(d + m) 


Cylinder und Kegel. Das Trägheitsmoment einer Kreislinie $. 291] 
ABDE, $ig. 483, in Hinſicht auf eine Axe durch den Mittelpunkt C und 
rechtwinkelig zur Ebene bes Kreiſes ift, da alle Punkte um OA —= r von 
der Are abitehen, 





W = Mr, 
und folglich dasjenige in Hinficht auf einen der Durchmeſſer XX oder YY 
(vergleiche $. 231): | 
Wi — 1/g W= hy Mr?. 
Dagegen da8 Trägheitsmoment von einem Freißrunden Blatte ABDE, 
Fig. 483, welches ſich um feinen Durchmefler BE dreht, ergiebt fid) wie 
das Biegungsmoment eines Cylinder®: 
__ar‘ _ Mr? 
4004 
es ift folglich der Halbmeſſer der Trägheit diefer Fläche: 
k=rVYy=Yır 
d. i. die Hälfte vom Halbmeſſer des Kreiſes. 


Fig. 483. dig. 184. 
A 4 ” Tr H 
— — 


—— 
BE E n 

Hieraus läßt fid) nun aud) das Träg- 
heitsmoment eines Cylinder8 ABDE, 
Fig. 434, finden, ber fi) um einen 
durch feinen Schwerpunkt S gehenden Durchmefler FG dreht. Iſt J bie 
halbe Höhe AF und r der Halbmeflr CA = CB des Cylinders, fo hat 
man das Bolumen einer Hälfte defjelben — nr? !, und führt man Schnitte 
parallel zur Bafis und in gleichen Abftänden, fo zerlegt man diefen Körper 


in n gleiche Theile, wovon jeder — 








2] j 
—ı it, und der erfte um z ,‚ der 
N n 


21 37 
zweite um 7 der dritte um * u. |. w. vom Schwerpunkte S abjteht. 


Mittels der Formel in $. 284 folgen nun die Trägheitsinomente biefer 
Dlätter oder Scheiben: 


. 292 
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Ze) Fr +] 
fun eco 


deren Summe daß zeägbe emenen des halben Cylinders: 











lernen 
= ır?l +5 5) = :M 


liefert, und a auch fr den ganzen A gilt, wenn A bie 
Maſſe deffelben bezeichnet. 

Auf ähnliche Weiſe beftimmt fich das Trägheitsmoment eines geraden 
Prismas ABD, Fig. 485, in Hinficht auf eine Duerare X X durch den 
Schwerpunft 8. Iſt x der Trägheitshalbmefler der Grundfläche AB dei 
Prismas in Hinficht auf eine Are NN, welche durch den Schmwerpunft C 
der Bafis geht und parallel XX läuft, und bezeichnet Z die halbe Länge 
ober Höhe OS = DS des Prismas, fo hat man das gefuchte Trägheitd 
moment befielben in Hinficht auf die Are X X: 

W=M(k + 1,12). 
Big: 485. 





Ebenſo findet man für den geraden Kegel ABD, Fig. 486, deſſen 
Umdrehungsare XX durch den Schwerpunkt deifelben geht und auf der 
geometrifchen Are CD winkelrecht fteht: 


h? 
W= 3/0 M r? + 2). 


Segmente. Das Trägheitsmoment eines Rotationsparaboloide? 
BAD, $ig. 487, weldyes fid) um feine Rotationsare A C breit, wird 
ähnlich wie das einer Kugel beftimmt. Iſt der Halbmefler der Bafis, 

CB=(D= 





- die Höhe CA — h, und läßt man den Körper aus n Scheiben, jede von 


ber Höhe - beftehen, fo hat man die Inhalte berfelben: 
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— Lee a2, ha: a?, h 2 a? u. ſ. w., 
n n n n n n 
weil ſich die Quadrate der Halbmefler wie die Höhen ober Abftände vom 
Scheitel A verhalten. Hieraus ergeben fid die Trägheitsmomente der auf 
einander folgenden fcheibenförmigen Elemente des Körpers: 


hm, hm dal hm da im 
— nn m m tn 


und daher folgt endlich dag Trägheitsmoment des ganzen Paraboloides: 











z.a* Li zath n? zath 
—— 2 2 2 Ft ..e 2 — 0 — — — 
W= (1? +22 +3 + n?) = "3 r 
warn a? 
— — — — l F 2 
— 3 [3 Ma y 
. , za!h. 
weil das Volumen diejes Körpers, M — 5 ft. 
Fig. 487. Diefe Formel läßt fi) aud) auf ein nie— 
B driges Kugelſegment anwenden. 


Iſt die Höhe A eines ſolchen Segmentes 
gegen a nicht fehr Hein, fo hat man für das 
Trägheitsmoment einer Scheibe deffelben: 

ch sch 
— . cä — I. — mM: 
V = 50 a, (2r h) 


- (art? — 4rh® + Mn) 





zu fegen, wobei r den Kugelhalbmeffer beein 
Nimmt man num fucceffiv ftatt % die Werthe — h a, = 


erhält man das Zraghennamemen. des Rugelabfänites: 
u AO e 6 3] 
_ I = (20? — 1örk-+ 3). 
Der FERN ober die Mafle des Kugeljegmentes tft: 
M=xr#H:(r — !;h), 
daher: 
2h h? 
W = ıÄı? (r — 1, > (r — S/ıah + go‘ m) 


2 
— !, Mh (‚ — ah + Ye)" 
Meiſt ift genügend genau 
W=?2,Mh(r — !fh) = UM (a? + !/sh?). 
Diefe Formel findet ihre Anwendung bei den Bendellinjen. 


u. ſ. w. an, fo 
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8. 293 Parabel und Ellipse. Tür eine Parabelflähe ABD, Fig. 483, 
ift (nach 8. 233), wenn man ftatt der Fläche F die Mafle M einführt, alle | 
Fig. 488. F mit M vertauscht, und die Sehne A B wie 

i der mit s, ſowie die Bogenhöhe C.D mit k be 

Y zeichnet, da8 Trägheitsmoment in Hinficht auf 

A die geometrifche Are X X biefer Fläche: 
Ms? 
90° 

-X — x und das in Hinfiht auf die Are 7 Y, welche 


W, = 


durch den Schwerpunkt S der Fläche geht und 
vechtwinfefig gegen X X ſteht: 
W = 17 MR®. 
-Y Hierauf folgt das Trägheitsmoment in Hinfiht 
auf eine durch S rechtwinkelig zur Parabel: 
fläche gehende Are: 


W=W,+W. =u(z +12, 1) = y — i / "| 
— 1 2 20 175 7/5 9 35 
Für eine ſolche Are durch den Parabelſcheitel D wäre hingegen, du 
DS = !/;h if ($. 115), diefes Moment: 
W=W-+M (),h)? = '!,M I)’ + 155%, 4J 
und dagegen fiir das Moment durch den Mittelpunkt C der Sehne: 
M=WHHCM = Mm |(E) + % »]. 


Diefe Formel gilt natürlich aud fir ein Prisma mit paraboliſchen 
Srundflähen, namentlid) auch für Balanciers, weldye aus zwei folden 
Brismen beftehen und um eine durch ihre Mitte C gehende Are ſchwingen. 


Für eine Ellipfe ABAB, Fig. 489, mit den Halbaren OA=ı 

Fig. 489. und OB — b ift (nad $. 231) das 
ZTrägheitömoment in Hinſicht auf bie Art 
BB: 











za®b Ma? 
M= 7 
und das in Hinſicht auf die Are A A: 
zab? Mb: 
n= = 


folglich das Trägheitsmoment in Hinfiät 
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auf eine Are durd) die Mitte C und redhtwintelig zur Ebene der 
Figur: W=Wı + W=—=N,M (a? + 0°). 


Rotationsflächen und Rotationskörper. Mit Hülfe des höhe- ($. 294 
ren Caleuls laflen fich die Trägheitmomente von Rotationsflähen und 
Rotationstörpern (f. 8. 125) durch die im Folgenden entwidelten For⸗ 
meln ermitteln. 

1) Dreht fi) ein Gürtel oder eine Zone PQ Qı P,, ig. 490, vom Halb- 


Fig. 490. mefier M.P = y und ber Breite PQ = 08 
um feine geometrifhe Are A C, fo fällt, da der 


_ Inhalt deffelben (nad) $. 125) 
— 00 = 279088 
ift, da8 Trägheitsmoment deifelben 
y00=2ny?0s 
aus, und es ift folglich da8 Trägheitsmoment 
der ganzen Rotationsflähe APP, in 
Hinficht auf ihre Are A C: 


W= 2x / yros. 


2) Eine Scheibe PQ Qı Pı, deren Volu⸗ 
men oV/ = ny?Oz zu fegen ift, hat nad) 
S. 288 das Trägheitsmoment in Hinficht auf die Ure A C: 
oV.y zy*d 2 
2 0072 
folglich ift da8 Trägheitsmoment des ganzen Rotationskörpers APP: 


w=:[woa 


Wäre AP ein Kreisbogen, und folglich die von ihm durch Umdrehung 
erzeugte Fläche eine Kugelcalotte, jo hätte man: 
y„”’=2rz — 2 und yös—=rdz, 
das Trägheitsmoment diefer Calotte: 


= w=2=/(@r: — d)rozs—=2nr (2 r[ z02— | ="02) 
= aur(rze — 2) 


oder, wenn man bie Höhe AM — durch h erſetzt: 
wW= gara(r — —R — 7 
da der Inhalt ober die Maſſe der Calotte, M=2urhifl. 





R 9 
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Für die ganze Kugeloberfläche iſt — 2r und daher 

W= 23 Mr}. 

Wäre hingegen A P ein Ellipfenbogen und folglich der mittels ber ebenen 
Fläche APM durd) Umdrehung erzeugte Rotationsförper APP, die Lalotte 
eines Rotationsellipfoides, fo hätte man 

2 
y? = 7 (ax — ), 


und daher das Trägheitsmoment befjelben in Hinficht auf die Are A C: 


v=2. n (2a2 — 2?)20x 
* (4a?2? — 4az? + x‘) 0x 
n b* 


5 
— — 4 a??? — art + * 
2nt\ 5/' 


z. B. für das ganze Ellipfoid, für welches x — 2 u ift: 
W=®; aba — 2. mabt.b? — 2), Mbt, 


da fi) der Inhalt diefes Körpers durch = 2/, na? —*/, u ab? außbrüden 
läßt (vergl. $. 123). 

3) Dreht ſich ferner der Gürtel PQ Q, Pı um eine Are durch A, welde 
rechtwinkelig auf der geometrischen Are A C fteht, fo Hat man (nad) $. 284 
und $. 291) das Trägheitsmoment deffelben 

—=200(& + !hy?) = 20 (@ + !sy?) yOs, 
und daher das Zrägheitsmoment ber ganzen Calotte AP P:: 
W= x [ea + y?) y0s. 


4) Dreht ſich endlich die ganze Scheide PQ Qi Pı um eben dieſe Ar 
durch A, fo ift deren Trägheitsmoment 
oa + YM)=ry la + NY) 0: 
und daher das des ganzen Körper APP: 
w=r [@ — 


Für ein Rotationsparaboloid (f. $. 292) ift, wenn man deſſen Hohe 
AM durch h und den Halbmefjer MP feiner Baſis durch a bezeichnet: 
— 
any 
folglid) da8 Trägheitsmoment in Hinficht auf die Orbdinatenare durch A: 


w-"# (#412) 20-8 (ya 4 3, SE) 
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alfo, wenn man x — %h einführt: 

W — 1/; za? h (h? 4 1); a?) — F— M (h? 4 1, a?), 
da das Volumen diefes Körpers — !/, na? h ift (vergl. $. 124). 


Hieraus folgt endlich wieder das Trägheitsmoment diefes Körpers in Hin- 
ſicht auf eine Are durd) den Schwerpunkt S und rechtwinkelig zu AC: 


W=',M (+4 1/,a) — (2/,)? MI2 = 1. (0 . 


Beschleunigte Umdrehung einer Radwelle. Die Theorie der 8. 29: 
Trägheitsmomente findet gerade bei Mafchinen und Inftrumenten die häufig- 
ften Anwendungen, weil an diefen meift rotirende Bewegungen um eine fefte 
Are vorkommen. Es werden deshalb in der Folge noch vielfache Anwendungen 
diefer Lehre vorkommen, und möge daher genügen, zunächft nur einige ein- 
fache Fälle derfelben abzuhandeln. 

Wirken an einer Radwelle ACDB, Fig. 491, mit den Hebelarmen 

Fig. 491. CA=a md DB=b mi Ge 
" wichte Pund Q mittelft vollkommen bieg- 
jamer Schnüre, und find die Zapfen hin- 
reichend blinn, um die Zapfenreibung ver- 
nachläffigen zu können, fo bleibt dieſe Ma⸗ 
ſchine im Gleichgewichte, wenn die ftati« 
ſchen Momente P. CA und Q.DBein- 
ander glei find, alfo Pa — Qb ift. 
Iſt Hingegen das Moment vom Gewichte 
P größer als von Q, aljo Pa > Ob, 
jo ſinkt P und fteigt Q, ift dagegen Pa < Qb, fo fteigt P und finft Q. Un⸗ 
terfuchen wir mun die Bewegungsverhältniffe in einem der Tegteren Fälle, 
jegen wir 3. B. voraus, daß Pa > Qb ſei. Die dem Gewichte Q entipre- 
ende und am Arne b wirkende Kraft erzeugt am Hebelarme a eine Kraft: 
Ob 


a 





, welche der dem Gewichte P entjprechenden Kraft entgegenwirft, jo daß 


die bewegende und in A angreifende Kraft, P— e übrig bleibt. “Die 


Maſſe reducirt ſich beim Verſetzen aus dem Abſtande d in den Abftand « 
2. 


gar' 8 ift daher die von der Kraft P — eb bewegte Maffe: 


a 
— 


2 
oder, wenn das Trägheitsmoment der Radwelle, —— und daher die 


auf 


Weisdach's Lehrbud d. Medanit. 1. 36 


- 
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3 
auf A reducirte = — derſelben, —= en iſt, ſchärfer: 


M= (r+2 + — :9—= (Pa? + b + GR?):ga?. 
Hieraus folgt nun ee — des Gewichtes P oder Radumfanges : 
Bewegende Kraft a = 
— Mile ——Partguergm? 


Pa — Qb 
— Par + gu L Gm 9° 
dagegen die Acceleration des is Gewichtes Q oder des Wellenumfanges: 
— b u Pa — Qb .ab 
1=, PP Pa + Qu ram?” 
Die Spannung bes Seiles von P ift: 
8 — -2=p(1 - 2) (f. 8. 76), 
die des Seiles von Q: | 
— 
daher der Zapfendruck: 
20 (Pa— 9) 
S+S=P+IQ- + — 


Es iſt folglich der Brut im Zapfen bei einer umlaufenden Radwelle Heiner 
als bei einer im Gleichgewichte ftehenden Radwelle. 


Aus den Accelerationen p und q laſſen fich endlich die iibrigen Bewegungs- 
verhältniffe finden; e8 ift nad) t Secunden die Geſchwindigkeit von P: 
v—=pt, 
von Q: 
v gt, 
Fig. 492. und der durchlaufene Weg von P: 
s= 1» t2, 
fo wie der Weg von Q: 
s = YatR. 

Beifpiel. Es fei das Gewicht am 
Rabe Fig. 492, P = 60 Pfund, das an 
der Welle, Q —= 160 Pfund, der Hebel⸗ 
arm von jnem, CA=a—=2%0 Zoll, un 
von diefem, DB=b—=6 Bl; es be 
fiebe ferner die Welle aus einem mafliven 
Eylinder von 10 Pfund Gewicht, das Rab 
aber aus zmwei eifernen Mingen und vier 
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Armen, jene zu 40 und 12 Pfund, diefe zufammen von 15 Pfund Gewicht; endlich 
feien die Halbmefler des größeren Radringes AE, — 20 und 19 Zoll, und bie 
des Fleineren Ringes FG, — 8 und 6 Zoll. Man fol die Bewegungsverhältniffe 
biefer Mafchine angeben. Die bewegende Kraft am Rabumfange ft: 


P—2 Q = 60 — Y.160 = 60 — 48 — 12 Pfund, 
und das Trägheitsmoment der Mafchine, wenn man noch die Zapfen "und Seil 


maſſen unberüdfichtigt Laßt, gleich Trägheitsmoment ver Welle: 
W»2 10.62 u 


plus Moment des Eleineren Ringes: 
ertrd — 12. 62 * 69 — 600 
3 —— gen 


plus Moment des größeren Ringes: 
_B er + rd) _ 0. ao +19) _ 16220, 


plus Moment der Arme, annähernd: 
_ Alr—r)) _ Al! +r rn trd _ 12.019 +19.8+8° _ 2885 
Bm —r) F 8 — 8 zu 
baber zufammen: 

Gk?2 = 180 + 600 4 15220 + 2885 = 18885, 
oder für Fußmaß: 


18885 
= u > 131,14. 


Die gefammte, auf den —— reducirte Maſſe iſt nun: 
db Gk 
= (p+ EN) = [+ 10 (8) +]: 5 
= (60 + 160.0,09 1) am 
—= (60 + 14,4 + 47,21). 0,082 = 121,61.0,092 — 8,8915 Pfunv. 


Hiernach folgt die Acceleration des Gewichtes P ſowie die des Radum⸗ 
fanges: 


P— 2 ® 12 
PSP rgur ae I zu 004 Bu, 
a® 

dagegen bie von Q: 

d 

q=zP 8,084 = 0,925 Buß; 

ferner die Seilfpannung von PR: 
S- (1-2). P= (1 — Er .60 = (1 — 0,099).60 = 54,06 Pfb., 
dagegen bie von Q: 
s=(1+ 2). 9=(1 4 0,925. 0,082).160 — 1,080.160 — 164,8 Pfr.; 


und folglih der Zapfendruek S + S, = 54,06 + 164,80 = 218,86 Pfund 

oder mit Einſchluß des Gewichtes der Mafchine, — 218,86 + 77 = 295,86 Pfund. 

Nah 10 Serunden hat P die Geſchwindigkeit = pt = 3,084.10 = 30,84 
36* 
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Fuß erlangt, und ven Weg s — * — 30,84. 6 154,2 Fuß zurückgelegt, und 


es iſt Q ums, — s = 03.1542 = 46,26 Fuß geſtiegen. 


5. 296 Das Gewicht P, welches dem Gewichte Q die Acceleration 
Pab — Qu: 
IE Pro tm’ 
ertheilt, kann auch durch ein anderes Gewicht P, erſetzt werden, ohne die 
Acceleration von Q zu verändern, wenn baffelbe au einem Hebelarme o, 
wirkt, für welchen ift: 
Pa — gq b Pa — Qb 
Pa+g® +GM Pa+gur Gm 


Die Größe En DE Ten ed durch c bezeichnet, erhält man: 


a — Qb 
= Vetter 


und den in Frage ftehenden Hebelarm: 
Maypet Ve)’ - Pe+o+ V@+9+ Gr 


Pi 
Auch läßt ſich mit Hülfe der Differenzialrechnung finden, dag Q vom 
Gewichte P dann am ftärfften accelerirt wird, wenn der Hebelarm des legten 
der Gleichung Pa? — 2Qab — en + @x%: entſpricht, alſo 


iſt. 

Die im Vorſtehenden gefundenen Formeln nehmen eine complicirtere Ge⸗ 
ftalt an, wenn auf die Reibung der Zapfen und Steifigkeit der Seile Rüd⸗ 
ficht genommen wird. Bezeichnen wir den Inbegriff beider Widerftände, redu⸗ 
eirt auf den Umfang der Zapfen, deren Halbmefler = r fein möge, burd) F. 


fo ift ftatt der bewegenden Kraft P — Q, der Werth P — a +r 
zu fubftituiren, weshalb 3. B. die Beſchleunigung von ©: 
_Pa— Fr)db — Qi 

1 Partgu ram" 

und 
N 

a +Fr, A— + Fr) F Fri’, gu +@ + Gk 

ausfällt. 
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Beifpiele 1) Wenn die Gewichte P = 30 Pfund, Q = 80 Pfund an den 
Hebelarmen a — 2 Buß und 5b = Fuß einer Rabwelle wirken und das Träg- 
heitsmoment diefer Mafchine, Fk — 60 beträgt, fo iſt die Beichleunigung bes 
fleigenden Gewichtes Q: 


30.2.% — 0.()° ‚125 — 3125 
15 en Sm rn ru = 300° 
—= 1,5625 uf. 


Soll aber ein Gewicht ‘P, — 45 Pfund dieſelbe Beichleunigung von Q hervor: 
bringen, fo ift ver Hebelarm von P;: 


_ € 80.15 (Ya + c) + 60 
3: - 45 j 
der, da —— 10 iſt, 

a=5+ Vs-5=5:+%.1188 = 5 + 3,786 


— 8,786 Fuß oder 1,214 Fuß. 
2) Die Beichleunigung von Q fällt am größten aus, wenn ber Hebelarm ber 
Kraft * I Halbmefler des Rades, 


20 60 16 _ V 40 
+ Vet er Vor 
= 3.418 Fuß 
beträgt. Es iſt dieſe Marimalbefhleunigung: 
— 30. 1,7200 — 20 )4* __ 31,621 — 2,270 Zuß. 
1 (90.@8,4415)° + 80) I 7 1532 77 


3) ZH das Moment der Reibung fammt Seilfteifigkeit, Fr — 8, fo hat man 
ftatt Od, Ob + Fr= 40 nu 8 = 48 zu feßen, weshalb folgt: 


-8 4, V(&)’ +3 = 16+ VERT= 5006 But 


und die entfpreihenbe arimalbefilennigung: 
80. 1,948 — 8.1, — % 34,29 
1 I PS 301 Buß. 


Fallmaschine. Die $. 295 gefundenen Formeln fiir die Radwelle gel» 8. 297 
ten auch für die einfache fefte Rolle, denn fegt man b=a, fo geht die 
Radwelle in eine Rolle oder Welle über. Behält man die übrige Bezeiche 
nung des angeführten Paragraphen bei, fo hat man fur die Beichleunigung, 
mit welcher P finkt und Q fleigt: 

__P- Ve 
PTIERGAar am" 
oder, mit Beritdfichtigung der Reibung: 
“_._(P— Qua — Far 
FTIR FVRF Gm? 

Um die Zapfenreibung herabzuziehen, legt man die Zapfen C ber Rolle 
AB, Fig. 493 (a. f. ©.), auf Frictionsräder DEF und D,E, Fi. Sind 
num die Tragheitsmomente dieſer Räder (+, KL und die Halbmeffer derſelben, 
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DE=D,E = a, fo hat man, wenn F' wieder die auf den Umfang 
des Bapfens C reducirten Reibungen bezeichnet, zu jegen: 
(P— Q) a? — Far 
DM er. 00 0 
FPHV)a+raR+ re 
weil die auf den Umfang der Deictionsräber oder ber Habjapfen reducirte 
träge Maſſe diefer Räder, = ai in beträgt. Durch Umkehrung erhält man 
a; 
die Befchleunigung der Schwere: 


@+Qa+am+ Ar 





— 
Bei einer Heinen Differenz; P — Q beider Gewichte fällt die Beſchlen⸗ 


Fig. 4983. nigung p Hein aus, e8 geht daher die Bewe⸗ 
— gung langſam vor ſich und es iſt der Wider⸗ 
ftand, welchen die Luft den Gewichten entge: 
genfegt, unbedeutend, weshalb fich mit Hülfe 
von Verſuchen über das Sinken von Gewichten 
an einer folhen Vorrichtung die Beichlami: 
gung der Schwere mit ziemlicher Sicherheit er- 
mitteln läßt, was bei einem frei fallenden Kör⸗ 
per geradezu unmöglich iſt. Verſuche der Art 
hat zuerft der Engländer Atwood (j. At⸗ 
wood's Treatise on Rectilinear and Ro- 
tary Motion) angeftellt, weshalb der Apparat 
unter dem Namen der Atwood'ſchen Fall⸗ 
majchine bekannt if. Zur Beftimmung ber 
Tallräume dient eine Scala HK, an der das 
Gewicht P niederfintt. Aus dem Fallraume 
s und der entfprechenden Zeit t folgt aller- 
dings ſchon 

" 2.8 

P— 77 

hebt man aber die bewegende Kraft während 

des Fallens auf, indem man ein ihr gleiches 

und einen hohlen Ring bildendes Gewicht ZL, von einem feften engerm 

Ringe N N, auffangen läßt, fo wird der übrige ‘Theil s, des Fallraumes 

gleichförmig durdjlaufen und es ergiebt ſich nun mit Hülfe der an einer gu 

ten Uhr beobachteten Zeit t, die Gefchwindigkeit : 
81 


v—2X., 


b' 
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fowie die Acceleration: 
— v — 81 
P= Ps ih, . 
Macht man endlich t, = t —= 1, fo giebt der Verſuch unmittelbar P— sı. 
Sett man ben fo gefundenen Werth von p in die obige Formel, fo beftimmt 
ſich dadurch die Beichleunigung g der Schwere. 


Beschleunigte Bewegung der Rollenzüge. Die Xccelerationen der $. 29! 
Gewichte P und Q, welche an einer Verbindung aus einer feiten Rolle 
AB und einer loſen Rolle EG, Fig. 494, hängen, ergeben fich auf fol- 
Fig. 494. gende Weife. Es feien die Gewichte der Rollen AB und 
em LEG, G und G,, die Trägheitömomente derfelben CK? 
und G,k? und die Halbmefler CA=a und DE=a,, 


2 

alfo die auf die Umfänge rebucirten Maſſen M * 
2 

und M, -" . Sinft da8 Gewicht P um einen ge- 
l 


willen Weg s, fo fteigt @ + Gr auf !/a s s 164), e8 
wird daher bie Arbeit Ps — (Q + 6) > * verrichtet; 
bat bei Sefem Sinken da8 Gewicht p die Geſchwindigkeit v angenommen, jo 
ft Q@ + Gı indie Gefchwindigfeit = 7 verſetzt worden, und es hat die Rolle 


A B die Umfangsgefchwindigfeit v und die Rolle EG, da bei der rollenden 
Bewegung progreffive Bewegung und drehende einander gleich) find, die Um- 





fangsgeſchwindigkeit erlangt. Die Summe der dieſen Maſſen und Ge- 


ſchwindingeiten entſprechenden lebendigen Kräfte iſt: 
26 > G, ie ) @k? Gı kl ) 
93 I — 
+ tat ed 
und Kt man num ine Hälfte der aufgewendeten Arbeit gleich, fo befommt 
man die Gleichung: 
+), (pr+ Ha, , HM) rw 
(? a pa Tre tr Zr ) 
Hiernach ift die dem von P zurüdgelegten Raume s entjprechende Ge- 


ſchwindigkeit: 
26 


0+G , Gm, GG 
4 + a? + 4a} 








VvV — 


P+ 
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‚2 
Für die Acceleration p ift ps — 7. daher hier 





p 
2 
vl — Vö— 98. 
— ——— G k} 
4 a? 4a) 


Die Yecceleration von Q + G, iftpı = re und ebenſo groß iſt auch 
die drehende Acceleration von Gi. 
Die Spannung des beide Rollen verbindenden Seiles BE ift 





— Gk\p 
Ss—=P— (p + 3) g 
cn Gk?\ p . . 
weil die Kraft (p 4 * ) auf die Beſchleunigung von P und 6 ver: 


wendet wird; die Spannung des befeftigten Seiles G MH hingegen: 
— Gık) p 
81 — 8 — ar '2g y 
weil die Rolle EG durch die Differenz; S — 5, der Seilfpannungen in 
Umdrehung geſetzt wird. 


Beifpiel. An der Nollenverbindung in Fig. 494 bängen vie Gewichi 
P= % Pfund un Q) = 66 Pfund, und es wiegt jede der maſſiven Rollen 
6 Pfund; man fucht die Befchleunigungen viefer Gewichte. 


Die beivegenve Kraft if: 
re _2Ht6_y_ + 
5 — 4 





5 — 4 Pfund, 
die Maſſe einer Rolle auf ihren Umfang reducirt: 
GR O GE _G_6_ 3,. 
ga ga SR 
und bie gejammte träge Maſſe 
_ +06, , 0ER, Gh. _ Ä ga 
= (p+ Ta 4 4 Far); = + +343):9=7,: 


daher die Befchleunigung des finfenden Gewichtes: 


_ 4 _ 16.9 __ 16.3125 _ ,, _om. 
PP 247° 19 — 217 * a — — — 2,024 Fuß; 


dagegen die Acceleration des fteigenden Gewichtes: 
pı = . = 1012 Fuß. 

Die Spannung des Seiles BE ift: 

| G\» 2,024 Mi 
N ı — ? —)-— — 4). = — 2,195 = 37,215 Pfund: 
el ( +3 ö— 5, = 40 2785 = 37,215 Pi 
die des Seiles @H: 
1,012 


— 9.2 — ya — 3.112 _ 8 Pf 
SS = Pr Te 37,215 3 312 > 37,118 Prunt. 
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Zufammengefetter ift die Bewegung, wenn bie Rolle EG, Fig. 495, $. 299 
nur an einem umgejchlagenen Seile hängt. Nehmen wir an, daß P 
Fig. 495. mit der Xcceleration p fintt, und Q mit y fteigt, fo erhal» 
ten wir bie Wcceleration der drehenden Bewegung am 
A Umfang der lofen Role: 
m=r— qy($ 85). 
Setzen wir nun bie Spannung des Seile A E, = S, 
fo erhalten wir: 
P—S= (r + — = z 





ferner: 
sS-(Q,+4)=(Q9 + 6) 7’ 


da nad) 8. 281 angenommen werben Tann, daß S in bem Schwerpunfte D 
von EG angreift, und mad: 
Gıkı — 
8* . 
da auch anzunehmen iſt, daß der Schwerpunkt D feftgehalten und die Rolle 
duch S in Umdrehung geſetzt wird. | 
Die legten drei Formeln geben die Accelerationen: 
Pp—S (I —(Q + 6) Sa, 
— Ga? ı— Q + G\ 9 und gdı — G, 779 
erg 
und alle drei in die Gleichung qı — p — y eingefebt, erhält man: 
Sa: P—-S S—(Q + 6ı) 
am? — I J2 — 77775 9—, 
Gk .., Gm G 
1 pı I + 6 





9 


woraus num bie Seilfpannung 
2Pu? + Gk? 
= ( af 1 , u 
Gm + 0726 5) (Pa + GR) +u 
folgt. Aus dem Werthe fiir S ergeben fich nun auch duch Anwendung obis 
ger Formeln die Befchleunigungen der Gewichte P und Q. 
Vernachläſſigen wir die Maffe @ der feften Rolle, und ſetzen wir auch 
d) — Null, fo erhalten wir einfad;: 
8— 2 Pa?.G,k} 002 Pdk | 
Pla? +kN)a? + Gatk?  Guk?+ Pa Fr 
Iſt das Seilende A E, ftatt daß es über die Holle AB weggeht, feft, 
jo hat man die Beichleunigung p = 0, daher yı —= — g und folglich bie 
Spannung: 
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+m)a + dk 





für Q — Null: 
G 2 
S=- a 2" 
ft der rollende Körper GC, ein maſſiver Cylinder, fo hat man: 
k2 
Sıkı — Y 2 Gi, 
und es ergiebt ſich die Spannung fir den erften Fall: 
s_ _2P 
-3P+G' 
und für den zweiten: 
_ A, 
3 


Soll in erften Falle da8 Gewicht P fteigen, fo hat man p negativ, aljo 
82 D, d. i.: 

2PGIXN PGiXF 4 Pla + kN, 
einfach: 


Gı a). 
P > 1 + x 
damit ferner GC, ſinke, ift nöthig, daß S < Gi, alſo 
Gı a) . 
> >1 * ſei. 
Beiſpiel. Wenn bei ber Rollenverbindung des Beiſpieles zu $. 298, Fig. 19, 


das Seil GH yplögli reißt, fo wird wenigftens anfänglich das Seil BE geſpannt 
durch die Kraft: 


ap + CE 
S- + a? — 2.40 +3 
= 7a: Gm rw rär 
(Gatgre) Fra) rm 
83.72 _ 5976 


— 5,210 Pfund. 


5.8172 147 
Hierbei ift die Beſchleunigung bes finfenden Gewichtes P: 


P—S 40 — 5,210 _ 34,79 9 

p= (742%) 9* — .8125= 5” .31,25 = 25,83 Fuß, 
+ 
177 
ferner die Befchleunigung’ der finfenden Rolle: 
_ e+ 2,8) _ (72 — 5,210 66,79 _ 
ı=- (Ir 9 31,25 == - 31,25 = 29,0 Bub 
und die Umbrehungsacceleration diefer Rolle: 
Sa, 5,210 


— ae. — 
= gm 9 =" 3125 = 54,27 Buß, 
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Fortrollen eines Körpers auf einer horizontalen Ebene. 9. 


Wenn ein runder Körper ABD, Fig. 496, mit einer gewiflen Anfangs 

Fig. 496. geſchwindigkeit c auf der 
horizontalen Bahn DE 
fortgejhoben wird, fo 
nimmt derfelbe in Folge 
der Reibung auf diejer 
Bahn eine Drehung mit 
allmälig wachfender Ges 
ſchwindigkeit an, deren 





p= Daffe = 77 * = Kae beftimmt iſt, 
worin ꝙ ben Reibungscoefficienten, G — F 9 das Gewicht, alſo ꝙ 6 
die Reibung, ferner Mk? das Trägheitsmoment des Körpers und a ben 
Wälzungshalbmefier CD deflelben bezeichnen. Die durch dieſe Acceleration 


in der Zeit & erzeugte Umbrehungsgefchwindigkeit im Abftande CD —= a 
von der Are CO iſt 


3 
v=pt=p == gt. 
Dagegen erleidet die fortfchreitende Bewegung bes Körper eine Retarda> 
tion q, welche die Formel 
— Viteflend _ 9G _ 
—Maſſe 99 
angiebt, und wonach die Geſchwindigkeit diefer Bewegung nad) & Secunben 
vi =ce—qat=c— pgt if. 
Setzt man nun v, — v, alſo 


a? 
Page — pgt, 


fo erhält man die Zeit, nach welcher die Gefchrwindigfeit des Drehens gleich 
der des Fortſchreitens wird, und daher das Wälzen bes Körpers eintritt: 


=. 4. 


a+K2 og 
(+ p)#s 
Am Ende diefer Zeit ift die e gemeinfijaftick Geſchwindigkeit 


—X 
pt arm’ 
und der progreffive Be des —*8 
= (+) 20 +Mc M _@a+m)m a 
2 a?+kı 2 tr Pr (@-+R)? 299 
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Wäre der Loefficient der rollenden Reibung — Null, fo mürde de 
Körper AB mit der conftanten Gefchwindigfeit c, — STR auf ber be 
rizontalen Ebene ohne Ende fortrollen; da aber biefer Bewegung noch die 
—— entgegenwirkt (ſ. $. 192), fo wird der Körper nach 
Zurüdlegung eines gewiffen Weges sı zur Ruhe kommen. Am Ende dieſes 
Weges ift durch die Arbeit yes diefer Reibung das ganze Arbeitevermögen 


a 
6d , _ (+ Re) Ge 
29 a 29 a? 29 
der trägen Maffe des Körpers gufgezehrt, und daher 
FGs _[@+k\ do 
a \ar )/2g 
zu fegen, wonach ber Weg 


mwälzende Reibung 











3 2 3 3 
„tra —_ — ed ga 
fa 29 S(a? + KR?) 2g 
in der Seit 
28 a? ı-k? c, ac 
ee I —_ 
cı Ja ga Sg 


zurüdgelegt wird, biß der Körper zur Ruhe kommt. 
2 x⸗ 
Tür eine rollende Kugel iſt n — %/,, und für einen Cylinder 3 ꝛ 


ſ. 8. 290. 
. — 
Im letzteren Falle iſt 3. B.t — ri c = 2); c,s= ürrT 
a c? 
ns = Ya = —— 
er 


Zweites Kapitel. 
Die Eentrifugalfraft ftarrer Körper. 
86. 301 Normalkraft. Die Kraft der Trägheit tritt nicht bloß bei Gel chwin⸗ 


digkeitsveränderungen, ſondern auch bei Richtungsveränderunger 
eines beweglen Körpers hervor, da ein Körper vermöge feiner Trägheit allen 
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nur gleihförmig und in der geraden Linie fortgeht (f.$.55). “Die Beurthei⸗ 
lung der Wirkungen der Trägheit bei ftetigen Richtungsveränderungen, nament- 
fich bei der Bewegung der Körper in krummen Linien, und insbefondere im 
Kreife, ift Gegenſtand dieſes Capitels. 

Bewegt ſich ein materieller Punkt in einer krummen Linie, ſo hat derſelbe 
an jeder Stelle eine von der jedesmaligen Bewegungsrichtung ablenkende 
Acceleration, die wir in der Phoronomie unter dem Namen Normalacce⸗ 
leration kennen gelernt haben. Iſt der Krümmungshalbmeſſer an einer 
Stelle der Bahn des bewegten Punktes, — r und die Gefchwindigfeit dieſes 
Punftes, — v, fo bat man für die Normalacceleration : 


u? 
p= = ($. 42). 


Iſt nun die Maffe des Buntes — M, fo entſpricht diefer Normalacceles 
ration eine Kraft: 
2 
P=M=- = 
die wir als die erfte Urfache, weshalb der Punkt an jeder Stelle feine Be⸗ 
wegungsrichtung ändert, anfehen müſſen. Hat der Punkt außer der Nor: 
malkraft feine andere (Tangential⸗) Kraft, fo ift die Geſchwindigkeit v defjel- 
ben umveränderlicdh — c, und daher die Normalfraft 
Mc? 


P= — 
— 


nur abhängig von der jedesmaligen Krümmung oder von dem Krümmungs⸗ 
balbmeffer, und zwar Heiner bei ſchwacher Krͤmmung oder großem Krümmungs⸗ 
halbmefier, und größer bei ſtarker Krümmung oder Heinerem Kriimmungs- 
halbmeſſer. Bei doppeltem Krummungshalbmeſſer ift z. B. die Normalkraft 
nut halb fo groß als bei einfachem Krümmungshalbmeſſer. Wird ein mate⸗ 
rieller Punkt M durch eine horizontale Bahn, Fig. 497, gezwungen, eine 

Zig. 497. frumme Linie ABDFH zu durch⸗ 
laufen, fo behält derfelbe, wenn wir 
die Reibung außer Acht laſſen, an 
allen Stellen einerlei Geſchwindigkeit 
c, und übt an jeder Stelle einen ber 
Normalkraft gleichen Druck gegen bie 
concave Seitenwand aus. Während 
der Durdjlaufung des Bogens AB 


Mc? 
diefer Drud = — 
ift diefer Dru TA 








‚ während 


der Durchlaufung von BD ift er = — für den Bogen DF ift er 
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2 
— ME md für den Bogen FH fällt er — He aus, wenn CA, EB, 
GD KF 





GD und KF die Krummungshalbmeſſer der Wegtheile AB, BD, DF 
und FH find. 


. 302 Centripetal- und Centrifugalkraft. Bewegt fich ein materielle 
Punkt oder Körper im Kreife, fo wirkt die Normalfraft radial eimmärts, 
weshalb fie dann Centripetal- oder Annäherungskraft (franz. force 
centripdde; engl. centripetal force) genannt wird, während bie Kraft, mil 
welcher der Körper vermöge feiner Trägheit entgegengefegt, d. i. radial au 
wärts wirkt, ben Namen Centrifugal-, Flieh- oder Schwungkraft 
(franz. force centrifuge; engl. centrifugal force) erhalten hat. Centri⸗ 
petalkraft ift die auf den Körper einwirkende und Centrifugallraft ift die 
vom Körper zurückwirkende Gegenkraft. Beide find an Größe einander 
gleich und in der Richtung entgegengefeßt ($. 65). 

Bei der Umdrehung der Planeten um die Sonne befteht die Centripetal⸗ 
fraft in einer Anziehungskraft der Sonne; wird der beivegte Körper durch eine 
Führung oder Leitung, ähnlich wie Fig. 497 angiebt, gezwungen, eine 
Kreisbahn zu durchlaufen, jo wirkt die Führung durch ihre Starrheit als 
Sentripetalfraft und der Eentrifugalfraft des Körpers entgegen, iſt endlich 
der umlaufende Körper durch einen Faden oder durch eine Stange mit dem 
Drehungspunfte verbunden, fo ift es die Elafticität der Stange, welche fid 
mit der Centrifugalkraft des Körpers ins Gleichgewicht fegt und eben dadurch 
als Centripetalfraft wirkt. 

Iſt @ das Gewicht des in Umdrehung befindlichen Körpers, aljo befien 


Maſſe M = =, ift der Halbmefler bes Kreiſes, in welchem die Umdrehung 


vor fich geht, — r und bie Umdrehungsgefchwindigkeit — v, fo hat man 
nad) dem legten Paragraphen, die Centrifugalkraft: 
Mv: @Gv2 v? @ 
pP — -Z2 97.7, 
gr 20 r 
alſo audh: 
Y3 
P:G=2-—ı:r, 
29 
d.h. die Centrifugalfraft verhält fi zum Gewichte des Körpers, 
wie die doppelte Gefchwinbigfeitshöhe zum Umbrehungspalb- 
meffer. 

Iſt die Bewegung gleihförmig, welches allemal eintritt, went aufer 
der Gentripetalfraft feine andere Kraft (Tangentialfraft) auf den Körper 
wirkt, fo läßt fich die Geſchwindigkeit » — c durch die Umdrehungszeit t 
ausdrücken, indem man febt: 
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_ Ba _2ar 
— Zeit 01° 
und man erhält hiernach für die Centrifugalkraft: 
p— (Fr M 428 An? 


— —.M—T.Gr. 


r {3 gt? 
Da 47? — 39,4784 und fir Fußmaß 7 — 0,032 ift, fo bat man 
für die Rechnuugen bequemer: 
P= = ,Yr —1 ‚2033. 7 Pfund. 
Dft giebt man Mi Zahl u der Umdrehungen in der Minute, und erjett 
deshalb £ bu — , weshalb folgt: 


9,47 
= — u: Mr = 0,010966 u? Mr = 0,0003509 u? @r Pfund. 
Gr 


Auch . P = 4,0243 an 0,001118 u? Er Kilogramm. 











Da = ” bie Winkelgeſchwindigkeit @ ift, fo läßt ſich auch ſetzen: 
P= o0°.Mr. 

Hiernach folgt, daß bei gleichen Umbdrehungszeiten oder bei gleich viel 
Umdrehungen in einer gewifien Zeit, und alfo auch bei gleichen Winkel. 
geifhwindigkeiten, die Gentrifugalkraft wie das Product aus 
Maffe und Drehungshalbmeſſer wächſt, und daß fie unter übrigens 
gleihen Umftänden den Quadraten der Umpdrehungszeiten umgelehrt, 
oder den DQuadraten ber Umlaufszahlen und alfo auch den Quadra⸗ 
ten der Winkelgeſchwindigkeiten direct proportional ift. 


Beifpiele. 1) Wenn ein Körper von 50 Pfund Gewicht einen Kreis von 
3 Fuß Halbmeſſer in der Minute 400 mal vurchläuft, fo ift feine Gentrifugalfraft: 
P = 0,0008509 .400°.50.3 - 8,509.16.50.3 — 350,9..24 — 8422 Pfb. 

Iſt diefer Körper durch ein Hanffeil mit der Are verbunnen, und ber Feflig- 
feitsmobul für Hanffeile ($. 212) 7000 Pfund, fo folgt: 

8422 — 7000 . F, 
daher der Duerfchnitt dieſes Seiles: 
__ 8422 
7000 
und der Durchmefler befielben : 


d-= —* — 0,5642 . VA812 = 0,5642.2,198 — 1,24 ober 1Y/, Soll, 


Bei dreifacher Sicherheit ift aber 
d=124.V3 = 1,24.1,732 = 2,15 Sol 


= 1,208 Quadratzoll, 


zu nehmen. 
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2) Aus dem Erdhalbmeſſer r — 20, Million Fuß und der Umprebunggeit 
oder Tageslänge t — 24 St. = 24.60.60 —= 86400 Ser. folgt die Gent 
fugalfraft eines Körpers unter dem Aequator der Erbe: 

20'250000 G — 2058 1 
wäre aber die Tageslänge 17 mal jo Flein, alfo = — 1 St. 24’ 42”, jo würde 
diefe Kraft 172 — 289 mal fo groß, alfo — dem Gewichte G des Koͤrpere 
gleich fein. Unter dem Aequator wäre dann die Centrifugalkraft der Schwerkraft 
gleich und Körper daſelbſt würben ebenfo wenig nieberfallen als in bie Höß 
fteigen. 

3) Bei der Umdrehung des Mondes um die Erde wird die Gentrifugalktait 
defielben von der Anziehungskraft der Erde aufgehoben. Iſt G das Gericht ve 
Mondes, r feine Entfernung von der Erbe und £ feine Umprehungszeit um die 
felbe, ſo folgt die Centrifugalfraft diefes Weltkörpers 


Gr 
— 1,2633 . 7 


SH a der Erdhalbmeſſer und nimmt man an, daß bie Schwerkraft in verſchie 
denen Entfernungen vom Mittelpunfte ver Erde umgefehrt wie die nte Boten 
biefer Entfernungen wachſe, je hat man die Schwere des Mondes ober die Anzie: 


bungsfraft der Erbe 
a vn 
= (4) 


und fegen wir beide Kräfte einander gleich, fo erhalten wir: 


(2) = 1,2683 - 5 
Run it — _ = s 


=. '= 1215 Millionen Buß und t = 27 Tage 7 &. 
42 Min. = 39842 Min. = 39342.60 Sec., es folgt daher: 
@ — 1,2633 . u =) 
60 "893,43.36 
und es if hiernahd n —= 2, d. h. die — der Erde ſteht im umgekehrten 
Verhaͤltniſſe des Quadrates der Entfernung vom Mittelpunkt der Erde. 


$. 303 Arbeit der Centrifugalkraft. Ift”die Bahn CAB, Fig. 498, in 
welcher fich ein Körper M bewegt, jelbft nicht in Ruhe, fondern dreht ſich 

Fig. 498. diefelbe um eine Are C, jo theilt je 

dem Körper eine Centrifugalfraft P 
mit, vermöge welcher er entweder eine ge 
wiffe mehanifche Arbeit verridte, 
oder eine foldhe in Anſpruch nimmt, I 
nachdem er fich bei feiner Bewegung in der 
Bahn von der Drebimgsare C entfernt, 
oder fich derfelben nähert. Iſt A die Maſſe it 
Körpers, o die conftante Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit, mit welcher fich die Bahn, 3.9. ein 
Kreifel (franz. sabot; engl. top), um ihre 


.8, 
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Are C dreht, umd bezeichnet & die veränderliche Entfernung CM des in ber 
Dahn CAB laufenden Körpers, fo hat man die veränderliche Centrifigal- 
fraft deſſelben: 
P= 0Mz, 
und es ift folglich) die Arbeit diefer Kraft, während der Körper ein Weg- 
theilhen MO durchläuft, und der Halbmefler CM um NO — £ wächſt: 
Pt = v»?!’Me.?. 

Denfen wir uns nun den Halbmeſſer e aus n Theildhen, jeden — $&, 
beftehend, fegen wir alfo ⸗ — nf, und nehmen wir an, daß ber Körper 
feinen Weg im Drehungspunkte C beginnt, fo erhalten wir die Arbeit der 
Sentrifugalfraft des Körpers beim Durdhlaufen des Weges CAM, wobei 
die Entfernung des Körpers allmälig von O bis 2 wächſt, indem wir in 
dem letzten Ausdrude ftatt z nach und nach die Werthe &, 28, 36,...n$ 
einfegen und die jo erhaltenen Werthe addiren: 
A=o?Mi(E +25 +34. +n$)=o?Mf?(1 +2 +3+--+n), 
oder da +2 +3 --» bei einer großen Anzahl von Gliedern 


n? , 
7 zu jegen ift: 
2 
A=o: MT — 1, 02 Met. 


Da die Umdrehungsgeſchwindigkeit des Kreiſels im Abſtande CU = x 
von der Umdrehungsare: 
v=—=0£E 
ift, jo läßt ſich folglich einfacher 
y? 
A= ) 2 Mv? — 29 G 


ſetzen, wenn man nod) ftatt der Maffe M das Gewicht G — Mg des Kör⸗ 
pers einführt. 

Wenn der Körper feine Bewegung nicht in C, fondern in irgend einem 
anderen Punkte A außerhalb der Umdrehungsare beginnt, deſſen Entfernung 
von C, CA — ei, und Umdrehungsgeſchwindigkeit 

v=oz 
it, fo fällt natlrlich die Arbeit !/, co? M 2} beim Durchlaufen des Weges 
CA ganz aus, und es ift baher die entſprechende Arbeit der Centrifugalkraft, 
während der Körper von A nad) M läuft: 
A—= 1o2Mz? — 1,0? Me} i, M(z? — e}) 
— 1/ Mu mg 
—1/, =, 

Denn ſich aljo ein Körper in einer ftarren Bahn oder Rinne bewegt, 
welche ſich um eine fefte Are dreht, fo nimmt das Arbeitövermögen dieſes 
Körpers um das Product aus der Maſſe (M) defielben und ans der Diffe⸗ 


Betspad’s Lehrbud d. Mechauit J. 37 
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N 2 
renz ber Gejchwindigfeitshöhen (z und 2) , welche den Umdrehungẽ⸗ 


geichtwindigfeiten der Endpunfte A und M des Weges zulommen, zu oder 
ab, und zwar erfteres bei einer Bewegung von innen nad) außen, und leg 
teres bei einer Bewegung von außen nad) innen. 


8. 304 Wenn der Körper M feinen Weg AMB auf einem Kreifel ABC, 
dig. 499, in A mit der relativen Gefchiwindigfeit c, beginnt, und den 

Fig. 499. Kreifel in B mit der relativen Geſchwin 

digfeit c, verläßt, und wenn die Umde: 
bungögefchwindigfeiten des Kreiſels in A 
und B, vı und v, find, fo tft unter der 
Borausfegung, daß außer der Centrifugal 
kraft feine anderen Kräfte auf den Körper 
wirken, der Gewinn des Arbeit&vermögens 
defielben beim Durchlaufen bes Weges AMB: 

2 








— gg ti G, 
29 29 
daher: 
2—- d=Y — vr, de 
vet 03-32, 


folglich die relative Austrittsgeſchwindigkeit felbft: 

= Ve tr?—v — Veo+oX(r!—r]), 
wobei © die Winfelgefchwindigkeit des Kreifels, fowie r, und rz die Enter 
nungen CA und CB des Eintritts⸗ und des Austrittspunftes (A und B) 
von der Drehungsare C bezeichnen. 

Ebenſo beftimmt fich die relative Austrittögefchwindigfeit c,, wenn det 
Körper bei B mit der relativen Geſchwindigkeit c, den Kreifel erreicht und 
fi) auf demfelben von außen nad) innen bewegt; e8 ift nämlich: 

a= Vya-y- = Vg— al —r). 

Da der Körper beim Durdjlaufen des Weges AMB außer feiner relati⸗ 
ven Geſchwindigkeit (c) in der Bahn auch noch die Umdrehungsgeſchwindig⸗ 
keit (u) der letzteren hat, fo iſt er bei A mit einer abfoluten Geſchwindigkeit 
A —w, einzuführen, welche ſowohl der Größe als auch der Richtung nach 
durch die Diagonale des aus c, und v, conftruirten Barallelogramms beftimmt 
wird, und es ergiebt fich ebenfo die abjolute Austrittsgefchtwindigfeit Ds 
— wg des Körpers bei B durch die Diagonale des aus den relativen Ge⸗ 
ſchwindigkeiten cz und v5 conftruirten Barallelogramms B cz %; 12. 

Das Arbeitsquantum, weldes der Körper bei Durchlaufung de Krei- 
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jel8 in der Bahn AM B gewonnen ober verloren und folglich der Kreifel 
verloren oder gewonnen bat, ift 


— u — r) 
A=+( ) a. 
Soll der Körper beim Durchlaufen des Kreifeld in der Richtung AM B 
2 
fein ganzes Arbeitsvermögen 2 @ bem Kreifel mittheilen, jo muß die ab- 


jolute Austrittögefchtwindigfeit u; — Null, und deshalb nicht allein c, — vs, 
jondern aud) die Richtung von c, der von ©, genau entgegengefegt fein, und 
deshalb die Bahn bei B tangential am Umfange des Kreiſels auslaufen. 


Beifpiel. Wenn der in Fig. 499 abgebildete Kreifel den inneren Halbmefler 
CA=1r, = 1 Fuß und den äußeren Halbmeſſer CB —= r, = 14, Buß hat, 
und fi pr. Minute 100mat umdreht, fo ift feine Winkelgeſchwindigkeit: 

10 
u Fr — 3,1416 . 3, >= — 10,472 Fuß, 
und folglich aud feine innere Umfangsgefchwindigfeit : 
v, = or, = 10,472 Zuß, dagegen aber feine äußere: 
'%, = or, = 10,472.1,5 — 15,708 Fuß. 

Läßt man nun in benfelben bei A einen Körper mit w, —=25 Fuß fo eintreten, 
dag der Winfel w, Av,, welchen feine abfolute Bewegung mit der Umbrehungs- 
richtung einſchließt, « — 30 Grab iſt, fo hat man für die relative Geſchwindigkeit 
Cj, mit welder der Körper die Bewegung im Kreifel beginnt: 
ce! — u? + wE — 2v,w, c08.« — 109,66 — 453,45 + 625,0 — 281,21, 
und baher: 

c, = 16,77 Fuß. 

Berner ift für ven Winfel v, Ac, — P, unter weldem ſich die Bahn bei A 
an den inneren Kreifelumfang anfchliegen muß, damit der Körper ohne Stöße in 
diefelbe einlaufe: 





sın.B __ 
sin.a *., alſo: 

BR: sin. 30° 
sin. gen 


wonach B = 48°, 12’ Y, folgt. 
Zür die relative Austrittsgeſchwindigkeit C, iſt 

ee c + vE — v?! = 281,21 + 109,66 [(%%)? — 12] = 418,28, 

folglich: 
&, = 20,45 Buß; 

dagegen für die abfolute Austrittsgeſchwindigkeit wog, wenn der Canal oder die 
inne AMB ven äußeren Umfang unter einem Winfel d von 20 Grad fihneibet, 
alfo 0, Bc, = 160° if: 

w=c! +v2—2cy03c08.d = 418,28 + 246,74 — 603,72 = 61,30, 
folglich: 


w, —= 7,80 Fuß. 
Endlich ergiebt fih aus den Gefäninbigteitshöfen: 
w 
29 = 0,016.625 = 10 und 3 —= 0,016.61,31 — 0,981 Fuß, 


37° 
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das Arbeitsquantum, welches der Körper vom Gewichte G beim Durchlaufen des 
Kreiſels dieſem mittheilt: 


A= — G = (10 — 0,981) 6 = 9,019 G, 


3. B. wenn diefer Körper das Gewicht G — 10 Pfund hat: 
A = 9,019.10 = %,19 Fußpfund. 


Anmerfung. Die vorftehende Theorie der Bewegung eines Körpers in einem 
Kreifel findet ihre Anwendung bei den Turbinen oder Kreifelräpern. 


Centrifugalkräfte ausgedehnter Massen. Auf einen Inbegrij] 
von Maffen oder auf eine Maſſe von endlicher Ausdehnung ift die oben 
gefundene Formel für die Centrifugalfraft nicht unmittelbar anwendbar, weil 
man im Voraus nicht weiß, welcher Drehungshalbmeſſer r in die Rechnung 
einzuführen if. Um diefen zu finden, fchlagen wir folgenden Weg ein Es 
Fig. 500. jet in Fig. 500, CZ die Umdrehumgsar, 
und CX und C ſeien zwei rechtwinkelige 
Coordinatenagen; es fei ferner A ein 
. Maflentheil, ud MK —= x, ML=y 
und? MN — 3 Seien deffen Abftände von 
den Coordinatenebenen YZ,X Zw XL. 
Da die Centrifugalfraft P radial wirkt, ſo 
läßt ſich ihr Angriffspunkt nad) dem Turd; 
ſchnittspunkte O mit der ‘Drehungsare ver 
legen. erlegen wir nun diefe Kraft nad 
den Arenrichtungen CX und CY, fo erhal: 
ten wir die Geitenfräfte OQ — Q md 
OR= RE, für welche gilt: 
00:0P=0L:0Mwm OR:OP=0OKR:OM, 

weshalb_nım 





ga="-PmR—=% pP 


folgt, wobei r die Entfernung OM des Maffentheilhens von der Umdre⸗ 
hungsare bezeichnet. Gehen wir auf gleiche Weife mit allen Maſſentheilchen 
zu Werke, fo erhalten wir zwei Syſteme von Parallelkräften, eines in ber 


- Ebene X Z und da8 andere in der Ebene 72, jedes aber auf die Are C2 


winfelrecht wirfend. Bedienen wir uns zur Unterfcheidung der Inderzahlen 
1,2,3 u. |. w., feßen wir alfo die Maflentheile M,, My, Ms, und ihre 
Abftände zı, Xu, 2 u. ſ. w., fo befommen wir hiernad) die Mittelfraft dei 
einen Syſtemes Fig. 501: 
P P Ps x 
at tate = rt 


73 
02. Mi i + M, +») 
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und die des anderen: 


R=R+R+.-=0’.My +My +). 

ig. 501. Setzen wir endlich die Ab- 
ftände CO), CO, u. ſ. w. ber 
Maſſentheile von der Ebene 
XY, = e1, U. ſ. w., ſo 
erhalten wir für die Angriffs⸗ 
punkte U und V biefer Mittel- 
fräfte die Abftände OU —= u 
und CO V—v durd) die Glei⸗ 
chungen 
(Art: )u 
= Quei + a + 
wd(R+R + .)v—= 
Res + R& +, wes⸗ 
halb folgt: 
u— 2 + Qi + -- — Mast M%2%-+ 


Qı + Q.+ Ma +Mz + 





und 
Raza+R,anH+t--- MyhatMy&s +: 


R+R+ My+My+--- 

Es werden alſo hiernad) im Allgemeinen die Centrifugalfräfte eines 
Maſſenſyſtemes oder eines ausgedehnten Körpers auf zwei Kräfte zurückge⸗ 
führt, die fi), fo lange u und v ungleich find, nicht zu einer einzigen ver» 
einigen Taflen. 


Beifpiel. Sind die Maflen eines Syftemes: 
M, = 10 Ph, M, = 15 Pfo. M, = 18 Pfr., M, = 12 Pe. 
und ihre Abflände: 
&, =0 Hl, x, = 4 Sl, % = 2 Soll, ©, = 6 Zoll, 
Yı=3 u Y=|1 " Y —= 5 ” y=3 u 
, —2 9=3 „ 3=3 „ 4=09 „ 
fo hat man folgende mittleren Eentrifugalfräfte: 
9 —= w2.(10.0 + 15.4 + 18.2 + 12.6) = 168.02 und 
R= w2.(10.3+15.1+ 18.5 + 12.3) = 171.09, 
und hiernach die Abflände ihrer Angrifispunfte von dem Anfangepuntte C: 
10.0.2 + 15.4.3 + 18.2.3 + 12.6.0 288 12 





= +6 jez —ıTlasol, 
und 
„10.8.2 4 18.1.8 +18.5.8 


10.3+35.1 + 18.5 + 12.3 — 171757 
Die Berfchievenheit dieſer Werthe von u und v zeigt an, daß bie Eentrifugals 
fräfte durch eine einzige Kraft nicht erfeßt werben können. 
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306 Befinden fich die Maffentheile in einer Umdrehungsebene, d.i. in einer Ebene 


Fig. 502. XCH, ig. 502, welche winfd- 
7 recht auf der Umdrehungsare ſieht, 
wie Mı, Ma..., fo laſſen fich ihre 
Sentrifugaffräfte in eine einzige 
vereinigen, weil ſich ihre Richtungen 
in einem einzigen Punkte C der 
Are CZ ſchneiden. Behalten wirdie 
Bezeichnungen des vorigen Para⸗ 
graphen bei, fo erhalten wir die 
refultirende Centrifugalfraft in die: 
jem Falle: 
P=VQ+R=oV(Ma+G5 ++ My + u +-)N 
Sind nun OK —= x und CL — y die Coorbinaten des Schwerpunlteb 
vom Maflenfufteme M—= M + M; +: -, fo hat man: 
Mat+% +: : = Mxumw 
MytMy+t-  =Hy 
und es folgt daher die Eentrifugalfraft: 


P= 0? Me? + Pyf = 02 MVx? + y? = 0?Mr, 


wofern noch — Va? + y?, den Abftand OS des Schwerpunftes von ber 
Umdrehungsare CZ bezeichnet. 


Für den Winkel POX — «, welchen diefe Kraft mit der Are CX cm 
ſchuͤeßt, iſt 





es geht daher die Richtung der Centrifugalkraft durch den 
Schwerpunkt bes Syſtemes und es tft dieſelbe genau fo groß, 
als wenn die ſämmtlichen Maffentheile im Schwerpunkte 
vereinigt wären. 

Für eine auf der Umdrehungsare ZZ rechtwinkelig ftehende Scheibe AB, 

Fig. 508. Fig. 503, ift hiernach die Centrifugalfraft eben: 

Z fall8 — @? Mr, wenn M ihre Mafle und r die 
Entfernung CS ihres Schwerpunftes S von der 
Are bezeichnet. 

Liegen ebenfo die Schwerpunkte der Mafſſentheile 
eine® Körpers in der Umdrehungsebene, oder ill 
diefe Ebene Symmetrieebene des Körpers ADFF,, 
Fig. 504, fo laſſen fich die Centrifugalkräfte der 
Maſſentheile des Körpers zu einer einzigen, im Schwerpunkte deffelben an 
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greifenden Mittelkraft vereinigen, welche dem Abſtande S dieſes Punktes von 
der Umdrehungsare entfpricht umd fich daher durd) die Formel P = @!Pr 
beftimmen läßt. 
Fig. 504. Fig. 505. 
7 





Um die Centrifugalkraft eines anderen Körpers ABDE, Fig. 505, zu 
finden, zerlegen wir denſelben durch Ebenen winkelrecht zur Are ZZ in jchei- 
benförmige Elemente, ermitteln die Schwerpunfte Sy, Ss u. |. w. derfelben, 
beftimmen mit Hilfe der legteren die Gentrifugalfräfte, zerlegen jede derfelben 
nach den Axenrichtungen CX und CY in Seitenfräfte, und vereinigen die 
Seitenfräfte in der Ebene ZCX zu einer Mittelkraft Q, ſowie die in der 
Ebene ZCY zu einer Mittelfraft 2. 


Befinden fich die Schwerpunkte ſämmtlicher Scheiben in einer Parallellinie 
zur Umdrehungsare, ſo te = nu = m uf. w., fowie y = yı = % 
u. f. w., und daher auch r = rı = rz u. f. w.; e8 folgt daher die Cen⸗ 
trifugalfraft des ganzen Körpers: 

P=0oe(Mr+Mr-+---) = Mr, 
und der Abftand ihres Angriffspunftes von der Ebene X Y: 


„— As + M; 2 +. )r _ Mı&: + M& — 

(M+M+-.)r Ii —M 
Dieſen Gleichungen zufolge iſt die Centrifugalkraft eines Körpers, welcher 
ſich in Elemente zerlegen läßt, deren Schwerpunkte in einer mit der Umdres 
hungsare parallel laufenden Tinte Liegen, gleic) der Centrifugalfraft der in dem 
Schwerpunkte diefes Körpers vereinigten Maffe deffelben, und es fällt auch 
der Angriffspunft diefer Kraft mit dieſem Schwerpunkte zufammen. Hiernad) 
laſſen fich die Gentrifugalfräfte aller fymmetrifchen Körper (f. $. 106), 
deren Symmetrieare der Umdrehungsare parallel läuft, und alfo auch die 
aller Rotationsförper, deren geometrifche Aren mit der Umdrehungsare 
parallel find, finden. Fällt die geometrifche Are eines ſolchen Körpers mit der 
Umdrehungsare zufammen, jo ift die vefultivende Centrifugalkraft ſogar Null. 
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Beifpiel. Es find die Dimenflonen, die Dichtigfeit und Feſtigkeit eines Nühl⸗ 
fleines ABDE, Fig. 506, gegeben, man fell die Winfelgefhmwindigfeit & finden, 
bei welcher das Zerreißen deſſelben in Folge der Gentrifugalfraft eintritt. Seren 

Fig. 506. wir den Halbmeſſer CF’ des Mühl: 
fteines — r,, den Halbmeſſet C6 
feines Auges — r,, die Hohe AE 
— HL=[1, die Didtigfet = 7 
und ben Feftigfeitsmodul — K, It 
erhalten wir die Kraft zum Zerrrigen 
deflelben in einer diametralen Gent, 

P=2(n — nr) IK, 
das Gewicht des Steines: 
G=n(! —r)1y, 
und den Umprehungshalbmefler fit 
jede Hälfte des Steines, d. i. die 
Entfernung ihres Schwerpunftes von der Umbrehungsare ($. 114): 
a hen, 
—5n rer! 

Im NAugenblide des Zerreißens ift die Gentrifugalfraft von einer Hälfte des 

Steines ver Feſtigkeit gleich, wir befommen daher die Beſtimmungsgleichung: 


— — 2 (71 — 72) IK, 


2 





02.Y,(r® — +2) ? 23m —r)iK, 
und 27 zu beiden Seiten aufgehoben, folgt: 


39g(rı — r)K sy 02 39K 
=) (Mo rdy Fr+tnntrdr 
er, = 2 Fuß = 24 Zoll, r3 = 43oll, K 760 Pfund und das ſpecifſche 
Gewicht der Mühlſteinmaſſe, = 2,5, alfo das Gewicht eines Cubikzolles Raft 


61,74.2,5 RN 
755 > 908934 Pfd., fo folgt die Winkelgeſchwindigkeit bin 


Eintreten des Zerreißene: 
| /3.12.31,25.750 __1 /210937 _ 
2 083.0,08058  — Y 15,307 7 1172 Soll. 


f . i Inu 
Iſt die Zahl der Umbprehungen in einer Minute = u, fo hat man u ' 


daher umgefehrtt u = 22, bier aber — us — 1119. Die gemöhnlik 


Umdrehungszahl eines folhen Mühlfteines ift nur 120, alſo Imal fo flein. 


Für ein Schwungrad läßt fih r?+Hr, rs tr? = 3r? fegen, wenn r MM 
mittleren Halbmefler feines Ringes bezeichnet. Daher ift hier 


„= IX oder o= ur = VE. 
e Y 


8.307 Befinden fid) die fämmtlichen Theile M,, Al, eines Maſſenſyſtemet, 
Fig. 507, oder die Schwerpunkte der Elemente eines Körper? in 


deſſelben, y— 
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einer durch die Umdbrehungsare gehenden Ebene, fo bilden die Cen- 

trifugalfräfte ein Syftem von Parallelkräften und es laſſen ſich daher diefel- 

ben in der Regel auf eine einzige 

Fig. 507. Kraft zurüdführen. Sind die Entfer- 

nungen der Mafjentheile oder Elemente 
von der Umbdrehungsare ZZ: 

O0, M — 71, O,M; — 75 u. ſ. w., 
ſo erhält man für ihre Centrifugalkräfte: 
P, = w’M,r, PR = o’M;r; 
u. f. w., und daher die mittlere Centri- 

fugalfraft: 

P= (Mn +Mn+:-)) 

= 0?Mr, 

wofern r den Abftand des Schwerpunk⸗ 
tes der ganzen Mafle M von der Um» 
drehungsare bezeichnet. Es ift alfo auch hier der Abftand des Schwerpunftes 
von der Umdrehungsare als Drehungshalbmefler anzufehen. Um aber den 
Angriffepunft O der refultivenden Centrifugalfraft P zu finden, feßen wir die 
Abftände der Maffentheile von der Normalebene: CO) = 1,00, = 
u. |. w. in die Yormel: 





Mnza+ Mına +» 
Mnt+tMrnrH+--- 
Mit Hülfe der Formel P—= w2 Mr laffen fich die Centrifugalkräfte von 
Rotationsförpern und von anderen Körpern der Geometrie finden, wenn 
die Aren diefer Körper mit der Umdrehungsare in eine Ebene fallen. 


Für eine Stange AB, Fig. 508, deren Länge A C—=1 und Neigungs⸗ 
winkel A CZ gegen die Umbdrehungsare CZ, — « ift, hat man: 
Fig. 508. r—= KS= Nlsin.o, 
und folglich die Centrifugalfraft: 
P= w!.1/ Mlsin.«; 
um aber den Angriffspunft O dieſer 
Kraft zu finden, fegen wir in dem Aus⸗ 
drude 


00 — æ — 


‚M_, 
0 7, FEM. ET cos. 0 


M ai 
— nr. x sın. & COS. A 





für da8 Moment vom Elemente — der 
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Stange, ftatt = nach und nad) — — m, Su u. f. w. und vereinigen die Er: 
gebniffe durch Addition. Auf Siefe Beife ergiebt ſich das Moment der gan 
zen Stange: 


Pu = a X sin.@cos.w (1? +2? +32? -..-+ 9) 


— 1), 2 Ml? sin. «cos. «, 
daher der Hebelarm CL = 0, O, oder: 

u 1, 0? Ml?sin.a cos. : 1/, 0? Mlsin.a — ?/,1cos.ı, 
und die Entfernung bes Angriffspunktes O von dem in ber Are liegenden 
Stangenende C: 

00 — 2); I. 
Neicht die Stange AB, Fig. 509, nicht bis zur Are, fo hat man: 
P= 1, o@Fl}sin.a — 1, o?2 Fl}sin.« 
— 1,0? Fsin.a (l} — 1) 
und da8 Moment: 
Pu = 1/, 0? Fsin. «cos. a (l} — 1}), 

weil bie Maffe von CA (= Querſchnitt mal Länge) — Fl, und die Maſſe 
von CB, = FI; ift. Es folgt daher die Entfernung des Angriffepunttet 
O vom Durchſchnitte C " der ne 

c=y 5 ser co=ı Ah 

7 22 12} 

wenn I die Entfernung CS des Schwerpunktes und 1, — 1, bie Lünge der 
Stange A B ausdrüdt. 


Fig. 510. 





Diefe Formel gift auch für ein rectanguläres Blatt ABDE Fig. 51V, 
welches fich durch) die Arenebene CO Z in zwei congruente Rechtece theilen 
läßt und bdeffen Ebene rechtwinkelig gegen biefe Arenebene fteht, weil Di 
Centrifugalkraft von jedem der Elemente, welche ſich durch Schnitte normal 
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zu CZ ergeben, in der Mittellinie FG angreift. Sind aljo die Entfernungen 
CF und CG ber beiden Grunblinien AB und DE von dem Arenpunfte 
C, 1, und %, fo hat man auch bier 
_„.B-R_,,G-M 
co=®’h:}; 2 — 2 gr 
Ebenſo ergiebt fich die Centrifugalkraft eines geraden Sreisfegeld ABD, 
dig. 511, welcher fi um eine durch die Spitze D deflelben gehende Are 
Fig. 511. CZ dreht, wenn man in der Formel 
zZ P = o?Mr, ftatt r den Abftand XS 
des Schwerpunttes S dieſes Körpers von 
CZ einjegt. Bezeichnet % die Höhe XD 
des Kegel und & den Winkel BCZ, 
um welchen die Bafis AB deifelben von 
der Umbdrehungsare abweicht, jo hat man 
KS—=DScos. DSK= !/ıhcos.e, 
und daher die gejuchte Gentrifugalfraft 
P= o®?M.®/ıhcos. eo. 

Der Angriffspuntt O diefer Kraft ift 
durch die Coordinaten DL = u und 
LO = v beftimmt, für welche die hö⸗ 
here Analyfis unter der Vorausſetzung, 
daß die Umdrehungsare CZ nicht durd) 
die Kegelmaffe hindurchgeht, folgende Ausdrücke findet: 


2 
—4 7 — — 
ut, hsin.«|1 (5 | mo 


v— t,hcos. a E + zei e.*) 
findet, worin r den Halbmeflr KA —= K r der Baſis bezeichnet. 

















In dem Falle, wenn die Körpertheile weder in einer Normalebene zur $. 308 
Umdrehungsare, noch in einer Ebene durd) die Umdrehungsare enthalten find, 
laſſen ſich die refultirenden Centrifugalfräfte 
= 0!(Ma+Ma +) R=o(My +M +) 
nicht in eine einzige Kraft vertvandeln, wohl aber ift e8 möglich, diefe Kräfte 
durch eine im Schwerpunkte angreifende Kraft 
P=VQ:+ R= »:Mr 
und durch ein aus Q und R zufammengefegtes Kräftepaar zu erfegen. 
Bringen wir nämlich im Schwerpuntte S vier ſich da8 Gleichgewicht haftende 


Kräfte + Q und — Q, fowie + Rund — Ran, fo geben die pofitiven 
Theile die Mittelkraft 
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1 2 
renz der Geſchwindigkeitshöhen (z und 3) , welche den Umdrehungs⸗ 


geſchwindigkeiten der Endpunkte A und M des Weges zukommen, zu oder 
ab, umd zwar erfteres bei einer Bewegung von innen nad) augen, umd le 
tere8 bei einer Bewegung von außen nad innen. 


8. 304 Wenn der Körper M feinen Weg AMB auf einem Kreiſel ABC, 
dig. 499, in A mit der relativen Gefchwindigfeit c, beginnt, unb den 

Fig. 499. Kreifel in B mit der relativen Geſchwin⸗ 

digkeit c, verläßt, und wenn die Umdre⸗ 

Te hungögefchwindigfeiten des Kreifeld in A 
* und B, vi und e⸗ find, fo iſt unter der 
Vorausſetzung, daß außer der Centrifugal« 
fraft feine anderen Kräfte auf den Körper 

= wirken, der Gewinn des ArbeitSvermögene 
deffelben beim ng des Weges AMB: 








2 ee 
GG vu; — try, oder 


Folglich die relative Austrittögefchwindigkeit jelbft: 
s=Va+ty—-=Vgo+te(n—r) 

wobei @ die Winfelgefchwindigfeit des Kreifels, fowie rı und rg die Entfer: 

mungen CA und CB bes Eintrittd- und des Austrittöpunftes (A und B) 

von der Drehungsare C bezeichnen. 

Ebenſo beftimmt fid) die relative Austrittögefchwindigfeit c, , wenn der 
Körper bei B mit der relativen Gefchwindigfeit c, den Kreifel erreicht und 
fi) auf demfelben von außen nad) innen bewegt; e8 ift nämlich: 

a = Vc? — (vw —v}) = Ver— ar (r!— r}). 

Da ber Körper beim Durchlaufen de Weges AMB außer feiner relati: 
ven Geſchwindigkeit (c) in der Bahn aud) nod) die Umdrehungsgeſchwindig⸗ 
feit (v) der letzteren hat, fo ift er bei A mit einer abfoluten Geſchwindigkeit 
Aw —=wı, einzuführen, welche ſowohl der Größe als auch der Richtung nad) 
durch die Diagonale des aus c, und v, conftruirten Parallelogramms beftimmt 
wird, und e8 ergiebt ſich ebenfo die abjolute Austrittsgefchwindigfeit Bw: 
— wg des Körpers bei B durch die Diagonale des aus den relativen Gr 
ſchwindigkeiten c; und v, conftruirten Parallelogramms B cz w; v,. 

Das Arbeitsquantum, weldes der Körper bei Durdjlaufung des Krei 
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feld in der Bahn A MB gewonnen ober verloren und folglich der Kreifel 
verloren oder gewonnen hat, iſt 


—— 
Soll der Körper beim Durchlaufen des Kreiſels in der Richtung 4 AB 


ſein ganzes Arbeitsvermögen > 3 @ dem Kreiſel mittheilen, fo muß die ab⸗ 


folute Hostritisgefämindigfit no — Null, und deshalb nicht allein c, — vs, 
fondern auc, die Richtung von c, der von 2, genau entgegengefeßt fein, und 
deshalb die Bahn bei B tangential am Umfange des Kreijeld auslaufen. 


Beifpiel. Wenn ver in Big. 499 abgebilvete Kreifel den inneren Halbmefler 
CA=r, =1 Fuß und ben Äußeren Halbmeſſer CB = r, = 1, Buß hat, 
und fi pr. Minute 100 mal umbreht, fo ift feine Winkelgeſchwindigkeit: 
o— Er — '8,1416 . 2 — 10,472 Zus, 

und folglih auch feine innere Umfangsgefchwindigfeit : 
v, = vr, —= 10,472 Fuß, dagegen aber feine Äußere: 
'%9 = org —= 10,472.1,5 = 15,708 uf. 

Läßt man nun in denfelben bei A einen Körper mit w, —=25 Fuß fo eintreten, 
dag der Winkel w, Av,, weldhen feine abfolute Bewegung mit der Umbrehungs- 
richtung einſchließt, « — 30 Grad ift, fo hat man für die relative Gefchwindigfeit 
C, mit welcher der Körper die Bewegung im Kreifel beginnt: 
et = dv. + wr — 2v,w, cos. « = 109,66 — 453,45 + 625,00 = 281,21, 
und baher: 

c, = 16,77 Fuß. 

Berner ift für den Winfel v, Ac, — P, unter weldem fih die Bahn bei A 
an den inneren Kreifelumfang anfchliegen muß, damit der Körper ohne Stöße in 
diefelbe einlaufe: 


sin. sın. B 
sin.e G , alte: 
. 25 sin. 30 
sın. ß = —I67 > 
[4 


wonach 8 — 48°, 12’ Y, folgt. 
Für die relative Austrittsgefhwindigfeit c, iſt 

ce! = ct + v? — v? = 281,21 + 109,66 [(&)? — 12] = 418,28, 

folglich: 
& = 20,45 Fuß; 

dagegen für die abfolute Nustrittsgefchwindigfeit wa, wenn der Canal ober bie 
Rinne AMB ven äußeren Umfang unter einem Winfel d von 20 Grab fchneibet, 
alfo u, Be, — 160° ift: 

ut=c! +v2—2c,0,c0s.d = 418,28 + 246,74 — 603,72 —= 61,30, 
folglich: 


w, = 7,80 $uß. 
Endlich ergiebt fih aus den Geſchwindigkeitshohen: 
wi 
297 = 0,016.625 = 10 und = — 0,016.61,31 = 0,981 Fuß, 


97* 
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das Arbeitsquantum, welches der Körper vom Gewichte G beim Durdlaufen ve 
Kreifels dieſem mittheilt: 


A= —e—— G = (10 — 0,981) G = 9,019 G, 


3. B. wenn diefer Körper das Gewiht & — 10 Pfund hat: 
A = 9,019.10 — %,19 Fußpfund. 


Anmerfung. Die vorftehende Theorie der Bewegung eines Körpers in einem 
Kreifel findet ihre Anwenvung bei den Turbinen oder Kreifelrädern. 


Centrifugalkräfte ausgedehnter Massen. Auf einen Inbegriil 
von Maſſen oder auf eine Maſſe von endlicher Ausdehnung ift die oben 
gefundene Formel für die Centrifugalfraft nicht unmittelbar anwendbar, weil 
man im Voraus nicht weiß, welcher Drehungshalbmefler r in die Rechnung 
einzuführen ift. Um diefen zu finden, ſchlagen wir folgenden Weg ein C* 

Fig. 500. fei in Fig. 500, CZ bie Umorehungsar, 
und C X und C Y feien zwei rechtwinkelige 
Soordinatenaren; es fei ferner M cn 

. Maflentheil, ud MK=x, ML=y 
und? MN = g feien deſſen Abftände von 
den Soordinatenebenen YZ,X Zw XI. 
Da die Eentrifugalfraft P radial wirkt, io 
läßt ſich ihr Angriffspunft nach dem Turd): 
ſchnittspunkte O mit der Drehungsare ver- 
legen. erlegen wir nun diefe Kraft nad 
den Arenrihtungen CX und CY, fo erhal- 
ten wir die Geitenfräfte OQ — Q mi 
OR=R, für welde gilt: 

00Q:0P=0L:0Mwm OR:0OP=0OK:OM, 

weshalb nun 





0=-PmR=7P 


folgt, wobei r die Entfernung OM des Maffentfeilsiens von ber Umdre 
hungsare bezeichnet. Gehen wir auf gleiche Weife mit allen Maffentheilden 
zu Werke, fo erhalten wir zwei Syſteme von Paralleffräften, eines in der 


- Ebene X Z und das andere in der Ebene 72, jedes aber auf die Are CZ 


winkelrecht wirkend. Bedienen wir uns zur Unterfcheidung der Inderzahlen 
1,2,3 u. ſ. w., fegen wir alfo die Maffentheile M,, M,, As, und ihre 
Abftände z , 2a, 2 u. ſ. w., fo befommen wir hiernach die Mittelfraft des 
einen Syſtemes Fig. 501: 
q AA mL Dr. 
l 13 13 
= 0?.(M a + M% +.) 
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und die des anderen: 
R= R, + R; 4 +. 0°.(Mı yı 4 Ma %s 4 ...) 

Fig. 501. Setzen wir endlich) die Ab- 
ftände CO), CO, u.f.w. der 
Maſſentheile von der Ebene 
XY, = ei, æ, u. ſ. w., fo 
erhalten wir für die Angriffs- 
punkte U und F dieſer Mittels 
fräfte die Abſtände CU = u 
und C V—v durd) die Glei⸗ 
ungen 

(A +9&+:-)u 
= Qatar 
und (R+R+-)’= 
Rızı + Ra2ı +, wes⸗ 
halb folgt: 





„Qatar _ MaatMun +: 
GG +Q. + Ma +Mo+--- 


und 
‚’_RatRast+ _ Myattmrat 
Es werden alfo hiernach im Allgemeinen die Centrifugalfräfte eines 
Maſſenſyſtemes oder eines ausgedehnten Körpers auf zwei Kräfte zurückge⸗ 
führt, die fih, jo lange w und v ungleich find, nicht zu einer cinzigen ver⸗ 
einigen Laffen. 


Beifpiel. Sind die Maflen eines Syftemes: 

M, = 10 ®fo.,, My, = 15 Pfr, M, = 18 Pfd. M, = 12 Pf. 

und ihre Abflände: 
2 =0 Bl, 2, = 4 Bol, 2 = 2 Boll, &, = 6 Zell, 
Yy=93 u Y=1l „ y»=5 „ y=3 „ 
2 =2 „ 2, = 8 ” 25; = 3 ” 2, = 0 " 

fo hat man folgende mittleren Gentrifugalfräfte: 
0 — w2.(10.0 415.4 + 18.2 + 12.6) = 168.2 und 
AR = w2,(10.3 + 15.1 -+ 18.5 + 12.3) = 171.w9, 

und hiernach die Abſtaͤnde ihrer Angriffspunfte von dem Anfangspunfte C: 


u— 10.0.2 + 15.4.8 + 18.2.8 #12.6.0_ 38 12 Mgol, 


10.0+15.4+ 18.2 + 12.6 168717 
und 
vo 10.3.2 +15.1.3 + 18.5.3 + 12.3.0 — 375 _125__ 9 j9ggoll. 


10.3+ 1.1 + 18.5 + 12.3 = 71 57 
Die Berfchievenheit diefer Werthe von u und v zeigt an, daß die Centrifugal⸗ 
fräfte durch eine einzige Kraft nicht erfegt werben Tönnen. 
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306 Befinden fich die Maffentheile in einer Umdrehungsebene, d. i. in einer Ebene 
Fig. 502. XCY, Fig. 502, welche winkel⸗ 
7 recht auf der Umbdrehungsare ſteht, 
wie My, Ma..., fo laſſen ſich ihre 
Centrifugalfräfte in eime einzige 
vereinigen, weil fich ihre Richtungen 
in einem einzigen Punkte C der 
Are CZ fchneiden. Behalten wirdie 
Bezeichnungen des vorigen Para 
graphen bei, fo erhalten wir die 
refultirende Centrifugalkraft in bie: 
fem alle: 
P=VO+R=oV(Ma+ba+ + My + Mu+-) 
Sind nun CK —= x und CL = y bie Coordinaten des Schwerpunltes 
vom Maflenfofteme M—= M + Ma + : : -, fo hat man: 
Ma +M%+t--:-=Mx uw 


MyıtMbyatr =My 
und es folgt daher die Centrifugalkraft: 

P= oYM:x + My — 02 MVx? + y?= o°?Mr, 
mwofern noch —= Vx? + y?, den Abftand CS des Schwerpunltes von der 
Umbdrehungsare CZ bezeichnet. 

Für den Winkel PCX —= «, welden diefe Kraft mit der Are CX am 
ſchueßt, iſt 





es geht daher die Richtung der Centrifugalkraft durch den 
Schwerpunkt des Syſtemes und es iſt dieſelbe genau ſo groß, 
als wenn die ſämmtlichen Maſſentheile im Schwerpunkte 
vereinigt wären. 

Für eine auf der Umdrehungsaxe ZZ rechtwinkelig ſtehende Scheibe AB, 

Fig. 508. Fig. 503, ift Hiernad) die Centrifugalfraft eben: 

Z fall8 = 02? Mr, wenn M ihre Maſſe und r die 
Entfernung CS ihres Schwerpunftes S von der 
Axe bezeichnet. 

Liegen ebenfo die Schwerpunfte der Maffentheile 
eines Körpers in der Umbrehungsebene, ober if 
diefe Ebene Symmetrieebene bes Körpers A DFF'i, 

-2 Fig. 504, fo laſſen ſich die Centrifugalkräfte der 
Maffentheile des Körpers zu einer einzigen, im Schwerpunfte deflelben au 
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greifenden Mittelfraft vereinigen, welche dem Abftande S diefes Punktes von 
der Umbdrehungsare entfpricht und fich daher durd) die Formel P = m? Pr 
beftimmen läßt. 

Fig. 504. Bis. 505. 





-Z 


Um die Centrifugalfraft eines anderen Körpers ABDE, ig. 505, zu 
finden, zerlegen wir denfelben durch Ebenen winkelredjt zur Are ZZ in fchei- 
benförmige Elemente, ermitteln die Schwerpunfte S,, S, u. f. w. derfelben, 
beftimmen mit Hülfe ber legteren die Gentrifugalfräfte, zerlegen jebe derſelben 
nach den Arenrichtungen COX und CO Y in Geitenfräfte, und vereinigen die 
Seitenkräfte in der Ebene ZCX zu einer Mittelfraft Q, ſowie die in ber 
Ebene ZCY zu einer Mittelfraft R. 


Befinden fid) die Schwerpunkte ſämmtlicher Scheiben in einer Parallellinie 
zur Umbdrefungsare, ſo tan = m uf. w., fowiey—= yı = % 
u. ſ. w., nd daher uhr = rı = ru. f. w.; e8 folgt daher die Cen⸗ 
trifugalfraft des ganzen Körpers: 

P= 0? (Mı r + Msr 4 ne .) = 0?Mr, 
und der Abftand ihres Angriffspunftes von ber Ebene X Y: 


„— Hs + Ma +. )r _M&-+ Ms ee, 

(MM +M+:)r M+M;t:-- 
Diefen Gleihungen zufolge ift die Centrifugalfraft eines Körpers, welcher 
ſich in Elemente zerlegen läßt, deren Schwerpunkte in einer mit ber Umbres 
hungsare parallel laufenden Linie liegen, gleich der Centrifugalfraft der in dem 
Schwerpunfte diefes Körpers vereinigten Maſſe deffelben, und es fällt auch 
der Angriffspunft diefer Kraft mit diefem Schwerpunkte zufammen. Hiernach 
laſſen fich die Centrifugalfräfte aller [ymmetrifchen Körper (ſ. $. 106), 
deren Siymmetrieare der Umdrehungsare parallel läuft, und alfo aud) die 
aller Rotationskörper, deren geometrijche Aren mit der Umdrehungsare 
parallel find, finden. Fällt die geometrifche Are eines ſolchen Körpers mit der 
Umdrehungsare zufammen, fo ift die refultirende Eentrifugalfraft ſogar Null. 
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Beiſpiel. Es find die Dimenftonen, die Dichtigfeit und Feftigfeit eines Nühl⸗ 
ſteines ABDE, Fig. 506, gegeben, man foll die Winkelgeſchwindigkeit w finten, 
bei welder das Zerreißen deffelben in Folge der Centrifugalkraft eintritt. Setzen 

Fig. 506. wir den Halbmeſſer CF des Nubl 
7 fteines = r,, den Halbmeſſer (6 
feines Auges — r,, die Höhe AE 
— HL=!|, die Didtigfeit = y 
und den Feftigfeitsmotul — X. it 
erhalten wir die Kraft zum Zerreiien 
beilelben in einer diametralen ben, 
P=2(n —r)IK, 
das Gewicht des Steines: 
G=n(! — rn), 
und den Umbrehungshalbmefler für 
jede Hälfte des Steines, d. i. vie 
Entfernung ihres Schwerpunftes von der Umbrehungsare ($. 114): 
4 nr 
3n r!— rs 

Im NAugenblide des Zerreißens ift die Gentrifugalfraft von einer Hälfte ter 

Steines der Feſtigkeit gleich, wir befommen daher die Beftimmungsgleichung: 





ae In mE, 
und 27 zu beiden Seiten aufgehoben, folgt: 


ya (r, EV ME 39K 
(r) — r,) (rr + 7172 + dy 


Sfr, = 2 Fuß = 24 30ll, r, = 4 Zoll, K — 750 Pfund und das fpecinidr 
Gewicht der Mühliteinmafle, = 2,5, alfo das Gewicht eines Cubikzelles Watt 
2 
deſeelben, en — 0,08934 PBfo., fo felgt die Winfelgefhwindigfeit ein 
Eintreten des Zerreißene: 


3.12.31,25. 750 210937 __ 
= - Ve 658.0,08981 —Y 15367 117,2 Son 
In 
Iſt die Zahl der Umdrehungen in einer Minute = u, fo hat man =; 


daher umgefchrt u —= ze, bier aber — un — 1119. Die gemöhnlic 


Umdrehungszahl eines folhen Mühlfteines ift nur 120, alfo Imal fo Hein. 
Für ein Shwungrad läßt fih r!+r, rs tr2 = 3r? feßen, wenn r N 
mittleren Halbmeffer feines — bezeichnet. Daher iſt hier 


oder v = ur = VE. 


iv — Er 


8.307 Befinden ſich bie ſämmtlichen Theile M,, MM, eines Maffenfyiteme, 
Fig. 507, oder die Schwerpunkte der Elemente eines Körpers in 
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einer durch die Umdrehungsare gehenden Ebene, fo bilden die Gen- 

trifugalfräfte ein Syftem von Parallelfräften und e8 laſſen fid) daher diefel- 

ben in ber Regel auf eine einzige 

Kig. 507. Kraft zurückführen. Sind die Entfer- 

nungen der Maffentheile oder Elemente 
von der Umdrehungsare ZZ: 

0, M =1nr,0,M; =n u. |. w., 
fo erhält man. für ihre Centrifugalkräfte: 
Pı = wMır, P = o!M;n 
u. |. w., und daher die mittlere Centri⸗ 

fugalfraft: 
P,=oe(Mn+MnH+t--') 
= o0°’Mr, 
wofern r den Abftand des Schwerpunk⸗ 
te8 der ganzen Maſſe M von ber Um⸗ 
drehungsare bezeichnet. Es ift aljo auch Hier der Abftand des Schwerpunftes 
von der Umdrehungsare als Drehungshalbmefler anzufehen. Um aber den 
Angriffspunft O der refultirenden Centrifugalfraft P zu finden, fegen wir bie 
Abftände der Maffentheile von der Normalebene: CO, = 1,00, = % 
u. |. w. in die Formel: 





V 


Mnat+Hında +» 
Mn+tMnHt‘-- 
Mit Hülfe der Formel P—= 02 Mr laſſen fid) die Centrifugalfräfte von 
Rotationskörpern und von anderen Körpern der Geometrie finden, wenn 
die Aren diefer Körper mit der Umbrehungsare in eine Ebene fallen. 


Für eine Stange AB, Fig. 508, deren Ränge A C—=1 und Neigungs⸗ 
winfel A CZ gegen die Umdrehungsare CZ, — « ift, hat man: 
Big. 508. r— KS= Ylsin.e, 
und folglid) die Sentrifugalfraft: 
P=— »?.1/, Mlsin.«; 
um aber den Angriffspunftt O biefer 
Kraft zu finden, fegen wir in bem Aus⸗ 
drude 


CO=:= 


‚M_. 
o 7 78.7008. 0 


„4 „. 
= m’. 7? Sin. 0.008. 0 





fir das Moment vom Elemente 1 der 
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21, 31 


Stange, ftatt x nach und nad L Fir, ſ. w. und vereinigen bie Cr 


gebniffe durch Addition. Auf dieſe Weife ergiebt fich das Moment der gan 
zen Stange: 


Pu = 0 X sin.acos.a 5 (18 + 2? +32? - ...+m) 


— 1), 0? Ml? sin. & cos. «, 
daber ber Hebelarm CL = O0, O, oder: 

u— NY, 0? Ml?sin.acos.a : 1, @? Mlsin.a —= ?/,1cos.«, 
und die Entfernung des Angriffspunktes O von dem in ber Are liegenden 
Stangenende C: 

00 — 2/ I. 
Reicht die Stange AB, Fig. 509, nicht bis zur Are, jo bat man: 
P= 1 o:Fl’sin.a — 1a? Fl}sin.« 
= Us 03 F'sin. « (1? — 12) 
und da8 Moment: 
Pu = 1, 0? Fsin. «cos. a (l} — 1), 
weil die Maſſe von CA (= Uuerfchnitt mal Ränge) — Fl, und die Maft 
von OB, — F}; ill. Es folgt daher die Entfernung des Angriffspunftes 
O vom Durchſchnitte C mit ber Are: 
3 __ 13 — L)2 
co=%%, —— de co AN, 


wenn 2 bie Entfernung CS bes Schwerpunktes und I, — I, die Ränge ber 
Stange AB ausbrüdt. 


Big. 510. 





Diefe Formel gilt aud) für ein rectanguläres Blatt ABDE, Fig. 51V, 
welches fich durd) die Arenebene CO Z in zwei congruente Rechtecke theilen 
läßt und deffen Ebene rechtwinkelig gegen diefe Arenebene fteht, weil die 
Centrifugalkraft von jedem der Elemente, welche fich durch Schnitte normil 
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zu CZ ergeben, in ber Mittellinie FG angreift. Sind alfo die Entfernungen 
CF und CG ber beiden Grundlinien A B und DE von dem Arenpuntte 
C, li und lꝛ, fo hat man Ir hier 
_,P-R_,, Gb) 
= * 38 

Ebenſo ergiebt ſich die Centrifugalkraft eines geraden Kreiskegels ABD, 

dig. 511, welcher ſich um eine durch die Spitze D deſſelben gehende Axe 

Fig. 511. CZ dreht, wenn man in der Formel 

zZ P= o?Mr, ftatt r den Abftand KS 

des Schmwerpunftes S dieſes Körpers von 

CZ einfegt. Bezeichnet A die Höhe XD 

des Kegels und « den Winkel BCZ, 

um welchen die Bafis A.B deſſelben von 

der Umdrehungsare abweicht, jo hat man 
KS—=DSco.DSK= 3/, hcos.«, 
und daher die gefuchte Eentrifugalfraft 

P= o?M.°/,hcos.a. 

Der Angriffspuntt O diefer Kraft ift 
dur) die Coordinaten DL —= u und 
LO = v beftimmt, für welche die hö—⸗ 
here Analyfis unter der Vorausfegung, 
daß die Umdrehungsare CZ nicht durch 
die Kegelmaffe Hindurchgeht, folgende Ausdrücke findet: 


u—tlıhsin.a|1— (5 und 


v 4, hcos.« 1: 4 — 
findet, worin r den Halbmeſſer KA = K 5 Be Bafis bezeichnet. 











In dem alle, werm die Körpertheile weder in einer Normalebene zur $. 308 
Umdrehungsare, noch in einer Ebene durch bie Umdrefungsare enthalten find, 
laſſen ſich die refultirenden Centrifugalträfte 
= 0!Maı + Ma + )umd R= or(Myı + My + --') 
nicht in eine einzige Kraft verwandeln, wohl aber ift es möglich, diefe Kräfte 
duch eine im Schwerpunkte angreifende Kraft 
P=-VQ@+R=oMr 
und durch ein aus Q und zuſammengeſetztes Kräftepaar zu erſetzen. 
Bringen wir nämlicd) im Schwerpuntte S vier ſich das Gleichgewicht haltende 


Kräfte + Q und — Q, fowie + R und — Ran, fo geben die pofitiven 
Theile die Mittelkraft 
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P=@2:VQ!+ R", 

wogegen bie negativen Theile — Q und — R mit den m Uw F 
(f. Fig. 501) angreifenden Sentrifugalträften die Kräftepaare (Q, — Q) 
und (R, — KR) bilden, die ſich zu einem einzigen Kräftepaare zufammen: 

fegen laſſen. 
Um mit diefer Zurückführung der Sentrifugalfräfte eines umlaufenden 
Sig. 512. Körperd auf eine Kraft und ein 
Kräftepaar befannt zu werden, 
| ziehen wir folgenden einfachen 
Fall in Betracht. Die Etange 
AB, $ig. 512, welde ſich um 
die Are ZZ dreht, Liege parallel 
zur Ebene YZ und ruhe mit dem 
Ende A in der Are CX. Erden 
wir bie Länge AB biefer Etange 
— 1, das Gewicht derfelben = 6. 
‚ ben Winkel AB B,, um welchen 
dieſe Stange von der Dreharen— 
richtung abweicht, — «, umd ihren 
Abftand CA von der Ebene TZ 
welches auch ihr kürzeſter Abſtand 
von ber Are ZZ, — a. Mi 


nun E ein Element = der Stange, 





und y — AE, die Horigontalprojection feines Abſtandes A E vom Ente 
A, fo bat man für die Componenten der Centrifugalftaft Pi dieſes 
Elementes: 
— — M 

Q = on. . CA= a. und Rı = — AE = vo’: —% 

n n n n 
dagegen ihre Momente in Beziehung auf die Grundebene XCV, da ber 
Adftand diefes Elementes von der Ebene X Y: 

EE—=AEBE, cotg.a — ycotg. a iſt, 

M 


Q 2 = 0°. —-CA.Bı E= 0°. aycoig.a umd 
Ra = 0°. y2.colg. 2 
Die fänmtlichen Seitenfräfte parallel zur Ebene X Z geben bie Reſul⸗ 
tirende: 
— 2 M 2 
Q=Qı +0d+ . ZN-0 ——— oa’. Ma, 
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und das Moment derfelben: 

M 
Qu — Quei 4 Qbatr = win acohtg.a(yı + ya +) 


lsin.& lsin. c 31sin. a 
oder, da Yyı = N yı = 2 7 Y = ö— u. ſ. w. zu neh⸗ 








men, und colg. a sin. æ — cos. iſt, 
7 
Qu — o?- = aros a —* +2+3+-.+n)=0?:- U acos, &- - > 
— 1 ai .„Malcos. ao. 
Es ift aljo der Abftand des Angriffspunftes dieſer Seitenfraft von der 
Grundebene X Y: 
Wa @?Malcos. « 
Sı S=-u= 0? Ma 
d. h. es fällt diefer Punkt mit dem Schwerpunfte der Stange zufam- 
men. Die GSeitenfräfte, welche parallel zu VZ wirken, geben bie Reſultirende: 


R=-h+Rt+- or gtmt:-) 


lsin. 2 . 
— 0. =. — 1/,o® Mlsin.«a mit dem Momente 


— 1/,1cos. «, 


Ro—= 09. ..ootg.a Ww+y2 ++: 
l sin. &)? l sin. c)ꝰ 
Muay (En, lm)... 


2 
= 0°. — cotg.& 
7 9 


2. MU. gs 
= 0. —, (ein.o) cotg.a( 4+9-+:-+n) 


7) 
„mM n? 

= 0°. I 31N. 008.0 — 
nn 3 


— 3), @® Ml” sin. & cos. &. 

Es ift Hiernad) der Abftand des Angriffopunltes O dieſer Kraft von der 
Grundebene X Y: 
1/, 0? Ml? sin. cos. « 
0=r— 1, 0? Mlsin. x 
d. i. diefer Angriffspunft Tiegt um (3 — 1/5) lcos.a — Yglcos.« ſenk- 
recht, oder iiberhaupt um SO — ein Sechstel der Stangenlänge A B über 
dem Schwerpunkte S der Stange. 

Aus den Kräften Q = @? Ma und R — 1/,@? Mlsin.a folgt bie 
im Schwerpunkte der Stange angreifende Endrefultirende: 

—= VYQ? + R?—= o®’M Va? + 1? sin. al, 


und das Kräftepaar (R, — R) mit dem Momente 


— ?/, 1cos. a, 
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R.SO = 1), w? Mlsin.«. 1/, lcos. & 
— 1/3 0° Ml? sin. cos. — a, @? M 1? sin.2 a. 


$. 309 Freie Axen. Im Allgemeinen üben zwar die Centrifugalfräfte eines 

fi um eine Are gleichförmig umdrehenden Körpers einen Drud auf die Are 
aus, es ift jedoch auch möglich, daß diefe Kräfte fich gegenfettig aufheben und 
deshalb die Are gar feinen Drud auszuhalten hat. Diefer Fall kommt 
3. B. vor bei jedem ſich um feine geometrifche oder ſymmetriſche Are drehen 
ben Rotationdförper, bei einer Radwelle und einem Waſſerrade insbeſondert, 
u. |. w. Wenn auf einen unter diefen Umftänden fi) umdrehenden Körper 
oder auf ein ſolches Maſſenſyſtem keine äußeren Kräfte einwirken, jo bleibt 
der Körper ohne Ende in diefer Umdrehung begriffen, ohne daß es nöthig 
ift, die Umbdrehungsare feſtzuhalten. Man nennt deshalb diefe Umdrehung‘ 
are eine freie Are (franz. axe libre; engl. free axis). Aus dem Vor⸗ 
bergebenben folgen jogleid) die Bedingungen, unter welchen eine Drehare 
eine freie Are ift. Es ift nöthig, daß nicht nur die Mittelfräfte Q umd R 
aus den parallel den Axenebenen X Z und Y’Z wirkenden Componenten der 
Centrifugalträfte, fondern aud) die Summe ber Momente von jedem der bei 
ben Kräfteiyfteme — Null ift, alfo hiernach: 

)Mı+M% +:'=0, 

2)Myı + My +: =0, jene 

))Maaı+M 2% +. =0, m 

4) Mya+Mya +: —=0. 

Die beiden erften Gleichungen bedingen, daß die freie Are durch den 
Schwerpunkt des Körpers oder Maſſenſyſtemes geht. Die beiden legteren 
aber Liefern die Elemente zur Beftimmung der Lage dieſer Are. Es läft 
fich übrigens nachweiſen, daß jeder Körper ober jedes Maſſenſyſtem mindeften! 
drei freie Aren bat, und daß diefe Aren im Schwerpunkte des Syſtemes 
unter rehten Winkeln zufammenftoßen. 

Die höhere Medanit unterjcheidet von ben freien Aren noch andere Aren, 
welche fich in irgend einem Punkte des Syftemes durchkreuzen, und nennt 
diefe Aren Hauptaren (franz. axes principaux; engl. principal axes). 
Man beweift au, daß das Trägheitsmoment eines Körpers in Beziehung 
auf eine der Hauptaren ein Marimum, und in Beziehung auf die zweit 
ein Minimum ift und daß es in Hinficht auf die dritte Are einen Mittel: 
werth hat, ſowie daß fiir einen Punkt, welcher in einer der freien Aren liegt, 
die Hauptaren mit den freien Axen, oder den durd) den Schwerpunkt gehenden 
Hauptaren parallel laufen. 


8. 310 Freie Axen eines ebenen Massensystemes. Befinden fi die 
Theile einer Maffe in einer Ebene, bildet 3. B. die Mafje eine bilune 
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Platte oder ebene Figur, fo ift die gerade Linie durch den Schwerpunkt ber 
ganzen Mafle, und normal zur Ebene derfelben eine freie Are der Maſſe, 
denn es ift in diefem Falle die Maſſe ohne Drehungshalbmefler, und daher 
die einzig mögliche Centrifugalfraft — Null. Um nod die beiden anderen 
Fig. 518. freien Aren zu finden, fchlagen wir folgen- 
den Weg ein. Sei S, fig. 513, der Schwer- 
punkt einer Maſſe, und fein UU und 97V 
zwei in der Maffenebene befindliche Coordi⸗ 
natenaren, beftimmen wir die Mafjentheile 
durch Coordinaten parallel zu diefen Axen, 
3. B. das Maffentheilhen M, durd) Die 
Coordinaten M, ’N=u m M 0=0.. 
Sei dagegen X X eine freie Are, Y Y eine 
Are winkelrecht gegen diefelbe, ferner der zu 
beftimmende Winkel USX, um welchen 
die freie Are von der Coordinatenare S U abweicht, — 9, und fegen wir die 
Coorbinaten der Maſſentheile in Hinficht auf die Aren XX und YY: 
7,3%... und yı, %g - . ., aljo für den Maſſentheil M;: 
MK=a und ML= Yı- 

Hiernad) ergiebt ſich fehr leicht: 
z = M, K=SR+ RL=S0c0s9- OM,sin. P=u,008.P-+vısin.p, 
ı=ML=—-0OR+OF=— SOsin.9+ OHM, cos. ꝙ 

= — u sin.P + 108.9; 
und daher das Product: 

2 Yı = (u 608.9 + vı sin. ). (- u sin.p + v1 cos. ꝙ) 

= — (u? — v}) sin.pcos.p + u vı (cos pP? — sin. P%) 

oder, da sin.pcos.P— 1, Sin. 2 ꝙ und cos. pP? — sin. P?— cos. 2 9 ift, 





& Yyı = — Yı (u? — vi) sin.29 + uvı 00829, 
und daher da8 Moment des Maſſentheiles Mı : 
Mı, Zı Yı = — =. (u — v) sin. 2 9 4 M, u dı c08. 2 9, 


ebenjo da8 Moment des Mafientheiles M,: 
Muay = — = (u? — v}) sin.29 + Mur tr cos. 2 p 


u. |. w., und die Summe ber Momente aller Maffentheile, ober das Mo⸗ 
ment der ganzen Maſſe: 
May + ha + = — Iksin 29y(Mu + Mut.) 
— (My + Mvu +: )]+ 08.29 (Muvm + Mwtr +...) 
Damit X X eine freie Are werde, muß aber nad) dem vorigen Para⸗ 
graphen diefes Moment — Null fein; wir müfjen daher jegen 














8.311 
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Ihsin2ylMw + My +. )— (MuU+Mvy+))l 
— 08.29 Mun + ;wun +) — 0, 
und erhalten hiernad) als Bedingungsgleihung: 
sin.2p _ 2 Mut + IM. wo + --) 
cs.29 (Mu?+ Mul+-)— (Me?+Aheit-) 
__ Doppeltes Moment der Gentrifugalfraft 
Differenz der Trögheitsmomente 
Durch diefe Formel ergeben fich zwei Werthe für 2 pP, welche von ein 
ander um 180°, und alfo aud) zwei Werthe von @, welche von einander 
um 90° abweichen; es ift deshalb nicht allein die durd) diefen Winkel 4 
beftimmte Are XX eine freie Are, fondern auch die gegen fie mintelreht 
gerichtete Are Y Y. 





tang. 2 — 


Bon vielen Flächen und Körpern laſſen ſich die freien Aren ohne alle 
Rechnung angeben. Bei einer" ſymmetriſchen Figur ift z. B. die Sym— 
metrieare eine freie Are, das Berpendifel im Schwerpunkte die zweite, ımd 
die Are winkelrecht gegen die Ebene der Figur die dritte freie Are. !a 
einem Rotationskörper AB, Fig. 514, ift die Rotationdare ZZ ein 
freie Are, ebenfo auch jede Normale XX, YY... zu diefer Linie durch 
den Schwerpunft S. Beieiner Kugel ift jeder Durchmeſſer eine freie Are, bei 
einem geraden, von ſechs Rechtecken begrenzten Barallelepipede ABD. 
Vig. 515, aber find es die drei durch den Schwerpunkt S gehenden und am 


Fig. 514. Fig. 516. 
zZ Z 





den Geitenflächen B.D, AB und AD normal ftehenden ober mit den Kar 
ten parallel laufenden Aren XX, YY ınd ZZ. 

Beftimmen wir noch die freien Aren von einem fchiefwinfeligen 
Parallelogramme ABCD, fig. 516. Xegen wir durd) den Schwer— 
punkt S deilelben die unter ſich rechtwinkelig ftehenden Coordinatenaren U Um 
vv fo, daß die eine der Seite AB de8 Parallelogrammes parallel [äuft, 
und zerlegen wir das Parallelogramm durch Parallelinien in 2n gleiche 
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Streifen, wie z. B. FG. Iſt nun die eine Seite AB = 2a, die andere 
Seite AD — 2b, und der fpige Winkel ADC zwifchen je zwei Seiten, 

Fig. 516. = e, fo erhalten wir fir den um 
SE=xvon UV: abſtehenden Strei- 
fen FG die Länge bes einen Theis 
le8 EG, 
—=KG+EK=aH+xootg.e, 
jowie die des anderen Theiles EF 
= a — xcotg.c, 





und, da I sim & die Breite beider 


it, die Inhalte diefer Streifen 


b 
_ ?sin.e (@ + zcotg.a) und —— bsin. © (a — zcotg.e); 





auch kolgen die Maße der Sentrifugatteäte von diefen Theilen in Hinficht 
auf die Are I V: 


_b 
_. 2m. 0 — (a +2cotg.).1/, (a + x cotg.«) — ut 





* (a + x.cotg. 0)? 


und 
bsin. 0 
Er vu (a — x.cotg.e)?, 
jowie ihre Momente in Hinficht auf Die ie Br UU: 
Zur & 








(a + zcotg.o)?x und ® a (a — x.cotg. a)? x. 
Da beide Kräfte in Hinficht auf V 9° einander entgegengejett wirken, fo 
giebt die Vereinigung ihrer Momente dic Differenz : 


b 
- (a + x cotg. &)? — (a — x. coty. a)?] = = abx? cos. «. 





ri in.a 2bsin. 
Segen wir in ber Formel für = nad) und nad) — il — 


n 


3bein. e u. ſ. w. ein, und addiren wir die dadurch erhaltenen Ergebniſſe, 


jo bekommen wir das Maß für das Moment ber Sentrifugalfraft des 
halben Parallelogrammes: 
Sal 2 8 
— co 05.0 - —— (12 22 32 .. —) -2 ab? sin.a? cos · —, 
— ab? sin. ꝰ cos. «, 
und alfo für das ganze Barallelogramım, oder: 
Weiébach' s Lehrbud der Mechanik. 1. 38 
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Mu vı + Maunta + »- = */,ab?sin. a? cos... 


| Das Trägheitsmoment in Hinficht auf die Are 9 iſt für einen 
Streifen FG 


bsin.« ((a + xcotg.o)? (a — zcotg.a)? 
=, gt 





3 
—2 en — (a? + 3a x? cotg.a”) — ?;; - sin. a (a? + 3 2?cotg.a?). 
e „ bsin.a 2bsin.a 3bsin. 
Sett man num für = fuccefjiv Zn ; zen ; =. u. |. w., um 


ſummirt man die fich ergebenden Werthe, fo folgt das Trägheitsmoment der 
einen Hälfte 

— ®/,absin.a (a? + b? cos. «?), 
und daher das des Ganzen 

— t/s absin.a (a? + b?cos. «?). 

In Hinficht auf die Umdrehungsare UT ift hingegen das Trägheits 
moment des Parallelogrammes 
b? sin. a? 





— 4absin.e- — ,ab?sin. a3 ($. 287); 


e8 ergiebt fich daher die gefuchte Differenz der Trägheitsmomente, d. t.: 
(Mu+Mu+:.-)- Me? +Me+-.) 
— !, absin.a (a? + b?cos.a”) — */, ab?sin.a? 
— I, absin.a [a? + b? (cos.a? — sin. «?)] 
— b Sin. (a? + b?cos.2«). 

Endlich folgt für den Winkel USX — @, welchen die freie Are XI 
mit der Coordinatenare U U oder der Seite AB einfchließt, nad; $. 310: 
_ 2(Mwcr + ;wı +») 
lang.2 9 — (M, u? + M; u} + F ) — (M, v? + M;t; + ...) 

— 2.*/,ab?sin. a? cos. __. Ödisin2a 
— Algabsin.a (a? + b?cos.2a) a? + b2cos.2a 
Beim Rhombus ift a — b, daher: 
sin.2a 28in. cos. 28sin. cos.x tq. c 
IP cos 1-+cos.02—sina? 2cos. «4 





tang.29 = 
alſo: 
20 6, und 9 =>. 


Da diefer Winkel die Richtung der Diagonale angiebt, fo folgt, daß Dit 
Diaogonalen freie Aren des Rhombus find. 
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Beifpiel. Bei dem ſchiefwinkeligen Parallelogramme ABCD, %ig. 516, 
meflen die Seiten AB = 2a = 16 Zoll und BC = 2b —= 10 Zoll, und iſt 
der Umfangswinkel ABC = « 600, welche Richtungen haben deſſen freie 
Aren? Es iſt 


52. sin. 1200 25. sin. 600 25. 0,86603 
tang. 29 = m — —* 


— 0,42040 = tang. 220,48’, oder tang. 2020,48. 

Hiernad folgen @ = 119,24’ und 1019,24’ als Neigungswinfel der zwei erften 
freien Aren gegen die Seite AB. Die dritte freie Are ſteht auf der Ebene bes 
Parallelogrammes rechtwinfelig. Diefe Winfel beilimmen auch die freien Aren 
eines geraden Parallelepipedes mit rhomboidalen Grunpflächen. 


Wirkung auf die Umdrehungsaxe. Wenn fi) ein materieller 8. 31{ 
Punkt M, Sig. 517, ungleihförmig um eine fefte Are C dreht, fo hat 
Big. 517. diefelbe nicht bloß die Centrifugal- 
kraft, fondern auch die Kraft ber 
Trägheit dieſes Punktes auszuhalten. 
Während die Centrifugalfraft radial 
auswärts wirft, bat natürlich Die 
„Kraft der Trägheit eine tangentiale 
Richtung, und zwar entweder der der 
Umdrehungsbewegung entgegengejegt, 
oder mit derjelben zufammenfallend, 
je nachdem die Xcceleration diefer 
Dewegung eine pofitive oder eine 
negative (Retarbation) ift. Man kann 
daher auch annehmen, daß die Cen- 
trifugalkraft MNN—= CN—= N 
unmittelbar in der Are C angreife 
und daß die Kraft der Trägheit MP— — P aus einem Kräftepaare 
(P, — P) und einer Arenkraft OP — — P beftehe, und folglich die ganze 
Arenkraft CR R durd) die Diagonale eines aus N und — P conftruire 
ten rechtwinkeligen Barallelogrammes beftimmen. 


Iſt r die Entfernung CM der Maffe M von der Umdrehungsare C, 


jowie co die Winkelgeſchwindigkeit und x die Winfelacceleration, fo hat man 
nad) 88. 302 und 282: 





N = o0?Mr 
und. 

P=x%Mr, 
daher die geſuchte Mittelkraft: 


R=VN + P— Vot + x.Mr, 
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und für den Winkel RCN = 9, um welchen die Richtung diefer Kraft 
von der Richtung CM der Centrifugalkraft abweidt, 
— P P x 


au. ty tn 


Da in Folge der Acceleration x, co veränderlich ift, fo fällt natürlich audı 
die Gentrifugalfraft A md die Mittelfraft 2 variabel aus. 

Um die Centrifugal- und Trägheitsfräfte eines Syſtems von Maſſen Al, 
Ma u. ſ. w. zu vereinigen, zerlegt man dieje Kräfte nad) zwei Arenrichtungen 
XXumd YY in Zeitenfräfte, vereinigt hierauf die in einer Arenrichtung 
wirfenden Kräfte durch algebraifche Addition, und fegt endlich die hieraue 
reſultirenden zwei Kräfte wie oben zu einer Mittelfraft zufammen. Sind x 
und y die Coordinaten CK und CL des materiellen Punktes 34, in dur 
ficht auf das Areniyftem XX, I Y. fo hat man bie beiden Componenten 
der Gentrifugalfrait X: 


r 


U Ar 
M=_N-o’Mzm 


N, = > N= 0’My, 
dagegen die der Trägheit: 
P="P=xMy und 


R=-P=uMa; 


es folgt daher die Geſammtkraft in der Are X X: 
Q=N, + PP = 0o?NMxr + xNy, 
und die in der Arc FV: 
R—-N, — PR = 0o0Hy— Ma. 

Hat man es mm mit einem ſich um eine fefte Are C, Fig. 518, drehenden 
Spfteme von materiellen Punkten oder Maffen M,, Az u. ſ. w. zu thun, 
deren Coordinaten in Hinficht auf eine Goordinatare X X: 

CKh=,0R=2nı[.w, 
und in Hinficht auf die andere Coordinatare YY: 

Ch=y, Ch =yu{m. 
jind, jo fällt folglid) die Geſammtkraft in der erften Are: 
„= Mm xMi VI tem; +xMy + ,,di: 
(= (Msn+Mmnr +. )+rMy ++.) 
und dagegen die in der anderen Are: 
k=09!!My+Mn +. )—- Mau ++ N aus. 
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Dezeichnet man endlid) die ganze Maſſe M + Ma durch A 
und die Coordinaten ihres Schwerpunktes in Hinficht auf die Aren X X 
und Y Y durch x und y, fo hat man (fiehe $. 305) 


Fig. 518. 





Ma + +: = Me 

My +My%+:  =My; 
daher einfacher: 

Q=o?!Mxz + x My um 

R=0?My — Mr. 
Aus Q und R folgt nun die Mittelfraft: 

s=Ve+R, 
fowie für den Richtungswinkel X OS — @ derfelben: 

tang.@ = R, 

Q 
Da Mx und My die ftatifchen Momente des Schwerpunktes find, fo 
folgt, dag man bei Beitimmung des Arendrudes (S) eines in einer und ber» 
jelben Umbrehungsebene befindlichen Maſſenſyſtemes die ganze Mafle in dem 
Schwerpunkte des Syſtemes vereinigt annehmen könne, und da die Entfer- 
nung des Schwerpunttes des Maſſenſyſtemes von der Umdrehungsarxe, 
r = Var + y? 
ift, fo bat man aud) 
S = VI(®: Mx + “x My)? + (eMy — xMx)?] 
=MVet@+W)H+@(@ +9) 
— M Vor + x2 Ve + ? = Vo! + x2.Mr. 
Anmerfung. Für ein Dreied ABC, Fig. 519 (a. f. S.), welches jih um 

jeinen Eckpunkt C dreht, und deſſen Eckpunkte A und B durd die Goorbinaten 
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(2, Yı) und (2, Ya) beftimmt find, hat man nad) $. 112 die Coordinaten feines 
Schwerpunftes S: 


Fig. 519. c,=.,- At 





und 


0, =y-AhtM, 


und die Maſſe, wenn man biefelbe durch ten 
Flaͤcheninhalt mißt, 
Mm — “ıya — #%Yı, 
2 


Auch läßt fih das Trägheitsmoment beffelben in 
Hinfiht auf die Umbrehungsare C durch ben 
Ausdruck 
— M x. —_ x, Yı — % 
=; 2%) — % nn) 
M 
=; ea rasa ta tv tt 





beflimmen. 
Diefe Formeln finden au ihre Anwendung auf ein gerades Prisma, been 
Grundfläche das Dreied ABO iſt. 


Beifpiel. Ein gerades Prisma mit ver breifeitigen Grundfläge ABC 
fol durch ein conflant wirfendes Kräftepaar fo ſchnell um die Seitenfante C ge 
breht werben, daß es im Verlaufe von £ — 1 Secunde, u — 8/, Umdrehungen 
macht, und man foll nicht allein das Moment diefes Kräftepaares, fondern and 
noch die Wirfung diefer Bewegung auf die Are C beflimmen. Es fei die Dans 
ABO dviefes Körpers durch die Eoorbinaten 

x = 1,5, Yyı = 0,5; % = 04, Y = 1,0 Fuß 
beflimmt, ferner die Höhe ober Länge deſſelben 7 — 2 Fuß, und feine Dichtigkeit 
y = 30 Pfund. Hieraus berechnet fi zunäcft der Inhalt der Bafle: 
F- a ad — „210 — 04.08 — = — 0,85 Duabraffuf, 
und daher die Maffe des ganzen Körpers: 
M= * — 0,032 .0,65.2.30 — 1,248 Pfund. 


Nun iſt ferner 
2 + % + 22 = 225 + 0,60 4016 — 8,01, 
y’-+Yı Ya + Ye = 0,25 + 0,50 +10= 1,75; 
daher folgt das Trägheitsmoment des Körpers: 
W=(3,01 + 1,7) = 4,76.2%2 — 0,99008 Bußpfunb. 
Da in Folge der Beftänbigfeit des Umbrehungsfräftepaares bie Umbrehungsde 
wegung eine gleihförmig beſchleunigte ift, fo folgt bie Winkelgeſchwindigkeit 
bes Körpers am Ende der Zeit 2 von 1 Secunde (ſ. $. 10): 





0— 777777 -> 31,416 Zuß, 
und es iſt daher bie erforderliche mechaniſche Arbeit: 
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A= YwT= Y, (31,416)2.0,99008 — 488,6 Fußpfund. 


Die Winfelacceleration if 
«== uU - — 31,416 Fuß, 
baher das Moment des Kräftepaares: 


Pa = xW = 31,416. 0,99008 = 31,10 $ußpfund. 
Die Abflinde des Schwerpunftes S der Bafls von den Coordinataren X X 
und Y Y finv 


2 Ara — er — 0,6333 und 


y= YAı T_ r Yyı _ 0,5 + 1,0 + 1,0 — 0,5000, 


folglich ergiebt fich der Abftand des Schwerpunktes von der Are: 
CS=er=Va+ y = 0,611. 
Ferner ift 
w+ — 81,416* = 974090 und 
x3 — 81,416? = 987; 
daher folgt: 
VYot + x3 = V975077 —= 987,86, 
und es wächſt demnach der Axendruck während ver befchleunigten Umbrehung 
des Körpers, von 
P=xMr = 31,416.1,248.0,6511 = 25,53 Pfund 
bis 
R = Vut + x2.Mr —= 987,46.0,8126 — 802,41 Pfund. 


Wenn nah Berlauf von einer Secunde Zeit das Kräftepaar zu wirfen 
aufhört, fo nimmt ber Körper eine gleichförmige Umbrehungsbewegung an, und 
es beiteht von nun an ber von der Are auszuhaltende Drud nur in ber Gentri- 
jugalfraft: N 

N = „Mr = 986,96 ..0,8126 = 802,00 Pfunv. 


Der von 25,53 bis 802,41 allmälig anwachſende Arendrud iſt anfangs rechts 
winfelig gegen bie centrale Schwerlinie CS gerichtet, nähert fi aber während 
ves Wachfens der Gefchwinvigfeit diefer Linie immer mehr und mehr, fo daß er 
am Ende der Zeit # —= 1 Secunde, nur noch um einen Winkel 9 von biefer Linie 
abweicht, welcher durch 

P _ 25,53 


beftimmt ift und hiernach ben ertt 9 = 19,49 Hat. Wenn das Kräftepaar 
zu wirfen aufhört, fo fällt natürlich die Richtung der Axenkraft N = 802,00 
Pfund ganz in die centrale Schwerlinie CS, und dreht ſich folglich auch mit dieſer 
Linie im Kreiſe herum. 


Wenn man ſtatt des Kräftepaares nur eine Kraft P am Hebelarme a auf ben 
Körper wirken läßt, fo gefellt fi zu dem obigen Axendrucke noch ein biefer Kraft 
gleider Druck P. 
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$.3l3 Mittelpunkt des Stosses. Befinden ſich die einzelnen Theile A. 
M; - - -, Sig. 520, eined rotirenden Maffenfyftemes nicht in einer 
Fig. 520. und derfelben Umdre- 
bungsebene, jo fallen die 

2 Richtungen der Kräfte 
B Qı =a? Mr +xHıyı. 
F = aM Fly 
Sa nicht mehr in die Coordi⸗ 
R, Q 22 Ka > . 
natenare X X, fondern in 
een. N — die Coordinatenebene X Z 
Ma und ebenfo die der Kräfte: 
U i R, =—=09?M, Yı — XM x. 


R —— 7% *0 — — 0?M.y MU, c. x 


R “ 2 . . . 

p Pa | nicht mehr in die Coordi⸗ 

L Na” natenare Y Y, fondern in 
Mı i 


die Coordinatenebene YZ. 
A Es laſſen fid) nun zwar 
En die Kräfteſyſteme Qı, ©: 
De S, u.f.w. und R,R; u.\.m. 
C — — auf die befannte Weiſe 
% (6. 305) zu den Mittel 
fräften: 
Y 9=+Qa+ m 
R=R+R+t' 
vereinigen, da aber ihre Angriffslinien UQ und FR im Allgemeinen nicht 
in eine Ebene fallen, fondern die Drehungsare CZ im zwei verfchiedenen 
Punkten U und 7 ſchneiden, fo ift eine weitere Vereinigung biefer Kräfte 
zu einer Mittelfvaft nicht, fondern nur eine Zurückführung derfelben auf 
eine Kraft und ein Kräftepaar möglich. Die Seitenkräfte Q und R iin 
natürlid) wie oben: 
9=9"(Mas+Mns +. )+ My +My +) 
= 0°? Mxz + xDMy, und 
t=0®My+My +)» MatMm +) 
= 0? My — x»Maz, 
wenn wieder IM die ganze Maffe M + MM; + --- und x und y die Ib 
ftände ihres Schwerpunftes S von den Coordinatebenen ZZ und XZ be 
zeichnen. 
Segen wir ferner die Abftände der Maffen M,, Mr u. f. w. von ber auf 
der Umdrehungsare CZ rechtwinkelig ftehenden Umdrehungsebene X Y, &ı 
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3; u. |. w., jo erhalten wir (wie in $. 305) für die Abftände der Angriffe- 
punkte U und P ber Kräfte Q und R von dem Anfangspunfte C: 
) _ a2 + 2 + °-- 
trat: 
0 (Ma12 + Mrs +. )+%rMys + ya +') 
(Ma ++. )+r My ib +.) 


und 

Ba + Ra +: 

—  RH+R+t:--- 

— coꝰ (M. Mæi - M VEAS ) — x (Mıxı ı M, m2 + ---) , 

— oe Ahy MV2 + )— Ma +A:n+:--) 

Wird die Are CZ in zwei Punkten A und B (Zapfenlagern) feftgehalten, 
welche um die Koordinaten CA — |, und CB — 1, vom Anfangspuntte 
abftehen, fo zerlegt ich die Kraft Q in die GSeitenfräfte: 

I2 — u u—1 
= (>) 0 und X — =) e 


und die Kraft R in die Seitenfräfte: 


I; — ) ( — ) 
Y = ( R und Y, = R, 
h-I j a—hı 
und es ift num der Drud im Zapfen A: 
und der im Zapfen B: 
,=Vx+Y% 

Wird die Acceleration der Umbrehungsbewegung nicht durch ein Kräfte: 
paar, deſſen Moment Pa ift, fondern durch eine ercentrifche Kraft P am 
Hebelarıne a hervorgebradht, fo tritt noch ein diefer Kraft P gleicher Drud 
zu den Axenkräften Q und R hinzu. Laſſen wir diefe Kraft P parallel zur 
Are CY, und im Abftande FO — a von der Umdrehungsare, rechtwinke⸗ 
fig gegen die Ebene X Z wirken, und nehmen wir noch an, daß ihre Angriffe- 
finie um CF = HO = b von der Goordinatebene X Y abftehe, fo wird 
durch diefelbe nur die Kraft R um P vergrößert, und zwar der Theil Yı 
im Stützpunkte A um 

_ (a >) 
Y; — l, — I, P, 
und der Theil Y, im Stütpunfte 3 um 
= (X ) P. 


l2—- l 
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Wenn Ma + Mn +:-- = 0, ſowie 
My +My +-.- = 0, fene: 
Mas + Mo»a 0 und 
MyatMya+=0, 
und folglich die Umbrehungsare CZ eine freie Are ift, fo fallen nicht allein 
die Kräfte Q und R, fondern auch ihre Momente Qu und Rv eimeln Null 
aus, und es ift daher (vergl. 8. 309) zu folgern, daß bei Umdrehung einet 
Maflenfyftemes um eine freie Are fich nicht allein die Centrifugalkräfte, fon- 
dern auch die Trägheitöfräfte einander das Gleichgewicht halten. 
Nehmen wir an, daß fi) das Maſſenſyſtem in Ruhe befindet, daß alio 
© — Null ift, oder fehen wir von der Wirkung der Centrifugalkräfte auf 
die Umdrehungsare ab, fo erhalten wir einfacher die Axendrücke: 


=, My=+My+My +‘). 


R=—-ıMk=-—- Ma + Mm +--), [mi 
Qu=ı Myat My +) und 
Roe=—-(Mmna+Man +). 


Wenn die Ebene XZ Symmetrieebene und folglich auch Schwerebene 
des ganzen Maſſenſyſtemes iſt, jo fällt 
Myıt+tMy+-  =0 m 
Myat+Mya +: =0, 


ig. 521. und daher aud) 
2=0, 
fowie 
Qu — 0 
aus. 


Machen wir num nod die 
Forderung, daß die Umbre- 
hungskraft: 

P= xx 
a 

durch die Trägheitskraft B 
aufgehoben wird, ofme ein 
Wirkung auf die Umbdrehung® 
are zurüdzulafien, fo fönnen 
wir folglid): 

P+R=0O 
und 

Pb+ Rv=!0, 

d. i.: 
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I «(Ma + M%+::)=0, fowie 
x Vb 
7 — x (Ms + M%3+--)=0 


jegen, und es folgt hiernach: 
4 — Ww — Mr, +Mır? . — Trägheitsmoment u 
Mz Mat+tMm . ſtatiſches Moment 
— —— + Me + >) 4— Mixe M, e, .. 
w Mat+M;2n+.-- 
Eentrifugalfraftmoment 
— Ratifches Moment 


Diefe Coordinaten beftimmen einen Punkt O, welcher der Mittelpuntt 
des Stoßes (franz. centre de percussion; engl. centre of percussion) 
genannt wird, weil jede durch denfelben gehende unb gegen die durch die 
Umdrehungs- oder fefte Are CZ gehende Symmetrieebene X Z des Körpers 
rechtwinkelig gerichtete Stoßkraft P beim Zufammenftoß diefes Körpers mit 
einem anderen Körper von ber Trägheit der Maſſe des erfteren aufgehoben 
wird, ohne eine Wirkung auf die Are des Körpers zurück zu laſſen oder einen 
Druck auf diefelbe auszuliben. 


Beifpiele. 1) Für eine gerade Linie ober eine überall gleich vide Stange 
CE, Fig. 522, melde an einem Ende C mit der Umbrehungsare CZ unter 
einem beitimmten Winkel ZCOE zufammenftößt, ift, wenn 
M vie Maſſe derfelben und r ven Abftand DE ihres 
zweiten Endes E von ber Umbrehungsare bezeichnet, das 
Trägheitsmoment: 

W= Mk? = 1,Mr2 (f. $. 286), 
dagegen das ftatifche Moment: 
Mx= Mr, 
und endlich das Gentrifugalmoment, da, wenn A die Bros 
jection OD der Stangenlänge CE in der Umdrehungsare 
CZ bezeichnet, 


Fig. 522. 


alfo: 





h h 
Mas= Tr M,x0, My% 2 = 7 Mı x 
u. f. w. ausfällt: 
h 
M23 +2,04. = T Mı+Ma+-)= 2 .Y,Mr®=Y,Mhr. 


Daher find die Coorbinaten des Stoßmittelpunftes O diefer Stange durch 
FO-a— Trägheitsmoment _ 1, Mr? 
7 Matifches Moment — Mr 
Gentrifugalmonent 1. Mhr 
CF = IT — nn — 3 IT — 
ö ftatifches Moment AaMr —— sh 
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beitimmt, und es it demnach dieſer Mittelpunft um zwei Drittel der Stangen: 
Fig. 523 länge CE vom Ende C und um ein Drittel verfelten 

" vom Ende E der Stange entiernt. 
2) Das Trägheitsmoment einer rechtwinfeligen 
zZ Dreiedsflähe ABC, Fig. 523, welde fi um ein 
Kathete CA dreht, if, wenn man deren Mafle durt 
M, und deren Katheten CA und AB durdh mtr 


a B  pegeichnet: 
hr 1 
0 „IE UT - Yung) 
K 1. und das flatifhe Moment verfelben, da ihr Schmerpuntt 
Ss um 2 von der Are CA abfteht, 
Mr 
c Mi= 


felglih if ver Abfland des Stoßmittelpunftes O tie 
Fläche von eben diefer Are: 


/,Mr3 
FO=a= \/, Mr — Isr. 
Für ein ftreifenförmiges Element KL des Dreiedes, welches bie Länge z m 
die Breite * hat, und um CK = z von ber Spike C abfleht, iſt das Genm: 
fugalmoment : 


Mxz = Po yaa, 


x r —W 
oder, da 7*75 alſo = = 5° ift, 


Maxz= Y 2 () 


Nimmt man nun für z nach und nad 1 ). 2(*), s(%)....(2) 


und addirt bie dadurch erhaltenen Werthe für Mxz, fo ergiebt ſich das yanıt 
Gentrifugalmoment: 


nat Matt (Eat ++ lt) 
ua Ele) nme 


und daher der Abitand des Stoßmittelpunftes O vom Eckpunkt C: 
, Y\,Mrb —3 
CF=b=7; YMr /,h. 
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Drittes Kapitel. 


Bon den Wirkungen der Schwerkraft bei Bewegungen auf 
vorgefchriebenen Wegen. 


Gleiten auf der geneigten Ebene. Ein ſchwerer Körper kann auf $. 314 
mancherlei Weife verhindert werden, frei zu fallen; betrachten wir indeſſen 
um Folgenden nur zwei Fälle, nämlich den Fall, wenn der Körper von einer 
geneigten Ebene unterftügt wird, und den Tall, wenn er um eine horizontale 
Are drehbar ift. Im beiden Fällen find die Wege des Körpers in einer 
Verticalebene enthalten. Befindet ſich der Körper auf einer geneigten 
Ebene, jo zerlegt ſich das Gewicht deſſelben in zwei Geitenfräfte, von denen 
die eine normal gegen die Ebene gerichtet ift und von diefer aufgenommen 
wird, und die andere parallel zur Ebene und auf den Körper als bewegende 
Kraft wirft. Iſt @ das Gewicht des Körpers ABCD, Fig. 524, und « 

Fig. 524. die Neigung der jchiefen Ebene FHR 
gegen den Horizont, fo hat man nad) 
F b $. 146 jenen Normaldruck: 
N= G.cos.o, 
und diefe bewegende Kraft: 
P= Gsin.o. 
Die Bewegung des Körpers Tann 
nun entweder gleitend oder wälzend 
fein; berlifichtigen wir zunächſt nur 
die erftere. Im diefem alle nehmen alle Theile des Körpers gleichen An- 
theil an der Bewegung des Körpers, und haben daher auch eine gemeinjchaft- 
liche Acceleration p, die fich durch die bekannte Formel: 





ausdrüden läßt. Es ift alfo 
p:9 = sin. : l, 

d. h. die Beſchleunigung eines Körpers auf der ſchiefen Ebene 
verhält ſich zur Beſchleunigung des freien Falles wie der Si— 
nus des Fallwinkels der ſchiefen Ebene zu Eins. Wegen der hin- 
zutretenden Reibung gewährt aber diefe Formel felten hinreichende Genauig— 
feit; e8 ift daher nothwendig, in vielen Fällen der Anwendung auch auf diefe 
Ruckſicht zu nehmen. | 





8. 315 


- 
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Bewegt fi) ein Körper auf einer krummen Fläche, fo ift die Acceferation 
veränderlich und am jeder Stelle gleich der Acceleration, welche der Berih- 
rungsebene an die krumme Yläche entſpricht. 


Gleitet ein Körper mit der Anfangsgefchwindigfeit Null auf einer geneig 
ten Ebene ohne Reibung herab, fo ift nach 8. 11 die Endgeſchwindigkeit nad 
t Secunden: 

v — 9 sin.a.t = 31,25 sin. æ. t Fuß — 9,81 sin. @.t Meter, 
und der zurüdgelegte Raum: 

s—!,gsin.a.t?’— 15,625 sin. @.t? Fuß —= 4,905 sin. œ. iꝰ Mer. 
Beim freien Fall iſt — ge und s — Y,gt?, e8 läßt ſich daher feren: 

0:9 —=S:5 —= sin.ea:l, 

d. h. es verhalten fich die Endgefhwindigfeit und der Raum 
beim Fallen auf der ſchiefen Ebene zur Endgefhmwindigfeit 
und dem Raume beim freien Fallen, wie der Sinus de} 
Neigungswinktels der ſchiefen Ebene zur Einheit. 

In dem rechtwinfeligen Dreiede FG H, Fig. 525, mit verticaler Hype 
tenufe FG ift die Kathete: 

FH—=FGsin. FGH—=FG.sin. FHR— FGsin.a, 
wenn & bie Neigung FHR diefer Kathete gegen den 
Horizont bezeichnet; e8 ift daher: 

FH:FG = sin.e:l, 

es durchläuft alfo ein Körper die verticale Hypotenufe 
F @ und die geneigte Kathete F' HZ in einer und derfel- 
ben Zeit. Es läßt fich Hiernady zu dem Fallraum auf 
der ſchiefen Ebene der entjprechende Raum des freien 
Talles, und zu dem leßteren der erjtere durch Konftruction finden. 

Da die auf dem Durchmefler FG, Big. 526, ftehenden Beripheriewintel 

FHG,FH,G u. ſ. w. lauter rechte find, fo fchneidet der Halbfreis über 

Fig. 526. FG von allen in F anfangenden fcjiefen 
Ebenen die mit dem Durchmeffer, und deshalb 
auch unter fi), im gleichen Zeiten dunchlaufe 
nen Räume FH, FH, uf. w. ob. Mon 
fagt daher: die Sehnen eines Kreiſes 
und ber Durchmeſſer deffelben wer: 
den gleichzeitig oder iſochron durh— 
fallen. Uebrigens gilt diefer Hochronismms 
nicht allein für die Sehnen FA, FA, u. |.w, 
welche im höchften Punkte 7° des Kreijes an 
fangen, fondern auch für die Sehnen X, 6: 
K, @ u. f. w., weldje in dem unterften Punkte 
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G defielben auslaufen; denn e8 laffen fich durch F Sehnen FR, FR, 
u. |. w. ziehen, welche mit den Sehnen GH), GH, u. |. w. gleiche Lage 
und gleiche Länge haben. 


Aus der Gleichung 8. 3 
2 
——-—_— — — fur den durchlaufenen Raum folgt: 


2p 29. sin. c 
v? 
ssin.a — 37 
und umgekehrt: 
v — V29ssin.o. 

Nun ift aber s sin. « die Höhe FR (Fig. 527) der fchiefen Ebene oder 
die Berticalprojection A des Weges FH —= s auf derſelben; es find 
daher die Endgefhwindigfeiten von Körpern, welde mit Null Anfangs- 

Sig. 527. geſchwindigkeit von verſchieden geneigten, gleich) 
* Hohen Ebenen FH, FH, uf. w. berabfallen, 
unter fich gleich) und auch gleich der Geſchwindig⸗ 
feit, welche ein Körper erlangt, wenn er von der 
Höhe FR diefer Ebenen frei herabfällt. (Hiermit 
ift ſowohl $. 43, al8 aud) $. 85 zur vergleichen). 





Aus der Gleichung 


s — 1, gsin.a.t? 
folgt die Formel für die Zeit: 


— 28 1 sr _ LE 2h 
—Y gsin.a  sin.a 9  sin.a g 


Für den freien Fall durd) die Höhe FR = Ah ift aber die Zeit: 


2h 
=: ’ 
es ergiebt fich demnach: 
:t=1l:ina—=sh = FH:FR, 
es verhält ſich alfo die Zeit des Fallens auf der ſchiefen 
Ebene zur Zeit des freien Falles von der Höhe diefer Ebene 
wie bie Länge zur Höhe der [hiefen Ebene 


Beiſpiele. 1) Bon einer fchiefen Ebene FM, Fig. 528 (a. f. ©.), ift der 
Anfangepunfi F’ gegeben und ver Endpunkt ZZ in einer gegebenen Linie AB fo 
zu beflimmen, daß der Tall auf diefer Ebene in der Fürzeften Zeit erfolge. Zieht 
man durch F' die Horizontale FG bis zum Durchſchnitt mit AB, und madt 
man @H= GF, fo erhält man in ZZ den gefuchten Punkt, und alfo in FH 
ie Ebene ber fürgeften Fallzeit; denn führt man durch F’ und ZH einen fih an 











Ws 
N} 


317 


608 Fünfter Abſchnitt. Drittes Capitel. [$. 317. 


FG und FH tangential anlegenven Kreis, fo find deſſen iſochron durchlaufent 
Sehnen FR), FR, u. f. w. fürzer als die Längen FH,, FH, u. ſ. w. der 
Fig. 528. entfprechenden fchiefen Ebenen; es ift folglich au vie 
ö Fallzeit für jene Sehnen Fleiner, als für diefe Längen, un 


A die Ballzeit für vie fchiefe Ebene FMH, welche mit eine 


Sehne zufamınenfällt, vie Fürzefte. 
6 —— of 2) Man foll die Neigung derjenigen fchiefen Ebene 
7 IF H, Fig. 527, angeben, von welcher ein Körper in ker: 
5) felben Zeit herabfällt, als wenn er erft von ver Höobe 
yKı =] FR frei herabfiele und dann mit ver erlangten Geſchwin⸗ 
digfeit horizontal Bis H fertginge. Die Zeit zum Herab: 


u‘ Ka. fallen ven der fenfrechten Höhe FR=hit: 
/2h 
= 
b g 
und die erlangte Gejchwindigfeit in RR if: 
v— V2gh. 


Tritt nun beim Webergange aus der verticalen Bewegung in die herigontale fein 
Seichmwindigfeitsverluft ein, was erfolgt, wenn die Ede R abgerundst iſt, je wird 
der Weg RH = h.cotg.a gleihförmig und in der Zeit 


— 
IE zo ya 





durchlaufen. Die Ballzeit für die ſchiefe Ebene ift: 


1 | /2 h 
t=— — 
sin. g 
ſetzen wir daher 2 —= t, + t,, fo erhalten wir die Beftimmungsgleihung: 
1 tang. « 
— 1 — 
55* 1-+ 1, cotg. a over na” tang.a + !/,, 
deren Auflöfung auf kang. « = 3%, führt. In der entfprechenden fchiefen Ebene 
verhäft ſich hiernach die Höhe zur Bafls zur Länge wie 3 zu 4 zu 5, und es if 
der Neigungswinfel « = 360 52’ 11”. 


3) Bei einer fchiefen Ebene von der gegebenen Baſis a it die Zeit zum 
Herabgleiten : 











‚_V23>__1V/ _2e__VÖs_. 
gsin.a  Y gsin.acos.a YV gsin.2a’ 
fie fällt daher am Fleinften aus, wenn sın.2« am größten, d. i. — 1, alie 


2a — 900, oder «® = 450 ift. Bon Dächern mit 45° Neigung fliegt daber 
das Wafler in der fürzeften Zeit herab. 


Geht die Bewegung auf einer fchiefen Ebene mit einer gewiffen Anfang: 
geſchwindigkeit c vor ſich, fo hat man die in $. 13 und 8. 14 gefunde 
nen Yormeln in Anwendung zu bringen. Hiernach ift flir einen anf ber 
ſchiefen Ebene Hinauffteigenden Körper die Endgefchwindigfeit: 

v=c— gsin.gd.t, 


und der zurlidgelegte Weg: 
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s=cti — Us gsin.a.t, 
dagegen für den von ber fchiefen Ebene herabfinfenden Körper: 
v=c + gsina.tuds= ct + \ygsin.a.t. 
Uebrigens gilt in beiden Fällen der Bewegung die Formel: 


ı_0 ı_ 0 3 3 
8 un oder sina—h—' —- ı__ıl. 
298in. x 29 29 29 


Es ift alfo ftets die Berticalprojection (A) des auf ber fchiefen 
Ebene zurüdgelegten Weges (s) gleich ber Differenz der Ges 
ſchwindigkeitshöhen. 

Stoßen zwei ſchiefe Ebenen FOQund GHR, Fig. 529, in einer 
abgerundeten Kante an einander, fo findet beim Uebergang des fallenden Kor⸗ 

Fig. 529. pers von der einen Ebene zur anderen fein Stoß, 

r und deshalb auch kein Geſchwindigkeitsverluſt 
4 ſtatt; e8 gilt deshalb auch für das Herabfallen 

eines Körpers von diefer Verbindung zweier Ebe⸗ 
g nen die Regel: Fallhöhe (FR) gleich Diffe- 

renz der Geſchwindigkeitshöhen. Uebrigens 
3 iſt leicht zu ermeſſen, daß diefe Hegel auch bei dem 
Sinfen und Steigen auf einer derartigen Verbindung von beliebig vielen Ebe⸗ 
nen, ſowie beim Fallen und Auffteigen auf krummen Linien oder Flächen ihre 
Richtigkeit behält (vergl. $. 85). 

Beifpiele. 1) Ein Körper fleigt mit 21 Buß Anfangsgeſchwindigkeit auf einer 
Ihiefen Ebene von 220 Neigung hinauf, wie groß if feine Geſchwindigkeit und 
jein zurüdgelegter Weg nad 1Y, Secunven? 

Es if die Gefchwindigfeit: 

v = 21 — 31,25. sin. 220. 1,5 = 21 — 81,25.0,3746.1,5 = 21 — 17,56 

— 8,44 Buß, 
und der Weg: 

tr Ar y IS 1888 Bu. 


2) Wie hoch erhebt fi ein Körper mit 36 Fuß Anfangsgefchwindigfeit auf der 
Ihiefen Ebene von 48% Anfteigen? 
Es ift die fenfrechte Höhe: 
8 
h— 27 — 0,016.02 — 0,016. 362 — 20,736 uf, 
daher ver ganze Weg auf der fchiefen Ebene: 
h 20,736 _ 
s = sin. a = sin. 480 = 27,903 Fuß. 
Die zur Zurücklegung beffelben nöthige Zeit ift: 
2.8 _2.27,903 _ 27,903 


— 7% °776 TEE 





— 1,55 Seeunben. 








Gleiten auf der geneigten Ebene mit Rücksicht auf Rei- $. 318 
bung. Die gleitende Reibung übt einen bedeutenden Einfluß auf das 
Weisbach's Lehrbuh der Mechanik. 1. 39 
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Fallen und Steigen eines Körpers auf einer ſchiefen Ebene aus. Aus dem 
Gewichte G des Körpers und aus dem Neigungswinkel a der fehiefen Ebene 
folgt der Normaldrud: 

N=Gcos«, 
und hieraus wieder die Reibung: 

F=-9N=o9%G.cos.a. 
GSubtrahirt man diefe von der Kraft P= G sin. «, mit welcher die Schwer: 
fraft den Körper von der fchiefen Ebene herabtreibt, fo bleibt bie bewegenix 
Kraft: 

P= Gsin.a — G cos. q, 
und es ergiebt ſich die Beſchleunigung des von der ſchiefen Ebene herabfinkenden 
Koörpers: 
— — (Fre I @ c08. J) een 
Bei einem auf der ſchiefen Ebene hinauffteigenden Körper ift die bem 

gende Kraft negativ und — Gsin.a« + P.Gcos.«, daher auch die A 





celeration p negativ und —= — (sin.« + @cos. a) 9. 
Sind zwei auf verfchiedenen Ebenen FG und FH, Fig. 530, befind 
ig. 530. liche Körper durd) eine über eine Yeitrolie 
c C gelegte, vollkommen biegſame Schnur mit 
@ LER, einander verbunden, fo ift e8 möglich, daß 
gg der eine von beiben Körpern finft und den 


fr . anderen mit emporzieht. Bezeichnen wir die 
3 a! > Gewichte diefer Körper durch G und Gi. 

ln md bie Neigungswinkel der fchiefen Ebenen, 

auf welchen dieſelben fortgleiten, durch « 

und &,, und nehmen wir an, daß G finfe und Gi mit emporziehe, fo erhal: 
ten wir als bewegende Kraft: 

P= @Gsina — G,sin.d — Gcos. « — @ Gi cos. 

— @ (sin.a — @cos.c) — Gi (sin.cı + 9 cos. &ı), 

und als bewegte Maſſe 


— — — Li 





M— G+ Ge 
9 
daher die Acceleration, mit welcher G ſinkt und G, fteigt: 
6Gin. & — 9cos.c) — Gi (sin. + Pcos.cı) 
Deere ga ee 


Da die Reibung als widerſtehende Kraft Teine Bewegung erzeugen fant, 
jo ift für das Sinfen von G und Steigen von G, nöthig, daß 


at G (sin.a — @cos.c) > G, (sin.cıh + 9 cos. a). 
0 
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6 sin.aı + P cos. a, bi @ > sin. (a + 0) 
G, sin.a — pcos.a’ Gi sin. (X — 0) 
iſt. Soll hingegen G, finten und G mit emporziehen, fo muß fein: 
Gı sin. + @cos.& 
GG sin. — Pcos.a,’ 


G _ 8sin.dı — @cos. a; bi | _ Sin (m — 0), 

G, sin.a + pcos.«a’  Gı sin. (@ + 0) 
So lange aber Z innerhalb der Grenzen 

1 

sin.cı + P cos. a, sin.& — 9 C08.0ı 

sin. — P cos. sin. + Pcos.a ’ 

sin. (dı + 0) sin. (&ı — 0) 

sin.(« — 0) sin. ( 4 0) 


fiegt, fo lange wirb die Reibung jede Bewegung verhindern. 


Beifpiele. 1) Ein Schlitten gleitet auf einer 150 Fuß langen und 20 Grad 
fallenden Schneebahn herab und geht, unten angelommen, auf einer horizontalen 
Schneebahn fort, bis ihn die Reibung in Ruhe verfegt. Wenn nun der Eoefficient 
der Reibung zwifchen Schnee und Schlitten, S 0,03 ift, welchen Weg wirb ber 
Schlitten, ohne Rüdfiht auf den Widerſtand der Luft, auf der horizontalen Ebene 
zurüdlegen ? 

Es ift die Acceleration des Schlittens: 

p = (sin.a — 9c08.a)g — (sin.20%° — 0,03.c08.20).31,25 _ 
— (0,3420 — 0,03..0,9397). 31,25 — 0,3138 ..31,35 — 9,806 Fuß, 
daher die Endgefchwindigfeit des Herabgleitens: 
v = V2ps — V2.9,806.150 — V2941,8 — 54,24 Fuß. 
Auf der horizontalen Ebene ift die Acceleration: 


91 =—- 099 — 0,08 .31,25 = — 0,9375 Fuß, daher ver Weg: 
v2 29418 _ 
8, = 299 = 1,875 — 1569 Fuß. 
Die Zeit zum Herabgleiten ift: 
„_. 23 _ _300_ _ 
t= mu” 5,5 Serunden, 


und zum Fortgleiten: 
_- 28, __ 3138 
9 7 54,24 


t +t, = 63,3 Seundn — 1 Minute 3,3 Secunden. 


2) Ein gefüllter Kübel X, Fig. 531, mit 250 Pfund 
Bruttogewicht, fol durch ein fenfrecht niederziehendes Ge⸗ 
wiht G von 260 Pfund auf einer fhiefen Ebene FH 
von 70 Fuß Länge und 50° Neigung emporgezogen wers 
den; welche Zeit wird dazu nöthig fein, wenn der Coeffi⸗ 
client der Neibung des Kübels auf der Leitung, 0,36 
beträgt? 


— 57,8. Serunden, daher die ganze Fahrzeit: 


Fig. 531. 





39* 
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Es ift die bewegende Kraft: 
= @ — (sin.a + 9 cos.«a)K = 260 — (sin. 50° + 0,36 . cos. 50°). 25) 
— 260 — 0,9974.250 — 10,6 Pfund; 
daher bie Befchleunigung: 
10,6 10,6 


ferner die Zeit der Bewegung: 





28 140 — _ 
t= 3 = Vom — V6731 = 82,04 Se. = 1 Min. 2 Ser, 
und die Endgeſchwindigkeit: 
28 140 


8. 319 Bollende Bewegung auf einer schiefen Ebene. Bei einem 
von einer fchiefen Ebene herabrollenden Wagen wirft vorzüglich die Axen⸗ 
veibung der Befchleunigung entgegen; ift G das Gewicht des Wagens, r der 
Aren⸗ und a der Radhalbmefler, jo beträgt die Reibung : 


Pr N= Fr @ cos. &, 
a a 
und daher die Beichleunigung : 
. ( pr ) 
V = \sın.d — 7T c08.% ) 9. 


Wilzt fich ein runder Körper AB, 3.2. ein Cylinder oder eine Kugel 
u. ſ. w., von einer fchiefen Ebene FH, Fig. 532, herab, fo hat man es 
Sig. 532. mit einer progrelfiven und drehenden Bewegung 
zugleich zu thun. In der Kegel ift die Accelera⸗ 
tion p des Fortſchreitens gleich der Acceleratior 
des Drehens (8. 169); ſetzen wir daher das Zrög 
heitsmoment des ſich wälzenden Körpers, — CH! 
und den Halbmefler CA des Wälzens, — a, ſo 
erhalten wir für die Kraft AK— K, mit wi 
her die Walze in Folge des Eingreifens ihrer 
Theile in die Theile der fchiefen Ebene in Umdrehung gejegt wird: 
Gk? 
gar 
Nun wirkt aber die Kraft X der Kraft G sin. zum Herablaufen ent- 
gegen; e8 folgt daher die bewegende Kraft filr die progreffive Bewegung 
P=Gsina—K, 
und die Beichleunigung derfelben: 
Gsin.a — K 
P— 77717 .I. 


7 








K=p: 
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Climinirt man K aus beiden Gleichungen, fo erhält man: 
2 
Gp = Gygsin.a — Ep, 
folglich) die gefuchte Acceleration : 
gsin.& 
k 
1+- 
Bei einem fich wälzenden homogenen Eylinder ift k? = 1/,a? ($. 288), 
daher 





pr = 





gsin.a _ 
pP — 1+1,7 2/3; gsin. €; 
bei einer Kugel aber k2 — ?/, a? ($. 290), daher 
— Isma 5 
—ı + 7 9 sin. &; 


es ift alfo bei dem rollenden Cylinder bie Beſchleunigung nur ?/, und bei 
der rollenden Kugel nur 5/, mal jo groß als bei einem ohne Reibung glei» 
tenden Körper. 

Die Kraft des Drehens ift: 


U EEE: 
— — — — — — — ———0 


So lange dieſelbe kleiner iſt als die gleitende Reibung ꝙ G cos. a, fo lange 
läuft auch der Körper volllommen wälzend von der Ebene herab. Sit aber 


K>9Gecos.a, b.i.tang.a > 9 (1 + 5) 
jo reicht die Reibung nicht mehr aus, dem Körper eine ber fortfchreitenden 
Geſchwindigkeit gleiche Umdrehungsgejchwindigfeit zu ertheilen; es ift daher 
dann die Acceleration des Fortſchreitens wie bei der gleitenden Reibung: 
_ @sin.« — 9 @.c0s.& 
P= gg 
und die der Umdrehung: 
96 cos. c 
— 
Dei einem Wagen vom Gewichte G mit Rädern vom Halbmeſſer a und 
dem Trägheitömomente W, — Gı k}? hat man: 


:9 — (sin.a — 9 cos. 0) g, 


a? 
9 — 9 739 008. 0. 


. 7 
Gsin.a — p 7 G cos. — K 


@G 2 
kp G 9, 


ga? 





und p = 
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d. i.: 
7 
9 (sin. « — ꝙ 7 cos.) 


P=2 0 — 
G, k? 
14 an 





Beifpiele. 1) Ein belafteter Wagen von 3600 Pfund Gewicht mit Räͤdern 
von 4 Fuß Höhe und 2000 Fußpfund Trägheitsmoment rollt von einer ſchiefen 
Ebene mit 120 Neigung herab; welches ift feine Acceleration, wenn der Eoeficent 
ber Arenreibung, @ — 0,15, und die Stärfe der Radaxen, 2r — 3 Zoll berät? 

Es if: 

Ta wanmz” 0,139 und — = — 0,15- — 0,0094, 
daher die gefuchte Beichleunigung: 
_ 31,25. (sin. 12° — 0,0094. 08.120) _ 81,25. (0,2079 — 0,0094 . 0973) 
1 + 0,189 1,139 
81,25 . 0,1987 _ 

= pp = 5482 Buß, 

2) Mit welchen Accelerationen rollt eine mafflve Walze von einer fehiefen Ehen 
herab, deren Fallwinkel « — 400 beträgt? 

Iſt der Coefficient für die gleitende Reibung der Walze auf der Ebene, = 024 
fo hat man: 


»(1+ * )20210 42) = 0%; 


3 
nun iſt aber tang. 40° — 0,839; es fällt daher tang. « größer ale (1 +5) 


und bie Acceleration der rollenden Bewegung Feiner als bie der progreffiven de 
wegung aus. Die legtere ift 
p = (sin.a — 9cos.a)g — (0,6428 — 0,24.0,7660) . 31,25 — 0,459.31,25 
— 14,34 Fuß, 
bie erftere aber nur 
Dı = 0,24.2.31,25 cos. 400 = 15.0,766 —= 11,49 uf. 


Das Kreispendel. in an einer horizontalen Are hängenber Körper 
ift im Gleichgewichte, fo Lange fein Schwerpunkt fenfrecht unter der Are liegt: 
bringt man aber ben Schwerpunft aus der die Are enthaltenden Verticaleben, 
und überläßt man den Körper ſich felbft, fo nimmt derfelbe eine ſchwin— 
gende Bewegung (franz. und engl. oscillation), d. t. eine hin⸗ und hergehende 
Bewegung im Kreife, an. Im Allgemeinen heißt aber ein um eine horizontale Ar 
ſchwingender Körper ein Kreispendel oder Pendel (franz. pendule; en 
pendulum) ſchlechtweg. Iſt ber ſchwingende Körper ein materieller Punkt, md 
befteht die Verbindung deſſelben mit der Umdrehungsare in einer gemichtälofen 
Linie, fo hat man es mit einem einfachen oder mathematifchen Pendel 
(franz. p. simple und engl. simple p.) zu thun; befteht aber das Pendel in einem 
ausgebehnten Körper oder aus mehreren Körpern, fo heißt daſſelbe ein zu 
fammengefegtes, phyfifches oder materielles Pendel (franz. pendule 
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compos6; engl. composed pendulum). Ein folches Pendel Täßt fich als eine 
fefte Verbindung von Lauter einfachen, um eine gemeinjchaftliche Are ſchwin⸗ 
genden Pendeln anjehen. Das einfache Pendel ift nur ein eingebilbetes, feine 
Annahme gewährt aber befondere Vortheile, weil es leicht ift, die Theorie 
der Bewegung des zufammengefegten Pendels auf die des einfachen Penbels 
zurüdauführen. 


MWird das in CO aufgehangene Bendel, Fig. 533, aus feiner verticalen 
Lage COM in die Rage CA gebracht und nun fidh felbft überlaſſen, fo geht 
Fig. 533. ed vermöge feiner Schwere mit einer bejchleunig- 

ten Bewegung na) CM zuräd, und es kommt 
deſſen Maſſe im tiefften Punkte M mit einer Ge- 


ſchwindigleit c an, deren Höhe 2 ber Fallhöhe 


DM glei iſt. In Folge diefer Geſchwindigkeit 

| durchläuft es nun auf der anderen Seite den Bogen 

A D p MB= MA, und fleigt dabei wieder auf die 

Höhe DM. Bon B aus fällt es von Neuem nad) 

M und A zurüd, und fo geht es wiederholt im 

Kreisbogen AB hin und her. Wäre der Wiber- 

ftand der Luft und die Axenreibung ganz befeitigt, fo würde diefe ſchwingende 

Bewegung des Pendels ohne Ende fortgehen; weil aber diefe Hinderniffe mie 

ganz wegzubringen find, fo werden die Schwingungsbögen mit der Zeit immer 
Heiner und Feiner, und es geht das Pendel endlich zur Ruhe über. 


Die Bewegung bed Pendels von A bis B nennt man einen Schwung 
oder Bendelfchlag (franz. und engl. oscıllation), den Bogen AB felbft 
aber den Schwingungsbogen (franz. und engl. amplitude); der ben hal 
ben Schwingungsbogen meſſende Winkel, um welchen ſich das Pendel zu 
beiden Seiten von der Lothlinie CM entfernt, heißt der Elongations- 
wintel, Ausfhlagswintel ober Ausſchlag ſchlechtweg. Die Zeit, in 
welcher das Pendel eine Dscillation macht, heißt endlih Schwingungszeit 
oder Schwingungsbauer (franz. durde d’une oscillation ; engl. time of 
oscillation). 





Theorie des einfachen Kreispendels. Wegen ber häufigen An- $. 32] 
wendung ber Pendel im praftiichen Leben, namentlich bei ihren, ift e8 wich» 
tig, die Schwingungszeiten derfelben zu kennen; die Beftimmung derjelben ift 
daher eine Hauptaufgabe der Mechanik. Segen wir in der Abficht, diefe 
Aufgabe zu löſen, die Pendellänge AC= MC= r, Fig. 534 (a. f. S.), 
und bie einem ganzen Schwunge entiprechende Fall- oder Steighöhe MD— h. 
Nehmen wir nun an, daß das Pendel von A nach G gefallen fei, und jegen 
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wir die diefer Bewegung entiprechende Fallhühe DA — x, fo können wir 
die in G erlangte Gefchtwindigfeit 
Fig. 584. v — V2gz, 

und das Zeittheildhen, innerhalb defien der 
Wegtheil @ K durchlaufen wird, 
Tr = GE — CK 

v  V2gz 

fegen. Beichreiben wir nun aus ber Mitte 
O von MD=h und mit dem Halbmeſſer 
OM= OD = 'sh emen Halbfret 
M ND, fo lünnen wir von biefem einen 
Bogentheil N P angeben, weldyer mit G K 
gleiche Höfe PQ—=KL—RH Hat md 
in einfacher Beziehung zu diefem Wegtheile 
G E ſteht. Wegen der Aehnlichkeit der Dreiede GKLund CG Hifi 

GE 06 

KL GH - 
umd wegen der Hehnlichkeit der Dreiede NPQ und ONH iſt 

NP _ ON 

PQ NH 
dividiren wir daher biefe beiden Proportionen durch einander und berüdiid- 
tigen wir, daß KL = PQ ift, fo erhalten wir das Verhältniß der genann- 
ten Bogentheile: 








GK CG&aG.NH 
NP GH.ON 
Der Lehre vom Kreife, und insbefondere dem Theorem von der mittleren 
Proportionallinie zufolge ift aber 
GE=MH(2CM — MH) ud NH —= MH.DH, 
es folgt daher: 
GE__ C@.VDH = r Vz 
NP 0N.VBCM—- MH \hkV2r—_ h—D 
und die Zeit zum Durchlaufen eines Wegelementes: 


BUN een un u 
— —VS2—G) V2gz h V2o[l2r—(k— 2)] 
r NP 


— 
h 1 — 
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In den meiften Fällen der Anwendung ‚getate man dem Pendel nur 
einen Meinen Ausfchlag, und es ift deshalb z ſowie ‚und alſo auch 





7 = eine fo Heine Größe, daß wir fie Ida fowie ihre höheren Potenzen, 
außer Acht Lafien, und nun 

gg h 
jegen können. Die ‘Dauer eines halben Schwunges, ober bie Zeit, 


innerhalb welcher das Pendel den Bogen AM zurüdlegt, ift gleich ber 
Summe von allen, den Elementen @ K oder NP entprechenben Zeittheilchen, 


oder, ba * v: ein conftanter Yactor iſt, gleich . V: mal Summe aller 


den Halbkreis DN M bildenden Elemente, d. i. — u v: mal Halbfreis 
(2) ſelbſt, alſo 


„ollr.zt_=\jr 
TVo 272 Vg 


Diefelbe Zeit braucht aber auch das Pendel beim Auffteigen, weil hier 
die Geſchwindigkeiten diefelben find und nur in der Richtung entgegengefegt 
vorkommen, und deshalb ift denn eine ganze Schwingungsbauer doppelt fo 


groß, d. i. 
t ti 2V.. 
9 


Schärfere Formel für die Schwingungszeit des Kroispendels. ($. 32% 
Um die Schwingungsdauer mit größerer Genauigkeit zu beftimmen, wels 
ches zumal bei größeren Schwingungswinteln nothmwendig ift, verwandeln wir 
den Ausdrud: 


— 1 —-24 
— 1 — (1 _ 5) 
h—x 2r 
in die Reihe: 


1 2r 
1 + Ya "4 1.) Lee, 
jo daß wir die Zeit ni ein m Fogelemet: _ 
= I: + 14.8 + 3%. 2) + VE 
erhalten. 
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618 
Segen wir den Gentriwinfel DON — 9°, alfo den Bogen 
Fig. 536. 7 y — 22. 


fo erhalten wir die Höhe 
MH=h—-:=MO—H0=; 


Du 


h h 
+7 c06. - 008.9) 7; 
daher das Zeitelement: 
h 
= 142.409) 


+ 9% ten. g)?(Z + ]V2-& IE gie da 
1 —— 7 





(I4 00.9)? —=1-+ 2c08.9 + (cos. 7 142cos. + — — 
rn 9 + "/ac08.2 9 ifl, 


[14 1401 +006.9) 


+ 1nc0.29)(4-) + „VE 


2 En Ben RE LA ET 
+ (is +) (B)'oon2p+--] 7 ** 


— +) 
I ———— ey Frag \\/:. 


Nun ift aber die Summe aller Elemente NP Bogen DNP= mn 


ferner NPcos.g = NQ, und die Summe aller N Q = Orbinate N H 
zn = sin.29, daher (öft 


—2 sin. p, fowie die Summe aller 
ſich die Fallzeit des Bogens AG: 
tı (Wr) + -|e+ 7 art —9 — —2 — 


+Chet 3 yaar) „Vz fen 
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Die Zeit zum Durchlaufen des Bogens AM ift, da hir $ — m, 
sin. g—=sin.”, ſowie sin. 2 —=sin.2 x, — 0 wird, 


= I + Yo + 1) + Jr.» Vz 
-[eoma  @9.(@) + ]8V5 


Da die Geſchwindigkeit beim Steigen auf ber anderen Seite genau fo 
abnimmt, wie fie beim Durchfallen der Bogenhälfte A M wädhft, fo ift bie 
Zeit zum Durchlaufen des ganzen Bogens, ober bie jogenannte Schwins 
gungsdauer: 


=2=[ı+ m 24H) 


(eye + ]e VE 


Schwingt das Pendel im Halbkreiſe, fo hat man kA — r, und daher 
die Schwingungszeit: 


+) Va non 
1 1 
= (1 Yet BzB55 tr ins } — 1,180 


In den meiften Fällen der Anwendung ) der Schwingungsbogen viel 
Heiner als der Halbkreis, und die Formel _ 
7 
Vz 


(1 +)” 


Aus dem Elongationswintel & folgt cos. a — 


hinreichend genau. 





h 
alfo „= 1 — cos. «, und daher: 
Rh 1 — cos. «& 2 
— —— 1 0 m — — — — — 
gr 1a 2 = Yen ); 


es läßt fich folglich hiernad) die einem gegebenen Elongationswinkel ent- 
ſprechende Eorrection der Schwingungszeit finden. Iſt 3. B. diefer Winkel 
& — 159, fo hat man: 


h 150\2 
ol n.——-) — 
5,7 /4 (sin. 5 ) — 0,00426, 
dagegen für & — 5°: 


h 
3 = 000047; 


bei dem legten Elongationswintel ift alfo die Schwingungsdauer: 
t = 1,00047. x 
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Man kann alfo bei einem Ausfchlag unter 50 ziemlich genau bie Schwin⸗ 


gungsdauer _ 
r 7 
(= =\/! — — Vr = 0562 Vr 
9 V 9 
ſetzen. 
. 323 Pendellangen. Da in der Formel 
J— 
t — 7 — 
9 


der Ausſchlagswinkel nicht vorkommt, fo folgt auch, daß die Dauer Ha- 
ner Pendelſchwingungen gar nicht von diefem Winkel abhängt, daß alſo 
verfchiedene, jedoch nicht weit ausfchlagende gleich lange Pendel iſochron 
ſchwingen oder gleiche Schwingungszeiten haben. Ein Pendel mit 4 Grad 
Ausſchlag hat aljo (Faft) diefelbe Schwingungsbauer, als ein Pendel mit 
1 Grad Ausichlag. 

Bergleichen wir die Schwingungsdauer t mit der Zeit t, des freien Fallet, 
fo flogen wir auf Folgendes. Die Zeit zum freien Fallen von der Höher fl 


ı = r_y.Vz 
9 9 


tb: = NT: v3; 
bie Zeit eines Pendelſchwunges verhäft ſich alfo zur Zeit, im welcher em 
Körper von einer der Pendellänge gleichen Höhe frei berabfällt, wie die 
Ludolph'ſche Zahl m zur Quadratwurzel aus 2. Die Zeit zum Duck 
fallen von 2 r ift 


V:: V 
= er _, I, 
9 9 


daher verhält ſich auch die Schwingungsdauer zur Zeit des Fallen? 
von einer der boppelten Bendellänge gleihen Höhe wie x zu 2. 

Seten wir die den Pendellängen r und r, entfprechenden Schwingung® 
zeiten t und ti, fo erhalten wir: 

t: ti = Vr:Vr; 

e8 verhalten fich alſo bei einer und berfelben Befchleunigung der Schwert 
die Schwingungszeiten wie bie Quadratwurzeln aus den Per 
dellängen. Iſt dagegen n die Zahl der Schwingungen, welche das eine 
Pendel in einer gewiflen Zeit, 3. B. in der Minute, macht, und m bie 
Zahl, welche in derfelben Zeit vom anderen Pendel gemacht werben, ſo 
bat man: 


daher folgt 





th = 


Ssj- 


® 
2j- 
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daher umgelehrt: 
nn, = Vr: Vr, 
d. 5. die Schwingungszahlen verhalten ſich umgekehrt, wie Die 
Quadratwurzeln aus den Pendellängen. Das viermal fo lange 
Bendel giebt alfo die halbe Schwingungszahl. 
Ein Pendel heißt ein Secundenpendel (franz. pendule & seconde; 
engl. seconds pendulum), wenn feine Schwingung&duner eine Secunde be- 


>. r 
trägt. Segen wir in der Formel  — x ri t — 1, fo bekommen wir 


die Läinge des Secundenpendels, r — 5 für das preußifche Fußnıaß 


r — 3,1662 Fuß — 38 Zoll; 
für das Metermaß aber 
r —= 0,9938 Meter. 


R——— * 
Aus der Formel — nr V: folgt duch Umkehrung, g = (*) r; es 


läßt fich alfo Hiernach aus ber Fänge r eines Pendeld und auf der Schwin- 
gungsdauer £ deilelben die Beſchleunigung g der Schwere finden. “Diefe 
Methode ift fogar einfacher und ficherer al8 die Anwendung der Atiwood’- 


ſchen Fallmaſchine. 


Anmerkung. Durch Pendelbeobachtungen hat man auch die Abnahme der 
Schwerkraft, von den Polen nach dem Aequator zu, nachgewieſen und deren Größe 
beſtimmt. Dieſe Abnahme hat ihren Grund in dem Einfluffe ver Centrifugalkraft, 
welche aus der täglichen Umbrehung der Erde um ihre eigene Are entfpringt, fowie 
in der Zunahme ver Erdhalbmeſſer von den Polen nad tem Aequator zu. Die 
Gentrifugalfraft vermindert 3. B. im Aequator die Schwere um Y,, ihres Werthes 
($. 302), während fie unter ven Polen felbft Null if. Iſt 4 die geographifche 
Breite des Beobachtungsortes, fo hat man, Penvelbeobachtungen zufolge, an dieſem 
‚ Drte die Acceleration der Schwere: 
9 = 9,8056 (1 — 0,00259 cos.2 P) in Metern, 

alfo unter dem Aequator, wo 8 —= 0, alfo e0s.28 —= 1 ift, 
g — 9,8056 (1 — 0,00259) — 9,780 Meter, 

und unter den Polen, wo 8 —= 90°, alfo cos.2B —= cos. 1800 = — 1 ift, 
g = 9,8056 .1,00259 = 9,831 Meter. 

Uebrigens ift g auf Bergen Feiner als im Niveau des Meeres. 





Cycloide. Man kann auf unendlich mannigfaltige Weiſe einen Körper $. 324 
in Schwingungen oder hin⸗ und hergehende Bewegungen verfegen, nennt wohl 
auch jeden in einem dieſer Bewegungszuftände befindlichen Körper ein Pen⸗ 
del, und unterfcheidet hiernach verfchiebene Arten von Bendeln, wie 3. 2. 
da8 Kreispendel, welches wir im Vorſtehenden betrachtet haben, ferner 
da8 Syeloidenpenbel, wo ber Körper in Folge feiner Schwere in 
einem Cycloidenbogen hin⸗ und herfchwingt, ferner da8 Torfionspen- 
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del, wo der Körper in Folge der Zorfion eines Fadens oder Drahtes 
ſchwingt, u. f. w. Hier möge nur noch vom Eycloidenpendel die 
Rede fein. 

Die Cycloide (franz. eycloide; engl. cycloid) AP, D, Fig. 536, ift eine 

Fig. 536. frumme Linie, welde 

von jedem Punkte A 
eines Kreiiee APB be 
ſchrieben wird, der fid 
auf einer geraben Linie 
BD wälzt. Hat fid 
diefer Erzeugungefreit 
um BB, =(CtG, fort- 
gewälzt, ift er alſo in 
die Tage A, Bı gelom: 
men, fo hat er fid) aud) um den Bogen AP —= AP, = BBı=PP, 
gedreht, es ift folglich die irgend einer Abſciſſe AM entfprechende Ordinate 
MP, — Ordinate MP des Kreifes plus Drehungsbogen AP. Bei diejem 
Wälzen dreht ſich der Erzeugungskreis um den jedesmaligen Berührungspunkt 
in der Grundlinie BD, ſteht er alſo in A, Bı, fo dreht er ſich um Bi 
nnd befchreibt dadurd) das Bogenelement P, Qı der Eycloide; es if folg- 
fi) die Sehne B, Pı die Richtung der Normale, und die Sehne A, Pı die 
der Tangente P, T im Punkte P, der Cyeloide. Die bis zur Drbinote 
OQı reichende Verlängerung PQ der Sehne AP ift auch gleich dem 
Syeloidenelemente P, Qı; da ferner der Weg PR des Drehens gleich if 
dem Wege 2 des Fortfchreitens, fo ift PQ Grundlinie eines gleichſchen⸗ 
feligen Dreieckes PRQ und gleid) der doppelten Linie PN, welde det 
Perpendikel RN abſchneidet; endlich ift aber PN die Differenz von zwei 
benachbarten Sehnen AR und AP, und folglich das Cycloidenelement 
P, Qı = ber boppelten Sehnendifferen; (AR — AP). Da die flelig 
auf einander folgenden Bogenelemente zuſammen einen ganzen Bogen A Pi, 
und ebenfo die ſämmtlichen Sehnendifferenzen die ganze Sehne AP au& 
machen, fo ift hiernach bie Länge des Cheloidenbogens AP, gleid dem 
Doppelten der ihm zugehörigen Kreisſehne AP. Der halben Chcloide 
AP, D entſpricht der Durchmeſſer als Kreisfehne; es ift daher die Länge 
der halben Cycloide gleich dem doppelten Durchmeſſer (2 AB) des Erzen⸗ 
gungsfreifes. 





8. 325 Cycloidenpendel. Aus den im Vorſtehenden entdeckten Eigenſchaften der 





Cyeloide läßt fich nun die Theorie des Cycloidenpendels, oderdie Formel fitr die 
Zeit der Schwingung eines Körpers in einen Cycloidenbogen leicht ent 
wideln. Es ſei AKM, Fig. 537, die Hälfte des Cycloidenbogens, in 
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welchen ein Körper fällt und fteigt oder oscillirt, und ME fei der Erzeu⸗ 
gungskreis, alo CE= CH = r ber Halbmeffer deffelben. Hat der 


Fig. 597. 





Körper den Bogen AG durchlaufen, ift er alfo von der Höhe DH — x 
herabgefallen (vergl. $. 321), fo hat er die Gefchmindigfeit » — V29x 
erlangt, mit welcher er da8 Bogenelement G.K in ber Zeit 


Tr = <E_ = GK 
— V2g9x I% 
durchläuft. Wegen der Achalichet der Dreiecke G LK und FHM ift aber 
GK_FM 
KL Mn’ 


oder, ba FM? — MH.ME, 
GK _ VMH. VMH.ME _ VME 





KL MH  YVMH 
wegen der Achnlichkeit der Dreiede NPQ md ONH ift 
NP _ ON 
PQ NH 
oder, ba NH? — MH.DH, 
NP ON 


PO VMHa.DH 
Nun ift XL = PQ, daher folgt durch Divifion: 
GK VME VMH.DH _VME. DH 


— 
— — —U— — ——⏑— — — — — — 


oder, da ON bie halbe Fallhöhe — = ME=2r m DH =e if, 
GE __ Varz _ 2V2rz 








624 Fünfter Abfchnitt. Drittes Capitel. [$. 325 


aVarz —, _GR 
Segt man nun GK = —y—'NP in die Formel 7 —= Vagr 


fo erhält man: 
2V2 


Die Zeit des Fallens von A bi8 M h nun bie Summe aller Werthe 
von T, weldhe man erhält, wenn man fir NP nad) und nad) alle Theile 
des Halbkreiſes DNM einführt, alfo 


= —JF — mal Halbkreis DNM (= h)- 
Auf diefe Weife erhält man die Zeit zum Durchfallen des Bogens AM: 


1 2: V: 
h=oh 7 ı 7 FR 


und da die Zeit des Steigens im Bogen MB ebenfo groß ift, die Schwin 
gungszeit oder Zeit zum Durchlaufen des ganzen Bogens AMB: 
r ar. 
9 

Da dieſe Größe ganz unabhängig iſt von der Bogenlänge, ſo folgt, daß 
mathematiſch genau die Schwingungszeiten für alle Bögen einer und derſel⸗ 
ben Cycloide gleich find, das Cycloidenpendel alſo vollkommen iſochron 
ſchwingt. Vergleichen wir dieſe Formel mit der Formel für die Schwin 
gungsdauer eines Kreispendels, fo folgt, daß die Schwingungszeiten für 
“ beide Pendelarten einander gleich find, wenn die Länge des Kreispendels 
gleich ift dem vierfachen Halbmeffer von dem Erzeugungskreiſe des Cycloi 
denpendel®. 





t=2h —=2n x 
9 


Anmerkung. Um einen an einem biegſamen Faden haängenden Körper in 
einem Cycloidenbogen ſchwingen laſſen zu können und dadurch ein Cycloidenvpendel 
herzuſtellen, haͤngt man denſelben zwiſchen 
zwei Cycloidenböͤgen CO und CO,, Fig 
538, auf, fo daß fih der Faden bei jedem 
Ausſchlage von dem einen Bogen abs und 
auf ben anderenaufwidelt. Daß bei dieſen 
Ab- und Aufwideln des Fadens COP der 
Endpunkt P deſſelben eine der gegebenen 
Eycloide gleiche Curve befchreibt, daß alie 
die Cvolvente der Cycloide eine gleiche 
Cycloide in umgefehrter Lage ift, laͤßt ſich 
einfach ſo darthun. So wie bie Lünge ber 
halben Cycloide COA=CD—=2AB if, 
ebenfo hat man ven Bogen OA = Mt 
abgewidelten Geraden OP; aber Bogen 
OAif — zweimal Schnee AF—=2GO, daher u PG — GO =AF 


Fig. 538. 
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und HN = AE. Beſchreibt man nun über DH —= AB einen Halbfreis 
DKH, und zieht man die Ordinate NP, fo bat man KH = PG, m 
daher aud 
PEK=GH=AH—-A@G=AH— FO = Bg AFB — Bog. AF 
— Bog. BF == Bog. DK, 

und endlich die Ordinate NP — Kreisorbinate NK plus entfprechender Bogen 
DK; es ift alfo NP vie Orbinate einer Cycloide DPA, weldhe dem Erzeu⸗ 
gungsfreife DKH enifpridt. 

Ueber die Anwendung des Cycloidenpendels bei Uhren f. „Sahrbücher bes 
polytechn. Inftitutes in Wien“, Bd. 20, Art. I. Auch Prechtl's technologifche 
Encyflopädie, Bd. 19. 


Die Curve der kürzesten Fallzeit. Es Täßt fich mittel des ($. 324 
höheren Calculs nachweifen, daß bie Cycloide außer dieſer Eigenfchaft des 
JIſochronismus oder Tautochronismus auch noch die des Brachyſto⸗ 
chronismus beſitzt, daß ſie nämlich diejenige Linie zwiſchen zwei gegebenen 
Punkten iſt, in welcher ein Körper in der kürzeſten Zeit von dem einen 
Punkte nad) dem anderen herabfällt. 

Der Beweis hierzu Täßt fih, nach) Jacob Bernoulli, auf folgende 
Weiſe führen. 

Es ſei die relative Lage zweier Punkte A und B, Fig. 539, durd) den 
verticalen Abſtand AC — a und den horizontalen Abftand BC — b und 

Fig. 539. die einer horizontalen Tinte DE durch 
den verticalen Abſtand AD—h ge 
geben; man fucht den Punkt X, in wels 
chem ein von A nach B fallender Kör- 
per die Linie DE durchſchneiden muß, 
um in der fürzeften Zeit von A nad) B 
zu gelangen. Kommt der Körper in A 

EI —— —⸗ D mit der Gefchwindigfeit v an, fo ift die 

— — Geſchwindigkeit in X: 
v—_Vr+2 gh; 
fegen wir nun voraus, daß die Punkte A, K und B kinander unendlid 
nahe liegen, oder daß a, 5 und A fehr Hein find gegen v, fo können wir auch 
annehmen, daß AK gleichförmig mit der Gefchwindigfeit v, und KB gleidj 
förmig mit der Gefchwindigfeit v, durchlaufen werde, dag alfo die Zeit zum 
Durchfallen des Wege AK B, 





v v 
Bezeichnen wir D durch e, fo haben wir: 
AK=VM# tem KB—=V(ae — M+ (— n), 
und baber: 


Welebach's Lehrbuch der Mebanil. 1. 40 
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VrR+ 2 Va — ht + — 2) 
It u 

Diefe Zeit wird num ein Minimum, wenn wir ihr erftes Differential: 
verhältnig, d. i. | 


t — 


ot £ _ b—e 
0% Pte nVao-M+o—N 
feßen. 
Nun ift aber 
& 


YmnIa” = = 008. AKD = c08s.9 
und 
b— 2 __BL 
Va—-m+(0—-2? BK 
wofern wir die Neigungswinkel der Wege AK und KB gegen den Horizont 
mit @ und @, bezeichnen; baher erhalten wir als Bedingungsgleichung 
008.9 __ 608. Pı 
FE 
Segen wir die den Geſchwindigkeiten v und v, entfprechenden Fallhöhen 
MA= y un NE= == Yı, alſo 
= V2gy mn = Vagn, 
fo geht unfere —— in folgende 


— cos. KB L — cOs. P}, 





cos. p cos. Pi 
Vy Vy 


über, und wenden wir nun unferen Fall auf das Fallen in einer krummlini⸗ 
gen Bahn SAKB an, fo folgt hiernach, daß fitr jede Stelle in biefer Curve 
1 
der Quotient II eine con ante Zahl, etwa = —— tft. 
Y; ante Zah 7 
Diefe Eigenschaft entjpricht aber einer Eycloidte S@M, Fig. 540, denn 
es ift für ein Wegelement G@ K diefer Curve: 








Fig. 540. 
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08 _GL_FH _VMH.EH_\/EH _\/y 
7T@eR FM Vunzm EM Vor 
und daher: 
cs. 1 
Vy Var’ 


wobei r den Halbmeſſe CM — CE des Erzeugungskreiſes EFM be 
zeichnet. 

Es ift alfo ein Cycloidenbogen SG derjenige, in weldem ein 
Körper in ber lürgeften Zeit von einem Punkte S nad einem 
anderen G herabfältt. 


Das materielle Pendel. Um die Schwingungszeit eines zufammen« $. 32 


geſetzten Pendels oder irgend eines um eine horizontale Are C ſchwin⸗ 
genden Körpers AB, Fig. 541, zu finden, fuchen wir zunächſt den Mittel⸗ 
Fig. 541. punkt des Schmwunges oder Schwingungspunftt 
(franz. centre d’oscillation; engl. center of oscillation), 
d.i. denjenigen Punkt K des Körpers auf, welcher, wenn 
er fitr ſich allein um C fchwingt oder ein mathematifches 
Pendel ausmacht, dieſelbe Schwingungsdauer hat wie der 
ganze Körper. Man fieht leicht ein, daß es diefer Er- 
klärung zufolge mehrere Schwingungspuntte in einem 
Körper giebt; gewöhnlich meint man aber nur beujenigen 
von ihnen, welcher mit dem Schwerpunkte in einem und 
demſelben PBerpendikel zur Umdrehungsare liegt. 
Aus dem veränderlichen Ausſchlagswinkel KCF—= 9 folgt die Be 
ſchleunigung des ifolirten Punktes K: 
—=gsın.p, 
weil man fich vorftellen kann, daß berjelbe von einer fchiefen Ebene mit der 
Neigung KHR= KCF— 9 herabgleitet. Iſt aber MR? das Träg⸗ 
heitsmoment bes ganzen Körpers oder der Körperverbindung AB, Ms 
deſſen ftatifches Moment, d. i. da8 Product aus der Maffe und aus dem Ab- 
ftande CS — s ihres Schwerpunftes S von der Umdrehungsare C, und r 
die Entfernung CK des Schwingungspunftes K von der Umdrehungsare 
oder die Länge des einfachen Pendels, welches mit den materiellen Pendel 
AB iſochron ſchwingt, jo hat man die auf K rebucirte Maffe: 
_ Mi . 
= 
und die dahin reducirte Umdrehungsfraft : 
— x g sin. ; 


r ' 2 
folglich die Beichleunigung : 





40* 
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Kraft — —* ei Mr __Msr sin. 
— Maffe gm. P:. — mr 7 9 
Damit dieſes Pendel mit dem matfemnligen einerlei Schwingung&dauer 
babe, ift nöthig, daß beide an jeder Stelle ihrer Bewegung einerlei Beſchleu⸗ 
nigung befigen, daß alfo 
* 9 sin. p — 9 sin. ꝙ 
ſei. Dieſe Gleichung giebt nun 
Mk? __ Xrägbeitsmoment 
Ms — Rratifches Moment 
Man findet alfo die Entfernung des Schwingungspunttes vom 
Drehungspunkte, oder die Tänge des einfachen Pendels, weldes 
mit dem zufammengefegten gleihe Schwingungsdauer hat, wenn 
man das Trägheitömoment des zufammengefegten Pendels burd 
fein ftatifhes oder Gewichtsmoment bividirt. 


Segt man diefen Werth von r in die Formel Vin erhält man 


für die Schwingungsdauer eine® zufammengef egten Pendels die Formel: 
Mk? k? 


Mys ” 75 


Umgefehrt läßt ſich aus der —*— eines aufg ehängten Kör- 
pers ſein Trägheitsmoment finden, indem man ſetzt: 


um = (£) M der %? = (£) 8 
—6* 98 0 *67 


Anmerkung 1. Um das Trägheitsmoment MA? eines Körpers aus ber 
Schwingungsbauer befielben beflimmen zu können, ift nöthig, daß man das ſtatiſche 
Moment Mgs = Gs befielben kenne. Das leptere findet man dadurch, daß man 
ven Körper AC, Fig. 542, dur ein Seil ABD aus feiner Gleichgewichtélage 
bringt, welches über eine Leitrolle gelegt und durch Gewichte P gefpamt wirt. 
Das Perpendifel CN von ver Drehungsare CO gegen vie Richtung des Seiles 
AB ift der Hebelarm a des Gewichtes P, und Pa ift gleich dem Momente 
@.ÜH ves im Schwerpunfte S nieberziehenden Gewichtes G. Bezeichnet « ken 
Winkel VCS—= CSH, um welden ber Körper durch die Kraft P gehoben 
wird, fo hat man nod: e 

CH=(CSsina=s sin.a, 
folglich: 
Gs sin.a = Pa, 


und das gefuchte flatifehe Moment: 


G8= Pa . 
sin. & 





Tr =Z — 








tr 


oder genauer: 
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Anmerkung 2. Gin fehr einfaches und brauchbares Pendel ADF, ig. 548, 
befteht in einer Bleikugel A von ungefähr 1 Zoll Durchmefler, und in einem 


Big. 548. 
Sig. 542. 





<d. un nn nn nen nn — on 
u“ 
P 





jeidenen Faden, beflen oberes Ende C von einer Zwinge D mit einer Preßfchraube 
feftgehalten wird. Diefe Zwinge wird durch einen Arm EF' geftedt und mit 
demjelben durch eine Schraube G feft verbunden, nachdem man ihn mittels feines 
fhraubenförmig zugefchnittenen Endes F’ in einen Thürflod oder einen anderen 
feften Punkt eingebohrt hat. Bei einer Länge CA —= 0,2485, alfo nahe Y, Me- 
ter, fchlägt diefes Pendel halbe Secunden, und zwar faft eine Stunde lang, wiewohl 
in immer Heineren und Heineren Bögen. 

Beifpiele. 1) Zür eine gleihförmig dichte prismatifche Stange AB, Fig. 
544, deren Drebpunft C um CA = 1, und CB = ], von den Enden A und 
B abfteht, Hat man, wenn F' ven Querfchnitt diefer Stange bezeichnet, das Träg- 
heitsmoment nach 6. 286: 

Mr=Y4FA+1%), 
und das ftatifhe Moment: 
M=1,F(- 19; 
es ift daher die Länge des mathematifhen Pendels, welches mit diefer Stange 
iſochron ſchwingt: 
Big. 544. _ Mk Dt _ M+ 3a 
B Sy th 64°’ 
wenn 2 die Summe I, + Is, und d die Differenz Z, —- La bezeichnet. 
Soll diefe Stange halbe Secunden fchlagen, fo hat man: 


r=y = 4-38 = 95 Zoll, 





q? 
beträgt aber die ganze Ränge J der Stange 12 Zoll, fo it zu jegen 
3 
= u Be oder dd — 194 — — 4, 
es folgt daher: — 
19 — V169 
a d⸗ 755 


und hieraus: 
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ı * 4 — 1%, — 7% Zoll, fowie , = ! > d = Y% = 4Y, Zoll. 

2) Für ein Pendel mit Eugelförmiger Linſe AB, Fig. 545, ift, wenn G var 
Gewicht und J vie Lünge CA der Stange ober des Fadens, dagegen K bad Ge 
Fig. 545. wicht der Kugel und r, ihren Halbmefir MA = MB bezeichnet: 

. „_ MER +KÜHM HH 
| u %YGl+KldH+n) 

Wiegt nun der Draht 0,05 Pfund und die Kugel 1,5 Pfund, if fer 
ner die Länge bes Drahtes 1 Fuß, und der Halbmefler der Kugel 1,15 
Zoll, fo hat man die Entfernung des Schwingungspunftes vieles Pen- 
bels von der Drehungsare: 








ı, = 





a | — — | — — — - 


u 72-0,05.12+1,5.1815 - 08 + 19,78 


262,577 _ 
> = 20,025 = 13,112 Zoll. 
260,177 


Ohne Rückſicht auf den Draht wäre r — 0735 7 13,190 Zoll; und bie träge 


Mafle der Kugel, in ihrem Centro angenommen, wäre r — 13,15 Zoll Die 
Schwingungszeit viefer Kugel ift: 


== 0 13,112 


12 


‚328 Beciprocität des Aufhängepunktes und des Schwingungs- 
punktes. Der Aufhängepunft und dee Schwingungspunft eine 
materiellen Pendels find wechfelfeitig (franz. r6ciproque; engl. reciprocal), 
d. b. e8 kann der eine mit dem anderen vertaufcht, alfo das Pendel im 
Schwingungspunkte aufgehangen werden, ohne daß die Schwingunggszeit 
eine andere wird. Der Beweis biefes Satzes führt fid) mit Hülfe de 
8. 284 auf folgende Weife. Iſt W das Trägheitsmoment bes zuſammen⸗ 
gefegten Pendeld AB, Fig. 546, in Hinſicht auf eine Umdrehung um den 

Schwerpunkt S, fo hat man daſſelbe für eine Umdrehung 

um die Are C, weldhe um CS — 3 vom Schwerpunfte 

S abfteht, 


— 0,562 Y1,0926 ... — 0,5874 Secunben. 


Fig. 546. 


Ww=W+ Ms, 
und daher den Abftand des Schwingungspunftes K von 
der Drebungsare C: 





Bezeichnet man nun den Abſtand XS —=r — sie 
Schwingungspunftes K vom Schwerpunkte durch s,, fo 
erhält man bie einfache Gleichung ss, — - ‚ in welcher s und s, auf gleiche 


Weiſe vorfommen, und daher auch mit einander vertaufcht werden Förmen. Diefe 
Formel gilt alfo nicht allein für den Fall, wenn s den Abftand des Drehunge- 
punktes, uud s, ben des Schwingungspunftes von dem Schwerpunkte bezeichnet, 
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fondern auch umgefehrt, wenn s den Abftand des Schwingungspunktes, 
und s, den des Drehungspunftes vom Echwerpunfte ausdrückt; es wird 
alfo C zum Schwingungspuntte, wenn X als Aufhängepunft dient. Wlan benugt 
Fig. 547. diefe Eigenfchaft bei dem fogenannten, zuerſt von Bohnenberger 
vorgefchlagenen und fpäter von Kater angewendeten Rever- 
fionspendel AB, Fig. 547, welches mit zwei fchneidigen Aren 
C und K ausgerüftet ift, die jo gegen einander geftellt find, daß 
die Schwingungszeiten dieſelben bleiben, da8 Pendel mag um bie 
eine oder um bie andere Are fchwingen. Um nicht die Aren ge- 
gen einander verjtellen zu mitffen, werden noch zwei Laufgerwichte 
P und Q angebradt, wovon das Fleinere durch eine feine Schraube 
geftellt werden Tann. Hat man durch Verfchieben oder Einftellen 
diefer Laufgewichte es dahin gebracht, da die Schwingungsdauer 
biefelbe tft, da8 Pendel mag in C oder in K aufhängen, fo be- 
fommt man in der Entfernung CK beider Schneiden von einander 
die Länge r des einfachen Pendels, welches mit dem Reverſions⸗ 
pendel gleichzeitig ſchwingt, und es ergiebt ſich nun die Schwingungs⸗ 
dauer durch die Formel 
r 





t=ıxn 


Wälsendes Pendel. Mit dem Schwingen eines Pendels läßt ſich auch 5. 32: 
das Schaufeln oder Wiegen eines Körpers mit walzenförmigem Fuße 
vergleichen. Diefes Wiegen ift zwar, wie jebe andere wälzende Bewegung, 
aus einer progrefjiven und einer Drehbewegung zufammtengefegt, allein es 
läßt fi) aud) annehmen, daß e8 aus einer einfachen Drehung mit veränder- 
licher Drehare beſtehe. Diefe Drehare ift aber der Stützpunkt P, wontit der 
ichautelnde Körper ABC, Big. 548, auf der horizontalen Baſis HR 

aufruhet. Iſt der Halbmeſſer UD= CP 

Sig. 548. der walzenförmigen Baſis ADB, = r, und 
der Abftand CS des Schwerpunftes S des 
ganzen Körpers vom Meittelpunfte C dieſer 
Bafis, — s, fo hat man für die dem Dre 
hungswinfel SCP— 9 entiprechende Ent 
fernung SP — y be8 Schwerpunkte vom 
Drehungspunfte: 
H P R ya r2 + 52 — 218 cos. ꝙ 


. 9@\? 
—=(r —s)? +Ars (sin.$) ; 
bezeichnen wir daher noch das Trägheitsmoment des ganzen Körpers in Hin⸗ 


ſicht auf den Schwerpunkt 8 durch Mk?, fo erhalten wir das Trägheits- 
moment in Hinficht auf den Stlügpunft P: 
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Ww=M(R +) =M —3 4 ( — 9— ars (sn.?))], 
wofitr bei feinen Schwingungswinfeln, = M [k? + (r — s)? + rsg?] 
oder gar nur M [k+ + (r — s)?] geſetzt werden kann. Da nun das 
Kraftmoment — G.SN — Mg. & S sin. —= Mgssin. p iſt, fo folgt 
die Winkelacceleration fir die Dredung um P: 

Kraftmoment Mgssin.p 98 sin. ꝙ 


x — —— 


Tragheitsmoment  M [k? — Du E+r— 9 
Beim einfachen Pendel ift diefelbe — - MR, wenn r defien Länge bezeid- 
1 
net; follen daher beide iſochron Schwingen, jo muß fein: 
gssin.p gsin. ꝙ bi — * 4 . 
—6—1n 8 
Die Schwingungszeit der Wiege iſt hiernach: 


Fig. 549. (== Va -.\ R+r— gt 
9 98 








Dieſe Theorie läßt ſich auch auf ein Pendel AB, Fig. 549, 
mit abgerumdeter Umdrehungsare CM anwenden, wenn man ftatt 
r ben Krlimmungshalbmefjer CM diejer Are einführt. Wäre ftett 
der runden Are eine fchneidige Are D angebracht, fo würde bie 
Schwingungszeit 


— Vr+D®_ Vr+ (s — x)! 
J 9. D8 — * 9 6 — x) 


betragen, wofern die Entfernung CD der Schneide D vom Mittel 
punkte C der runden Are durch x bezeichnet wird. Beide Pendel 
haben nun gleiche Schtwingungszeiten, wenn 














2 — r)? 2 — 9)2 

ee tr _,, 
s — * s— x 8 
K k? 
iſt. Schreiben wir — 77 _ +: —- annähernd, und vernadhläffigen 
wir r?, fo erhalten — 
278? 
5? —_ Kk? 


Anmerkung. Bon dem eonifhen Pendel ift unter dem Artifel „Regulater” 
im dritten Theile die Rede. 

Im Supplementbande wird von den fhwingenden Bewegungen ausführlih ge: 
hanbelt. 
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Viertes Capitel, 





Die Lehre vom Stoße. 


Stoss überhaupt. Vermöge ber Undurchdringlichfeit der Materie fün- $. 330 
nen zwei Körper gleichzeitig nicht einen und denfelben Raum einnehmen. 
Kommen aber zwei bewegte Körper fo mit einander in Berührung, daß einer 
n den Raum des anderen einzubringen fucht, fo findet eine Wechſelwirkung 
zwifchen beiden ftatt, welche eine Veränderung in den Bewegungszuſtänden 
diefer Körper zur Folge hat. Diefe Wechielwirkung ift es, welche nıan Stoß 
(franz. choc; engl. impact, collision) nennt. 

Die BVerhältniffe des Stoßes hängen zunädjft von dem Gefege der 
Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung ($. 65) ab; während 
des Stoßes drüdt der eine Körper genau ebenfo ftark auf den anderen, wie 
diefer in entgegengefeßter Richtung auf jenen. Die gerabe Linie, welche 
winfelrecht auf den Flächen fteht, in welchen fid) beide Körper berühren, und 
welche durch den Berührungspunkt felbft geht, ift die Richtung der Stoßkraft. 
Befinden ſich die Schwerpunkte beider Körper in diefer Linie, fo heißt der 
Stoß ein centrifcher oder Centralſtoß, außerdem aber ein ercentrifcher 
Stoß. Die Körper A und B in Fig. 550 geben einen centrifchen Stoß, 

Fig. 550. Fig. 551. 





weil ihre Schwerpunfte S, und S, in der Normale N N zur Berihrungs- 
ebene DE liegen; von den Körpern A und B in Fig. 551 ftößt A centrifch 
und B excentriſch, weil S, in und S, außerhalb der Normal» oder Stoß- 
Linie NN befindlich ift. 

In Hinficht auf die Bewegungsrichtung unterfcheidet man den geraden 
Stoß (franz. choc direct; engl. direct impact) und ben fhiefen Stoß 
(franz. choc oblique; engl. oblique impact) von einander. Beim geraden 
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Stoße fällt die Bewegungsrichtung in die Stoßlinie, beim fchiefen Stoße findet 

aber eine Abweichung zwifchen beiden Richtungen ftatt. Bewegen ſich z. 2. 

die Körper A und B, Fig. 552, in Richtungen S, C, und S, C,, welche 
von der Normalen oder Stoßlinie 
NN abweichen, fo findet ein ſchiefer 
Stoß ftatt, während derjelbe ein ge 
raber wäre, wenn dieſe Bewegung 
richtungen mit NN zufanmenfielen. 

N Außerdem unterfcheidet man noch 
den Stoß freier Körper und den 
Stoß ganz oder theilweiie 
unterftügter Körper von ein 
ander. 


Fig. 552. 





C C. 





Die Zeit während der Mittheilung oder Veränderung der Bewegung 
durch den Anſtoß iſt zwar ſehr klein, aber keineswegs unendlich Hein; ſie 
hängt, ſowie die Stoßkraft ſelbſt, von Maſſe, Geſchwindigkeit und Elaſticität 
der zum Stoße gelangenden Körper ab. Man kann dieſe Zeit aus zwei 
Perioden beſtehend annehmen. In der erſten Periode drücken die Körper ein⸗ 
ander zuſammen und in der zweiten dehnen ſich dieſelben ganz oder zum 
Theil wieder aus. Durch das Zuſammendrücken wird die Elaſticität im 
Wirkſamkeit gefegt, welche fi mit der Trägheit ins Gleichgewicht fegt und 
eben dadurch den Bewegungszuftand der zufammenftoßenden Körper verändert. 
Wird bei dem Zuſammendrücken die Elafticitätsgrenge nicht überſchritten, To 
geht der Körper am Ende des Stoßes in feine vorige Geftalt vollfonımen 
zurlick, und dann nennen wir den Körper einen vollkommen elaftijchen; 
ninımt aber der Körper am Ende des Stoßes jeine vorige Form nicht voll- 
ftändig wieder an, fo nennen wir den Körper unvollfonmen elaftifdh, 
und behält enblid) der Körper die durch da8 Marimum des Zuſammen⸗ 
druckens erhaltene Form, befigt er alfo gar fein BVeftreben zum Ausdehnen, 
fo nennen wir den Körper einen unelaftifchen. Jedenfalls ift aber dieſe 
Eintheilung nur in Beziehung auf eine gewiſſe Stärke des Stoßes als rich⸗ 
tig anzunehmen; denn es iſt möglich, daß ein und derſelbe Körper bei einem 
ſchwachen Stoße ſich noch elaſtiſch und "bei einem ſtarken Stoße unelaſtiſch 
zeigt. Streng genommen giebt es aber weder einen volllommen elaſtiſchen, 
noch einen volltommen unelaftiidhen Körper; doch nennen wir in der Folge 


ſolche Körper elaftifche, welche ihre Geftalt nad) dem Stoße ziemlich wieder 


berftellen, und diejenigen unelaftifche, welche durch den Stoß bedeutende blei- 
bende Formveränderungen erleiden (vergl. $. 201). 

In der praftifchen Mechanik werden die zum Stoße gelangenden Körper, 
wie 3. B. Holz, Eifen u. f. w., ſehr oft als unelaftifche angejehen, weil die- 





Ye 332.) Die Lehre vom Stoße. 635 


felben entweder an und fir fich eine Heine Elafticität befigen, oder durch 
Wiederholung der Stöße ihre Elafticität größtentheils verlieren. Uebrigens 
ift e8 eine wichtige Kegel, Stöße bei Mafchinen und Bauwerken fo viel wie 
möglich zu vermeiden ober zu mäßigen oder in elaftifche zu verwandeln, 
weil durch diefelben Erſchütterungen und große Abnutungen herbeigeführt 
werden und weil biejelben einen Theil der Leiftung der Mafchinen con 
fumiren. 


Centralstoss. Entwideln wir zunächft die Gefege des geraden Central- $. 332 
ſtoßes frei beweglicher Körper. Denken wir uns die Stoßzeit aus lauter glei- 
chen Theilen r beftehend umd nehmen wir an, daß die Stoßfraft während des 
erften Zeittheilchens — P,, während des zweiten Pz, während bes dritten P, 
fei u. ſ. w. Iſt nun die Maſſe des einen Körpers A, Fig. 5535, — M,, 
jo hat man die entfprechenden Acce⸗ 


Fig. 553. lerationen: 
P 
— 1 — 2 
m’? m’ 
Pa 
pP; = Mm u. ſ. w 


Nach 8. 19 iſt aber die einer Ac⸗ 
celeration p und einem Zeittheilchen 
T entiprechende Geſchwindigkeitsver⸗ 
änderung: 

x — p?T; 
es find daher für den vorliegenden Fall die elementaren Geſchwindigkeitszu⸗ 
oder =abnahmen: 





% = IT u, |. w. 
und es iſt die in einer gewiſſen lie Zeit erfolgte Geſchwindigkeitszu⸗ 
oder ⸗abnahme der Maſſe M,: 

"tmtmrt =(P +R+P+- MN 


ſowie die entſprechende Geſchwindigkeitsveranderung der Maſſe B von der 
Größe M;: 
=(P + R+P+: DE 
Bei dem folgenden oder ftoßenden Körper A wirkt die Stoßfraft der Ge 
ſchwindigleit c, entgegen, e8 findet folglich hier eine Geſchwindigkeitsabnahme 
ftatt, und es ift die nad) einer gewiſſen Zeit noch übrig bleibende Geſchwin⸗ 
digkeit dieſes Körpers: 
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n=a-(B+B+)gi 


bei bem vorangehenden ober geftoßenen Körper B Hingegen wirft bie Sitof- 
fraft in der Bewegungsrichtung , es erhält daher die Geſchwindigkeit c, einen 
Zuwachs und e8 geht diejelbe in 

T 


»=ar@ArRAro)Z 


über. 

Eliminiren wir aus beiden Gleichungen (PL + Ps + - - ) r, fo bleibt 
und die allgemeine Yormel: 

I. MM, (cı — vi) = M; (v3 — c.) oder 
Mu — M vJ; M ci M. c,.. 

Man bezeichnet wohl das Product aus Maſſe und Geſchwindigkeit eines 
Körpers durch den Namen Bewegungsmoment (franz. quantitö de 
mouvement; engl. momentum of body) und kann hiernach behaupten: 
in jedem Augenblid der Stoßzeit ift bie Summe der Bewe— 
gungsmomente (M, v, 4 Mavs) beider Körper eben fo groß wie 
vor dem Stoße. 

Im Augenblide des größten Zufammendridens haben beide Körper einer- 
lei Gefchwindigfeit v, fegen wir daher diefen Werth ftatt v, und x, im bie 
gefundene Gleichung, fo bleibt 

Mv+ Me=Ma+ Mo 
und es ergiebt fich die Geſchwindigkeit beider Körper im Augenblicke ber 
ftärkften Zufammendrüdung: 
vo Ma+Mo, 
M, + M; 

Sind die Körper A und B unelaftifch, befigen fie alfo nad dem Zu— 
fammendräden fein Beftreben zum Sichwieberausdehnen, fo hört alle Mit 
thetlung oder Veränderung der Bewegung auf, wenn beide Körper bis aufs 
Marimum zufammengedrüdt find, und es gehen daher auch beide nach dem 
Stoße mit der gemeinfchaftlichen Geſchwindigkeit 
— Mi ci + Mc 


v — 
M + M 





fort. 


Beifpiele. 1) Bewegt fi ein unelaftifher Körper B von 30 Pfund Gewicht 
mit 3 Fuß Geſchwindigkeit, und trifft ihn ein anderer unelaftifcher Körper A ven 
50 Pfund mit 7 Buß Gefchwindigfeit, fo gehen beide nach dem Zufammentreffen 
mit der Geſchwindigkeit 

=. =. =5 =: = 
fort. 
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2) Um einen Körper von 120 Pfund Gewicht aus einer Gefchwinbigfeit 
c — 11, Ruß in eine Gefhwindigfeit v von 2 Fuß zu verfeßen, läßt man ihn 
von einem 50 Pfund ſchweren Körper floßen; welche Geſchwindigkeit muß dieſer 
haben? Hier ift 


=, + PA - „4 EM _ 2+2 = 32 Bu. 


Elastischer Stoss. Sind die zum Stoße gelangenben Körper voll= 8. 333 


tommen elaftifch, fo dehnen fie ſich, nachdem fie ſich in der erften Periode 
zufammengebrüdt haben, in der zweiten Periode der Stoßzeit allmälig wieder 
aus; umd wenn fie am Ende die erfte Geftalt wieder angenommen haben, 
fo fegen fie ihre Bewegungen mit verjchiedenen Geſchwindigkeiten fort. Da 
aber die mechanische Arbeit, welche aufzuwenden ift, um einen elaftifchen 
Körper zufammenzudrüden, gleich ift der Arbeit, welche berfelbe bei feiner 
Ausdehnung wieber ausgiebt, fo findet beim Stoße zwifchen elaftifchen Kör- 
pern ein Berluft an lebendiger Kraft nicht ftatt, und e8 gilt daher auch für 
denfelben noch folgende zweite Gleichung: 
U. Mv? + Mıv? = Me? + Mc}, oder 
M (? — v)=M (v? — c)). 

Aus den Gleichungen I. und II. laſſen fi nun die Geſchwindigkeiten 

vi und vs ber Körper nad) dem Stoße finden. Zuerft folgt durch Divijion 


2 __ 42 222 
c U) __ do Cg 
— 4 
c; — vi U — (2 


d. i.: 
at = u tar - u ma — 0; 
fegt man nım den fid) hieraus ergebenden Werth 
y=atru— a 
in die Gleichung I., jo folgt: 
M,vı + Mıvı + M; (a — @) = Mıcı + M, c,, oder 
(M, + M.)vı = (Mı + Mı) cı — 24: (a — 6), 
wodurch fich nun herausftellt: 
— 2 M; (cı — 6%) 
"ru 
— 2M. (ci — cꝛ) 2 M, (cı — c,.) 
LEE 7 Er 
Während bei unelaftifchen Körpern der Berluft an Geſchwindigkeit 
des einen Körpers 


und 


ame _ Hıa + Ma __M (a — 0) 
' ' M + M M + MM 


ift, fällt hiernach bei elaftifchen Körpern derjelbe doppelt jo groß, nämlich 
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2 M. (ci — c.) 
M+M ' 


ans, und während bei den unelaftifchen Körpern der Geſchwindigkeits⸗ 
gewinn bes anderen Körpers 


My cı + Mo, _ Mı (cı — &) 


Tr +M -Mm+M 
beträgt, ftellt fich bei elaftifchen Körpern berjelbe, 
og Mao) 
Mı + M 


ebenfalls doppelt fo groß heraus. 


Beifpiel. Zwei volllommen elaftifhe Kugeln, die eine von 10 Pfund, hie 
andere von 16 Pfund Gewicht, flogen mit den Gefchwinpigfeiten 12 Fuß und 
6 Fuß gegen einander, welches find ihre Gefchwindigfeiten nad dem Stoße? (3 
if hier M, = 10 und c, = 12 Ruß, fowie M, = 16 und , = — 6 Fuß zu 
feßen, daher ergiebt fi der Gefchwindigfeitsverluft des erften Körpers: 


2.161246) _ 2.16.18 _ 99 154 gug, 





am Tor u * 
und der Geſchwindigkeitsgewinn des anderen: 
‘ „a — c; — 2 I 18 — 13,846 $uß; 


es prallt hiernach der erite Körper nad dem Stoße mit v, = 12 — 23214 
— — 10,154 $uß, und der andere Körper mit — 6 + 13,846 — 7,846 Fuf 
Geſchwindigkeit zurüd. Webrigens ift das Maß der lebendigen Kraft beider Körper 
nad dem Stoße 
— M,v* + M,v8 = 10. 10,154? + 16..7,846°2 — 1081 + 985 — 2016 
ebenfo groß wie vor dem Stoße, nämlid: 

M,c*-+ M,c! = 10.122 + 16.6? = 140 + 576 — 2016. 


Mären diefe Körper unelaftifh, fo würbe der erſte nur az —'11,077 Auf 


an Geſchwindigkeit verlieren und der andere Ua — €9 





— 6,923 Fuß gewinnen; «€ 


würde alfo der erite Körper nach dem Stoße noch die Geſchwindigkeit 12 — 11,077 
— 0,923 $uß behalten, und der zweite bie Gefhwindigfeit — 64 6,923 — 0,923 
annehmen, übrigens aber ver Arbeitsverluft 

[2016 — (10 + 16) 0,9232]: 29 = (2016 — 22,2) . 0,016 — 31,9 gußpfunt 
entiteben. 


$. 334 Besondere Fälle. Die in den vorftehenden Paragraphen entwidelten 
Formeln für die Endgefchwindigfeiten des Stoßes gelten natürlich auch dam 
noch, wenn der eine Körper in Ruhe ift, oder wenn ſich beibe Körper einan⸗ 
der entgegen bewegen, oder wenn eine Mafle unendlich groß ift in Hinſicht 
auf die andere u. |. w. Iſt die Maſſe M, in Ruhe, fo hat man c. — 0, 
daher für unelaftifche Körper: 
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My, ci 
—=M + ıM;' 
und für elaftifche: 
vo ==c _2Mıa, MM C.. und 
IT Mt, M+M 
„= 0 4 2M ac _2M 


M+M + M ıM M + M; m," 
Laufen die Körper einander entgegen, ift alfo c, negativ, fo folgt fitr 
unelaftiiche Körper: 
v „ Hıcı - Mo 
— M+M ' 
und für elaftifche: 
2M; (cı + ©) 2Mı (a +) 
M + M; M + M 
Sind in diefem Yalle die Bewegungsmomente einander gleich, ift alfo 
M,cı — M; 6, fo ift beim unelaftifchen Stoße, v —= 0, d. h. bie Körper 
verjegen einander in Ruhe; bei elaftifchen Körpern ift aber 
2(Macı + Mı cı) — 


tı — CC — wg — — c; + 


vd, — C1z — M, + M, = a — 2a = — ci, und 
2(M: M,c 
nr ter +23 =t0 


dann fehren alfo die Körper nad) dem Stoße mit entgegengefeten Gefchwin- 
digfeiten zurück. Sind hingegen die Maffen einander gleich, jo hat man für 
unelaftifche Körper: 


— 1a 
‚ v— 21 
dagegen für elaftifche: 
vi — — (, und m —=c, 


d. h. dann gehen die Maſſen mit verwechſelten Geſchwindigkeiten zurück. 
Laufen die Maſſen wieder in gleicher Richtung, und iſt die vorausgehende 
Maſſe M, unendlich groß, fo hat man fur unelaſtiſche Körper: 
M; ca 


2 


U — 


und für elaftifche: 

vi — ci — 2 (ci -—o)=29 -— u = +0 =0; 
es wird alfo die Gefchwindigkeit der unendlich, großen Maſſe durch den An⸗ 
ftoß ber endlichen Maſſe nicht abgeändert. Iſt nun noch die unendlid) große 
Maſſe in Ruhe, alfo cz — 0, jo hat man für unelaftifche Körper: 


v 
und für elaſtiſche: 
= — (1, =$d; 


dann bleibt alfo auch die unendlich große Maſſe in Ruhe, es verliert aber 





= 09, 


— 0, 
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im erften Yalle der anſtoßende Körper feine Geſchwindigkeit vollftändig, und 
es wird diefelbe im zweiten Yalle in die entgegengefettte verwanbelt. 


Beifpiele. 1) Mit welcher Gefchwinvigfeit ift ein Körper von 8 Pfund an 
einen ruhenden Körper von 25 Pfund anzuftoßen, damit der leßtere eine Geſchwin⸗ 
digfeit von 2 Fuß annimmt? Wären die Körper unelaftifch, fo hätte man zu 


feßen: 
— M, cı 
—- M+%' 
d. i.: 
— 8.0 
2*35 
daher: 
=, = 5 Buß 
bie gefuchte Gejchwindigfeit; wären fie aber elaftifch, fo hätte man: 
_ 2Me_ 
»=m+M’ 
daher: 


qÜ= 88. = 41% Fuß. 
2) Trifft eine Kugel M,, Big. 554, die ruhende Maſſe A, = nM, mit ver 
Geſchwindigkeit c,, bie zweite 
dig. 65864. Maſſe eine dritte Maſſe M, 
=nM,=n?M, mit der durd 
den Stoß erlangten Geſchwin⸗ 
digfeit, diefe wieder eine Maike 
M =rM; =n’M, uf.m., 
| a fo Hat man bei volllommener 
Glafticität diefer Maflen die Ger 
| ſchwindigkeiten: 
— 2M2 _.2M ,_2 -(2) 
Tl) 
8 
u= () ci u. |. w. 
Iſt 3. B. das Gewicht einer jeven Mafle nur halb fo groß, als das der nähk 


vorhergehenden, hat man alfo den Grponenten der von den Maſſen gebildeten 
geometrifchen Reihe: 


fo folgt: 
hc vn u = MP a. to = (Mc, = 13,32. c.- 








n = Yy 


8.335 Arbeitsverlust. Bein Bufammenftoßen unelaftifcher Maſſen findet 
ftets ein Berluft an lebendiger Kraft ftatt, weshalb die Maflen nad) 
dem Stoße nicht fo viel Arbeit zu verrichten vermögen, als vor dem Stoße 
Bor dem Stoße enthalten die mit den Geſchwindigkeiten c, und cz fortgehen: 
den Maſſen M, und M, die lebendige Kraft: 

M, c’ + M; co , 
nad) dem Stoße haben aber bie mit der Gefchwinbigfeit 
v— Mca+ 3% c, 
M + %; 
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fortgehenden Maſſen die lebendige Kraft: 
M,v?: + M,v’; 
es giebt daher die Subtraction diefer Kräfte den Berluft an lebendiger 
Kraft durch den Anftoß: | 
K=M (-()+M(d — v) 
=M (a tV)(a — ) — HM. (ce +?) — cs), aber 


M, M (ca — c 
Ma -)=Ml— .) = ram) 


M+M 
daher folgt: 
— — — EMCCTGCOCC CCCAMO. ETC 
K=(e . T) M+M; M+]M ı,ı 
M M 


Sind die Gewichte der Maſſen G, und Gs, ift alfo 
Mm |, 
jo hat man hiernad) den Berluft an mechaniſcher Arbeit oder Leiftung: 


A — 01, 
29 GH + 6 
Man nennt 62 _ das hbarmonifche Mittel aus G, und G,, und 
G, + @% 


kann hiernach behaupten: der Verluſt an Leiftung, welcher durch ben 
Stoß zweier unelaftiichen Maſſen herbeigeführt und auf bie Kormveränderung 
derjelben verwendet wird, ift gleichdem Producte aus dem harmonischen 
Mittel beider Maffen und aus der Yallhöhe, welche der Diffe- 
renz ber Gefhwindigfeiten diefer Maffen entjpricht. 

FR eine der Maflen, 3. B. M,, in Ruhe, fo hat man dieſen Arbeit 
verluft: 
4A —_ a, _hGs_ G 

29 Gı + @’ 

und ift die bewegte Mafle M, fehr groß gegen bie ruhende, fo verſchwindet 
Gz gegen G,, und es bleibt: 


=. 
29 2° 


Uebrigens läßt fich auch fegen: 
K=M(—-)+M (4 — ) 
— M, (e?—2c7+v?+2c9%— 202) + Ma(c?—2c;0+9?+ 2050 —2v,) 
— M (a—v) +2 M va —v)+ Ma —v)?+2Mgv(o —v) 
— M (a — WW + M (a — v)., 
weil M (a — v) — M, (v — 0) if. 
Hiernach iſt alfo die durch die unelaftifhen Stöße verlorene 
lebendige Kraft gleich der Summe von ben Producten aus deu 
Weisbach'e Lehrbuch der Mechauik. I. 41 
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Maffen und den Duadraten ihrer Geſchwindigkeitséverluſte oder 
Geſchwindigkeitsgewinne. 


Beiſpiele. 1) Wenn bei einer Maſchine in jeder Minute 16 Stöße zwiſchen 
ben ımelaftifchen men 
1200 


M = — Pfr. und M = Eu Pro. 


mit den Geſchwindigkeiten cz — 5 Fuß und c, — 2 Fuß erfolgen, fo iR ib 
Verluſt an Leitung in Folge diefer Stöße: 
_. 02 
Am ıy,, . EZ. 10.1200 _ ,, .9.0,016.. 00, — 0,876 . 4%, 
— 20,94 Fußpfund per Serunde. 


29 2200 

2) Wenn auf einer Eiſenbahn zwei Wagenzüge von 120000 Pfund und 160000 
Pfund Gewicht mit ven Gefchwinvigfeiten c, — 20 und cg — 15 Fuß gegen 
einander ftoßen, fo entfteht ein auf die Zerftörung ver Locomotive und Wagen 
verwendeter Arbeitsverluft, welcher bei vollftändigem Mangel an Glafticität ver 
zum Stoße gelangenden Theile 

2 
_ @0-+15)?  120000.160000 _ z., 0.016. 1'920. 000 
29 280000 28 








— 17344000 Zußrf. 





336 Härte. Kennt man die Clafticitätemobdel der zum Stoße gelangenden 
Körper, ſo kann man aud) die Kraft des Jufammendrüdens und die 
Größe deffelben finden. Es feien von den Körpern A und B, fig. 555, 

die Querfchnitte F} und F,, die 

Längen 7, und 7; und bie Elaflic- 

tätemobul Zr, und F,. Stoßen beide 

mit einer Kraft * gegen einander, 
jo find die bewirkten Zuſammen⸗ 

drückungen, nad) $. 204: 

Pı PI, 
hM=op mh, = nm; ' 
und es ift das Verhältniß derfelben: 

ı_ RE 1 


a» Rah 


be H55. 











Bezeichnen wir nun der Einfachheit wegen, ne — durch M, forvie — 4 B 


burd) 77;, fo erhalten wir: 


P P 
h= H, und Ay — H,’ 
fowie: 
h_M 
u M 


Nemen wir nach tem Veifpiefe Whewell's (f. The Mechanier of 
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engl. hardness) eines Körpers, fo at, daß die Tiefen der But ammens 
drädungen den Härten umgefchrt proportional find. 


Stößt eine Maſſe A — — mit der Geſchwindigkeit c anf eine unbes 


wegliche ober unendlid große Maſſe, jo verwendet fie ihre ganze lebendige 
Kraft anf das Anfamnendriiden, es ift daher (nad) 8. 206): 

1 po e_ Lo 

2 Tg 


Nun ift aber der Weg 0 gleid) ber Summe von den Zuſammendrlickungen 
A, und A,, und A, = 7 fowie A, = 7 es folgt daher: 








1 I +M 
os=h+h- 6 17)* HIL 
ſowie umgefehrt: 
_ IH 

T=nrm" 

und die Yeftimmnngegleidjung: 
I, II; _ C 
"nm" n* 


allo: 





_ \/m+m 6 
o=.y* —7 


woraus ſich nun P, A, und A, berechnen en 


Beifpiel. Schlägt man einen fümiebeeifernen Hammer von 4 Quadratzoll 
Bafie und 6 Zoll Höhe mit einer Geſchwindigkeit von 50 Fuß auf eine Bleiplatte 
von 2 Quadratzoll Bafls und 1 Boll Dide, fo ftellen fi folgende Berhältnifie 
berans. Der Glafticitätsmodul des Schmieveelfens ift Ir, = 29000000 und ber 
tes Bleies, Fr, — 700000, daher find vie Härten dieſer Körper: 


_F B_ 4.27000000 __ ar 
I, = * = — — * 19333333 und 
1, = Tabs — 
Setzt man biefe Merthe in Me Formel: 
4, +1, , 6 


e=e mm 7 

und führt man das Gewicht des Zammers — —= 4.6.09=7%1%., alfo: 
a4 — 7.0,32 = 0,224 

ein, fo erhält man ben Meg tes Hammers beim Sufammentrüden: 


20733333.0,224 _, V% 0,46443 F 
— de Ä — 0,0207 Zell = 0,218 Linien. 
— ——— 333 116000 V 


41° 
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Hieraus folgt die Stoßfraft: 
j 19333333 . 1400000 





= 12... — —_--—__ . 0,0207 —= 27037 Pfund; 
P=n rm ° 20733333 ‚020 Br 
ferner die Zufanımendrüdung des Hammers: 
4, = P 27.087 — 0,0014 Zoll = 0,016 Linien, 


H, 193333383 

und die der DBleiplatte: 
„_P _ 270 
2 7 m, 1400000 





— 0,0198 Zoll — 0,333 Linien. 


8. 337 Elastisch-unelastischer Stoss. Bewegen ſich zwei Maſſen M, 
und M, mit den Gefchwindigfeiten c, und c, hinter einander her, fo it m 
Augenblide der größten Zufammendrüdung bie gemeinfchaftfiche Geſchwin 
digfeit beider, nach $. 332: 

_ Ma + Mo 
 M+M ' 
und die auf die Zuſammendrückung verwendete Arbeit, nad) $. 335: 
u- a _ MM _a-oR, GG 
2 M, + M: 29 GG +6 
Nun läßt ſich dieſe Arbeit auch 


=1Po=!,P(h + A)=Yr- 





H, RB, 
H, + H, 
fegen, es ergiebt fich folglich die Summe der Zuſammendrückungen beider 
Maſſen: 


ml V GG M+H 
= ) Ga +6) HH 


woraus fich num die zufammendrädende Kraft P und die Zufanmendrüdn: 
gen ber einzelnen Maſſen, nämlich A, und A,, finden laſſen. 

Sind die Maffen unelaftifch, fo bleiben diefe Zuſammendrückungen auch 
nad) dem Stoße; ift aber nur eine von beiden Maſſen unelaftifch, fo dehnt 
ſich die andere Maffe in einer zweiten Periobe wieder aus, und es erzengl 
bie daraus ertvachfende Arbeit eine neue Geſchwindigkeitsveränderung. IM 
. B. die Maſſe M — r elaſtiſch, fo wird in diefer zweiten Periode des 
Stoßes die Arbeit: 

p: 1 HH. ) 
1 — . — — 12 2 
fa Ph fa H, SH \M + H, 6 
(ci — co)? GG . I; 
. 29 G,+@% H + H. 
frei; man hat daher in dieſem Falle für die Gefchwindigfeiten v, und &ı 
nad) dem Stoße die Formeln: . 


63 
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Mv + M;v, = Mıcı + M, c. und 


Mı, M, H, 
h 2 , — 2 92 — 0,3). — 1 
Me? + My =Mv + Mv + (a — c,) H, MH H, 


=M, ce) +M,; —(cı — 6,)?- AM + (ca — %)?- Mı MM MH B_ 





M,+M; M+M, H+B; 
d. i.: 
M, A. H 
11.2 ut — ? ‚ce — (a — a2. - —a_,__, 
mutig rE, 


Setzt man den Gelchwindigkeitsverluft c, — vı —= x, fo hat man ben 
Geſchwindigkeitsgewinn: 








m. — c. — M, % 

2 1043 — M, ’ 
und es nimmt die legte Gleichung die Form: 

‚__Mı H, 
— — — * di — — — — — 
(20c. —x) ——— )6 — 6) “MM Hım 
oder: 
M+M, , . u _, HH _ 
u TAT n 
Multiplicirt man biefelbe durch 7 * und ſetzt man 
H, RA, 


_—__ u 1 I, 
H,+B Hi + H; 
fo erhält man die quabratifche Gleichung: 


2 — 2 (a — 0) Ta ra “ 27 2) 


=6- (gu) 4 
oder: 
(ei eg) ce DB 
( (c. G) M, +M - — 6)? — re) B:7 +H, ’ 
deren Auflöfung den Bent x des erften Körpers giebt: 


a —ı = (ca 0) =, (1 + Vi a 
und den Gefchwindigleitsgewinn bes anderen Körpers: 


.-a=a- gi + Vai 5) 


Beifpiel. Wenn man annimmt, daß in dem Belfpiele des vorigen Paras 
graphen ver eiferne Hammer vollkommen elaftifch und die Dleiplatte ganz unelaftifch 
iR, fo erhält man ben Gefchwinbigfeitsverluft des mit 50 Fuß Geſchwindigkeit 
auffallenden 7 Pfund ſchweren Hammers, da c; = 0 und M, — wo zu fegen ifl: 
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1a-u ci (1 + Ve, 1) = 5 (1 + | 3) 


—vsb0 (1 4 — 5* = 68 2 
daher die Geſchwindigkeit des Hammers nach dem Stoße: 
vi — c; — 63 50 — 63 — 13 uf. 
Die Geſchwindigkeit der unterſtützten Bleiplatte bleibt natürlich Null. 





8. 333 Unvollkommen elastischer Stoss. Sind die an cinander auſtoßen⸗ 











den Körper unvolltommen elaftifch, fo dehnen fich diefelben in der 
zweiten Beriobe ber Stoßzeit nur zum Theil wieder aus, es wird alſo auch 
die beim Comprimiren in der erften Periode verbrauchte lebendige Kraft in 
der zweiten Periode nicht vollftändig wieder ausgegeben. Sind wieder Aı 
und A, bie Tiefen der Eindrlicde, und ift P die Stoßkraft, fo bat man die 
Arbeitöverlufte beim Comprimiren , PA, und 4, PA,, und wird nun 
beim Ausbehnen hiervon das ufache, oder allgemeiner, beim Ausdehnen des 
einen Körpers das ge und beim Ausbehnen des zweiten das w,fache zuräd- 
gegeben, fo bleibt der gefammte Arbeitsverluft nach dem Stoße: 
A=YPll—u)Aı+(l— mw} 


oder A, = = und A, = 5 geſetzt: 
1 
anal et]. 


Nach dem vorigen Paragraphen ift aber 
’HE,0 MA, Ih +H: 
 H+2 a, +M HI ' 
daher ergiebt ſich dann der in Frage geftellte Arbeitsverfuft: 
a az). _MM HE (ei Ze) 
2 2, +16, H, +%\ HM HA; 
— . MM: (1 _MIEb+r kin). 
2 AM +4; H+B 
Um nun die Gefchwinbigfeiten v1) und ©, nad) den Stoße zu finden, 
haben wir die Gleichungen: 
MHv + Mu = Hıc + Mc, und 
M,v? +taby=Me + N,c} 
— (1 0 AM Am) + 
M, + M; H, + Hs 
mit einander zu verbinden und aufzulöfen. Ganz auf diefelbe Weife wie 


im vorigen Paragraphen ergiebt fid) der Geſchwindigkeitsverluſt dei 
erjten Körpers: 


M, ( Ve H-+ M A) 
GG — = — — — — — — 
1 71 (cı CH) m, + Hi, 1 + H, TH f 


und 6 — (ci — c.) 
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und der Gefhwindigkeitsgewinn des vorangehenden Körpers: 


— M (1 + Ventum H + H: A) 
H"Ta=a-a)yım Hr} 


Diefe beiden — Formeln enthalten auch die Geſetze voll⸗ 
kommen elaſtiſchen und des unelaſtiſchen Stoßes. Setzt man in ihnen u, 
— A2 — 1, ſo erhält man die ſchon oben gefundenen Formeln für den 
Stoß zwiſchen vollkommen elaſtiſchen Körpern, nimmt man aber u, = 
— 0.an, fo erhält man die Formeln des unelaſtiſchen Stoßes u. ſ. w. Sind 
beide Körper von gleichem Grade der Elaſticität, iſt alfo un —= in, fo hat 
man einfacher: 





(1 + Va) 


ci — un =(a — Drang 


und 
y—3=(a—o — (1 + Vu). 


Iſt noch die Maſſe AM, in Ruhe und unendlicd) groß, fo folgt: 
c1 — U = a (1 + Vu), d. i.: 
vi — — ci Vu, ſowie umgefebrt: 


4)" 


Läßt man die Maſſe M, von einer Höhe Ak auf eine feit unterftligte 
gleichartige Maſſe M, herabfallen, und fteigt diefelbe nach dem Aufichlagen 
auf eine Höhe h, zurlid, fo kann man aus beiden Höhen den Coefflcienten 
der unvolllonmmenen Elafticität durd) die Formel 

hı 
h 
finden. Schon Newton fand auf diefe Weife für Elfenbein: 
u = (,)? = a = 0,79, 
für Glas: 

u = (#/1)? = 0,9375? — 0,879, | 
fir Kork, Stahl, Wolle: 
uw — (5/)? —= 0,555? — 0,309. 

Hierbei wird jedoch vorausgeſetzt, daß der ſtoßende oder auffallende Körper 
die Kugel- und der geftoßene Körper ober die Unterlage eine Platten. 
form Bat, 

Der General Morin ließ Gefchügkugeln von 6 bis 20 Kilogramm 
Gewicht auf verfchiedene Maſſen von Thon, Holz, Gußeiſen, melde 
an einem Federdynamometer oder einer Federwage aufgehangen 
waren, berabfallen, und fand, dag file Thon und fir Holzſtücke a nahe — 0, 
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dagegen fiir Gußeifen u nahe — 1 ift, daß alfo der Stoß mit den erfteren 
Körpern als unelaftifh, und der mit dem legteren als vollkommen elaſtiſch 
angejehen werden kann (j. A. Morin, Notions fondamentales de M& 
canique, Art. 67 — 70). 


Deifpiel. Welche Geſchwindigkeiten nehmen zwei Stahlplatten nad van 
Stoße an, wenn bdiefelben vor dem Stoße die Gefchwinvigfeiten c, — 10 unt 


6 = — 6 Buß befigen, vie eine 30 und die antere 40 Pfund wiegt? Hier if 
ß 5 16.8 — 
ci — di =10 +91 + ) = 16.4.4, = 9 1422 50, 
daher find die geſuchten Gefchwintigfeiten: 
= ci — 1422 = 10 — 14,22 = — 4,22 Fuß 
und 
% — c; - 1066 = — 6 + 10,66 = 4,66 uf. 


339 Schiefer Stoss. Weichen die Bewegungerihtungen S, C, und SC; 


zweier Körper A und B, %ig. 556, von der Normale NN zur Berlihrunge 

Fig. 556. ebene ab, fo ift deren Anftog ein die: 
fer. Wir führen die Theorie deifelben 
auf die des geraden Stoßes zurüd, wenn 
wir die Gefchwinbigkeiten Sı Cı = c 
und S; C; —= c, nad) der Normale und 
nad) einer ZTangentialrichtung zerlegen; 
die Seitengefchwindigfeiten in der Kid; 
tung ber Normale NN geben einm 
Sentralftoß und werden daher auch ge 
nau fo verändert, wie beim Centralftoß, die mit der Berührungsebene paral 
lelen Gefchrwindigfeiten hingegen verurfachen gar feinen Stoß und bleiben 
daher unverändert. Vereinigt man die nad) den Regeln des Centralftoßee 
veränderte Normalgefchwindigfeit eines jeden Körpers mit der unverändert 
gebliebenen Tangentialgeſchwindigkeit, fo erhält man die refultirenden Ger 
ſchwindigkeiten diefer Körper nad) dem Stoße. Seten wir die Winfel, melde 
die Bewegungsrichtungen mit der Normale einfchließen, &, und a,, alſo 
Ci S. N=a und SGN, fo erhalten wir für die Normal: 
geſchwindigkeiten S, EL und Sg E, die Werthe c, cos. &, und cz cos. au 
dagegen fir die Tangentialgeſchwindigkeiten S, FL und &F3, cı sin. ai 
und c, sin. &. Durch den Stoß erleiden aber die erfteren Geſchwindig—⸗ 
feiten Beränderungen, und e8 geht die erfte über in: 





% = 01008. — (Cı 608.0 — 2. C08. a) (1 +Vu) 
1 


und die zweite in: 
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7 = a +Vu), 
wofern, wie feither allemal, M, und M, die Maſſen beider Körper bezeichnen. 
Aus v, und c, sin. a, ergiebt fich die refultiende Geſchwindigkeit Sı Grı 
bes erfien Körpers: 
w —=Vv? + c} sin.c}, 
und aus v; und cz sin. w, die Gefchwindigfeit S, G, des zweiten Körpers: 
0, —=Vv} + c}sin.a,; 
auch ergeben ſich die Abweichungen der Gefchwindigkeitsrichtungen von der 
Normale durch die Formeln: 
C sin. &ı 


Vg = (3008.09 + (Cı 608.0) — (3008. &,) —— 


tang. Bı = und tang. Br = — 
1 
wenn 41 den Winkel G, Sı N fowie 4, den Winkel G, S, N bezeichnet. 


Beifpiel. Zwei Kugeln von 30 und 50 Pfo. Gewicht ſtoßen fih mit ven 
Sefchwindigfeiten c, = 20 und c, — 25 Fuß, deren Richtungen um die Winfel 
a, — 21935’ und a, = 65%20’ von der Normale der Berührungsebene abweichen, 
in welchen Richtungen und mit welden Gefchwindigfeiten gehen dieſe Maflen 
nah dem Stoße fort? Es find die unveränderlichen Seitengefchwindigfeiten: 

c, sin.a, — 20. sin. 21035’ — 7,357 Fuß und 

cz 8in. ag — 25.80. 650 20° — 22,719 Fuß, 
bagegen bie veränderlichen: 

ci 608.0, — 20.c08. 21035’ — 18,598 Fuß und 

(3 C08.&g —= 25.08. 65020’ —= 10,433 Fuß. 

Sind die Körper unelafifh, fo hat man u — 0, daher die veränderten Nors 
malgefchwindigfeiten: 

vi — 18,598 — (18,598 — 10,433) . 5%, = 18,598 — 5,103 — 13,495 Fuß und 
v; — 10,433 + 8,165.%, — 10,433 + 3,062 — 13,495 Zuß. Ä 
Die refultirenden Gefchwinbigfeiten find nun: 
wo, = V 13,495? + 7,3572 — V 236,24 — 15,37 Fuß und 
w; — V 13,495? + 22,719? — V 698,27 — 26,42 Fuß; 


für ihre Richtungen Hat man: 


7,357 
tang.fı = 13,198’ log. tang. . = 0,73653 — 1, ß, = 28936’ und 


22,719 
tang. fa, = 13,195 log. tang. Bag = 0,22622, ß, = 590 17. 


Stoss gegen eine unendlich grosse Masse, Trifft die Mafle A, 8. 340 
dig. 557 (a. f. S.), gegen eine andere unendlich große Maſſe, oder gegen ein 
unbeiwegliches Hinderniß, BB, hat man alfoc,—0 und M— O, fo folgt: 

& = Cı 008. & — 01 008. (1 + Vu) = — cı cos. a, Ver und 
M, (1 +Vu) 
[0 0] 


v =0-+ cıc08.0,- =0+0=09; 
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ft nun no a = 0, fo wird auch vı = 0, ft aber u = 1, fo folgt 
v — — c1008.0,, d. h. beim unelaftifhen Stoße geht die Nor: 
malgefhwindigleit ganz verloren, 





227 beim elaftifhen Hingegen wird fie 
6, h | R in die entgegengefegte verwandelt. 
— hu | Fir den Winkel, um welchen die Bene 
X gungsrichtung nach dem Stoße von der 
\ Normale abweicht, ift 
-N_ j ec, sin. dı Cı SIN. œ 
5 tang.dı = ——— = —= 
| di p vi Cı C0S. 0 Vu 
x — — tang. at; 
für unelaftifche Körper_wird alfo: 
tang. Bı En = o;d1ß, = 90%, 
und fiir elaftifche: 
tang.Bbı = — tang. 0, d. i. fı = — A. 


Nach den Stoße eines unelaftifchen Körpers gegen ein unelaftifches Hin- 
derniß geht alfo der erftere mit der Tangentialgefchtvindigleit c, sin. a, im 
der Richtung SF der Berlihrungsebene fort, nad dem Stoße eines elaflı- 
chen Körpers gegen ein elaftifches Hinderniß aber geht der Körper mit 
unveränderter Geſchwindigkeit in einer Richtung SG fort, die mit ber 
Normale NN und der aufänglichen Richtung X S in eine Ebene fällt, 
und mit der Normale denfelben Winkel G SN einjchließt, wie die Bewe 
gungsrichtung vor dem Stoße mit ebenderfelben auf der entgegengefeiten 
Seite. Man nennt den Winkel X SN, weldien die Bewegungsrichtung 
vor dem Stoße mit der Normale oder dem Lothe einjchliegt, den Einfalls- 
winfel (franz. angle d’incidence; engl. angle of incidence) und ben 
Winkel GE SN, welchen die Bewegungsrichtung nad) dem Stoße ebendamit 
bildet, den Austritts» oder Reflerionswinfel (franz. angle de re 
flexion; engl. angle of reflexion), und kann hiernad) behaupten: beim 
vollfommen elaftifhen Stoße fallen Reflexions- und Ein- 
fallswintel mit den Einfallslothe in einerlei Ebene und es 
jind beide Winkel einander gleid). 

Beim unvollfonmen elaftichen Stoße ift das Verhältniß Vu der Tan- 
genten diefer Winkel gleich) dein Verhältniffe der durd) die Ausdehnung zu- 
rückgegebenen Geſchwindigkeit zu der durch die Compreffion verlorenen Ge 
ſchwindigkeit. Mit Hilfe diejes Gefeges läßt fih nun leicht die Richtung 
finden, in weldjer der Körper A, Fig. 558, gegen das unbeweglidye Hinder- 
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niß BB zu ftoßen ift, damit er nad) dent Stoße eine gewiſſe Richtung S Y 
verfolge. Iſt der Stoß ein elaftifcher, jo fällen wir von einem Punkte Y ber 
Fig. 558, gegebenen Richtung das Perpenditel YO 
gegen das Einfallsloth N N, verlängern 
daſſelbe, bi8 die Verlängerung OY, dem 
— x  Berpendifel felbft gleich wird; S Yı if 
vote dann die in Frage ftehende Stoßrichtung, 
-N__ Dee N denn e& ift, diefer Conftruction zufolge, 
Ei Winkel NSY—=NSY M der 
Stoß unvolllommen elaſtiſch, fo mache 
man OY—Vu. O Y; dann iſt Y, 8 
ebenfalls die gefuchte Anfangsrichtung, da 

—— = a — Vu ausfallt. 


Fällt man ein Loth IR gegen die Linie SR parallel zur Berührungs⸗ 





Y, 


ebene und macht man deſſen Verlängerung RX — Vi®r fo befonmit 


man aus leicht einzufehenden Gründen ebenfalls in SX die gefuchte Ein⸗ 
fallsrichtung. 


Anmerkung. Die Theorie des ſchiefen Stoßes findet ihre vorzüglichſte Ans 
wendung beim Billardſpiel. S. Theorie mathematique des effets du jeu 
de billard, par Coriolis. Nah Coriolis ift beim Anftoße eines Billards 
balles gegen die Bande das BVerhältnig der zurüdgegebenen Gefchwindigfeit zur 
Ginfallsgefhwindigfeit, = 0,5 bis 0,6, alfo « = 0,52 = 0,25 bis 0,6? — 0,36. 
Mit Hülfe viefes Werthes läßt fi nun auch die Richtung angeben, in welcher ein 
Ball A gegen eine Bande BB zu floßen ift, damit er nach einem gegebenen 
Bunfte X von biefer zurücgeworfen werde. Man fälle von dem gegebenen Punfte 
Y das Perpendikel YR gegen die mit ver Bande parallel Taufende Schwerlinie des 


Balles, verlängere daſſelbe um RX — V- — 10, big 1%, feines Werthes und 


ziehe die Gerade Y, X; der fich herausſtellende Durchſchnitt D ift die Stelle, 
nach welcher man den Ball A zu flogen hat, damit er durch Bricol nad Y 
gelange. Dur die Drehbewegung bes Balles wird dieſes VBerhältuiß allerdings 
ncch etwas geändert. 


Stossreibung. Dei den fchiefen Stoße entfteht auch eine Reibung 8. 341 
zwifchen den fich ftoßenden Körpern, welche die Seitengeſchwindigkeiten in der 
Richtung der Berligrungsebene abändert. Die Reibung F des Stoßes be- 
ftimmt fich wie die Reibung des Drudes; bezeichnet P die Stoßfraft und ꝙ 
den Reibungscoefficienten, fo ift fie F—= PL. Sie unterfcheidet fi nur 
infofern von der Reibung des Drudes, als fie, wie der Stoß felbft, nur 
während einer ſehr Heinen Zeit wirkſam ift. Die durd) fie hervorgebradhten 
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Sefchtwindigkeitsveränderungen find aber deshalb nicht unmeßbar klein, denn 
die Stoßfraft P, und folglich auch der Theil PP derfelben, ift in der Kegel 
fehr groß. Bezeichnet man die ftoßende Maſſe durch M und die durch die 
Stoßfraft P erzeugte Normalacceleration durch p, jo hat man: 
P= Mp, und daher F = pMp, 

fowie bie Zögerung ober negative Acceleration der Reibung während des 
Stoßes: 

F 

m »‚P 
d. i. gmal fo groß, als die der Normalkraft. Nun haben aber die Mix 
kungen beider Kräfte gleiche Zeitdauer; es ift daher auch die durch die 
Reibung erzeugte Gefchwindigfeitsveränderung Pmal fo groß, 
als die dur den Stoß bewirkte Veränderung in der Normal: 
geſchwindigkeit. 

Fällt eine Maſſe AL auf einen horizontal fortlaufenden Schlitten ſenkrecht 
herab, und wird durch diefen Zuſammenſtoß die Gefchwindigfeit c diefer 
Maſſe ganz vernichtet, fo erleidet die Bewegung des Schlitten, deſſen Maſſe 
— M,ı fein möge, bie Retarbation 

F— 
—A— 
und folglich auch die Geſchwindigkeit deſſelben den Verluſt: 
— ⸗ 
MA M 

Die Richtigkeit dieſer Theorie hat Morin durch Verſuche dargethan (f. 
deſſen Notions fondamentales de Mécanique). 

In dem Falle, wenn ein Körper gegen eine unbewegliche Maſſe BB unter 


dein Einfall&winfel ©, Fig. 559, ftößt, ift nad) dem vorigen Baragraphen 
die Veränderung in der Normalgeichtwindigfeit: 


0 008.0 (1 + Vu); 

daher die durch die Reibung bewirkte 
Veränderung in der Tangentialges 
Ihwindigfeit: 

=pw=9pc(1+Vu)cose. 

Es geht alfjo nad dem Stoße die 
Seitengefhwindigfeit c sin. @ in 
esin.« — gc(1 + Ve) cos. & 
—=[sin«—gcos.c(1ı +V w)]e 


dig. 559. 
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über und fie fällt bei vollkommen elaftifchen Körpern 
— (sin.a — 29cos.a)c, 
dagegen bei unelaftiichen Körpern 
— (sin. — 9 cos.0)c 
aus. 

Durch die Reibung während des Stoßes erhalten die Körper jehr oft eine Dres 
bung um ihren Schwerpunft, oder e8 wird, wenn eine ‘Drehbewegung 
vor dem Stoße fchon vorhanden war, biefelbe abgeändert. Iſt das Trägheits- 
moment des runden Körpers A, in Hinficht auf feinen Schwerpunft S, 
— Mk?, und der Drehungshalbmefler SC — a, fo hat man die auf den 
Berligrungspunft C reducirte Maſſe des Körpers 

Mr 
ur 
daher die durch die Reibung Fhervorgebrachte Drebbefchleunigung diefes 
Punktes: 


PT Mira Pop 
mb bie entfpreihenbe Geföpinbigteitsveränberung: 


yon. 0 + Vu) ecos. a. 


Bei einem Cylinder ift — — — 2, und bei einer Kugel m — 5, daher 


folgt für diefe runden Körper bie durch) den Stoß gegen eine Ebene hervor 

gebrachte Veränderung in der Umdrehungsgeſchwindigkeit: 

wo = 29 (1 + Vu) c cos. und w, —= >, p (1 + Vu) c cos. 0. 
Beiſpiel. Wenn ein Billardball mit 15 Fuß Geſchwindigkeit und unter 

dem Ginfallswinfel « — 450 gegen die Bande ftößt, welche Bewegungen nimmt 

derſelbe nad) dem Stoße an? Sept man für Vz den mittleren Werth 0,55, fo 

hat man bie normale Seitengefhwinvigfeit nadı dem Stoße 

— — Vu.ccos.«—=—055.15.c008.45° — — 825.VYy, = — 5,833 Fuß, 

und nimmt man mit Coriolis, 2 = 0,20 an, fo erhält man die Seitengefchwin- 

bigfeit varallel zur Bande, 

— esin.«— 9 (1+Y u) ccos.a —= (1—0,20. 1,55) . 10,607 — 0,69 . 10,607 

— 7,319 Fuß, 

auch folgt für den Neflerionswinfel 4: 


7,319 _ 
tang.P = 55 — 1,2548, 
alfo: ß = 51027", 
und die Gefchwindigfeit nad! dem Stoße bleibt 
— — 9360 duß. 


cos. 510 27’ 
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Außerdem nimmt der Ball auch noch die Umdrehungsgeſchwindigkeit 
8/, © .1,55..10,607 — 8,220 Fuß 
um feine verticale Schwerlinie an. Da ber Ball fi nit gleitend, ſondern wit 
zend auf dem Billard fortbeiwegt, fo {ft anzunehmen, daß er außer ber foriſchrei⸗ 
tenden Geihwindigfeit c = 15 Fuß auch noch eine gleichgroße Umprehungsge 
ſchwindigkeit befite und daß ſich diefe ebenfalls in die Componenten 
ccos.« = 10,607 und esin.« = 10,607 
zerlegen lafle. Der erfte Component entfpricht einer Drehung um eine Are paral 
lel zur Bandenare und geht in 
e cos. — 5%, 9 (1 + Vu) ccos.« — 10,607 — 8,220 — 2,387 Fuf 
über, der andere Component c sin.“ — 10,607 Fuß entfpricht einer Drehung 
um eine Are normal zur Bande und bleibt unverändert. 





‚342 Stoss drehbarer Körper. Stoßen zwei um feſte Axen G und K dreh: 
Ä bare Körper Aund B, Fig. 560, gegen einander, fo ftellen fich Gefchwindig- 
keitsverändernngen heraus, welche fid 
Big. 560. ans den Zrägheitmomenten M, k? 
N und M, k? der Maſſen diefer Köır 
‚per binfichtlich der feſten Aren und 
mit Hülfe der im Borftehenden ge 
fundenen Formeln beftimmen laſſen. 
Eind die Perpendifel GH mb KL, 
welche fid) von den Drehungsaren 
gegen die Etoßlinie fällen laſſen, o; 
und a, fo hat man die auf die Loth⸗ 
Bei und 7, in der Stoßlinie 

I, k; 


reducirten trägen Maſſen — an und Me; 2 ‚und führt man diefe Werthe 
45 


ftatt 27, ımd MM, in bie Formeln für den freien Eentralftoß ein, jo befommt 
man die Gefchrwindigfeitsveränderungen der Punlte H und L ($. 338) 
M;,k}:a} 
a Mara I + Ve) 


—(ı— 0) ie 4 RR (1 + Va), ſowie 


M, k?:a} 
9 — 3 —=la — e 7, k}: — + — ki:a ; (1 + Va) 


— Mi x a} 
—(C -- a + VE» 
wofern c, ımd ce, die Geſchwindigkeiten diefer Punkte vor dem Stoße 
waren. 
Führen wir aber die Wintelgefdywindigfeiten ein, bezeichnen wir bie 
Winfelgefchwindigfeiten vor dem Stoße durch &, umd &, unb bie nad) dem 
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Stoße durch @, und @,, fo haben wir ci = a, &, c3 — Ar &, fowie 
v. — 40, und dv, — a,0, zu fegen, und erhalten für den ftoßenben 
Körper den Berluft an Winkelgeſchwindigkeit 

_ u M;k} _ 
& — 0, = a, (A & — @&) Ma + Mykla} (1 + Ve), 
und für ben geftoßenen Körper, ben Gewinn an Winkelgeſchwindigkeit 

M, k, 

M,kya? + M,k}a! + Vm), 
folglich die Winkelgeſchwindigkeiten nad) dem Stoße felbft: 


oo =& — a (1& —a%&)(l + Ve) 
und 
_ M, k? 
at ma— me) (+ Vor MR 
Sind beide Körper vollfommen elaftifch, fo hat man u — 1, alfo: 
1 + Va =3, 
und find fie unelaftifch, fo hat man fu — 0, alſo: 
1 + Vak =ı. 


Im legteren Falle ift der durd) den Stoß hervorgebracdhte Berluft an 
lebendiger Kraft 


— (a8 — m8)° 


0 — (Akı — Q,$5) 


2, KR} 
M,kia? + M,k}a} 


M, k}.M,k} 

Mıkja) + M, k’al 
Beifpiel. Die armirte Welle A @, Fig. 561, hat das Trägheitsmoment 

in Hinficht auf ihre Umbrehunge: 

Fig. 561. are G, 
= M, ki = 40000 : 9, 
und der Stirnhammer B daſ-⸗ 
ſelbe in Hinſicht auf feine Arc X, 
= 150000:9, 
der Hebelarm GC der Melle 
it 2 Fuß fowie der Hebelarm 
KC des Hammers 6 Fuß, und 
die Winfelgefchwintigfeit ver Melle im Augenblide des Stoßes an den Kammer 
— 1,05 Ruß. Wie groß ift diefe Gefchwinvigfeit nach dem" Stoße und melde 
Leiftung geht durch jeden Stoß verloren, wenn gänzliher Mangel an Clafticität 
vorhanden vorausgeſetzt wird? Es iſt die gefuchte Winfelgefchwindigfeit ver Welle. 
4.1,05.15000  _ uur 60 _uor 
1000.36 1 150000.2 = 10 (1 - 304) = 1105 . 0,706 
— 0,741 Fuß, 
und die des Hammers, 
2.6.1,05.4 _ GC _ HH 
= ah — wm, 67 0,741. %, = 0,247 Fuß, | 

d. i. dreimal fo Mein. ale die ver Welle. Der Arbeitsverluſt bei jedem Anſtoße ifl 








“, —= 105 — 
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h 000 . 150000 600000 
29 _*0000.36 + 150000.4 141 + © 
— 0,016.4,41. 000 _ 10584 _ 907,5 Fußpfund. 


öl 51 


8. 343 Stoss eines schwingenden Körpers. Kommt ein freier und in 

Fig. 562. fortſchreitender Bewegung befindlicher Körper 4, 

| "ig. 562, mit einen um eine fefte Are K drehbaren 

Körper BCK zum Stoße, fo findet man die Geſchwin 

digfeiten nad) dem Stoße, inden man in den Yormeln 

des vorigen Paragraphen ftatt a, & und a, @, diepte: 

greſſiven Geſchwindigkeiten c, und 7, und — 

die träge Maſſe A, des erſten Körpers einſetzt, Hi 

übrigen Bezeichnungen aber unverändert läßt. Es if 
hiernach die Gefchwindigkeit der erften Maſſe nad) dem Stoße: 


M, k? 
tı = a — (Cı — a, ẽc2) (1 4 Vo ne 
2 2 





und die Winfelgefchwindigfeit der zweiten: 
= M, 
%—=& +0 (Cı — a8) (l +Vu) Marne 
Iſt die Maffe M, in Ruhe, alfo & — 0, jo hat man: 
= = Uri; 
» — ci — ci (1 V or + 66 
und 
— == M, a . 
9 =c(+ Vo) or GG 5 
Iſt Hingegen 34, in Ruhe, ſtößt alſo die oscillirende Maſſe, jo hat man 
C = 0, daher: 


M, k2 
= %&(l + Vp)- "Matt Mi 
umd 
= (1-04 We)" 


Die Geſchwindigkeit, welche einer ruhenden Maſſe von einer anderen durch 
den Anftoß ertheilt wird, hängt nicht allein von der Gefchtwindigfeit des Ar- 
ftoßes und von den Maffen der Körper, fondern auch von dem Abſtande 
KL= a, ab, um welden die Stoßrihtung NN von der Are K des dreh⸗ 
baren Körpers abfteht. Stößt die freie Maffe, fo nimmt die drehbare Maſſe 
die Wintelgejchwindigfeit 
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— —— 
ul ve: 


an, und trifft die ſchwingende Maffe gegen die freie, jo erhält dieſe die 
Geſchwindigkeit 
— — M,k 2 Q, 
n=a(1+ Va Dee N, 
e8 werden aljo bee Geſchwindigkeiten um fo größer, je größer 








oder 


M, a, 37T M,k? M, a. 40 A x 





alſo je Heiner Ma, + M a ft. 
. 2 


Segen wir ftatt a, a + x, wo x ehr flein ijt, fo befommen wir den 
Werth des legteren Ausdrudes: 


2 A. — 
M, Mate —E (17 Zi +37 ) 


Fr 





oder, wegen ber Pine | der Potenzen von x, 
2 
— Ma+ a Fu 
M; 2 hy 








Soll nun a dem Heinften aller Werthe von Mas + entfprechen, 





fo muß das Glied | AM — 
Bufaße (x) ein anderes Zeichen erhält, al& bei einer Abnahme (— x). 


ak, 
—* ) x wegfallen, weil —* bei einem 





Es muß alſo: 
Fig. 563. Mk? 
pP“ (ar — r ; 2) x — Null, d. i.: 
gi | 2 ° 
An — U, folglid) 





_ V Ak) _ 5 /M, 
, a MM; in M, 
ein. 


Wenn man alfo in diefem Abftande (a) ben 
. einen Körper gegen den anderen ftößt, fo nimmt biefer 
die größte Gefchwindigkeit an, und zwar: 


— a |\/M _ —J 
)o=(1+ Vr) Ik ya =( + Vu), 
in dem Falle, wenn ber drehbare Körper geftoßen t wird; und 
a, \&0 
2)ı='ak,e a+vV # "= (1 + Vu); 


wenn der freie Körper einen Stoß erhält. 
Weisbach's Lehrbuch d. Medanik. 1. 42 
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Dan nennt den in der Stoßlinie befindlichen Endpunkt L des der größ- 


ten Gefchwindigfeit entfprechenden Abftandes oder Hebelarmes a — k, V& 
l 


zuweilen, jedoch unpaſſend, Mittelpunkt des Stoßes, angemeſſener vielleich 
Stoßpunkt. 

Es iſt derſelbe nicht mit dem oben ($. 313) gefundenen Mittelpunkte 
des Stoßes zu verwechſeln, deilen Entfernung von der Umdrehungsar 
durch den Ausdrud 
a Mk, — k; 

M,s Ss’ 
worin s den Abftand des Schwerpunftes der Mafje A, von der Umdrehung 
are bezeichnet, beftimmt ift. Wenn die Richtung NN des Zuſammenſtoßes 
der Maflen M, und M, durd) den Mittelpunkt des Stoßes geht, fo fällt 
die Reaction auf die Umbdrehungsare der legteren Null aus. 

Damit 3.2. ein Hammer beim Auffchlagen nicht pralle, d. i. auf die 
Hand, welche ihn hält, oder auf die Hilfe, um welche er ſich dreht, nit 
reagire, ift e8 nöthig, daß der Schlag durch den Mittelpunkt des Stoßes gebe. 

Wird der aufgehangene Körper AB im Stoßpunfte, alfo im Abftanke 


ak \ 7 von der Are X, durd) eine Maſſe 2, mit der Kraft P ge 


ftoßen, jo ift die Reaction auf die Are: 
A=P+rR=PoxMs(. 8. 313). 





DMP=" ah ift, fo folgt die Winkelacceleration x — 15 
x M.s = Far -<p, jo dag nun die gefuchte Reaction: 





a=r(ı 2) = rl -)=rQ-,V m) 


Beifpiele. 1) Bei einer prismatifchen BR C A, %ig. 564, die fi um einen 
ihrer Endpunkte dreht, fieht der Mittelpunkt ver 
Fig. 664. Stoßes um 


1, r? 
O=sı=,,7 hr=nC4 


von der Are ab. Wenn man alfe Sie Etange an 
einem Ende fefthält, und mit dem in der ntier- 
nung CO = %CA befindlihen Bunfte auf ein 
Hinderniß O auffchlägt, fo wird man fein Prallea 


gühlen. Der Stoßpunft diefer Stange fleht dagegen um r Far von C ab; if 
3. B. die Maſſe des geftoßenen Körpers, M, = M,, fo bat man diefen Abian 
=I = 0,5774 r. In biefem Mbftande muß alfo die Stange CA an tk 
ruhende Maſſe M, anfchlagen, damit bieig mit der größten Geſchwindigkeit fortgeht. 
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2) Bei einem Parallelepipede BDE, Fig. 565, welches fh um eine zu vier 
Seiten deſſelben parallel gehende und um SA — s vom Schwerpunkt abitehenve 
Are XX dreht, ift der Abitand AO des Stoßmittelpunftes OÖ von der Are: 
s? + 1, d2 

8 
wo d die halbe Diagonale C.D der Seitenflaͤchen bezeichnet, 


a = 


Ginge die Stoßfraft durch den Stoßpunft, fo 
hätte man: 


a=k,|/ £ - Ver + + '% as) Dr 


und baher bie Reaction auf die Are: 


Pr =P(1- 5) 
=r(t - var Y VB) 


Ballistisches Pendel. Eine Anwendung der im Vorftehenden entwidel- 
tern Lehren findet man in der Theorie des balliſtiſchen; Bendels ober des 
Pendels von Robins (franz. pendule ballistique; engl. ballistic pendulum). 
Daflelbe befteht in einer großen, um eine horizontale Are C drehbaren 
Maſſe M, Fig. 566, welche durch"gegen fie abgejchoflene Geſchützkugeln A in 

Fig._566. Schwingungen verfegt wird und 
dazu dient, die Gefchwindigfeiten 
derfelben zu ermitteln. Damit ein 
möglichſt unelaftifcher Stoß eins 
trete, ift in der vorderen Geite, 
wo die Kugel anjdjlägt, eine 
Deffnung angebracht, die man von 
Zeit zu Zeit mit friſchem Holze 
oder Thon u. f. w. ausfüllt. Es 
bleibt dann auch die Kugel nad 
dem jedeömaligen Schuſſe in dies 
. Sen Maffen fteden und ſchwingt 
mit dem ganzen Körper gemeins 
ſchaftlich. Zur Ermittelung der 
Geſchwindigkeit der Kugel ift es 
nöthig, den Klongationswinfel 
diefes Pendels zu kennen; deshalb 
wird noch ein Gradbogen BD 

a —— angebracht und ein Stift Z unter 
Dem Echwerpunkte d des 8 Bendels Gefefligt, der an dem eriteren bingleitet. 

Nach dem vorftchenden Paragraphen ift die Winfelgejchwindigfeit des 
Balliftifchen Pendels nach dem Anftoge der Kugel: 








42° 


durch welche die Are XX hindurchgeht ($. 287). . 


8.34 
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Mi as cı 

Ma?+ Mk: 

wenn M, bie Maſſe der Kugel, M;%? das Trägheitsmoment des Pendels, 
c die Gefchwindigkeit der Kugel und a, den Hebelarm C G des Stop 
oder den Abftand der Stoßlinie NN von der Drehungsare des Pendels be 
zeichnet. It die Entfernung CM des Schwingungspunftes 27 der game 
Maſſe fammt Kugel vom Drehpunkte C, d. i. die Ränge des einfachen Pen- 
dels, welches mit dem balliftifchen gleiche Schwingungsdauer hat, — r, und 
der Elongationswinfel ECD = «, ſo hat man die Steighöhe MH des 
iſochron fchwingenden Pendels: 


a = 


— OM — CH=r— rcos.a=r (1 — cos.e) = 2 (5). 
unb daher die Gefchwindigkeit im unterften Punkte feiner Bahn: 
v — V2gh — 2 Vor sin. . 
oder die ent|prechende Winkelgeſchwindigkeit: 


o—='—2 I. sin. 2. 
r r 2 . 
Durch Gleichlegen diefer beiden Werte Ne die Winkelgefchwindigfeit folgt: 
M,a} + Myk} V g „0. 
GG — — Ar .2 r 825. 3 . 
Nun ift aber der Theorie des einfachen Pendels zufolge: 
Trägheitsmoment Ma} + Mık, 
—ftatifhes Doment (MM + M)s’ 
wenn s den Abftand CS bes Schwerpunktes S von ber Drebare bezeihnt; 
es folgt daher: 
Ma+ Mk = (M, rar m 


=). Vor. sin. n 


Macht das Pendel in ber Minute n Sämingungen, fo ift die Schw 
gungsdauer: | 


r eo # 
= VE =”, vajer Vor = 8:8, 
9 NR 


unb die geſuchte Rugelgefehmindigfet: 
4 + Mo 120 98 


Beiſpiel. Wenn ein balliſtiſches Vendel von 3000 Pfund Gewicht durch em 
angeſchoſſene Kugel von 6 Pfund in Schwingungen verfept wird, deren Clongatien 
15° mißt, wenn ferner ver Abftand s des Schwerpunftes von ber Are, — 5 zuj 
und ber Abfland der Schußlinie von kben dieſer Are, — 5Y, Fuß beirägt, m 
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enblich die Zahl der Schwingungen In einer Minute n = 40 ausfällt, fo iſt nad 

obiger Formel die Gefchwindigfeit der Kugel im Augenblide des Anfloßes: 

3006 120.81,25.5 _. 501 .. 3750 . sin. 79 30’ 

—— m I — — 10 IT — 
20.31 a 44. 3,1416 = 174 vuß. 


Excentrischer Stoss. Unterſuchen wir endlich noch einen einfachen $. 345 
Fall des ercentrifhen Stoßes, wenn beide Maffen volllommen 
frei ſind. Wenn zwei Körper A und BE, Fig. 567, fo zuſammenſtoßen, 
daß die Richtung NN des Stoßes durch den Schwer» 
punkt S, des einen Körpers hindurch und vor dem 
n Schwerpunkt S des anderen Körpers vorbeigeht, jo ift 

der Stoß in Hinficht auf den erften Körper centriſch 
und in Hinficht auf den anderen ercentrifch. Die Wirs 
fungen dieſes ercentrifchen Stoßes Laffen ſich aber nad 
dem Lehrfage in 8. 281 finden, wenn man annimmt: 
erſtens, der zweite Körper fei frei und die Stoßrid;- 
tung gehe durch den Schwerpunft S felbft, und zwei⸗ 
tens, diefer Körper werde im Schwerpunfte feftgehal« 
ten und die Stoßkraft wirfe als eine Umdrehungstraft. Iſt nun c, bie an⸗ 
fänglihe Geſchwindigkeit von A, c bie des Schwerpunftes von BE, und 
gehen beide Gejchwinbigkeiten durch den Stoß in vi und v über, fo bleibt, wie 
in 8. 332, Mıvı + Mv = Mıcı + Mc. Ift ferner & die anfängliche 
MWinkelgefchwindigfeit des Körpers BE bei feiner Umdrehung um bie Are 
durch den Schwerpunkt und fenkrecht gegen die Ebene NN S, geht diefe Ges 
ſchwindigkeit durch den Stoß in’w über, und bezeichnet man das Trägheits⸗ 
moment diefes Körpers in Hinfiht auf S durch M%?, und die Excentricität 
oder den Abftand S K des Schmwerpunftes S von der Stoßridjtung durch 3, 
jo Hat man auch 


c — 





u. — Mm. + FE — k? 

Sind beibe Körper unelatie ‚ jo haben bie —— beider am 
Ende des Stoßes gleiche Geſchwindigkeit, es iſt alſo noch = v + so. 
Beftimmt man aus den vorigen Gleihungen v und @ durch v, und febt 
man bie erhaltenen Werthe in die legte Gleichung, jo erhält nıan: 

_ FM (a — vı) My s? (cı — vı) 
ag tet nn re 
und hieraus beftimmt fich der Geſchwindigkeitsverluſt des erften Körpers: 
Ml(4 —c—s:) 
a +Mm+r me 
der Gewinn an progreffiver —— des zweiten: 
M, xꝰ (ci — c — 8 €) 
(M + Mk + Ms" 





4 — 


U — CC = 
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und der Gewinn an Winkelgefchwindigfeit deflelben: 
Mi s (ci —ce— se) 
= (M + M)k® + M s” 
Beim volllommen elaftifchen Stoße find diefe Werthe doppelt und beim 


unvollkommen elaftifchen Stoße (1 + Ve) mal fo groß. 


Beifpiel. Trifft eine eiferne Kugel A von 65 Pfund Gewicht das anfänglic ın 
Ruhe befinpliche Parallelepiped BE, Fig. 567, aus Tannenhelz mit 36 Fuß Geihrir 
digfeit, ift die Länge tiefes Körpers 5 Fuß, die Breite 3 Fuß und die Dide 2 Auf. 
und weicht die Stoßrichtung NN um SK = 8 = 1%, Fuß von dem Edhmr: 
punfte S ab, fo ergeben fich folgende Gefchwindigfeitswmerthe nad dem Steße. Tu 
fpecififche Gewicht des Tannenholzes, = 0,45 angenommen, folgt das Gewiät tet 
paralfelepipedifchen Körners, =5.3.2.61,75.0,45 = 833,6 Biund. Das Quadtu 
ver halben Diagonale BS der Seitenflähe BDF parallel zur Stoßrichtung if: 

+ I = 7,8, 
daher folgt (nah $. 287): 
k2 = 1,.725 —= 2,416 . 


OO — 


ferner 
gMk! = 833,6 .2,416... = 2014,0 


g(M, + M)k2 = 898,6.2,416.... = 217L1, 
und es ift nun bie Gefchwindigfeit der Kugel nad dem Stofe: 


und 


oe [li ——— 
"FAT m FTIR mMAT 21711 € 65. 1,75 
= 3 (1 - —. — 36.0,1508 — 5,410 Fuß, 


ferner die Geichwindigfeit des Schwerpunktes des geitoßenen Körpers: 
M,Kk:2c __ 15W,08.36 
= SE MEF Me ar 7086 Buß, 
und endlich die Winfelgeichwindigfeit "Heffelben : 
M, sc _ 113,75 ..36 — 1,728 Zus. 
OT FWRrTMS 2370,2 ' 
$ 346 Benutzung der Stosskraft. Während das Gewicht eines Körvert 
eine nur von der Maffe beifelben abhängige und mit berfelben gleichmäßig 
wachſende Kraft ift, hat nıan e8 dagegen bei dem Stoße mit einer Kraft w 
thun, welche nicht allein mit der Maffe, fondern auch mit der Geſchwindigken 
und mit der Härte der zuſammenſtoßenden Körper wächſt (ſ. 8S. 336 und 3. 338 
und daher auch belichig gefteigert werden Tann. Deshalb ift auch der Eich 
ein vorzitgliches Mittel zur Erzeugung größerer Kräfte mit Hilfe Heinen 
Maflen oder Gewichte, von welchen 3.8. beim Zerfchlagen oder Zerpochen ix 
Steine, beim Echneiden und Zuſammendrücken der Metalle, beim Einfchlogen 
der Nägel, Einrammen der Pfähle u. |. w. vielfacher Gebrauch gemadjt wird 
Auf der anderen Seite ift aber aud) der Stoß ein Mittel, wodurch nicht allen 
mechaniſches Arbeitsvermögen aufgezehrt, fondern auch ein ftärferes Abführen 
oder Abnutzen der Majchinentheile herbeigeführt und überhaupt die Haltbarkeit 
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und Dauerhaftigkeit der Mafchinen und Bauwerke beeinträchtigt wird, jo daß 
e8 daher nöthig wird, denfelben ftärkere Dimenfionen zu geben, als wenn fie 
Züge und Drüde, Gewichte u. |. w. ohne Stöße aufzunehmen hätten. 
Schlägt ein fefter Körper AB, Fig. 568, auf eine unbegrenzte 
weiche Maſſe CDC auf, fo drüdt er diefelbe mit einer gewifien Kraft 
zufammen, deren mittlerer Werth P ſich mittels 
Big. 568. der Tiefe KL = s ber Eindringung beſtim⸗ 
men läßt, wenn man die Arbeit Ps des Eins 
dringens gleich dem Arbeitövermögen der träs 
gen Maſſe des Körpers fest. Iſt M bie Mafle 
oder G — 9 M das Gewicht dieſes Körpers 
(A B) und v die Gefchwindigfeit, mit welcher 
er auf C DC aufidjlägt, fo beträgt das Ars 
beitövermögen feiner trägen Maſſe 


2 
l/g Mv! = 29 @, 


„md es ift daher die gefuchte Kraft, mit welcher die weiche Maſſe zuſam⸗ 
mengedrückt wirb: | 
_, MV” _ 
P=!h — 75 @. 

Wenn man diefe Kraft durch den Querſchnitt F des Körpers bividirt, fo 
erhält man die Kraft, mit welcher jede Flächeneinheit der Ioderen Mafle zu- 
ſammengedrückt ift, und welche folglich auch eine ſolche Einheit, ohne nad 
zugeben, tragen Tann: 

_"P?/_v” 6 
7-5 = 30 Rs’ | 
Der Sicherheit wegen belaftet man jedoch eine folche Maſſe nur mit einem 











Heinen Theil von p, 3. B. mit dem zehnten Theile Fr 

Die Geſchwindigkeit » erhält der Körper M dadurch, daß man ihn von 
2 3 
einer Höhe Ah — 27 frei herabfallen läßt. Führt man diefe Höhe ftatt 27 


in bie vorige Formel ein, fo erhält man einfach den Wiberftand der weichen 
Mafle: _ 
P= er, alfo fir die Tlächeneinheit: p — Ze 
Die Kraft oder der Widerftand P, welchen die lockere ober weiche Maſſe 
dem Einbringen eines ftarren Körpers AB entgegenfegt, ift in ber Kegel 
nicht conftant, fondern wächſt mit der Tiefe s des Eindringens. In vielen 
vällen kann man annehmen, dag fie mit s gleichmäßig wächft, und zwar ans 


fange Null und am Ende des Eindringens doppelt fo groß ift ald im 











| 
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Mittel. Da nun in den gefundenen Formeln P ben mittleren Kraftwerth 
angtebt, jo hat man folglich dann den Widerftand der weichen Maſſe oder die 
Tragkraft P, derfelben doppelt fo groß, als dieſe Yormeln angeben, d. i. 





zu ſetzen. 


Beifpiel. Wenn eine Handramme AB, Big. 568, deren Gewicht G = 19 
Pfund ift, von einer Höhe h— 4 Fuß auf eine Erbmafle herabfällt, und tick 
beim lebten Schlage noh Y, Zoll zufammendrüdt, fo ift die Tragkraft tiefer 
Maſſe auf eine dem Duerfchnitt der Ramme gleiche Fläche: 


pe Er _ & — -2 _ 98040 Pfund. 


Waͤre nun noch der Duerfchnitt 7° der Ramme, 5/, Quadratfuß, fo würde fely 
(ih das Tragvermögen der Erdmaſſe pr. Duadratfuß 


P= Fr 75 19432 Pfand 


betragen, wofür jedoch ber ‚Sicherheit wegen, vielleicht nur Y,, Pı = 1843,2 Pfunt 
anzunehmen ift. 


347 _ Einrammen der Pfähle. Durch Einrammen von Pfählen wie AB, 

Fig. 569, erhält der Erdboden CD C ober eine andere lockere Maſſe no 

eine größere Tragfähigkeit als durch bloßes Zur 

Fig. 569. fammenftampfen. Solde Pfähle (franz. pieux; 

engl. piles) find 10 bis 30 Fuß lang, 8 bis 20 

Zoll di, und erhalten einen zugefpigten eiſernen 

Schub B. Der Körper M, der fogenannte Ramm: 

flog, Rammbär oder Hoyer (franz. mouton; 

R engl. battering ram), weldjen man 3 bis 30 Fuß 

| hoc) herabfallen und auf den Kopf des Pfahle: 

| auffchlagen läßt, befteht in der Regel aus Gußeiſen, 

ie feltener aus Eichenhoßz, und wiegt 5 bis 20 Ctt. 

Fällt der Rammbär von der ſenkrechten Höhe 

h herab, fo ift die Geſchwindigkeit, mit welcher er 
auf den Pfahl auffchlägt, 

c—=YV2 gh, 

und ift da8 Gewicht deſſelben, — G, das der 

Pfahles aber, — Ei, fo hat man unter der Bor: 

ausfegung, daß beide Körper unelaftifc find, de 

Geſchwindigkeit derſelben am Ende des Stoper 

(1. $. 332): 








Ge 
G+ G' 


v ⸗—⸗ 
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daher bie entjprechende Geiapinbigletaßöe: 


5* 2) 
Sinkt nun pm Pfahl beim legten Schlage um die Tiefe s ein, fo ift ber 
MWiderftand des Erdreiche, und alſo auch die Tragfähigkeit des Pfahles: 
h 
P= met Mei 6’ 
ober vielmehr, da auch das Gewiht G + Gı bed Pfahles fanımt Ramm⸗ 
bär dem Widerftande des Erdreiches entgegenwirkt: 
h @? 
= 7a 79 +(@+ A). 
In den meiften Fällen it @ + Gı fo Hein gegen P, daß der legte 
Theil der Formel unbeachtet bleiben Tann. 
Iſt das Gewicht G, des Pfahles viel Heiner als das Gewicht G des 
Rammbäres, fo fann man 


— e 
—6 G 
und einfach, 
P=: @ ſetzen. 


Die vorftehende Theorie reicht in der praftifchen Anwendung nur dann 
aus, wenn der Wiberftand P ein mäßiger und folglich die Tiefe s des Ein- 
dringens nicht ſehr Hein ift, fo daß die Zuſammendrückung des Pfahles u. |. w. 
außer Acht gelaffen werden Tann. Bft hingegen der Widerftand P fehr groß, 
und folglich die Tiefe s des Eindringens bei einem Schlage jehr Mein, fo 
läßt fi die Zufammendrüdung 0 des Pfahles nicht mehr als Null anfehen 
und muß daher mit in Betracht gezogen werben. 

Der Pfahl fängt natürlich nicht eher an zu ſinken, als bis die Kraft des 
Stoßes dem Widerftande P des Erdreichs gleich geworden ift. Sind nun 
H= Em — ER die Härten des Rammbires und des 

li 
Pfahles (im Sinne des $. 336), fo beträgt bei der Stoßkraft P die Summe 
der Zufammendrüdungen beider Körper zuſammen: 


_P (4 9 
74757 70 


und es iſt daher die auf dieſe Zuſammendrückungen verwendete mechaniſche 
Arbeit: 





1 =. 


Wird nun durch dieſen erften —— die Geſchwindigkeit c des 
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Rammbäres in die Geſchwindigkeit v umgeändert, fo verrichtet Maſſe M = 
deffelben die mechanifche Arbeit 


2 —_g 
L=Y1,Mc? — yMo=e— my F- ° 2) 





wir Können folglid) 


el t #7 


jeßen, und erhalten 


ea _(dy. 

2 \a'm 
folglich die Gefchreindigfeit des Rammbäres im Augenblide, wenn ber Pfah 
einzudringen anfängt: 


N EEE RW; 
— 2 — — — |] — 
= Vo 20 (5 +7m)2G 
Es ift hiernach zu ermeflen, daß biefes Eindringen des Pfahles (un 


ebenfo auch eines Bolzens oder Nageld in eine Wand) nur dann ver ſich 
gehen fann, wenn 


c? 1 ı\ P 

29 @> (4 + =) 2 
ift, wenn aljo das Gewicht des Rammbäres und die Geſchwindigkeit deſſelben 
eine dem Widerftande des Erdreiches angemeſſene Größe haben. 

Während der Pfahl eindringt, nimmt die Stoßfraft und folglich aud) de 
Zuſammendrückung des Pfahles u. f. w. fo lange zu, al8 die Gefchwindig- 
feit des Rammbäres noch größer ift als die des Pfahles; nachdem aber beide 
Körper eine gleiche Geſchwindigkeit v, erlangt haben und die Stoßkraft ihr 
Marimunm erreicht hat, fangen die Körper an, ſich allmälig wieber auszudehnen. 
Dei dieſem Ausdehnen geht nicht allein die Geſchwindigkeit des Piahlet, 
fondern auch die des Rammbäres allmälig in Null, fowie auch der Trud 
zwifchen beiden Körpern wieder in P itber, und es ift folglich in dem Augen: 
blide, wen da8 weitere Eindringen des Pfahles aufhört, das ganze mede 


niſche Arbeitsvermögen _ G de8 Rammbäres durch die Arbeit 
1 P? 
7* m) 
zum Zuſammendrücken, und durch die Arbeit 
Ps 


zum Cintreiben des Pfahles um die Tiefe s, verbraudit. 
Es ıft alfo hiernach: 


c? 1 1ı\ P? 
e=on= (tg) tp 
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und daher die der Cindringumgstiefe s entfprechende Tragkraft: 


2 (EV) re) 


og: ı 
Wäre die Zuſammendrückung (4 + H, 
Weg s des Pfahles, jo könnte man einfach 





p 
) 7 bedeutend kleiner als der 


eG Gh 
=,3”"T ober ſchärfer, 
Gh 
P= \ 1) —59 ſetzen. 
⸗ H'’H 
Bergleiht man die Arbeit 
Gh 
Ps = — 
ı+(4+4)2 
ar 28 


des eindringenden Pfahles mit der Arbeit s h, welche das Aufheben des 
Rammbäres erfordert, fo ſieht man, daß ſich biefefbe der legteren um fo mehr 


nähert, je Heiner (> + +) F 


55 ausfällt, je größer alſo die Härten 
ie 


H= = und H, — des Rammbäres und des Pfahles, d. i. je 


größer die Querſchnitte F pn F, fowie die Elaſticitätsmodel Z und E,, 
und je Heiner die Rängen J und !, diefer Körper find. 

Die Wirkungen diefer beiden Körper durch ihre Gewichte kann man ganz 
außer Acht lafien, da die legteren in der Regel nur einen Heinen Theil von 
dem Widerftande P ausmachen. Ebenfo läßt ſich das Arbeitsvermögen beider 
Körper, welches diefelben in Folge ihrer, wenn auch nur unvollfommenen 
Elaſticität befigen, nachdem der Pfahl wieder zur Ruhe übergegangen ift, 
vernachläffigen, da ber durch die weitere Ausdehnung der Körper zurlid- 
getvorfene Körper beim Zuridfallen und Wiederauffchlagen auf den Pfahl 
in der Regel nicht im Stande ift, P zu überwinden und den Pfahl in 
Bewegung zu fegen. Der Eicherheit wegen belaftet man die eingeranımten 
Pfähle nur mit !/10 des gefundenen Miderftandes P, oder nach) Befinden 
noch ſchwächer. Nach neuerlich angeftellten Berfuchen vom Herrn Major 
Iohn Sanders im Fort Delaware (brieflihe Mitteilung) läßt ſich der 
Widerftand annähernd einfad) 


Gh 
P= Fr ſetzen. 





Beiſpiel. Ein Pfahl von 1 Quadratfuß — 144 Quadratzoll Querſchnitt, 
25 Fuß = 25.12 = 300 Zell Länge und 1200 Pfund Gewicht, iſt durch einen 
6 Zug — 72 Zoll Hoch herabfallenden Rammbär von 2000 Pfund Gewicht bei ber 
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legten Hitze von 10 Schlägen noch 2 Zoll tiefer eingetrieben worden, welde Groͤje 
hat der Widerſtand des Erpreihes? Sieht, man von der unbebeutenden Zufammer-: 
brüdung des gußeifernen Rammbärs ganz ab, und ſetzt man (nad) 6. 212) den 
Glaftieitätsmodul des Holzes E, — 17500000 Pfund, fo erhält man: 

(+) =0+  _ 800 1 

ı\7' Hm)” SF,E, 2.144. 17500000 — 144000 

da nın noch Gh = 2000.72 — 144000 Zellpfund und die Tiefe des Eindrin⸗ 
gens nad einem Schlage, a = %, = 0,2 Zoll ik, fo erhält man zur Bekim 
mung bes Widerſtandes P folgende Gleichung: 


1220000 + 92 P = 144000, ober PR ++ 288000 P = 207360000000. 
Die Auflöfung verfelben giebt: 


P= — 144000+ V228096000000 — 333590 Pfund. 
Nach der Sanders’fchen Formel ift: 


_ Gh __ 144000 _ 
P= 38 = 5 7290000 Pfund, 
wogegen der alten Kormel zufolge, 
2 


pP @h ____G GR _ 2000 14000 _ 
(G+G6G)s” @+G, s "320 02 
— 450000 Pfund 
fein müßte. 
Aus P — 3335% Pfund ergiebt fi 
(4 +4 Ei — 77269 Zollpfund, 
1 
und daher die Höhe, von welcher ver 2000 Pfund ſchwere Rammbär herabfallen 
muß, um den Pfahl bewegen zu fönnen: 
1 1\ P2 77269 
= (# + H,/ 2G ” 2000 


5/, . 720000 


— 38,6 Zoll. 


348 Absolute Stossfestigkeit. Mit Hülfe der Arbeitsmodel de 
Elaſticität und Feftigfeit (ſ. 8. 206) kann man nun and) leicht beredi- 
nen, unter welchen Bedingungen ein prismatifcher Körper AB, Fig. 570, 

Fig. 570 durch einen in der Arenrichtung geführten Stoß bis zur Elaft- 

ga citätögrenze ansgebehnt oder, nad) Befinden, zerrifjen werden 

kann. Iſt G das Gewicht und c die Geſchwindigkeit dei 
ftoßenden Körpers, fo hat man die Arbeit, welche derſelbe beim 

Auffchlagen auf den prismatifchen Körper, deflen Gewicht wır 

mit G, bezeichnen wollen, entwidelt: 

c? @G? 
7-2, 0rG 
2 
oder einfacher, wern man die Gefchmwindigfertshöhe 37 durch A 
bezeichnet, 
G?h 
I=7r@ 
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Diefe Arbeit wird vorzüglich auf die Ausdehnung ber Stange AB, 
woran der zweite Körper hängt, aufgewendet; ift daher ZI die Härte, I die 
Fänge, F ber Ouerfchnitt und E der Elaſticitätsmodul, fowie P die Stoß- 
fraft nnd A die durch diefelbe hervorgebrachte Ausdehnung diefer Stange, fo 
hat man: 


_Pı _ pP 1 _ FE 
I=— =. = WHR= SH; 
folglich: 
FE, _ _@h 
21 G+@' 


und es ift hiernach die durch diefes Zuſammenſtoßen bewirkte Ausdehnung 
A der Stange leicht zu berechnen. 

Soll die Stange hierbei nur bis zur Elaſticitätsgrenze ausgedehnt 
werden, fo hat man, wenn A ben Arbeitsmodul der Elafticitätögrenze be⸗ 


zeichnet (f. $. 206), 
und daher 


L=-AV=AFl, 


G’h 
zu fegen, und es ift daher die Stoßgeſchwindigkeit c — V2gA, bei welcher 
die Grenze der Elofticität eintritt, durch ihre Höhe 

„_ 44, 
= 





beftimmt. 

Kommt e8 darauf an, die Bedingung des Zerreißens der Stange zu 
finden, jo hat man den Arbeitsmodul A ber Elaſticitätsgrenze durch den 
Arbeitsmobul B des Zerreißens zu erfegen. 

Man erfieht aus diefen Formeln, daß die Stange um fo größere Stöße 
aushalten kann, je größer ihre Maſſe iſt. Hieraus folgt die wichtige Regel, 
dag man ben Stößen ausgefetten Körpern möglichſt große Maflen geben foll. 

Da @ und GEi während des Stoßes noch um A ſinken, fo ift richtiger 

Gh 
I=grg ++) 
alfo für den Fall, dag durch vn Stoß bie Staftictätegrenge erreicht wird, 


— ++ 7: 


wobei : — 6 die diefer Grenze entſprechende Ausdehnung bebeutet. 


Will man endlich noch die Maſſe und das Gewicht GC, der Stange mit 
in Betracht ziehen, jo hat man, da der Schwerpunkt derfelben nur um 1/, A 
fintt, 
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h 
AF= SIE ro 1 +(@+6 +1 G)0 
zu fegen. 


Ein ähnlicher Fall der Stoßwirkung kommt dann vor, wenn eine bewegte 
Malle M —= re Fig. 571, mittels einer Kette oder eines Seiles AB eine 


andere Maſſe M, — — in Bewegung fest. It c die Geſchwindigkeit von 
Fig. 571. 





M, in dem Augenblide, wenn das Seil gefpannt wird, und v die Geſchwin⸗ 
digkeit, mit welcher beide Maffen nach dem Stoße zufammen fortgehen, ſo 
hat man wieder: 

Me _ Ge 

Mm GFr@' 
dagegen aber die Arbeit, welche auf die Ausdehnung der Kette verwende 
wird: 


L= he — ı(M + My = (ir — 
MM, ‚ed GG 


— 1. h 


urn 2 ra" 
Wenn daher die Kette u. ſ. w. bei diefem Zufammenftoßen nur bis zur 
Elafticitätsgrenze ausgedehnt werden fol, fo läßt ſich 


@ Gı 
Fl=--——R 
4 G+G 
fegen, wobei F den Querfchnitt und I die Ränge der Kette bezeichnen. 
Beifpiele. 1) Wenn bei einer Keitenbrüde zwei gegenüber befindliche Hänge: 
flangen zufammen ein conflantes Gewicht von 5000 Pfund tragen und durch einen 
darüber wegfahrenden Wagen noch mit 6000 Pfund belaftet werden, wenn fernt 
ber Arbeitsmodul A der Glafticitätsgrenze des Schmiedeeifens, 7 Zollpfund, die 
Länge einer Hängeftange, 200 Zoll, und der Querſchnitt berfelben, 1,5 Quadratzel 
fo hat man die gefährliche Fallhöhe: 
_ 4F = G,) _ 7.2.15.200.11000 _ TU ο — 1,28 Bel 


Rollt hiernac ber Magen über ein Hinderniß von 1,3 Zoll Höhe weg, fo werden 
die Hängeltangen ſchon Gefahr laufen, über bie Glafticitätsgrenze hinaus auf 
gedehnt zu werben. 

2) Wenn das gefüllte Fördergefäß oder die fogenannte Treibetonne in einem 
Schachte nicht allmälig aus der Ruhe in Bewegung gefeßt wird, fonbern mittels 
des vorher fchlaff herabhängenvden Seiles plöglih von dem umlaufenden Korbe in 
eine gewiſſe Geſchwindigkeit verſetzt wird, fo dehnt fich dadurch das Seil öjt DU 


M?: ): 
M+Mı 
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über die Glafticitätsgrenzge aus und es wird baffelbe zuweilen auch ganz zer= 
riſſen. If 3. B. die träge Mafle der armirten Korbwelle, rebucirt auf ben 
Umfang berfelben: M = — — das Gewicht ber gefüllten Tonne, G, 
— 2000 Pfund, das Gewicht des Treibefeiles, — 400 Pfund, das Gewicht eines 
Gubifzolles Seil, = 0,3 Pfund, folglih das Volumen dieſes Seiles: 
_ 6 _ 40 _ 4000 
Fl= „75 Pfunp, 

und endlich der Arbeitsmodul für das Zerreißen deſſelben: B -- 350 Pfund, fo 
hat man die dem Zerreißen bes Seiles entfprechende Gefchwindigfeitshöhe: 

_ G+46, — 4000 100000 + 2000 _ 1’400 000 102 
h= BE: GG, 350 - 57° 100000.2000 — 3 "200000 

— 238 Zoll — 19,83 Fuß, 


und daher die Geſchwindigkeit des Seiles bei Beginn des Anfpannens: 
e= V2gh — V62,5.19,83 — 35,2 Fuß. 








Relative Stossfestigkeit. ‘Die vorftehende Theorie findet auch ihre 
Anwendung, wenn ein an beiden Enden unterftäßter prismatifcher 
Körper BB, Fig. 572, in feiner Mitte C den Schlag eines von einer Höhe 


AC=h niederfallenden Körpers A aufnehmen muß. Iſt . — M die träge 


Maſſe des fallenden Körpers und 24, die nad) der Mitte C reducirte träge 
Maffe des Körpers BB, fo hat man wieder das Arbeitövermögen, welches 
beide Körper nad dem Auffchlagen befigen: 


c? M? c? M M 
_?, MM _®, MM 4.. 
L 2 M+M, 29 M+Mı ’ arm‘ 


1) A Fig. 573. 





Die träge Maſſe M, des Balkens BB, ift auf folgende Weile zu er- 
mitteln. Es fei @, das Gewicht diefes Balfens, J die halbe Fänge BD, 
dig. 573, derfelben, x eine Abſciſſe PN und y die entſprechende Ordinate 
NO ber von BB im Augenblide der größten Biegung gebildeten Curve; 
endlich bezeichne noch a die größte Bogenhöhe CD diefer Curve. Denken 
wir und BC in n (unendlich viele) Theile zerlegt, fo erhalten wir ein Ele 


ment O des Stangengewidhtes, — a, und daher ein Element der trägen 
Stangenmaſſe von N nad) D redtcitt: 


$. 319 
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— * (57 Ay 
= ngar 


Nun ift aber nad $. * 
=; * Au — ) alſo 
pꝛ l⸗ 


2 272 — 2 — 
"= Pr Rai ;) md a = Sy 
daher folgt das gefuchte Element der trägen Stange: 
9,2? —E 2,0222 + 5) 
Ang‘ 





ı I I ı. 
Wenn man nun ftatt = nach und nad) 7 2 7 3. — einführt, 


und die dadurch erhaltenen Werthe addirt, u. f. w., fo erhält man die nod 
der Mitte C reducirte Big Maſſe der zuge BB: 


96 
M = 17 Dale (n.S — — y,9.—+ 1, —) = — 1... 
Dies vorausgefegt, können wir nun die Arbeit des Stoßes 
= —#_.er ah 


M+M, 6 + "5 Gı 
jegen, und erhalten fo die Bedingung des Ausbiegens bis zur Elafticitätt 
grenze (ſ. $. 235): 
wi __ Gh 
3e Hs’ 
alfo, wenn der Balken eine parallelepipedifche Form hat, 


Gh 
WA ir _ 
/ ꝛ @ + If; Gı 
umb daher 
17 
h — AVı FH, [ss 6i) oder „= m gelegt, 
AG U O), 


g9y@ 
Führt man B ftatt A ein, fo giebt der Ausdruck 
h — B4, (@+ I7/gg G,) 
976? 
die Höhe an, von welcher das Gewicht G herabfallen muß, um den parob 
tefepipebifchen Stab zu gerbreden. 


Beifpiel, Wie hoch muß ein eifernes Gewicht G von 200 Pfund herabfalen 
um eine an beiven Enden aufliegende Gußeifenplatte von 36 Zoll Länge, 12 Il 
Breite und 3 Zoll Dide in ihrer Mitte zu zerfchlagen? 
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Es ift Hier der Arbeitsmodul der Beftigfeit des Zerreißens 
B = 14,2 Zollpfund 
zu feßen (f. $. 211), ferner das Volumen der Platte: 
V, = bhl = 12.3.36 = 1296 Cubikzoll, 
und da ein Eubifgoll Gußelfen, y = 0,259 Pfund wiegt, ihr Gewicht: 
G, = 1296.0,259 — 335,7 Pfund; 
daher folgt die fragliche Höhe: 
„ — 142. 335,7 (200 + 19/3, .856 A) _ 
9.0,275.. 40000 


— 18 Soll, 
Arbeit der Torsionsfestigkeit. Es lafjen fich auch noch die Wir- 8, 350 
tungen des Stoßes auf die Torſion der Wellen unterfuchen. Nach 
8.262 ift die mechanifche Teiftung, welche die Torfion « einer Welle von ber 
Länge 2 und dem Drehungsmomente W erfordert: 


Poaa a.WC P:a?l 





len TgWwe 
auch läßt fich fegen 
Ss? wi 
Dur N. 5 269), 


wenn e ben Abftand der entfernteften Faſer von der neutralen Are und 8 bie 
Spannung dieſer Faſer bezeichnet. 

Führt man ftatt S den Tragmodul 7, und ftatt 307 SE den Arbeits⸗ 
mobul A der Klafticität ein, fo erhält man die Arbeit, * aufzuwenden 
iſt, um die äußerften Faſern bis zur Elaſticitätsgrenze zu ſpannen: 


und die mechaniſche Arbeit zum Abwurgen der Welle, wenn man ben Arbeits⸗ 
modul A durch den Arbeitsmobul B des Abdrehens erfegt: 


L=B.. ” 


4 
Für eine cylindrifche Welle it W — — und e — r, baber 


A A B B 
— — 5 21 — __ — — — 21 — 
I=Zıri= 7 Vund I Fr 7 , 


wobei V — #r?, das Volumen dieſer Welle bezeichnet. 


Für eine Welle mit quadratifchem Querſchnitte iſt dagegen bei der 
Seitenlänge b dieſes Querſchnittes: 
Wels bach's Lehrbuch der Mechanik. 1. 48 
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4 
w=- un e—=bV', 
folglich : 
4A 


A B 
— — 2 — — nn — — 
Il=7zPv1-3 v. un =7’/ 


Stößt eine mfaufenbe Radwelle, deren auf den Angriffepunft bes Stop 


reducirte Maſſe M = it an eine ruhende Mafle M, — = , mit ber 
Geſchwindigkeit c, fo bat ſich beide nad) dem Stoße mit ber Geſchwindiglei 
vo Me Ge 


M+M G6G+G 
fortbewegen (1. $. 334), fo geht hierbei die Arbeit 
GG c? 
@e+G 29 
verloren (ſ. $. 335), welche auf die Torfion der Welle und Biegung der 
Radarme u. f. w. verwendet wird. 


Nun ift aber auch L die Summe der Arbeiten, welche auf die Torfion dr 
Welle und Biegung der Radarme verivendet wird, d. i.: 


L= 





wobei A, ben Arbeitsmobul, W, das Maß bed Biegungsmomented und &ı 
den Abftand der äußerſten Faſern von ber neutralen Are bezeichnet 
(J. $. 235), daher läßt ſich jegen: 


A wı A, W, I, 6 Gi c? 
e? + 


—— — 
— — — —— 


3 6-6129 








Iſt die Welle cylindriſch, fo hat man = — 2, ift Dagegen fie vierfantig, 


fo hat man Lil — 7, wenn 7 das Bolumen derſelben bezeichnet; fit 


3 , 
die vierfantigen Arme ift un = u ‚ wenn 9, das Bolumen der Amt 
bezeichnet. 
Hiernach folgt für eine cylindrifche Welle: 
A dr 66e 
77545 ——— 25 
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und dagegen ji eine ertantige Welle: 

68 

G + Gı 29 

Die Bolumina V und F, ftehen wieder in einem gewiffen Zufammenhange 


mit einander, welcher dadurch ausgebrüdt wird, daß das Biegungsmoment 
der Arme gleich dem Torſionsmomente der Welle ift. 


Hiernad) hat man alfo: 


sr ar — 





wTr_W Mt aſſo— 
€ e 
F BT bi 
1) — T=— — 
I TE sv 6 


wenn T und T, die Tragmodul für Torſion und Biegung, fowie d ben 
Durchmeffer einer runden, und b die Geitenlänge einer vierfantigen Belle, 
dagegen A, die Dide und b, die Summe aller Breiten der Radarıne bes 
zeichnen. 


, | 
Run ift aber noch V = el — bl und 9, — di n li, daher Hat 


man and): 
za? A bi hı I, Aı GG, c? 


d, hılı A G@G c? 
DIA + = Gr a3 


b 
Giebt man nun noch das Dimenfionsverhältnig v — zn ‚ fo fann man 
1 


mit Hülfe der Gleichungen (1) und (2) die Stärke d oder h der Welle, ſo⸗ 
wie aud) die Stärke h, und Breite b, der Arme berechnen. 
Hierbei ift in Rechnung zu bringen: 
1) für Gußeifen: 
T? 1833? 


A, = 3,04 nd A —= 36” 3.270000 — = 0,622 Zollpfund, 


2) für Schmiebeeifen: 
3) fir Hoß, im Mittel: 
T? 380? 


— — Il _ — — d. 
A: 2,08 nd A = 36” 3.570000 0,127 Zollpfun 


45* 
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Beifpiel. Die auf den Angriffspunft des Daumens reducirte Mafle cin 
Pfund, und die auf denfelben Angrifföpunft reducttt 


Mafle des Gammers, M, — = Mund, ferner dus Stück per Bellenlin 
zwifchen dem Rabe und dem Daumenfranze, 7 — 15 Fuß — 225 Zell, un te 
Länge der Rabarme, Z, — 10 Fuß = 120 Zoll. Wenn nun der Hammer ki 
jevem Anhube von den Welldaumen mit 2 Fuß Geſchwindigkeit ergriffen wirt, 
welche Stärken find der Welle und den Radarmen zu geben, damit biefe die Elik 
bei dem Ergreifen des Hammers ohne Nachtheile aushalten. Sind die Well un 
Radarme aus Holz, fo hat man zunächſt 
nd b, hr 

380 >= 1000 — 

zu ſetzen, ober wenn die Anzahl der Radarme, n —= 16 iſt, und deshalb 
bi = v.ndh, — O,707. 16 Rh, = 11,3 7%, 


angenommen wird, 
8 — — 
d=h, vr Äh V 7983 = 43h. 





Hammerrades it M —= 2 


6.38 
Nun ift no 
7 7 
5 Al= 0127.295.5 = 0,22, 
ferner 
Y A,ılı = %.2,08.120 = 27,73 
und 
Gh a _ 200000.25000 _ 5.000.000 
G+G 29° 12..0,016 .4. 355000 + 25000 0,768 . 55 


— 17067 Bollpfund, 
daher folgt die Beitimmungegleihung: 
(4,8)2.11,22%% + 11,3.27,73h® = 17067, d. i.: 
207,5h® + 313,352 — 17067, 
wonach die gefuchte Armdicke 
17067 


520,8 = 5,72 Zoll, 


hh = 


die Armbreite 

b, = 0,707. h, = 4,04 ol, 
und die Wellenvide 

d =43 h, = 246 Zoll folgt. 


Der Sicherheit wegen find dieſe Dimenfionen noch anfehnlich größer zu mades 


Anmerkung. Der Stoßfeltigfeit ift erft in neuerer Zeit mehr Aufmerkfemfei 
gefchentt worden. Wir finden über fie nur Einiges mitgetheilt in Tredgold'd 
Merk über die Stärke des Gußeifens u. f.w. (Strength of cast iron), in er’ 
celet’s Introduction & la mecanique industrielle und in Rählmann's 
Gruntzüge der Mechanik und Geoſtatik. Lepteres Werk bezieht ſich vorzüglich au 
die Verſuche Hodgfinfon’s über die Fefigfeit prismatifcher Körper gegen den 
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Stoß, worüber ein befonderer Artikel in dem erften Bande der Zeitichrift für das 
gefammte Ingenieurwefen (dem „Ingenieur”) von Bornemann u. f. w. handelt. 

Die Berfuhe Hodgkinſon's flimmen im Wefentlihen mit der vorftehenden 
Theorie über die Stoßfeftigkeit überein; fle erſtrecken ſich vorzüglich auf Die relative 
Beftigfeit, und find in der Art ausgeführt worden, daß pendelartig aufgehangene 
Gewichte horizontal gegen verticale, an ben Enden unterjtügte Stäbe ſchlugen. 


,2 
Es beitätigte ſich Hierbei die Nichtigkeit der Formel L = SI we ‚welche uns 


ter der Borausfehung gefunten wird, daß ber Stoß ein unelaftifcher ift, vollftänbig; 
es hing die Leiftung L gar nicht von der materiellen Befchaffenheit des ſtoßenden 
Körpers ab. Gleich ſchwere Körper aus verſchiedenen Stoffen (Bußeifen, Gußftahl, 
Blodenmetall, Blei) brachten bei gleicher Ballhöhe an einem und demſelben Stabe 
(aus Gußeifen over Gußſtahl) gleiche Durchbiegungen hervor; auch waren biefe 
faft genau biefelben, welche die Theorie unter der Borausfegung findet, daß ber 
Stab volltändig elaſtiſch iſt. “ 


Schlußfanmerfung Zum Studium der Mechanik ftarrer Körper ift außer 
ben älteren Werfen von Buler, Boiffon, PBoinfot, PBoncelet, Navier und 
Eoriolis, fowie von Whewell, Mofely, Eytelwein und Geriiner zu 
empfehlen: 

Duhamel, Lehrbuch der analytifhen Mechanik, in deutſcher Ueberſetzung von 
Wagner, Braunfchweig 1853; fowie von Eggers und Schlömild, Leipzig 
1853. Sohnfe, analytifhe Theorie der Statif und Dynamif, Halle 1854; 
Brod’s Lehrbudh der Mechanif, Berlin 1854; Morin, Lecons de Mö&canique 
pratique, Paris 1855 ete. Delaunay, Trait6 de Möcanique rationelle, 
Paris 1856; Ranfine, a Manual of applied Mechanios, second edition, 
London 1861. Gin werthoolles, in England viel zu wenig gefhähtes Werk. 
Eine neue Monographie über ven Stoß von PBoinfot if im 8. Jahrgang von 
Shlömild’s Zeitfärift für Mathematif und Phyſik überfegt. 


— — — — — — — — 





Schöter Abſchnitt. 
Statit fFlüffigetr Körper. | 


Erftes Capitel 
Vom Gleihgewichte und Drude des Waſſers in Gefäßen. 


. 3öl Flüssigkeit. Wir betradjten die flüffigen Körper als Verbindungen 
materieller Punkte, deren Zuſammenhang unter einander fo ſchwach ift, daß 
die Heinften Kräfte hinreichen, fie durch Verſchieben von einander zu tren- 
nen ($. 62). Manche der in der Natur vorkommenden Körper, wie 3. B. 
die Luft, das Wafler u. f. w., befigen diefe Eigenschaft der Flüſſigkeit in 
hohem Grade, andere Körper hingegen, wie z. B. Del, Schmiere, aufgeweichte 
Erde u. ſ. w., find in minderem Grade flüffig. Wan nennt jene volf: 
fommen, diefe aber unvollkommen flüffige Körper. Gewiſſe Kör⸗ 
per, wie 3. B. die Zeige, ftehen den feiten Maſſen ebenfo nahe als den 
flüffigen. 

Vollkommen flüffige Körper, von welchen in der Folge nur die Rede fein 

. wird, find auc) zugleich vollkommen elaſtiſch, d. h. fie laſſen fi) durch äu- 
Bere Kräfte zufammendrüden und nehmen nach Wegnahme diefer Kräfte das 
erfte Volumen vollkommen wieder an. Nur ift-bie Größe der einen gewiflen 
Drude entiprechenden Volumenveränderung bei verichiedenen Flüſſigkeiten 
ſehr verſchieden; während fich diefelbe bei den tropfbar=flüffigen Kör— 
pern höchſt unbedeutend zeigt, fällt fie bei den Luftförmigen Körpern, 
die man deshalb auch elaftifche Flüffigkeiten nennt, fehr groß aus. 
Diefer geringe Grad von Zuſammendrückbarkeit der tropfbar = fliffigen 
Körper ift der Grund, weswegen man bei den meiften Unterfudungen ber 
Hydroſtatik ($. 66) diefelben als incompreffibele oder unelaftifhe Yläfiig- 
feiten anfieht und behandelt. Da das Waſſer unter allen tropfbar = flitjfigen 
Körpern am meiften verbreitet iſt und im Leben am häufigften angewendet 


4 
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wird, fo fieht man es als ben Repräfentanten aller diefer Flüſſigkeiten an 
und ſpricht bei den Unterfuchungen in der Mechanik des Ylüffigen immer 
nur vom Wafler, indem man ſtillſchweigend voransfegt, daß die mechanifchen 
Berhältnifie anderer tropfbaren Flüſſigkeiten diefelben find wie bie des Waflers. 

Aus denfelben Gründen ift in der Mechanik der elaſtiſch⸗flüſſigen Körper 
meift nur von der gemeinen atmofphärifchen Luft die Rede. 

Anmerkung. Eine Waflerfäule von 1 Quadratzoll Querſchnitt wirb durch ein 
Gewicht von 14 Pfund, welches dem Drude der Atmofphäre entfpricht, um unges 
faͤhr 0,00005 ober 50 Milliontellihres Volumens zufammengedbrüdt, wogegen eine 
Luftfäule unter dem Drucke diefer Kraft nur die Hälfte ihres anfänglihen Volu⸗ 
mens einnimmt. Siehe Aime: „Weber die Zufammenbrüdung der Flüſſigkeiten“, 
in Boggendorff’s Annalen, Ergänzungsband (zu Band 72), 1848. Nach ber 


Formel P -; FE ($. 204) folgt, wenn man P = 14 Pfund, F = 1 Due 
A b 1 





dratzoll und 1 m" on fest, der Glafticitätsmobul des Waſſers 
= 54 = 14.20000 — 280000 Pfund. 


Princip des gleichen Druckes. Die charafteriftifche Eigenichaft 8. 35% 
der Wlüffigkeiten, wodurch fich diefelben wefentlid) von den feiten Körpern 
unterfcheiben, und welche der Lehre vom Gleichgewichte flüſſiger Körper zur 
Bafis dient, ift die Fähigkeit, den Drud, welcher auf einen Theil 
der Oberfläche der Flüffigkeit ausgeübt wird, nad) allen Rich— 
tungen bin unverändert fortzupflanzen. Bet ben feften Körpern 
pflanzt fi der Drud nur in feiner eigenen Richtung fort ($. 86); wird 
dagegen das Wafler von einer Seite her gedrückt, fo entfteht in der ganzen 
Maſſe berieben eine Spannung, die fi) nad) allen Seiten hin äußert und 
daher an allen Stellen der Oberfläche deſſelben wahrzunehmen iſt. Um fich 

Fig. 574. von der Nichtigfeit dieſes Geſetzes zu 

P überzeugen, kann man einen mit Waller 

gefüllten Apparat anwenden, wie ihn Fig. 
574 im horizontalen Durchfchnitt reprä- 
fentirt. Die gleich weiten und in gleicher 
Höhe über dem horizontalen Fußboden 
befindlihen Röhren AE, BF u. |. w. 
find durch vollfommen bewegliche und 
genau abjchliegende Kolben verjchloflen; 
das Wafler drüdt deshalb auch durch 
fein Gewicht auf den einen Kolben genau 
fo ſtark wie auf den anderen. ‚Sehen 
wir aber von diefem Drude ab, oder nehmen wir das Waſſer gewichtslos 
an. Drüden wir dagegen den einen Kolben A mit einer gewiflen Kraft P 
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gegen das Wafler, fo pflanzt fich biefe durch das Wafler hindurch bie zu den 
übrigen Kolben B, C, D fort und es ift zur Herftellung des Gleichgewicht, 
oder um das Zurückgehen diefer Kolben zu verhindern, nöthig, auf jeden 
diefer Kolben eine gleich große Gegenfraft P (Fig. 575) wirken zu laſſen 
Wir find daher berechtigt, anzunehmen, daß die auf einen Theil A der Ober: 
flähe der Waflermaffe wirkende Kraft P eine Spannung in diefer erzeugt, 
und ſich dadurd) nicht nur in der geraden Linie A C, fondern aud) in jeder 
anderen Richtung BF, DH u. f. w. auf andere gleich große Oberflähen- 
theile C, B, D, fortpflangt. 


Fig. 575. 
r Fig. 576. 





Sind die Axen der Röhren BF, CE u. f. w., Fig. 576, unter ſich po 
ralfel, fo laſſen fich die Kräfte, welche auf ihre Kolben wirken, durch Addi⸗ 
tion zu einer einzigen Kraft vereinigen; ift » die Anzahl diefer gleich großen 
Kolben, jo beträgt baher der Geſammtdruck auf dieſelben: 


Pı = np, 
und in dem von ber Figur vepräfentirten Yalle: 
Pı —=3P. 


Nun ift aber der Inbegriff F. der gedrückten Flächen B, C, N ebenfalls 
— nmal gedrücte Fläche. F des einen Kolbens, es läßt ſich daher m nicht 


nur = Ai, fondern auf — B alſo überhaupt 


pP F’ 
3 — a und P, = a P jegen. 

Rucken wir num noch die Röhren B, C, Du. f. w. fo zuſammen, dab 
fie, wie in Fig. 577, eine einzige ausmachen, und verſchließen wir fie durch 
einen, einzigen Kolben, fo geht F} in eine einzige fläche über und es iſt A 
die auf fie wirkende Kraft; es folgt daher das allgemeinere Gefeg: die 
Drücke, welche ein flüffiger Körper auf verfchiedene Theile der 
Gefäßwand ausübt, find den Inhalten diefer Theileproportional 
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Diefes Geſetz entſpricht auch dem Principe der virtuellen Ge— 
ſchwindigke iten. Bewegt fich der Kolben AD — F, Fig. 578, um ben 
Weg AAdı = 35 en 
Bi. 877. Fig. u wärts, fo drückt er das 
m 7 Waſſerprisma Fs aus 
feiner Röhre, und geht 
der Kolben BE = F, 
um den Weg BB, = sı 
auswärts, jo läßt er den 
prismatiihen Kaum 
Fi 5ı zurüd. Da wir 
aber vorausgeſetzt haben, daß ſich die Waſſermaſſe weder ausdehnen noch 
zuſammendrücken läßt, fo muß das Volumen derſelben bei dieſen Kolben⸗ 
bewegungen unverändert bleiben, alſo der Zuſatz F's dem Abgange Fi sı 
gleich fein. Die Sleihung Fi sı = Fs giebt aber: 





Fı_% 
F — 81 
und aus der Verbindung dieſer Proportion mit der Proportion = = = folgt: 
Pi C. 
P 3’ 


es ıft daher auch Arbeit Pı 5, — Arbeit Ps (f. $. 83). 


Beifpiel. Wenn der Kolben AD einen Durchmefler von 11, Zoll dagegen ber 
Kolben BE einen folden von 10 Zoll hat, und jener mit einer Kraft P von 
36 Pfund auf das Wafler gedrückt wird, fo übt biefer Kolben eine Kraft 

= P= 1m 36 = . 86 = 1600 Pfunt 
aus. Wird der erſte Kolben um 6 Soll fortgefüchen, fo geht der zweite nur um 


8 = pe= =m = 7,0 = = O, 135 Zoll 
fort. 

Anmerkung. Vielfache Anwendungen dieſes Geſetzes kommen in der Folge 
vor: bei der hydrauliſchen Preſſe, der Waflerfäulenmafchine, bei ven Pumpen u. |. w. 


Druck im Wasser. Der Drud, welchen die Waflertheile gegen eins 
Fig. 579. ander ausüben, ift genau jo zu beurthetlen wie der 
Drud des Wafler gegen die Gefäßwände. Eine 
beliebige Flähe ZOG, welde das Waffer in 
einem Gefäße BGH, Fig. 579, in zwei Theile 
FPNE/—- -I theilt, wird im Gleichgewichtszuftande von der 
eo ee einen Seite her eben fo ftarf gedrückt als von ber 
= p= 5 umderen. Da nun ein ftarrer Körper alle gegen 
feine Oberfläche rechtwinkelig gerichteten Kräfte 








$. 353 
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aufnimmt, fo wird auch das Gleichgewicht bes Waſſers im Gefäpe nich 
geftört, wenn die eine Fliffigfeitshälfte Z2G H erftarrt, und daher ihre Be 
grenzungsflähe ZCG gleichjam zu einer Gefäß⸗ 
wand wird. Drückt die flüffige Hälfte ZBG un 
einem Theile CD = F, der imaginären Teer 
IN nungsflähe ZCG mit einer Kraft Pı anf dt 
DN erftarrte Hälfte ZGH, fo nimmt daher Iegtere 
: J diefe Kraft vollftändig auf und übt dabei cm 
& gleiche Gegenkraft (— P) uf CD=F mi. 
Da nun aber das Gleichgewichtsverhältniß duch 
das Flüffigwerden von diefer Waflermafle EG H 
nicht geftört wird, fo drückt diefelbe mit einer gleichen Kraft (— P,) auf de 
Waſſermaſſe ZB zuriüd, und es ift folglich der Drud des Waſſers auf 
beiden Seiten einer Fläche CD — F,, ebenfalls durch die Proportion 
P_RMA 
er Fr 
beſtimmt, wofern das ganze Waſſer wieder in einer Fläche AB — F bon 
einer Kraft P gedrüdt wird. Hiernach ift der Drud auf bie Fläche Fı be 
jeder beliebigen Lage: 





pP, = AP 


Das durch die legte Proportion ausgefprochene Gefeg von der Fortpflar- 
zung des Drudes im Waſſer kommt dem letteren nur als Flüſſigkeit ohne 
Schwere zu, und erfordert daher noch eine Ergänzung, wenn e8 ſich denm 
bandelt, auch den aus dem Gewichte des Waffers hervorgehenden Drud 
zu ermitteln. Denkt man ſich von dem Wafler in:einem Gefäße CDE, 
Fig. 581, einen Theil erftarrt, welcher die Yorm eines unendlich dünnen 
horizontalen Prismas AB hat, fo ſieht 
man leicht ein, daß fich die Kräfte, welche 
das flüffig bleibende Waſſer rund herum 
auf die Seitenflächen des erſtarrten 
Theiled ausübt, mit dem Gewichte 6 
dieſes Theiles ind Gleichgewicht jegen, 
und daß ſich die Horizontaldrüde, mi 
welchen e8 gegen die verticalen Grm 
flächen A und B dieſes Theiles wirk, 
gegenfeitig aufheben. Es müſſen allo 
auch diefe Drüde (P, und — P,) einander gleich und entgegengejegt ſein 
Da nun das Gleichgewicht ſich nicht ändert, wenn AB wieder in den FÜ 
figfeitözuftand zurücklehrt, To folgt, daß die Preffungen des Waſſers gegen 
gleiche verticale Flächenelemente A und B in einer und derſelben Horgen 


Fig. 581. 
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talebene einander gleich fein müfjen, und da fich ferner der Drud auf ein 
Flächenelement nicht ändert, wenn baffelbe eine andere Neigung oder Rich— 
tung annimmt, fo folgt, daß überhaupt das Waſſer in einer horizontalen 
Schicht, wie z. B. GH, KLu. f. w. an allen Stellen und nad allen 
Richtungen Hin einen und denfelben Drud ausübt. 
Denken wir uns hingegen in der Waflermafle CHK, Fig. 582, ein 
verticale8 Prisına A.B von unendlich kleinem Querſchnitt erftarrt, fo kön⸗ 
Fig. 582. nen-wir aus dem Gleichtgewichtszuſtande deffelben mit 
n der Übrigen Flüffigfeit folgern, daß fich die Drücke, 
mit welchen die Ießteren auf die verticalen Seiten» 
flächen dieſes Prismas wirken, gegenfeitig aufheben, 
und daß fid) das Gewicht F des letzteren Körpers 
mit dem Ueberfchuffe PR, — P des Drudes P, auf 
die untere Grundfläche B über ben Drud P auf die 
obere Grundfläche A im Gleichgewichte befindet. Es 
ift alfo hiernach PL — P=G,d. i. der Drud P, 
bes Waſſers auf irgend ein Flüchenelement B gleich 
dem Drude P deſſelben anf ein höher Tiegendes Flä⸗ 
henflüd A von gleicher Größe plus dem Gerichte 
G einer Wafferfäule AB, welche das eine oder 
andere Flächenelement zur Bafis, und den Vertical 
abftand zwiſchen beiden Elementen zur Höhe hat. 
Diefer Sag gilt, dem Obigen zufolge, nicht nur für 
zwei ſenkrecht über einander befindliche Elemente, ſondern auch fitr zwei 
gleiche Flächenelemente überhaupt, und findet auch ſeine Anwendung bei der 
Beſtimmung des Druckes auf die Gefäßwand, da ſich die Drücke P und Pi 
in den Horizontalebenen G H und KL unverändert fortpflanzen. Der Drud 
P, auf ein Tlächenelement B, K ober L der Horizontalebene KL ift bier- 
nad; gleich den Drude P auf ein gleich großes Element A, @ oder H in 
einer höheren Horizontalebene plus dem Gewichte der Waflerfäufe, welche 
diefes Element F zur Bafis und den Abftand AB = h der beiden Hori- 
zontalfchichten G H und KL von einander zur Höhe bat. Iſt y die Dich⸗ 
tigfeit des Waſſers, fo beträgt diefes Gewicht: 


G=Fhy und daher A = P+G=PH Fhy. 
Sind die Inhalte der Flächenelemente nicht gleich, hat 3. B. das obere 


(in @ H) ben Inhalt Fund das untere (in KL) den Sal F\, fo ift 
der Drud auf letzteres 





P = An: + Fhy) = "7 + Fıhy. 
Durch diefelbe Formel läßt fi) aud) der Drud P auf ein Flächenelement 
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F in einer Horizontalfchiht FA beftimmen, wenn der äufere Drud P, 
eines Tlächenelementee CO D = F, bekannt ift, welches fi) um die Höhe A 
über oder unter & H befindet. Es ift 


F 
P=z Pt Fhy. 


Da die Drudkräfte gegen gleiche Tlächentheile in einer SHorizontalebene 
einander gleich find, fo folgt, daß vorftehende Formel auch auf horizontale 
Flächen (F, F, und Fy) von endlicher Ausdehnung, 3. B. auf ben Fall 

Fig. 588. anwendbar ift, wo das Waller dazu 
dient, die Kraft P einer horizontalen 
Kolbenflähe F, Fig. 583, auf eine 
andere horizontale Kolbenfläche F} über- 
zutragen. Die Formel 

P = = P+Fhy 
— F} (# +h r) 
giebt ben Drud P, auf biefe Fläde 
unmittelbar an, wenn A den ſenkrechten 
Abftand CD zwifchen beiden Kolben 
flächen bedeutet. 


Bezeichnet man die Drüde z um 





1 


= auf die Flächeneinheiten durch p und pr, Jo hat man uoch einfacher 
J | 
2» =p+ hy. 


Beifpiel. Wenn die beiden Kolbenflähen F’ und F, einer hydroſtatiſchen Preie 
ACB, $ig. 583, die Durchmeſſer = 2%, und d, = 9 Sell haben und um 
bie fenfrechte Höhe CD —= h = 60 Zoll von einander abflehen, und es foll durch 
den großen Kolben berfelben eine Kraft PR = 1600 Pfund ausgeübt werben, fc 
it die erforderliche Kraft des Heinen Kolbens: 

F d\2 nd? 
P=y R-Fhr=(}) P— 4 hy 


7 

B\2 - n 60.61.75 
— — — — — 26 » ! 
= Fr ‚1600 — 2 728 








= 123,46 — 10,53 = 112,93 Pft. 


$. 354 Wasserspiegel. Die dem Waſſer innewohnende Schwerkraft madt, 
daß fi) alle Elemente defjelben abwärts zu bewegen fuchen und fich auf 
wirklich jo bewegen, wenn fie nicht daran verhindert werden. Um eine zu 
fammenhängende Waflermafle zu erhalten, ift e8 deshalb nöthig, das Waſſer 
in Gefäßen einzufchließen. Das in einem Gefäße ABC, Fig. 584, befint- 
liche Waffer ift aber nur dann im leichgewichte, wenn die noch freie Ober 
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fläche HR defielben rechtwinfelig auf der Richtung der Schwerkraft, alfo 
horizontal ift; denn jo lange diefe Oberfläche noch krumm oder gegen den 
Horizont geneigt ift, fo lange giebt e8 auch noch höher 
liegende Waffereleniente, wie 3. B. E, welche wegen 
D ihrer großen Beweglichkeit und in Folge ihrer Schwere 
gr über den darunter befindlichen, wie auf einer fchiefen 
Ebene FG, herabgleiten. 

Da bei größeren Entfernungen die Schwerrichtun⸗ 
gen nicht mehr als parallele Tinien angejchen werden 
fönnen, fo hat man bie freie Oberfläche oder ben 
Spiegel des Waſſers in einem großen Gefäße, wie z.B. in einem größeren Ger, 
nicht mehr als eine Ebene, jondern als einen KugeloberflächentHeil zu betrachten. 

Wirkt außer der Schwere noch eine andere Kraft auf die Wafferelemente, 
jo fteht im Gleichgewichtözuftande die Oberfläche des Waſſers winkelrecht 
auf der Richtung der aus der Schwere und der hinzutretenden Kraft ent- 
fpringenden Mittelfraft. 


Wird ein Gefäß ABC, Fig. 585, mit der unveränderlichen Accele- 
ration p horizontal fortbewegt, jo bildet Die freie Dberfläche des Waflers in 
demjelben eine ſchiefe Ebene DF'; denn 
da in biefen alle jedes Element F 
diefer Oberfläche von feinem Gewichte 
G abwärts? und von feiner Trägheit 


Fig. 584. 






P= r G horizontal getrieben wirb, fo 





entfpringt in jedem eine Mittelfraft 2, 
welche von der Richtung der Schwere 
um einen unveränderlichen Winkel REG == « abweidht. Diefer Winkel 
ift auch zugleich der Winkel DFH, um welchen der auf B normal ftehende 
Waſſerſpiegel von dem Horizonte abweicht. Er ift beftimmt durd) 


— E_?P. 
tang.& = 77 
Wird dagegen ein Gefäß AB C, Fig. 586, gleihförmig umfeine verti» 
cale Are XX gedreht, fo bildet der Spiegel des 
mit umlaufenden Waſſers in demfelben eine hohle 
Fläche AO C mit parabolifchen Arendurd- 
Ihnitten. It © die Winkelgeſchwindigkeit des 
Gefäßes und des darin befindlichen Waflers, G 
das Gewicht eines Wafferelementes Z und y der 
Abftand ME defjelben von der verticalen Are, fo 
bat man für die Gentrifugalfraft diefes Elementes: 
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und daher für den Winkel — — TEM= 9, welchen bie Mitte 
kraft R mit der Berticalen, oder die Tangente ET des Waſſerprofiles mit 
der Horizontalen ME einfchließt: 

_fF __ ey 

tang. 9 — G = 7. 

Hiernach ift alfo die Tangente des Winkels, welchen die Berührungsime 
mit der Ordinate einfchließt, der Ordinate proportional. Da dieſe Eiger: 
[haft ber gemeinen Parabel zukommt (f. $. 157), fo tft auch der verticale 
Durchſchnitt AO C des Waſſerſpiegels eine Parabel, deren Are mit dr 
Drehungsare XX zufammenfält. 

Wäre die Umdre hungsgeſchwindigkeit des Waſſers im Gefäße ur 


Fig. 588, conflant und = c, fo würde F= *. 





daher tang.p = 





und die Subtangente der Durchſchnittscurve A EB der Oberfläche bes Waſſer— 

2 » 
MT=m= — alſo conſtant ausfallen. Nach Artikel 20 der analylı 
hen Hüffslehren ift die Gleichung einer ſolchen Curve: 


yaren —red®, 
wobei r die Ordinate CA des Anfangspınftes A bezeichnet. 
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Bewegt man ein Gefäß AB H, Fig. 589, in einem Berticalfreife um 
eine Horizontalare CO gleihförmig herum, fo bildet die Oberfläche bes Waſſers 
in demfelben eine cylindriſche Fläche mit Freisförmigem Duerfchnitte 
DEH. Berlängern wir die Richtung der aus dem Gewichte G’ und ber 
Gentrifugalkraft Feines Elementes E entftchenden Mittelraft 2 bis zum 
Durchſchnitte O mit der Verticalen CK durd) den Drehpunft, fo erhalten 
wir bie * ühnlichen Dreiede ECO und EFR, für welde gilt: 


cO_FR_G 


— — — EEE 4 





nun ift aber, wenn man ben Drehungshalbmefler EC = y fest, und die 
legte Bezeichnung beibehält, F— a" ay ‚ 8 folgt daher bie Linie: 





—280 5 6 





Meter, 





9 
0-45 (2) 


wobei # bie Zahl der Umdrehungen pr. Minute Seide Da dieſer Werth 
von CO für alle Waflerelemente einer und derfelbe ift, jo folgt, daß die 
Mitteffräfte aller den Durchſchnitt DE H bildenden Wafjerelemente nad) 
O gerichtet find, und daß daher der auf den Richtungen biefer Kräfte recht 
winfelig ftehende Durchſchnitt ein aus O befchriebener Kreis if. Diefem 
zufolge bilden die Wafferfpiegel in den Zellen eines oberjchlägigen Waſſer⸗ 
rades lauter einer und derfelben Horizontalage entjprechende cylindrifche 
Flächen. 


Bodendrucxk. Der Druck des Waſſers in einem Gefüße ABCD, 8. 355 

Sig. 590, ift unmittelbar unter dem Wafferfpiegel am Hleinften, wird mit der 

Fig. 5%. | Tiefe immer größer und größer und ift 
unmittelbar iiber dem Boden am größten. 
Dies ift zwar ſchon aus $. 353 zu fol- 
gern, läßt fi) aber aud) auf folgendem 
Wege beweifen. Nehmen wir an, daß 
ber Wafferfpiegel Ho Ro, deilen Inhalt 
F, fein möge, von einer Kraft P,, 
3. B. durch die darüber ftehende Atmo⸗ 
ſphäre oder durch einen Kolben gleichför⸗ 
mig gebrüdt werde, und benfen uns die ganze Waſſermaſſe durch viele 
Horigontalebenen wie A, Rı, HR; u. |. w. in lauter gleid) dide Waſſer⸗ 
ſchichten zerlegt. Iſt Fi der Inhalt des erſten Querſchnities Hi Ri, A die 
Diele einer Waſſerſchicht und Y die Dichtigfeit des Waſſers, jo bat man das 
Gewicht der erften Waſſerſchicht, &, — Ay, md benjenigen Theil des 
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Druckes in A, R,, welcher aus dem Drucke Po des Waſſerſpiegels H. R, 
entipringt, nad) dem Principe in $. 352: 
— # Pf 
— 
Addirt man nun beide Kräfte, ſo erhält man den Druck im Horizontale 
fchnitte A, Rı: 





Eee 77 
Dividirt man durd) F}, fo —* man die Gleichung: 
Pı 


—ı_ IL 13», 
F, + y 


oder, da = und = die auf die Tlächeneinheit bezogenen Drücke p, umd 
0 1 


pi mn HR, und HR, eine: 
=m+tAr 

Der Drud in dem folgenden Sortsontalfchnitte H, R, beftimmt fid) ge 
nau fo wie der Drud in der Schicht A, R, , wenn man berüdfichtigt, def 
bier der anfängliche Drud auf die Einheit ſchon pp — pPo + Ay if, mil 
rend er dort nur p, war. Es folgt der Drud in der Horizontalſchicht Au R: 

BP =ntıy=mtiAyt+iy=m + 2hr 
Fig. 591. ebenfo der Drud in der dritten Schicht A, R, 
B =p+34y, 
in ber vierten: 
=m+ 44 
und in der nten: 
=mp+tnriY. 
Nun ift aber nA die Tiefe OK — h dick 
nten Schicht unter dem Wafferfpiegel, es IH 
ſich daher der Drud auf jede Flächeneinheit in 
der nten Horizontalſchicht ſetzen: 
p=P + hy (vergl. $. 853). 

Man nennt die Tiefe % eines Flächenelementes unter dem Waſſerſpiegel 
die Drudhöhe (franz. charge d’eau; engl. height of water) deſſelben 
und findet hernach den Drud des Waffers auf irgend eine fylächeneinheit, 
wern man den bon außen wirfenden Drud um das Gewicht einer Hafer 
fäule vermehrt, deren Baſis diefe Einheit und beren Höhe die Drudhöhe if. 

Bei einer horizontalen Fläche, wie 3. B. am Boben OD (fig. 59). 
ift die Drudhöhe A an allen Stellen eine und diefelbe, ift daher der Inhalt 
derfelben — F, fo folgt der Drud des Waſſers gegen diefelbe: 

P=m+tıhy)F=Fp+Fhy=P + Fhy 
oder, wenn man dom äußeren Drude abftrahit: P= Fhy. 
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Der Drud des Waffers gegen eine horizontale Fläche ift alfo 
gleich dem Gewichte der über ihr ftehenden Wafferfäule Fr. 

Diefer Drud des Waſſers gegen eine horizontale Fläche, z. DB. gegen den 
horizontalen Boden oder gegen einen horizontalen Theil der Seitenwand 
iſt von der Form des Gefäßes unabhängig; ob alfo das Gefäß AC, Fig. 
592, prismatifch wie a, oder oben weiter als unten, wie b, oder unten weiter 
al® oben, wie c, oder fchief wie d, oder ob e8 baudjig wie e ift u. |. w., 
immer bleibt ber Drud gegen den Boden gleid) dem Gewichte einer Wafler- 
fäule, deren Baſis der Boden und deren Höhe die Tiefe des Bodens unter 
dem Wafferfpiegel ift. Da fich der Drud des Waſſers nad) allen Seiten 
fortpflanzt, ſo findet diefes Gejeg auch dann noch feine Anwendung, wenn 
die Fläche, wie 3. B. BC in Fig. 593, von unten nad) oben gedrüdt wird. 
Jede Flächeneinheit in der an BC anliegenden Waſſerſchicht BK wirb burd) 
cine Waflerfänfle von der Höhe HB —= RK — h gebritdt, es ift folglich 
auch der Drud gegen die Fläche CB, = Fhy, wenn F den Inhalt diejer 
Fläche bezeichnet. 


Fig. 592. 





Es folgt auch hieraus noch, daß das Waſſer in commmmticirenden Röhren 
ABCwbd DEF, ig. 594, im Zuftande des Gleichgewichtes gleich: hoch 
fteht, oder daß die Epiegell AB und FEF deſſelben in eine und biefelbe 
Horizontalebene fallen. Zur Erhaltung des Gleichgewichtes ift es nöthig, 
dag die Waflerfchiht 7 R durch die über ihr ftehende Waſſerſäule ER 
ebenfo ftark nach unten gedrüdt wird, als durd) die unter ihr befindliche 
Waſſermaſſe von unten nad) oben. Da aber in beiden Fällen die gedrückte 
Fläche eine und dieſelbe ft, fo muß daher aud) die Drudhöhe in beiden 
Fällen eine und biefelbe fein, e8 muß alfo der Waflerfpiegel AB ebenfo hod) 
über HR ſtehen als der Waflerjpiegel EF. 


Weidbbach' s Lehrbuch Der Vechanik. 1. 44 
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8. 356 Seitendruck. Das foeben gefundene Geſetz von dem Waſſerdrude gegen 
eine Horizontalfläche läßt fic nicht unmittelbar auf eine gegen den Hort: 
zont geneigte ebene Fläche anwenden, da bei diefer die Drudhöhen an 
verfchiebenen Stellen verſchieden find. Der Drud p—hy auf jede Fläche 
einheit innerhalb der horizontalen Waſſerſchicht, welche um die Tiefe AR untrt 
dem Wafferfpiegel fteht, wirft nach allen Richtungen (8. 352) umd folglich 
auch rechtwinkelig gegen die feften Seitenwände des Gefäßes, die (nad 
8. 138) denfelben vollfommen aufnehmen. Iſt num F, der Inhalt einee 
Elementes von einer Seitenflähe ABC, Fig. 595, und h, deſſen Drod- 
höhe Fi Hr, fo hat man den Normaldrud ded Waſſers gegen daſſelbe: 

Fig. 595. | Pı = Fı.hy; 
5 ift ebenfo Fy ein zweites Flächenelement, 

Ä und A, deſſen Drudhöhe, fo hat men 

— ——den Normaldruck auf daſſelbe: 

u — P,= Fhy; 
en ebenfo fiir ein drittes Clement: 

| P, — F;,h,y u |. w. 

\ Diefe Normaldrüde bilden ein Syitem 
Hr 7 von Parallelkräften, deren Mittelfraft 
ir 4 P die Summe diefer Drüde, alſo 
P=(Fh+tFRBh+t:) 

ift. Nun ift aber nod) 

Fh+ Fıh: Fr 

die Summe der ftatifchen Momente von Fi, Fr u. |. w. hinſichtlich der 

Oberfläche A OB des Waſſers, und — Fh, wenn F der Inhalt der gar 

zen Fläche und A die Tiefe SO ihres Schwerpunktes S unter dem Waſſer⸗ 

ſpiegel bezeichnet; es folgt daher der geſammte Normaldruck gegen die ebent 

Fläche: 





P=Fhy. 


Verſteht man bier umter Drudhöge einer Fläche die Tiefe SO ıml 
Schwerpunftes S unter dem Waflerfpiegel, jo gilt alfo allgemein die Rege 
der. Drud des Waffers gegen eine ebene Fläde iſt gleich dem 
Gewichte einer Wafferfäule, deren Bafis die Fläche und dei 
Höhe die Drudhöhe der Fläche it. 


Uebrigens ift noch hervorzuheben, daß diefer Waſſerdruck nicht von de 
Waſſermenge, welche über oder vor der gedrückten Fläche ſteht, abhängt, daß 
alſo z. B. unter übrigens gleichen Umſtänden eine Spundwand ABED. 
Fig 596, denfelben Drud auszuhalten hat, fie mag das Wafler einer fchmalen 
Schleuſe ACEF, oder da8 eines größeren Teihes AC GH, oder det 
eines großen Sees abdämmen. Aus der Breite AB= CD —bm 
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Höhe AD —= BC = a einer rectangulären Spundwand folgt die Fläche 
derfelben: F = ab | 
17 


Big. 596. und die Drudhöhe: SO — Eh 
daher der Waſſerdruck: 
P-ab-z y— !/,atby. 


Es wächſt alfo diefer Drud wie 
die Breite und wie das Qua⸗ 
drat der Höhe der gedrüdten 
Fläche. 


Beiſpiel. Wenn vor einem 4 Fuß breiten, 5 Fuß hoben und 21/, Zoll dicken 
Schupbrete aus Gichenholz das Wafler 32, Fuß hoch fteht, wie groß ift die Kraft 
aum Aufziehen deſſelben? 

Das Bolumen des Bretes ift: 

4.5.85, = %, Cubikfuß. 
Nimmt man nun die Dichtigfeit des mit Wafler geichwängerten Cichenholzes nad) 
$. 61, zu 61,75.1,11 = 73,26 Pfund an, fo folgt das Gewicht dieſes Bretes: 
G = %,.7326 — 25.12.21 = 305,25 Pfund. 

Der Drud des Waflers gegen das Schubbret und auch der Druck deſſelben 

gegen jeine Führung if: 

P= 1.(%)?.4.61,75 = 49: 30,875 — 1513 Pfund; 
fest man nun den Coefficienten der Reibung für nafles Holz nah 6. 174, 
» — 0,68, jo folgt die Reibung diefes Bretes in feiner Leitung: 

F=»P = 08.1513 = 10288 Pfund. | 
Addirt man hierzu das Gewicht des Bretes, jo erhält man die Kraft zum Auf: | 
ziehen deſſelben: | 

— 1028,8 + 305,25 = 1334,05 Pfunb. 





Mittelpunkt des Wasserdruckes. Die Mittelfraft P=Fhy aus 8. 357 
lümmtlihen Elementarprefiungen Fi hı Y%, Fahry u. f. w. hat, wie jede 
andere Mittelkraft eines Syſtemes von Parallelfräften, einen beftinmten An- 
griffspunft, den man den Mittelpunkt des Drudes nennt. Durch Unter- 
ſtützung diefes Punktes wird dem ganzen Wafferdrude einer Fläche das Gleich— 
gewicht gehalten. Die ftatifchen Momente der Elementarpreffungen Fi hı y, 
F; 2 y u. |. w. Hinfichtlich der Ebene des Waſſerſpiegels AB O, Fig. 595, 
find: 

Fhy.kı =Fhly FRh.y.k — Fh;y u. |. w.; 
es iſt alfo das ftatifche Moment des ganzen Waflerdrudes in Hinficht auf 
diefe Ebene: 
(Fh?t Rah? +--)7. 
Bezeichnet man nun den Abftend KM des Mittelpunftes M diefes 
Drudes vom Wafferfpiegel duch 2, fo hat man da8 Moment des Wafler- 
drudes auch: 


44” 
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Pe=(Fh+FRk+--)ey 
und e8 folgt nun durch Gleichſetzen beider Momente die in Frage ftehende 
Tiefe des Mittelpunftes M unter dem Waflerfpiegel: 
_FAhy+Rky+t- _Fh+rRby+--- 
a NE a er ee VER 
wenn, wie oben, F den Imhalt der ganzen Flähe und Ah die Tiefe ihrer 
Schwerpunftes unter dem Waflerjpiegel ausdrüden. 

Um diefen Druckpunkt vollftändig zu beftimmen, hat man noch deſſen 
Abftand von einer anderen Ebene oder Linie anzugeben. Set man die 
Abftände Fi G,, F5 6, u. |. w. der Tlächenelemente F\, F, u. f. w. von 
der den Neigungswinfel der Ebene beftimmenden Falllinie A C, — yı, 8: 


Fig. 597. u. f. w., jo bat man die Momente 
. der Elementarbrüde in Hinficht auf 
Bi diefe Falllinie: 
Bi N — — Fıhyy, Fıh,yıy u|.w., 
‚EHER 0 alfo da8 Moment der, ganzen Fläc« 


NIIT — (FhytRknt-)r 
| und bezeichnet man den Abſtand 


RS NE, A N des Mittelpunftes I von eben 

* Er diefer Linie durch v, jo hat man die 
« fe8 Moment aud) 

ß —— — Fh Fih —) ey: 


ſetzt man endlich beide Momente ein⸗ 
ander gleich, ſo erhält man die zweite Ordinate: 
De Fhy+FRhky+-- —— FhytFRhkyt“ 
Fh+Rklk,+--- Fh 

Iſt & der Neigungswinfel der Ebene ABC gegen den Horizont, find ferner 
%; %g u. |. w. die Entfernungen Er F\, E, F, u. f.w. der Elemente F. 
F u. |. w., und ift u ber Abftand Z M des Druckmittelpunktes M von der 
Durchſchnittslinie AB der Ebene mit dem Wafferjpiegel, fo hat man 
h, Sin. &, ya — 17 sin. a u. ſ. w, fowie 2 — usin. a; und führt man 

diefe Werthe in den Ausdrücken für 2 umd x ein, fo ergiebt ſich: 
_F& + Fax} +: -- __ Trägheitsmoment 


um UT 
Fa +Fm + :-- ſtatiſches Moment 
„ Ahııyı + rm +: __ Centrifugalfraftnoment 
a + Fx +...  flatifches Momem 


Dan findet alfo die Abftände u und v des Druckmittelpunktes von der 
horizontalen Are A Y und von ber durd) die Falllinie gebildeten Are AL, 
wenn man das ftatifche Moment der Fläche in Hinficht auf die erſte A 
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einmal in das Trägheitsmoment derfelben in Hinficht auf diefelbe Are und 
ein zweites Mal in das Gentrifugalfraftmoment derjelben in Hinficht auf 
beide Aren bividirt. Auch ift der erfte Abftand zugleich die Entfernung des 
Schwingungspunftes von der Durdfchnittslinie mit dem Wafferfpiegel 
(F. 327). Uebrigens ift leicht zu ermeſſen, daß der Mittelpuntt des 
Wafferdrudes mit dem in $. 313 beftimmten Mittelpunfte des Sto— 
Bes vollfommen zufammenfällt, wenn die Durchichnittslinie A Y der Fläche 
mit dem Waſſerſpiegel als Drehare angejehen wird. 


Weasserdruck gegen Rechtecke und Dreiecke. it die gedrückte $. 358 
Fläche ein Rechteck AC, Fig. 598, mit horizontaler Grundlinie CD, fo 
befindet fid) der Mittelpunft M des Drudes in der die Grundlinien halbi- 
venden Salllinie XL und fteht um 2/, diefer Pinie von der Seite AB im 
Waflerjpiegel ab. Reicht dieſes Rechteck nicht bis zum Wafferfpiegel, wie 
in Fig. 599, iſt vielmehr der Abftand KL der unteren Bafis CD vom 

Fig. 598. Kia. 599. Fig. 600. 





Waſſerſpiegel, — /, und der Abftand KO der oberen Baſis AB, — |,, fo 
hatman den Abftand KM des Drudmittelpunftes vom Wafjerjpiegel HR: 
ee 
m — 1 

Für ein vechfwinfeliges Dreied ABC, ig. 600, deſſen eine Kathete 
A B im Waſſerſpiegel liegt, ift der Abftand KM des Druckmittelpunktes M 
von A B (Beilptel $. 313): 

1/, FT 
u = ı/,F.l — Ua I, 
wenn 7 die Höhe BC des Dreiedes bezeichnet. 

Der Abftand diefes Punktes MM von der anderen Kathete BC ift, da diefer 
Punkt jedenfalls in der das Dreieck halbirenden Linie CO liegt, welche von 
der Spige O nad) dem Mittelpuntte der Grundlinie geht, NM=v—!/;,b, 
wo b die Örundlinie AB bezeichnet. 

Piegt die Spige C im Wafferfpiegel, wie Fig. 601 (a. f. S.) angiebt, be- 
jindet jich) alfo die Kathete A .B unter der Spitze, jo hat man: 


FR 








KM=u= 
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b 
NM=v=!ı 5 — "kb 


Befindet ſich das ganze Dreied ABC, Fig. 602, unter Wafler, ſieht bie 
Fig. 604. Fig. 602. Grundlinie AB m 
| AH—1, und die Spike 


2 Cum CH =| ma 


£ D +7 


SCH EET, 
— — 


2 





— Waſſerſpiegel HR ab, 

0 fo hat man den Abftand 

— MK bes Druckmiteh 
N 7 ö punftes M vom Waſſer⸗ 
B fpiegel HR: 





ı — 1\? 

Ns dh + F(R 4 1 r ) 
— 
— 


Yslı -W ()i. 
1I (212 HL). — 201 +21) 
Auf ähnliche Weiſe laſſen ſich die Druckmittelpunkte von anderen ebenen 
Figuren beftimmen. 


— 


Beifpiel. Welche Kraft P ift aufzuwenden, um die um eine borigentale Art 
fig. 603. D vrehbare freisrunde Klappe AB, Fig. 68, 
aufzuziehen? Es fei die Länge DA dicje 
Klappe, — 11, Fuß, ihr Durchmeſſet AB 
— 1Y, Fuß, der Abſtand ihres Schwerpunktet 
S von der Axe D, DS —= 0,75 Fuß, unt de⸗ 
Gewicht derfelben, G— 35 Pft.; ferner fei tet 
Abftand 2) H der Drehare D von dem Bane 
fpiegel HR, in der Ebene der Klappe gemenkn, 
— 1 Fuß und der Neigungewinfel dieſer Ebene 
gegen den Horizont, « — 68°. 
Die gedrückte Fläche if: 
: nd? ., 
F zit = — 0,7854 . 16 
— 1,2272 Duabratfuß, 
und bie Druchöhe oder die Tiefe ihres Mine 
punftes C unter vem Waflerfpiegel: 
OC=h=HCsin.a=(HD+DO) sin.«a=(HD+DB+BC) ar 
— (1 + 0,25 + 0,625) sin. 680 — 1,875.0,9272 — 1,7385 Auf, 
und daher ver Drud des Waſſers auf die Flaͤche AB = F: 
Q= Fhy = 12272.1,7385.. 61,75 — 131,73 Pfund. 
Der Hebelarm 5 dieſer Kraft in Hinficht auf die Drehare D if der Abſtaur 
DM des Drudmittelpunftes M von berfelben, alfo: 


b=HM-—HD. 
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Nun ift aber ’ 


y3 
HM=HC+H 


4HC 





— 1,875 — (2) = 1,9971 Buß 
= WB + 7 \e) I ’ 


baher folgt: 
b = 1,9271 — 1,0000 = 0,9271 Fuß, 
und das gefuchte ftatifche Moment des Waſſerdruckes: 
Ob = 131,73.0,9271 = 122,13 Fußpfund. 
Der Hebelarm bes Gewichtes der Drehklappe if _ 
DK DScos.e = 0,75.c08.68° — 0,75.0,3746 — 0,2810 Fuß, 
und daher das flatifche Moment diefes Gewichtes 
— 35.0,2810 — 9,84 $ußpfund. 
Durch Addition beider Momente erhält man das ganze Moment zum NAufs 
ziehen der Rlappe 
Pa — 122,13 + 9,84 — 131,97 Fußpfund, 
und wirft nun die Kraft zum Aufziehen an dem Hebelarme DN =a— 0,75 Fuß, 
fo folgt die Größe berfelben: 


131,97 


P= 97 


= 175,96 Pfund. 





Druck auf beiden Seiten einer Fläche. Wird eine ebene Fläche 8. 359 

AB. Fig. 604, zu beiden Seiten vom Waſſer gedrüdt, fo refultirt aus 

Fig. 604. den beiden Seiten entiprechenden Mittel» 
fräften eine neue Mittelfraft, die fich durch 
Subtraction derjelben von einander ergiebt, 
weil beide einander entgegen wirken. 

Iſt F der Inhalt des gedrücten Theiles 
auf der einen Seite der Fläche AB, und 
h die Tiefe AS feines Schwerpunftes unter 
den Maflerfpiegel, ferner 7) der Inhalt 
des Theiles A, B, auf der anderen Seite 
der Fläche, und A, die Tiefe A, S; feines Schwerpunftes unter dem ent- 
jprechenden Wafferfpiegel, fo fällt die geſuchte Mittelkraft: 

P=-Fhky—- F,hy=(Fh— Fh)y aus. 


Iſt das Trägheitsmoment des erften Flächentheiles in Hinficht auf bie 
Linie, in welcher die Ebene der Fläche den erften Wafferfpiegel ſchneidet, 
— Fk, fo hat man das ftatifche Moment des Wafferdrudes von der einen 


Seite 





= FR. y; 
und ift das Zrägheitsmoment des zweiten Flächentheiles in Hinficht auf 
die Durchſchnittslinie mit dem zweiten Waflerjpiegel, — Fı k), fo hat man 








696 Sechster Abſchnitt. Erſtes Capitel. [8. 359. 


ebenſo das ſtatiſche Moment des Waſſerdruckes von der anderen Seite in 
Hinſicht auf die Are im zwenen Waſſerſpiegel 
= Fık?y. 

Segen wir nun den Abftand A A, der Wafferfpiegel von einander, 
— a, fo erhalten wir die Vergrößerung des legten Momentes beim lieber: 
gange von der Are A, auf die Are A, 

—=Fhapy, 

und daher*das ftatifche Moment des Waflerdrudee Fi A, y in Hinficht auf 
die Are A im erften Waſſerſpiegel 

—=Fıkiy+ Fh.a.y=(Fık’ + Fıah,)y. 

Hiernad) folgt dann das ftatifche Moment der Differenz beider Mitteldrücke 

— (Fir — FRk?— aFıh)y, 
und der Hebelarm diefer Kraftdifferenz, oder der Abftand des Drudmittel- 
punktes von der Are im erften Waſſerſpiegel: 
Fk — Hk?2—arıh 

Fh—-Fh 


Sind „pie gedrüdten Flächentheile einander gleich, welcher Fall eintritt, 
wenn, wie Fig. 605 rvepräfentirt, die ganze Fläche AB — F unter Waſſer 
Fig. 608. ift, jo hat man einfacher: 
P=Fh—h)y, 
und da k?—=k? + 2ah, + at (1.224) 
dh — ma iſt, 
k—k? — ah ak, + a? 
ee u er In 


gi h— hı 123 
R | = u + ar: 
In dem legten alle ift alfo der Drud 


gleich) den Gewichte einer Waflerfäule, deren 
Grundfläche die gedrückte Fläche und deren Höhe der Höhenabftand RH, 
zwiſchen beiden Waſſerſpiegeln ift, und es fällt der Mittelpunft des Druckes 
mit dem Schwerpunkte S der Fläche zuſammen. Dieſes Geſezz ift auch noch 
dann richtig, wern beide Wafferfpiegel außerdem noch durch gleiche Kräfte, 
3. B. durd) Kolben, oder durch) die Atmofphäre gedrückt werden. Denn if 
diefer Drud auf jede Flächeneinheit — p, und alfo die entſprechende 


Waflerfäulenhöhe 7 =; (8. 355), fo hat man ftatt A, A + I und flatt 
Ah, Ar + U zu fegen, und es läßt die Subtraction die Kraft 
P=(hkh+1— [h+M)Fy=(h— h)Fy 


übrig. Aus diefem Grunde läßt man denn auch in der Regel bei hydrofta 
tiſchen Unterfuchungen den Atmofphärendrud außer Acht. 


u — 


HN iR 


| 

1 

1 * 

F 

R k 
Du 











+‘ 
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Beifpiel. Die Höhe AB des Oberwaflers bei einer Schifffahrtsichleufe, Fig. 
606, beträgt 7 Fuß, das Wafler in der Kammer fteht am Schleufenthore 4 Fuß 
Fig. 606. hoch, und die Breite des Canals und der Kam⸗ 
| mer mißt 7,5 Buß, welden Mitteldruck Hat 
das Schleufenthor auszuhalten? 
Es iſt 
F =7.75 = 52,5 und 
F\ = 4.7,5 = 30 Quabratfuß, ferner: 





=37=3 und h=5 = 2 Buf, 
j a=7 4 — 8 Fuß, 
Beet. n- 9 mug t=3, 


daher folgt der gefuchte Mittelorud: 
P=(Fh— F,kh,)y — (52,5. Z 30. 2)-61,75=123,75.61,75 


—= 7641,7 Pfd., 
und die Tiefe ſeines Angriffspunktes unter dem Oberwaſſerſpiegel: 
925.0 — 50.10 _3 60 
3 3 517,5 
—— 5 = 4182 Ruf. 
52,5 . 7 — 60 ' 


Druck nach einer bestimmten Richtung. In vielen Fällen ift $. 361 
es wichtig, nur einen, nach einer beftimmten Richtung wirkenden Theil des 
MWafferdrudes auf eine Fläche zu fennen. Umdeinen folchen Componenten 
zu finden, zerlegen wir den normalen Wafferdruf MP P der Fläche 
AB=F, $ig. 607, nad) der gegebenen Richtung MX und nad; ber 

ig. 607. Richtung MY winkelrecht gegen die⸗ 
felbe in zwei Seitenfräfte: 

MP, = P, und MP, = P.. 

Iſt nun © der Winfl PMX, 
um welchen die Normalfraft von ber 
gegebenen Richtung MX der Sei⸗ 
tenfraft abweicht, jo erhält man für 
die Somponenten: 

P, =Pcos.@ und P, = Psin. u. 

Entwirft man von ber Fläche AB 
in einer winfelvecht auf der gegebenen Richtung MX ftehenden Ebene bie 
Projecion BC, fo hat man fir deren Inhalt Fi, die Yormel: 

F' ı — F'.cos. AB C, 
oder, da ber Neigungswinkel A BC der Fläche zu ihrer Projection gleich 
ift dem Winfel PMX — « zwifchen der Normalfraft P und ihrem Com⸗ 
ponenten P,, fo hat man: 

Fı = F.cos. o, ober umgelehrt: 
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—— 
— 


und daher die geſuchte Seitenkraft: 
Fi 


Pı=P. F 

Da noch der Normaldrud die Größe P —= Fhy hat, fo folgt endlich: 

Pı = Fhy, 
db. h. der Drud, womit das Waffer auf eine Fläche nad irgend 
einer Richtung drüdt, ift gleich dem Gewichte einer Waſſerſänle, 
welche zur Bafis die Projection der Fläche winkelrecht zur gegebe- 
nen Richtung und zur Höhe die Tiefe des Schwerpunftes der 
Fläche unter dem Wafferfpiegel hat. 

In den meiften Fällen der Anwendung ift e8 wichtig, nur ben verticalen 
oder einen horizontalen Komponenten vom Drude bes Waflerd gegen eine 
Fläche zu kennen. Da die Projection winkelrecht zur Verticalrichtung, bie 
Horizontal- und die Projection winkelrecht zu einer Horizontalrihtung eine 
Berticalprojection ift, fo findet man ben Berticaldrud des Waſſers gegen 
eine Tläche, wenn man die Horizontalprojection oder den Grundriß 
derjelben als gedrüdte Fläche, und dagegen den Horizontaldrud dei 
Waſſers nad) irgend einer Richtung, wenn nıan die Verticalprojection 
oder den Aufriß der Fläche winkelrecht gegen bie ‚gegebene Richtung als 
gedrücte Fläche behandelt, in beiden Fällen aber die Tiefe O S des Schwer- 
punftes S der Fläche unter dem Waſſerſpiegel als Drudhöhe anfieht. 

Bei einem prismatifhen Teihdamm ABDE, Fig. 608, hat man 

Fig. 608. hiernach für die Hori⸗ 
zontalgewalt des Wafjerd 
das verticale Längen⸗ 
profil AC und für die 
Verticaltraft die Hori⸗ 
zontalprojection BU der 
Waflerflähe AB ale 
gedrückte Fläche anzu: 
ſehen. Setzt man daher 

die Tänge des Dammes, 
-. —!, die Höhe AC=h 
und die vordere Bölhung 
BC=a, fo folgt die Horizontalfraft des Waſſers 





H=1n.2y = hy, 
und der Verticaldrud deflelben: 
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y=al.ly — Ihalhy. 


Iſt num noch bie obere oder Dammlappenbreite A E — b, die hintere 
Boſchung DF— a,, und die Dichtigfeit der Dammmafie, — 71, To hat 
man das Gewicht des Dammes: 


G —(b + Fa ya, 
und den ganzen Berticaldrud ded Dammes gegen den horizontalen Boben: 


P+G='nalay+(B+"% | mar +ld+ tt )y. a. 


Setzt man den PReibungecoefiienten — 9, fo folgt nun die Reibung oder 
Kraft zum Fortfchieben des Dammes: 


F=yV/ + 0 — rar + ( 4 Fa)yloaı. 

In dem Yalle, wenn der Horizontaldruf des Waſſers diefes Fortſchieben 
bewirken foll, ift daher zu fegen: 

!hhrly= | 

oder einfacher: 

"= glatt a+ m) 
Damit aljo der Damm vom Waſſer nicht fortgefchopen werde, muß fein: 
| h<ple+t@r tat m) ober 


Rh ⸗ 
| >| ) — (4 4 |. 

Der Sicherheit wegen nimmt man wohl an, daß der Grund des Daınmes 
größtentheils durchwaſchen fei, weshalb äußerftenfalls noch ein Gegendrud 
von unten nad) oben, — (b + a + a,)!hy in Abzug zu bringen und 

h<plad+at a) -1)-a 
zu ſetzen iſt. 


Beiſpiel. Die Dichtigkeit der Lehmdammmaſſe iſt nahe doppelt ſo groß, als 
die des Waſſers, alſo: 
2 wA_-ı1=1; 
Y Y 
es läßt fi daher für einen Lehmdamm einfach 


h<o(2b + a) 
feßen. Crfahrungen zufolge mwiverfieht ein Damm hinlänglich, wenn die Höhe, 





a — 





361 _ 
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Boſchung und Kappenbreite veflelben einander gteich find; jet man hiernach im ter 
legten Formel: 

k=b=a, Io ergiebt fid: 

o —= Y,, weshalb man in anderen Källen: 

| = Het +m (A -1)-al, 

und indbefondere bei Lehmbämmen: 

h —= Y(25 + a), daher umgekehrt: 

3 


— 4 
= 2 





zu ſetzen hat. 
Deträgt die Dammhöhe 20 Ruß und der Böfhungsmwinfel « — 36°, je if 
die Boͤſchung: 
a —= hcoty.a« — 20.cotg.36% — 20.1,37614 —= 27,53 Auf, 
und daher die obere Damm: oder Kappenbreite: 


LT BE 
b= ze — 16,24 Ruß zu machen, 


Druck auf krumme Flächen. Das im legten Paragraphen gefun: 
dene Geſetz über den Drud des Waſſers nad) einer beftinmten Richtung 
gilt nur für ebene Flächen und für die einzelnen Elemente krummer Flächen, 
nicht aber für krumme Flächen überhaupt. Die Normaldritde auf die 
einzelnen Elemente einer krummen Fläche laffen jich in Seitenfräfte parallel 
zu einer gegebenen Richtung und in andere, gegen erftere winkelrecht wirkend, 
zerlegen. Jene Seitendritde bilden ein Syften von Parallelfräften, beren 
Mittelfraft den Drud in der gegebenen Richtung angiebt, und diefe Seiten- 
fräfte laſſen fic) ebenfalls auf eine Mittelfraft zurüdjühren, beide Mittel- 
kräfte geftatten aber feine weitere Vereinigung, wenn ihre Richtungen nicht 
zum Durchſchnitte gelangen (8. 97). Im Allgemeinen ift es alfo nicht 
möglich, die ſämmtlichen Waſſerdrücke gegen die Elemente einer krummen 
Fläche auf eine einzige Kraft zuriidzuflihren; e8 kommen jedoch einzelne 
Fälle vor, wo diefe Vereinigung möglich ift. 

Sind G,, Ga, G, u. f. w. die Projectionen und A, Ar, As u. |. w. bie 
Drudhöhen von den Elementen F\, Fa, Fy u. |. w. einer krummen Fläche, 
jo hat man den Drud des Waſſers nach der Richtung winkelrecht zur Pro 
jectionsebene: 

P=(Gh+alm+ Gh, +:-)Y 
und das Moment deffelben in Hinficht auf die Ebene bes Wafferfpiegel®: 
Pu=(Gh7 + @h’+ Gh} . 

Kann man die gedrückte krumme Fläche in Elemente zerlegen, die zu 
ihren Projectionen ein unveränderliches Verhältniß haben, läßt ſich alſo 
Gi Ga G3 


FR tim = n fegen, jo hat man: 
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F „-# 
= @ = zu ſ. w., daher: 


_(Fh, Fi, ),(Aht Amt _Fh 
r—( n + J n . 


n 


6 


wo F den Inhalt der ganzen Fläche und A die Tiefe ihres Schwerpunftes 
unter ben Waflerfpiegel bezeichnet. Nun hat’ man aber 


FS Fi F tot )=nG, 
wenn 6 ben Inhalt der Projection der ganzen Fläche ausdrückt, es iſt daher: 


h 
P= =, = Ghy; 


alfo wie bei jeder ebenen Fläche, der Wafjerdrud nad einer Richtung 
gleich dem Gewichte eines Wafjerprismas, deſſen Grundfläde 
ber Projection der krummen Fläche winkelrecht gegen die gegebene 
Richtung und deflen Höhe der Tiefe des Schwerpunftes ber 
trummen Fläche unter dem Wafferfpiegel gleich fommt. 


So' iſt 3. B. der Verticaldrud des Waſſers gegen den Mantel eines mit 
Waller gefüllten, Fegelfürmigen Gefäßes A CB, Fig. 609, gleich dem Ger 
Fig. 609. wichte einer Waflerfäule, welche die Boden⸗ 
fläche zur Bafis und zwei Drittel der Aren- 
länge CM zur Höhe hat, weil ſich die von der 
Bodenfläche gebildete Horizontalprojection bes 
geraden Kegelmanteld ebenjo wie der Mantel - 
in lauter gleiche trianguläre Elemente zerlegen 
läßt, und weil der Schwerpunft S des Kegel- 
mantels um zwei Drittel der Höhe des Kegels 
von der Spitze abfteht ($. 116). Iſt r der 
Halbmeſſer der Bafis und A die Höhe des Ke- 
geld, jo hat man den Drud gegen den Boden, 
— xr?hy, und den Berticaldrud gegen den Mantel, — ?/; ar?hy; ba 
aber der Boden mit der Seitenwand feit verbunden ift, und beide Drüde 
einander entgegen wirken, jo folgt die Kraft, mit welcher da8 Gefäß durch 
das Waller abwärts gebrüdt wird, 
— (1 — 1,arthy . 
— dem Gewichte der ganzen Waſſermaſſe. Hätte man den Boden durch 
einen feinen Schnitt von Mantel getrennt, fo wirde derjelbe mit feiner 
vollen Kraft mr?hy nad) unten, oder auf feine Unterlage drliden, dagegen 
wäre aber aud) noch der Mantel mit einer Kraft 2/;, m r?hy nieberzuhalten, 
um das Abheben deſſelben durch das Waſſer zu verhindern. 
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Anmerfung. Ge ift hiernach die Kraft, welche ver Dampf einer Dampis 
mafchine oder das Wafler einer Wafferfäulenmafchine auf den Kolben ausäkt, 


Fig. 610. 





unabhängig von der Form des Kelbens. Wie aud tie 
Drudflähe durch Aushöhlung oder Abrundung vergrößern 
fein möge, immer bleibt der Drud, mit weldem te 
Dampf oder das Waſſer den Kolben fortichiebt, gleih dem 
Producte aus dem Duerfchnitte oder der Herizontalpre: 
jection des Kolbens und aus dem Drude auf die Flachen⸗ 
einheit. Bei dem trichterförmigen Kolben AB, Fig. 610, 
veffen größerer Halbmeflr C(A=CB=r wm denen 
fleinerer Halbmeſſer GD= GE= r, if, mißt der 
Drud auf die Grundfläche, S nr2p und die Reactien 
auf den Mantel, = n (r? — r) p; es iſt daher we 
übrigbleibenve wirffame Drud: 
P=-nnrp—- nr — )p=nnp 

— Duerfchnitt des Eylinders mal Drud auf die Aläden: 
einheit. 


. 362 Horizontal- und Verticaldruck. Wie aud) eine krumme Fläche 
AB, Fig. 611, geformt fein möge, immer ift der Horizontaldrud des 
Waflers gegen diefelbe gleich dem Gewichte einer Waſſerſäule, welde zur 


Fig. 611. 





Bafis die Berticalprojection 40 Bo der 
Flache winkelrecht gegen die gegebene Drud- 
richtung und zur Drudhöhe die Tiefe O5 
des Schwerpunftes Sdiejer Projection unter 
dem Wafferfpiegel hat. Die Richtigkeit 
diefer Behauptung folgt aus ber Formei 
P=(Gh + Geh +-)7 
fogleich, wenn man berückſichtigt, daß bie 
Drudhöhen k,, hz u. |. w. der Flächen 
elemente auch zugleich die Druchöhen 
ihrer Projectionen find, daß aljo 
Gıhı + Geha + 


das ftatifche Moment der ganzen PBrojection, d. i. das Product Gh aus der 
Berticalprojection G und der Tiefe A ihres Schwerpunftes unter dem Wal 
ferfpiegel ift. Man hat aljo Hier wieder 


P= Ghy 


zu feßen, aber nicht außer Acht zu lafien, daß 4 die Druckhöhe der Vertical 


projection ift. 


Der Berticaljchnitt, 


wodurd man ein Gefäß mit dem darin befindlichen 


Waſſer in zwei gleiche oder ungleiche Theile theilt, iſt zugleich die Vertical⸗ 
projection von beiden Theilen, der Horizontaldruck auf einen Theil der Ge 


fäßwand ift aber dem 


Producte aus der Verticalprojection defjelben und der 


Tiefe ihres Schwerpunftes unter dem Waflerfpiegel proportional; folglich 
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ift auch der Horizontaldrud des Waſſers auf einen Theil A.B ber Gefäpwand 
genau jo groß, als der entgegefigefegt wirfende Horizontaldrud auf den gegen- 
über liegenden Theil A, Bi derjelben, und es heben fich beide Kräfte im 
Gefäße gegenjeitig auf. Das ganze Gefäß wird alfo von dem eingefchloffenen 
Waſſer nach allen horizontalen Richtungen gleich ftark gepreßt. 

Der Berticaldrud PR —= G, hy des Waflerd gegen ein Element 
F\, ig. 612, der Gefäßwand ift, da die Horizontalprojection Gı bes 
Elementes als Duerjchnitt und die Drudhöhe A, als Höhe und alfo Gi hı 

ig. 612. al8 das Bolumen eines Priemas angefchen werden 
kann, gleich dem Gewichte einer itber dem Elemente 
ftehenden und bi8 zur Ebene HR des Waſſerſpiegels 
reichenden Waſſerſäule Fi. Die einen endlichen 
Theil AB des Bodens oder der Gefäßwand aus- 
machenden Flächenelemente erleiden daher auch einen 
a Berticaldrud, welcher dem Gewichte fämmtlicher dar- 
überſtehenden Waſſerſäulen, d. i. dem Gewichte der 
über dem ganzen Stüde ftehenden Waflerfäule gleich 
ift. Seten wir diefes Volumen V, , fo erhalten wir 
hiernach fiir den verticalen Waſſerdruck: 
P=Vıjyp. 

Für einen anderen Theil A, B, der Gefäßwand, 
welcher jenkrecht itber dem vorigen Tiegt und da8 Vo⸗ 
lumen A, B, H= V, begrenzt, hat man den entgegengefeßten Berticaldrud: 

Q= Pır; 
find aber beide Theile feft mit einander verbunden, fo rejultirt aus beiden 
Kräften die vertical abwärts wirkende Kraft: 
R=P—-Q=MN —IVı)yr=Vy 
— dem Gewichte ber zwifchen beiden Flächentheilen enthaltenen 
PWafferfäule Wendet man endlich dieſes Gefeg auf das ganze Gefäß an, 
fo folgt, daß der gefammte Berticaldrud des Waffers gegen das 
Gefäß gleich ift dem Gewichte der eingefhloffenen Waſſermaſſe. 

Macht man eine Deffnung O in die Seitenwand eine Gefäßes HBR, 
Fig. 613, I. u. II. (a.f.©.), fo fällt der Theil des Druckes, welcher dem 
Querſchnitte diefer Deffnung entfpricht, weg, und e8 bleibt daher der Drud 
auf das gegenüber Tiegende Flächenſtück F— übrig. Wird nun die Deffnung 
wie in I, durch einen Stöpfel X verjchloffen, deſſen Zurlidgehen ein Wider⸗ 
ftand L von außen verhindert, fo findet eine gleichmäßige Vertheilung des 
Horizontaldrudes auf die Gefäßwand nicht mehr ftatt, fondern e8 wird das 
Gefäß mit einer Kraft P — Fhy fortgefchoben, welche der Stöpfel in ent- 
gegengejsgter Richtung aufnimmt. Gelangt nad) dem Entftöpfeln der Min- 
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dung das Waſſer O zum Ausflug, wie II. darſtellt, fo fteigert ſich in Folge 


Fig. 613. 





der Reaction des ausfließenden Waſſers diefer Druck P von hy auf 
P, = 2Fhy, wie in der Folge gezeigt werden wird. 


Beifpiel Der Berticaldrud P, des Wailers auf die untere Halbfugelfläihe ADB, 
dig. 614, ift dem Gewichte einer Wafferfäule gleich, welche oben von ter Ebene des 
Fig. 614. Maflerfpiegels 7 R und unten von dieſer Halt: 
fugelfläche begrenzt wird. Iſt r ter Halbmeher 
CA = CD dieſer Kläde, und h vie Hebe 
CO des Waflerfpiegeld AR über ber horizen⸗ 
talen Begrenzungsebene AB verjelben, ſo bat 
man das Bolumen ver Halbfugel ABD, 
Vv = 26 a rs, und das des Cylinders über 
AB, V,=nr?h, daher: 
PR =, + V)y=@&%nr+arh)z 
—(h+Y,r)ary. 
Der nad oben gerichtete Verticaldrud auf die 
obere Halbfugelflähe AB iſt dagegen: 
PBR=(%—-V)ıy=lk-Mrn)ary; 
baber folgt der gefammte Verticaldruck: 
P=P,—-P,=2V/,='nrr7r 
— den Gewichte des Wailers in der ganzen 
Kugel. 
Der herigentale Druck auf eine der Halbfugeln DAE und DBE, melde im 
der DBerticalebene DCE zufammenftoßen, wird dagegen durch das Gewicht des 
Prismas von der Grundfiäche DCE — nr? und ver Hoͤhe CO —h gemeiſen 


it folglich: 





R= nrthy. 


Röhrenstärke. Bon beſonderer Wichtigkeit ift die Anwendung der 
Lehre vom Wafferdrude auf Röhren, Keffel u. ſ. w. Damit bieje Gefäße 
dem Wafferdrude hinreichend widerftehen und durch denfelben nicht zerjpreng! 
werben, hat man ihnen eine gewifle, der Druckhöhe und der inneren Weite 
entfprechende Wandftärfe zu geben. Das Zeriprengen einer Röhre faın 
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entweder in Duer- oder in Längenriffen vor fich gehen. Die Ietteren ent- 
ftehen jedoch leichter als die erfteren, wie aus Folgendem erhellen wird. 

Iſt die Drudhöhe des Waſſers in einer Röhre, — Ah, alfo der Drud 
defielben auf die Flächeneinheit, — hy, ferner die Weite diefer Röhre, 
MN=2C0M=2r, Sig. 615, alfo der Querſchnitt des Wafferkörpers in 
derjelben, F = zr?, fo beträgt der auf die Endflächen der Röhre aus- 
geübte und von dem Duerfchnitte der Röhrenmaffe aufzunehmende Waſſerdruck: 

P=-Fpy=nrrhkhy=nrtp. 
Hat nun die Röhrenwand eine Die AD— BE= e, fo ift der Quer— 
ſchnitt derſelben 
— x(rte? — ır =2rrete— aure(1 + =). 
und bezeichnet man endlid) den Tragmodul des Röhrenmaterials durch 7, 
jo läßt fich die Tragkraft der ganzen Röhre in der Arenrichtung, 
Fig. 615. P=(1+ £)2arer 
2r 
fegen, fo dag num die Gleichung 


e 
1 —)2 = 2 
( + 37) xareT=nr?p oder 


(i + „)2eT=trn ({. $. 2065) 


aufgeftellt werden kann, deren Auflöſung 
die gefuchte Röhrenftärke 








e = I? > 
2 (1 + Ir T 
oder meift genau genug, 
rp _rhy . 
e=5n”=77T giebt. 


Der mittlere Drud, welchen da8 Wafler auf ein Wandſtück AMB aus- 
übt, defien Länge — 1, und Centriwinkel ACB — 2.u® ift, beträgt, da die 
Projection dieſes Stückes rechtwinkelig gegen die Mittellinie C M ein Rechteck 
vom Inhalte AB.I — 2rlsin.« ift, 

P=2rlsin.a.p = 2rlhsin.«. y. 

Diefer Kraft wird durch die Sohäfionsfräfte R, R in den Duerfchnitten 
AD. Iumd BE.l= el der Röhrenwand das Gleichgewicht gehalten; ſie 
iſt daher der Summe 2 Q derjenigen Componenten D DO—=Q9 m EFQ—Q 
der Ießteren Kräfte gleich zu fegen, welche mit der Mittellinie CM parallel 
gerichtet find. Geben wir nun R — e7lT, fo erhalten wir: 

Weisbach's Lehrbuch der Wehanif IL 45 








J 
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Q —= Rsin. ARQ=Rsn ACH = elTsin.«a, 
und daher: 
2elTsin.a = 2rlpsin.a,diL.eT=rp, 
und es ift hiernad) die gejuchte Röhrenſtärke: | 
— tn _ rer 
— T  T’ 
alfo ganz unabhängig von der Tage und Fänge der Riſſe. 


Da die erfte Entwidelung e nur — * giebt, jo folgt, daß zur Berhin⸗ 


derung der Entftehung von Längentiffen die Wandftärfe nod) einmal jo groß 
zu machen ift, als zur Verhinderung dev Bildung eines Querriſſes. 
Aus der gefundenen Formel 


tn _rhr 


T T 
folgt, daß fich die Stärken gleichartiger Köhren wie die Weiten 
und wie die Drudhöhen oder Drüde auf die Fläcdheneinheit ver: 
halten müſſen. Eine Röhre, welche dreimal fo weit ift, als eine andere, 
und einen fünfmal fo großen Drud auf jede Flächeneinheit auszuhalten hat, 
als diefe, muß eine fünfzehnmal jo ftarfe Wand erhalten. 

Hohlen Kugeln, welche von innen einen Drud p auf jede Flächen 
einnheit aushalten müſſen, hat man die Stärke 
rP 
2T 
zu geben, weil hier die Projection der Drudfläche der größte Kreis ar’, 
und die Trennungsfläche der Ring 2zre (1 + =), oder annähernd, bei 
Heinerer Dide, = 2rre ift. - 

Die gefundenen Formeln geben für p — 0 aud) e — 0, deshalb müßten 
aljo Röhren, welche feinen inneren Drud auszuhalten haben, Miendlich düm 
gemadjt werden; da aber jede Röhre fchon in Folge ihres eigenen Gewichtes 
einen gewiffen Drud aushalten und auch eine gewiffe Dicke erhalten muß, 
damit fie wafjerdidyt wird, jo hat man zu der gefimdenen Größe noch einc 
gewiſſe Dice e, hinzuzufügen, um die Stärke einer unter allen Umſtänden 
widerftehenden Röhre zu erhalten. Es ift ſolchem nad) fir cylindrifce 
Röhren oder Keffel zu feßen: 


rh 
= at, 


oder einfacher, wenn d die ganze innere KRöhrenweite, p den Drud is 
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Atnıofphären, jede einer 33 Fuß hohen Waſſerſäule entjprechend, und u eine 
Erfahrungszahl bezeichnet: 
e=4a + upd. 


Gemachten Erfahrungen zufolge ift anzunehmen für Röhren von: 
Eifenbled . . . . .„. e = 0,00086pd + 0,12 Zoll 
Sußeifen - . . ... e= 0,00238pd -+ 0,33 „5 
Kupfer. » .. 2... e—= 0,00148pd + 016 „ 
Bi. 2 22.2020. e 0,00507pd + 020 „ 
Bin. 2 22202. 0e— 000242 pd + 0,16 „ 
SB... 2.200. ee 0,0323 pd + 104 „ 
natürlichen Steinen . . e= 0,0869 pd + 115 „ 
fünftlichen Steinen . . — 0,0538 pd + 153 „ 


Beifpiel. Wenn eine Waflerfäulenmafchine ſenkrecht ſtehende, im Inneren 
10 Zoll weite Einfallröhren aus Gußeifen hat, wie ſtark müſſen viefelben bei 
100, 200 un? 300 Fuß Tiefe fein? Nach ver Formel ift bei 100 Fuß Drud 
dieſe Stärfe — 0,00238 . 10%,, „10 + 0,33 —= 0,07 + 0,33 — 0,40 Zoll; 
bei 200 Zuß = 0,14 4 0,33 — 0,47 Zoll, und bei 300 Fuß Drud — 0,22 
+ 0,33 = 0,55 Zul. Gewöhnli prüft man gußeiferne Leitungsröhren auf 
10 Atmofphären, weshalb hiernach 

e — 0,0238.d + 0,33 Zoll, 
alfo für Röhren von 10 Zoll Weite die Stärfe: 

e = 0,24 + 0,383 — 0,57 Zoll 
anzumenben if. 

Anmerfung 1. Im zweiten Theile werben die Wandſtärken der Röhren auch 
für ven Fall ermittelt, wo die Röhren nicht bloß Hydroftatifchen Drud, fonvern 
auch hydrauliſche Stöpe auszuhalten haben. (S. „Ingenieur“ ©. 422.) 


Anmerkung 2. Von den Stärfen der Dampffeflfelwände wird im zweiten Theile 
gehandelt. Weber die Theerie der Möhrenftärfe ift cine Abhandlung von Herrn 
geh. Regierungsrath Brir in den Verhandlungen tes Vereins zur Beförderung des 
Gewerbefleißes in Preußen, Jahrgang 1834, fowie Wiebes Lehre von den 
einfachen Maſchinentheilen, Band I., nachzulefen. Ebenſo NRanfine’s Manuel 
of applied Mechanics, S. 289, und Scheffler’s Monographien über die Gitter: 
und Bogentzäger, und über die Feitigfeit ver Gcefäßwände Bon den technifchen 
Berhältnifien und von den Prüfungen ver Röhren wird gehandelt in Hagen's 
Handbuh der Waſſerbaukunſt, Theil I., ferner in Geniey's Essai sur les 
moyens de conduire etc. les eaux, und im Traité theoretique et pratique 
de la conduite et de la distribution des eaux, par Dupuit, Paris 1854. 
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Zweites Capitel 
Vom Gleichgewichte des Waſſers mit anderen Körpern. 


). 364 Auftrieb. Ein unter das Waſſer getauchter Körper wird durch 
das Wafler von allen Seiten her gedrüdt, und es entfteht num die Frage 
nach der Größe, Richtung und dem Angriffepunkte der Mittelfraft aus allen 
diefen Preſſungen. Denken wir uns diele Mittelfraft aus einem verticalen 
und zwei horizontalen Componenten beftehend, und bejtimmen wir dieje Kräfte 
nad) den Regeln des $. 362. Der Horizontaldrud des Waſſers gegen 
eine Fläche ift gleich dem SHorizontaldrude gegen ihre Berticalprojection : 
num ift aber jede Projection eines Körpers A C, Fig. 616, Projection vom 
HintertHeil ADC und Bordertheil ABC feiner Oberfläche zugleich, es fällt 
daher auch der Horizontale Wafferdrud P gegen den Hintertheil der Ther- 
fläche eines Körpers eben fo groß aus als der Drud — P gegen den Tor: 
dertheil, und es ift in Folge der entgegengefegten Richtungen diefer Drücke, 
die Mittelfraft derfelben gleid) Null. Da diefes Verhältnig bei jeder belie 
bigen Horizontalrichtung und diefer entfprechenden Berticalprojection ſtatt⸗ 
findet, fo folgt, daß die Reſultirende aus allen Horizontalpreilungen Hull 

| ift, daß aljo der unter dem Waſſer befindliche Körper A C nad) allen 
horizontalen Richtungen gleich ſtark gedrückt wird und deshalb fem 
Beftreben hat, ſich in einer Horizontalrichtung fortzubewegen. 

Fig. 617. 

p 








Um den Verticaldruck des Waſſers gegen den eingetauchten Körper 
ABD. Fig. 617, zu finden, denken wir uns denfelben in verticale Elemen⸗ 
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tarprismen A B, CD u. |. w. zerlegt, und beitimmen die Berticaldride auf 
die Endflächen A und B, C und D berfelben u. f. w. Sind die Rängen 
diefer Säulen 7, , 7, u. f. w., die Tiefen ZB, D ihrer oberen Enden B, 
D unter dem Wafjerfpiegel OR, Rh, ha u. |. w., und ihre horizontalen 
Uuerjchnitte A), Fa, u. f. w., fo hat man die von oben nach unten wir⸗ 
fenden Perticaldrüide gegen die Enden B, D u. f. w. 
9, QGuf.m=RhYy ARhyuf.w, 

und dagegen die von unten nad) oben und gegen die Enden A, C u. f. w. 
wirfenden Dritde 

P,PRn{.wm=R(kh+1)yR(k,t+b)yuf.w; 
und es folgt nun durch Bereinigung diefer Parallelfräfte die Mittelkraft: 


P=P+B+-—(Q +0 +-) 
— lb +I)y + Falata)y +: -—- Fhy—- Rmhmy-— 
=(FHh +PRhb+-)y=VY, 

wenn 9 das Volumen des eingetauchten Körpers ober des verdrängten 

Waſſers bezeichnet. 

Hiernach ift affo der Auftrieb, oder die Kraft, mit weldher das 
Waſſer einen darin eingetaudhten Körper von unten nad) oben 
emporzutreiben fucht, gleich dem Gewichte des verdrängten 
Waſſers oder einer Waffermenge, welche mit dem untergetaud- 
ten Körper einerlei Volumen hat. 

Um endlich noch den Angriffspunkt diefer Mittelfraft zu finden, fegen wir 
die Abftände EF\, EF, u. f. w. der Elementarfäulen AB, CD u. f. w. 
von einer Perticalebene OX, a, , a u. f. w. und beitimmen die Momente 
der Kräfte in Hinficht auf diefe Ebene. Iſt nun S der Angriffspunft des Auf- 
triebes und E S— x der Abftand defjelben von jener Grundebene, fo hat man: 

Vyx=Flhy. a + Fby.a +», 


und daher: 
_PAla+Prbo» +: MNatha+-:: 
Fıh+But-.: Ze Fee 


wenn Yı, Y3 u. f. w. die Inhalte der fänlenfürmigen Elemente bezeichnen. 
Da ſich (nad) $. 105) der Schwerpunkt des Körpers genau nach derfelben 
Formel beftimmt, fo folgt, daß der Angriffspunft S des Auftriebes 
mit dem Schwerpunfte des verbrängten Waſſers zufammenfällt. 


Auftrieb bei theilweiser Umgebung mit Wasser. Wenn $. 36} 
ein Körper, wie ABD, Pig. 618 (a. f. S.), nicht vollftändig vom 
Waſſer AHR umgeben ift, fondern mit der Gefäßwand in einer ebenen 
Fläche AB vom Inhalte F zufammenhängt, oder die Gefäßwand mit dem 
Querſchuitte AB — F durddringt, fo fällt von der Wirkung des Waflers 
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auf den Körper die Kraft weg, welche_diefelbe auf die Fläche A B ausüben 

witrde, wenn Ießtere frei, alfo ebenfalls mit dem Waffer in Berührung wäre. 

Bezeichnet nun Ah die Drudhöhe auf AB, 

dig. 618. d. i. die Tiefe des Schwerpunktes dieſer 

Fläche unter dem Waflerjpiegel IR, fo wäre 

der Waflerdrud uf AB, P = Fhy 

und giebt Vr das Volumen ded von ABD 

verdrängten Waſſers an, fo ift da 

Auftrieb des Waſſers, welcher den Körper 

ſenkrecht aufwärts zu bewegen fuchen würde, 
wenn er ganz frei wäre, PR — Pr Y. 

Da nun aber der Drud auf A B weg: 
fältt, fo ift die Gefanntwirfung des Waſ— 
fer8 auf den Körper nur die Meitteltraft 
Ras P=VYyw—-P=— Fhr. 
Um diefe Mittelfraft zu beſtimmen, hat 
man die verticale Schwerlinie de8 verdrängten Waflerförpers und die durch 
den Mittelpunkt DZ des Diudes auf A B winfelrecht ſtehende Gerade hie 
zum Durchſchnitt C zu verlängern, die Kräfte P, und — P in dieſem 
Punkte angreifend anzunehmen, und diefelben mittel8 des Parallelogrammes 
der Kräfte zu einer Mittelraft CR — R zu vereinigen. 

Iſt die Neigung der Fläche AB gegen den Horizont, fowie die Abwei— 
Hung der Kraft P, von der Berticalen, S «, fo hat man folglich den 
Winkel, welchen die Richtungen der Kräfte P und — P, zwiſchen fid) em: 
ſchließen, MC P, = 180° — «, und daher die Größe der den gejanmten 
Waflerdrud auf den Körper A BD meſſenden Mittelfraft 

R=VP? + PP — 2PP,cos.a 
— »VPV? + (Fn? — 2 Yı Fhcos.a. 

Den Brincip von der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung entipre 
chend, findet natürlich auch eine gleiche Reaction — R des Körpers auf 
das Waffer ftatt. Iſt. 9, das Volumen des Waflers im Gefäße, aljo 
V, 7 das Gewicht @ deffelben, fo folgt die Kraft, mit welcher das Gefäß 
vertical abwärts gedrücdt wird, 

Q=Nhr+tA=M+NMr:iLgQg= Pr 
wenn 7 — V, + Fı das Volumen des vom Waffer und vom Körper 
ABD zugleid) eingenommenen Raumes bezeichnet. 

Bereinigt man nun noch hiermit den Druck P—= Fhy, fo folgt de 

Geſammtkraft, welche da8 Gefäß aufzunehmen hat, 


Rı = VQ? + PP — 2QPcos.a cz 
—yVVv? + (FR? — 2V7Fh cos. a. 
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Wäre die Fläche 4 B horizontal, aljo & — Null, fo hätte man 
R=(N — Fy we Ri — (V — Fh)y. 
Wäre auch noch P0, fo würde R=— Fhy ausfallen (f. 8.355). 


Gleichgewicht der schwimmenden Körper. Zu dem Auf- $. 36 
triebe P eines in oder unter Waſſer getauchten Körpers gefellt ſich noch das 
in entgegengejegter Richtung wirkende Gewicht G des Körpers, und es 
ergiebt fi) nun aus beiden eine Mittelkraft: 

R=G—-Poer —=(&e — 1)Vy, 
wenn & das fpecififche Gewicht des Körpers bezeichnet. 

Iſt die Körpermaffe homogen, fo fällt dev Schwerpunkt des verdrängten 
Waffers mit dem ded Körpers zufammen, und es ift daher diefer Punkt 
zugleich der Angriffspunft von ber Mittelraft 2 —= G — P; findet aber 
eine Homogenität nicht ftatt, jo fallen diefe Schwerpunkte nicht zujfammen, 
und es weicht deshalb auch der Angriffspunft der Mittelfraft R von beiden 
Schwerpunften ab. Seen wir den SHorizontalabftand SH, Fig. 619, 
beider Schwerpunkte von einander, — b und den Horizontalabftand SA 

des gefuchten Angriffspunftes A von dem Schwer: 
dig. 619. punkte S des verdrängten Waſſers, — a, fo haben 
>70... wir die Gleihung: 
| = Gb=Ra, 





- woraus ich 
Ä Gb 


— 
— 6— 2 


a = 


>|? 


> ergiebt. 

% 2... Bird der eingetauchte Körper feiner eigenen 
za 57° Schwere überlaffen, fo können folgende drei Fälle 
eintreten. Entweder ift das fpecifiiche Gewicht € 
des Körpers gleich dem des Waſſers, oder es ift größer, ober es ift Heiner 
als das fpecififche Gewicht des Waſſers. Im erften Falle ift der Auftrieb 
gleich dent Gewichte, im zweiten ift er Heiner und im dritten ift er größer als 
das Gewicht des Körpers. Während im erften alle Gleichgewicht zwijchen 
dem Gewichte und dem Auftriebe eintritt, nıuß der Körper im zweiten "alle 
mit der Kraft 








G—- VYyr=(s — 1)Vy 
finfen, und im dritten Falle mit der Kraft 

Vyv-qd=(11—-89V/y 
fteigen. Das Steigen geht, aber nur fo lange vor fid), bis bie von 
der Ebene des Waſſerſpiegels abgefchnittene und von dem Körper verdrängte 
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MWaflermaffe 9, mit dem ganzen Körper einerlei Gewicht hat. Tas Gewicht 
G — Vey des Körperd AB, Fig. 620, und der Auftrieb P— Vır 
bilden nun ein Kräftepaar, durch meldyes ber 
Körper noch fo weit umgedreht wird, bis die Rich 
tungen beider Kräfte zufammenfallen, oder bie ber 
Schwerpunkt des Körpers mit den Schwerpunfte 
des verdrängten Waſſers in eine und diefelbe Fer- 
ticallinie fällt. Aus der Gleichheit der Kräfte P 
und G folgt der Ausdrud: 


Big. 620. 





vr, = eV, oder u=8. 

Man nennt die Tinie durd) den Schwerpunkt des ſchwimmenden Körpers 
und durch den des verdrängten Wallers die Schwimmare (franz. axe de 
flottaison ; engl. axis of floating), und dagegen den durd) die Ebene des 
Waſſerſpiegels gebildeten Schnitt des fchwimmenden Körpers die Shwimm: 
ebene (franz. plan de flottaison; engl. plane of floating),. Dem Bor: 
ftehenden zufolge kann jede Ebene, weldye einen Körper fo theilt, daß die 
Schwerpunkte beider Theile in einer Normallinie zu diefer Ebene liegen, und 
daß fich der eine Theil zum Ganzen wie das fpecififche Gewicht des Körpers 
zu dem der Fliffigfeit verhält, Schwimmebene des Körpers jein. 


Schwimmtiefe, Kennt man die Geftalt und das Gewicht eines ſchwim 
menden Körpers, jo läpt ſich mit Hülfe der vorfiehenden Kegel die Tiefe 
des Eintauchens im Voraus berechnen. Iſt G das Gewicht des Körpers, 
fo fege man das Volumen des verdrängten Waſſers: 

Fig. 621. G 

AEB 7 
er verbindet man hiermit bie ftereometrifche Formel 
| R für diefe8 Volumen V,, jo erhält man die ge— 
ſuchte Beſtimmungsgleichung. 

Für ein Prisma ABC, Fig. 621, mit ver- 
ticaler Are ift 3. 3. 9, = Fy, wenn F ba 
Duerjchnitt und „ die Tiefe CD des Eintauchen? 
bezeichnet, e8 folgt daher: . 





hi 


u — 


|: He 
— Au r- 
| | 


G G Gh 
Fy= —-ıwWdy= — = —, 
y 7m 
wenn das Volumen und A die Länge des ſchwimmenden Prismas be- 
zeichnet. 


Für eine mit der Spige unter Waffer fehwimmende Pyramide 
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ABC, Fig. 622, ift, da fi) die Inhalte ähnlicher Pyramiden wie die 
Guben ihrer Höhen verhalten, 


u = a und folglich die Tiefe der Eintauchung: 


od=y=ı VE - wa 


Fr 
wo F das Volumen und A die Höhe der Pyramide bezeichnen 
Rig. 62%. Sig. 623. 
C 
R N A ik 
” J Eee: 
B 
“ = 
a = 
— 





Für eine mit der Baſis unter Waſſer ſchuimmende Pyramide ABC, 
Fig. 623, ergiebt fi hingegen der Abftand CD — yı der Spige vom 
Wafferfpiegel, aus der Höhe Ah der ganzen Pyramide, indem man fegt 
V} — h? — 


9 — V Bis Vı we 
y-ı ‚ wonad) dann yı —=h \/ 1 v; h „.oıgt 
Für eine Kugel AB, Fig. 624, mit dem Halbmeſſer CA = r = 


y 
— 2 — — 


daher hat man hier es mit der Auflö- 
jung der cubiſchen Gleichung 
var 4 —0 

zu thım, um die Tiefe DE—y der 
= Eintaudjung der Kugel zu finden. 
En Für einen mit horizontaler Are 
— — * ſchwimmenden Cylinder AK, Fig. 
625 (a. f. S.), vom Halbmeſſer 


AC=B(Ü=r if, wenn « den Centriwinkel A CB des eingetauchten 
Bogen bezeicdynet, die Tiefe DE der Eintauchung 


7 





y=r(l1 — cos.!ya), 
unı aber den Waflerbogen & zu finden, fegen wir dad Volumen des verbrängten 
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dung das Wafler O zum Ausflug, wie II. darftellt, fo fteigert ſich in Folge 


dig. 613. 





der Reaction des ausfließenden Waſſers diefer Drud P von hy ai 
P, =: 2 Fhy, wie in der Folge gezeigt werden wirb. 


Beifpiel Der Berticalorud P, des Waflers auf die untere Halbfugelflähe ADB, 

dig. 614, ift dem Gewichte einer Waflerfäule gleich, welche oben von der Ebene des 

Fig. 614 MWaflerfpiegeld 7 R und unten von dieſer Halt: 

A fugelfläche begrenzt wird. Iſt r ver Halbmeſſer 

CA= CD dieer Flaͤche, und h vie Höbe 

CO des Wafferfpiegeld ZR über ver horizen⸗ 

talen Begrenzungsebene AB verjelben, je bat 

man das Volumen ver Halbfugell ABD. 

Vv, =:4,nr®, und das des Cylinders über 
n— == arah, daher: 

P=W, + )y=@har+arnmy 
—(h+Y,r)ary. 

Der nach oben gerichtete Verticaldruck auf die 

obere Halbfugelflähe AB iſt dagegen: 

PR=(N—-V)y=kh-rnarty 
daher folgt ver gefammte Verticaldruck: 

P=P,—-P,=2V,='%nry 
— dem Gewichte des Waſſers in der ganzen 
Kugel. 

Der horizontale Drud auf eine der Halbfugeln DAE und DBE, weld« in 
der Verticalebene DCE zuſammenſtoßen, wird dagegen durch das Gewicht des 
Prismas von der Grundfläche DCE — nr? und der Höhe CO = Äh gemenen, 
iſt folglich: 





R= nrthy. 


3. 363 Röhrenstärke. Bon beſonderer Wichtigkeit ift die Anwendung de 
| Lehre vom Wafferdrude auf Röhren, Keſſel u. ſ. w. Damit diefe Gefäße 
dem Waſſerdrucke hinreichend widerftehen und durch denfelben nicht zeriprengt 
werben, hat man ihnen eine gewiffe, der Druchöhe und der inneren Weite 
entiprechende Wandftärfe zu geben. Das Zerfprengen einer Röhre fan 
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entweder in Quer: oder in Längenriffen vor ſich gehen. Die leßteren ent- 
ftehen jedoch leichter als die erfteren, wie aus Folgendem erhellen wird. 

Iſt die Drudhöhe des Waflers in einer Röhre, — k, alfo ber Druck 
defielben auf die Flächeneinheit, a — hy, ferner die Weite diefer Röhre, 
MN=2CM=2r, ig. 615, alfo der Querfchnitt des Waſſerkörpers in 
derfelben, F—= xr?, fo beträgt der auf die Endflächen der Röhre aus— 
geübte und von dem Duerfchnitte der Röhrenmaſſe aufzunehmende Wafferdrud: 

P=-Fpy=xrrhy=rr?p. 

Hat nun die Röhrenwand eine Dide AD— BE= e, fo ift der Quer- 

ſchnitt derſelben 

— xz(r+te? — rr'—=2rre te = awre(1 + er ; 
und bezeichnet man endlich den Tragmodul des Röohrenmaterials durch T, 
jo läßt fi) die Tragkraft der ganzen Röhre in der Arenrichtung, 


Kg. 615. P—(1 + ——)2areT 
2r 
jegen, fo daß nun die Gleichung 
e 
— nn — 2 . 
(1 + >) 2xreT=nrr:p ode 


(1 + ,)2eT=r» (f. $. 205) 


aufgeftellt werden kann, deren Auflöfung 
die gefuchte Röhrenſtärke 








e — r 
— —— — — 
. (1 | 5) 
oder meiſt genau genug, 
— — 
e—75* 77 giebt. 


Der mittlere Drud, welchen das Waſſer auf ein Wandſtück AMB aus- 
übt, deilen Länge — 1, und Centriwinkel AUB — 2.«P ift, beträgt, da die 
Projection diefes Stückes rechtwintelig gegen die Mittellinie CM ein Rechteck 
vom Inhalte IV. — 2rlsin.« ift, 

P=2rlsin.a.p=2rlhsina.y. 

Diejer Kraft wird durch die Cohäſionskräfte 7, R in den Duerfchnitten 
AD.! und BE.! = el ber Röhrenwand das Gleichgewicht gehalten; fie 
ift daher der Summe 2 Q derjenigen Componenten D9O=Q ud EQ—=Q 
der Ießteren Kräfte glei) zu fegen, weldye mit der Mittellinie C 27 parallel 
gerichtet find. Segen wir nun R == e7T, fo erhalten wir: 

Weiebach'e Lehrbuh der Mehanif I 4) 
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Q —= Rsin. ARQ = Rsin. ACM = elTsin.«, 

und daher: 
2elTsin.e = 2rlpsin.a,d.LeT=rp, 

und es ift hiernach die gefuchte Röhrenftärte: | 

rp _ rhy 

T T'’ 
alfo ganz unabhängig von der Lage und Länge der Riſſe. 





Da die erſte Entwidelung e nur — 57 giebt, fo folgt, daß zur Berhin- 


derung der Entftehung von Längenrifjen die Wandftärke nod) einmal jo groß 
zu machen ift, als zur Verhinderung der Bildung eines Querriſſes. 

Aus der gefundenen Formel 
rp _rhy 
IT T 
folgt, daß fi die Stärken gleichartiger Röhren wie die Weiten 
und wie die Drudhöhen oder Drüde auf die Flächeneinheit ver: 
halten müffen. Eine Röhre, welche dreimal jo weit ift, als eine andere, 
und einen flinfmal fo großen Drud auf jede Ylächeneinheit auszuhalten Bat, 
al8 diefe, muß eine fünfzehnmal fo ftarfe Wand erhalten. 

Sohlen Kugeln, welche von innen einen Drud p auf jede Flächen 
einheit aushalten müſſen, hat man die Stärke 
. 
27 
zu geben, weil hier die Projection der Druckfläche der größte Kreis zr’, 


und die Trennungefläche der Ring 2zre (1 + 2.) oder annähernd, bei 


Heinerer Dide, = 2 re ift. 

Die gefundenen Yormeln geben für p — 0 aud) e — 0, deshalb müßten 
alfo Röhren, welche Keinen inneren Drud auszuhalten haben, Miendlid dünn 
gemacht werden; da aber jede Röhre ſchon in Folge ihres eigenen Gewichtes 
einen gewiſſen Druck aushalten und auch eine gewiſſe Dicke erhalten maß, 
damit fie waſſerdicht wird, fo hat man zu der gefundenen Größe noch eine 
gewiſſe Dice e, hinzuzufügen, um die Stärfe einer umter allen Umſtänden 
widerftehenden Nöhre zu erhalten. Es ift foldem nad) fir cylindriſche 
Röhren oder Keffel zu fegen: 


e = 


ee — 


e=a+T, 


oder einfadyer, wenn d die ganze innere Nöhrenweite, p den Drud m 
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Atnıofphären, jede einer 33 Fuß hohen Waſſerſäule entfprechend, und w eine 
Erfahrungszahl bezeichnet: 


e=ea + upd. 


Gemachten Erfahrungen Bufotge ift anzunehmen für Röhren von: 
Eifenbled . . . . e = 0,00086pd + 0,12 Zoll 


Sußeiien - . . . . e = 0,00238pd + 0,33 „ 
Kupfer. » 2... e—= 0,00148pd + 016 „ 
Bei. 2222020. em 0,00507pd +4 020 „, 


Zint. . 222020. 0e— 0,00242pd + 0,16 „ 
Dh... 222. em 00323 pd+ 1,04 „, 
natürlichen Steinen . . e = 0,0369 pd + 1,15 „ 
fünftlichen Stemen . . e == 0,0538 pd + 1,53 „ 


Beifpiel. Wenn eine Waſſerſäulenmaſchine fenfredt flchente, im Inneren 
19 Zell weite Ginfallröhren aus Gußeifen hat, wie flarf müſſen biefelben bei 
100, 200 und 300 Fuß Tiefe fein? Nach ver Sermel iſt bei 100 Fuß Drud 
diefe Stärfe — 0,00238 . 10%... 10 + 0,33 = 0,07 + 0,33 — 0,40 Boll; 
bei 200 Zuß = 0,14 + 0,33 = 0,47 Zoll, und bei 300 Fuß Drud — 0,22 
+ 0,33 = 0,55 Zul. Gewöhnlid prüft man gußeiferne Leitungeröhren auf 
10 Atmofphären, weshalb hiernach 

e — 0,0238.d + 0,33 Zoll, 
alfo für Röhren von 10 Zoll Weite die Stärfe: 

e — 0,24 + 0,33 — 0,57 Zoll 
anzuwenden ifl. 

Anmerfung 1. Jm zweiten Theile werden die Wandftärken der Röhren audı 
für den Fall ermittelt, wo die Röhren nit bloß hydroſtatiſchen Drud, fonvern 
auch hydrauliſche Stöße auszuhalten haben. (S. „Ingenieur“ ©. 422.) 


Anmerkung 2. Bon den Stärfen der Dampffeifelmände wird im zweiten Theile 
gehandelt. Ueber vie Theerie der Röhrenftärke it eine Abhandlung ven Herrn 
geh. Regierungsrat Brir in den Verhandlungen des Vereins zur Beförderung des 
Gewerbefleiges in Preußen, Jahrgang 1834, fowie Wiebes Lehre von den 
einfachen Mafchinentheilen, Band I, nachzulefen. Ebenſo Ranfine’s Manuel 
of applied Mechanics, ©.289, und Scheffler’s Monographien über die Gitter: 
und Bogenträger, und über die Seitigfeit ver Gefäßwände. Bon den technifchen 
Berhältniffen und von ven Prüfungen der Röhren wird gehandelt in Hagen’s 
Handbuch der Wafferbaufunft, Theil J. ferner in Geniey’s Essai sur les 
moyens de conduire etc. les eaux, und im Traite theoretique et pratique 
de la conduite et de la distribution des eaux, par Dupuit, Paris 1854. 
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Zweites Capitel 
Vom Gleichgewichte des Waſſers mit anderen Körpern. 


. 364 Auftrieb. Ein unter das Waſſer getauchter Körper wird durch 
das Waſſer von allen Seiten her gedrüidt, und es entſteht nun die Frage 
nad) der Größe, Richtung und dem Angriffepunkte der Mitteltraft aus allen 
diefen Preflungen. Denken wir uns diefe Mittelfraft aus einem verticalen 
und zwei horizontalen Componenten beftehend, und beftimmen wir dieje Kräfte 
nad) den Regeln des 8. 362. Der Horizontaldrud des Waſſers gegen 
eine Fläche ift gleich dem Horizontaldrude gegen ihre Verticalprojection : 
nun ift aber jede Projection eine® Körpers A C, Fig. 616, Projection vom 
Hintertheil ADC und Bordertheil ABC feiner Oberfläche zugleich, es fäll 
daher auch der horizontale Wafferdrud P gegen den Hintertheil der Ober— 
fläche eines Körpers eben fo groß aus als der Drud — P gegen den Fer: 
dertheil, und es ift in Folge der entgegengefegten Richtungen diefer Drüde, 
die Mittelfraft derfelben gleich Null. Da dieſes Verhältnig bei jeder belic 
bigen Horizontalrihtung und diefer entfprechenden PVerticalprojection flat: 
findet, fo folgt, daß die Refultivende aus allen Horizontalprefjungen Rull 
ift, daß alfo der unter dem Waffer befindliche Körper AC nad allen 
horizontalen Rihtungen gleich ftarf gedrüdt wird und deshalb kein 
Beftreben hat, ſich in einer Horizontalrichtung fortzubemwegen. 

Fig. 617. 





Um den Berticaldrud des Waſſers gegen den eingetauchten Körper 
ABD. Fig. 617, zu finden, denken wir uns denfelben in verticale Elemen⸗ 
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tarprismen AB, CD u. |. w. zerlegt, und beftimmen die Berticalörlide auf 
die Endflähen A und B, C und D derfelben u. ſ. w. Sind die Längen 
dieſer Säulen 7, , 7, u. |. w., die Tiefen HB, K.D ihrer oberen Enden B, 
D unter dem Wafferfpiegel OR, A, hr uf. w., und ihre horizontalen 
Duerfchnitte F), Fa u. f. w., jo hat man die von oben nad) unten wir- 
fenden Berticaldrlide gegen die Enden B, D u. |. w. 
Qi, A u. ſ. w. Filhi . Fah,y uf. w., 

und dagegen die von unten nach oben und gegen die Enden A, C u. ſ. w. 
wirkenden Drücke 

P,PRu)wn.=Rh(kh+l)yPR(k,+b)yuf.w; 
und es folgt nun durch Bereinigung diefer Parallelfräfte die Meittelfraft: 
P=P+P+"—(9 +0Q:+-) 

—=F(kh+h)y+Flea+tb)y+ -—- Fhy—Rkıy—: 

—=(Flı +Fb+--)y=Vy, 
wenn 9 das Volumen des eingetaudhten Körpers ‚oder des verdrängten 
Waſſers bezeichnet. 

Hiernach iſt alfo der Auftrieb, oder die Kraft, mit weldher das 
MWaffer einen darin eingetaudhten Körper von unten nad oben 
emporzutreiben ſucht, gleih dem Gewichte bes verdrängten 
Waffers oder einer Waffermenge, weldhe mit dem untergetaud)- 
ten Körper einerlei Bolumen hat. 

Um endlich noch den Angriffspunkt diefer Mittelfraft zu finden, fegen wir 
die Abftände FF), EF, u. |. w. der Elementarfäulen AB, CD u. ſ. w. 
von einer Berticalebene OX, a, , a, u. f. w. und beftimmen die Momente 
der Kräfte in Hinficht auf diefe Ebene. Iſt nun S der Angriffspunft bes Auf- 
triebes und E S— x ber Abftand deffelben von jener Grundebene, ſo hat man: 

Vy. æ Fili Y. ai Folæ Y. a2. . 


und daher: 
-FHUCCA FRIG. +: _Nhathm rt 
Fili +Bb+--- „++... 


wenn Vı, 95 u. f. w. die Inhalte der fänlenförmigen Elemente bezeichnen. 
Da fi) (nad) $. 105) der Schwerpunft des Körpers genau nad) derjelben 
Formel beftimnit, fo folgt, daß der Angriffspunft S des Auftriebes 
mit dem Schwerpunfte des verdrängten Waffers zufammenfällt. 


Auftrieb bei theilweiser Umgebung mit Wasser. Wenn $. 36: 


ein Slörper, wie ABD, Fig. 618 (a. f. ©.), nicht vollftändig vom 
MWafler AHR umgeben ift, jondern mit der Gefüßwand in einer ebenen 
Fläche A B vom Inhalte F zufammenhängt, oder die Gefäßwand mit dem 
Querſchuitte AB — F durchdringt, fo fällt von der Wirkung des Waſſers 





710 Sechster Abichnitt. Zweite Gapitel. I$. 365 


auf den Körper die Kraft weg, welche_diefelbe auf die Fläche AB ausüben 
wilrde, wenn leßtere frei, alfo ebenfalls mit dein Wafler in Berührung wäre. 
| Bezeichnet nun A die Drudhöhe auf AB, 
dig. 618. d. i. die Tiefe des Schwerpunftes dieſer 
Fläche unter dem Waflerfpiegel AR, jo wäre 
der Waſſerdruck uf AB, P = Fhy 
und giebt Vr das Volumen des von A BD 
verdrängten Waſſers an, jo it der 
Auftrieb des Waſſers, welcher den Körper 
ſenkrecht aufwärts zu bewegen fuchen würde, 
wenn er ganz frei wäre, PL — Fr Fr. 

Da num aber der Drud auf 4 B weg— 
fällt, fo ift die Gefammtwirfung des Maj- 
ſers auf den Körper nur die Mittelkraft 
Raus P=V\,yw—-P=—Fhy. 
Um diefe Mittelfraft zu beftinnnen, hat 
man die verticale Schwerlinie des verdrängten Waſſerkörpers und die durch 
den Mittelpuntt DI des Drudes auf A B winfelrecdht ftchende Gerade bis 
zum Durchſchnitt C zu verlängern, die Kräfte PR und — P in dieſem 
Punkte angreifend anzunehmen, und diefelben mittel® des Parallelogrammes 
der Kräfte zu einer Mittelkraft CR=R zu dereinigen. 

Iſt die Neigung der Fläche AB gegen den Horizont, ſowie die Abwei⸗ 
hung der Kraft P?, von der Perticalen, = «, fo hat man folglid) den 
Winkel, welchen die Richtungen der Kräfte P und — P, zwiſchen ſich ein- 
ſchließen, MC P, — 180° — «, und daher die Größe der dei gefammten 
Waflerdrud auf den Körper A BD mefjenden Mittelkraft 

R= Vp? + P?—2PP,cos.« 
— VVv2 + (Fh)? — 2V, Fhcos.«. 

Dem Princip von der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirfung entipre- 
chend, findet natürlich aud) eine gleiche Reaction — R des Körpers auf 
das Waffer ftatt. Iſt. 9, das Volumen des Waflers im Gefäße, alſo 
V, y das Gewicht 6 deflelben, fo folgt die Kraft, mit welcher das Gefäß 
vertical abwärts gedriidt wird, 

9=NhyY+PA=(M+Y)rdiQ=P7Y 
wenn 7 — ſo + H das Bolumen des vom Waſſer und vom Körper 
A BD zugleid) eingenommenen Naumes bezeichnet. 

Vereinigt man nun nod) hiermit den Drud P—= Fhy, fo folgt die 
Geſammtkraft, welche da8 Gefäß aufzunehmen hat, 

R, = Vo: + P2 — 2QPcos.a 
—yVV?+ (Fh? — 2VFh cos. a. 
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Wäre bie Fläche A B horizontal, alſo & — Null, fo hätte man 
R=(V, — Fhl)y wm RL =(V — Fh)y. 
Wäre auch noch 9, —=0, fo würde R=— Fhy ausfallen (f. $. 355). 


Gileichgewicht der schwimmenden Körper. Zu dem Auf: 8. 36% 
triebe P eines in ober unter Waſſer getauchten Körpers gefellt fich noch das 
in entgegengefegter Nichtung wirkende Gewicht G des Körpers, und e8 
ergiebt ſich nun aus beiden eine Mittelfraft: 

R=G—-Poer=(& — 1)Vy, 
wenn & das fpecifiiche Gewicht des Körpers bezeichnet. 

Iſt die Körpermaffe homogen, fo fällt der Schwerpunkt des verdrängten 
Waſſers mit dem des Körpers zufammen, und es ift daher diefer Punkt 
zugleich der Angriffspunft von der Mittelkraft R—= G — P; findet aber 
eine Homogenität nicht ftatt, jo fallen diefe Schwerpunfte nicht zufanmen, 
und es weicht deshalb auch der Angriffspunkt der Mittelfraft 2 von beiden 
Schwerpunkten ab. Setzen wir den Horizontalabftand? SH, Fig. 619, 
beider Schwerpunkte von einander, — 5b und den Horizontalabftand SA 

des gefuchten Angriffspunftes A von dem Schwer: 








Sig. 619, punkte S des verdrängten Waflers, — a, fo haben 
— wirr die Gleichung: 
7 Gb=Ra, 
woraus fid) 
a = @b —- Gb 
R G— 2 
ergiebt. 
an Wird der eingetauchte Körper feiner eigenen 
. 7 Schwere überlaffen, fo können folgende drei Fälle 


eintreten. Entmweber ift das fpecifiiche Gewicht € 

des Körpers gleich dem des Waflers, oder es ift größer, oder es ift Kleiner 
als das fpecifiiche Gewicht des Waflers. Im erſten Falle ift der Auftrieb 
gleich den: Gewichte, im zweiten ift er Meiner und im dritten ift er größer als 
das Gewicht bes Körpers. Während im erften Halle Gleichgewicht zwifchen 
dem Gewichte und dem Auftriebe eintritt, muß der Körper im zweiten "Falle 
mit der Kraft 

G —- VYr=(s — 1)Vy 
finfen, und im dritten alle mit der Kraft 

Vvr—-t=(1—-9)VYy 
fteigen. Das Steigen geht, aber nur fo lange vor fid), bis die von 
der Ebene des Wafferfpiegeld abgefchnittene und von dem Körper verbrängte 
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—— Y, mit dein ganzen Körper einerlei Gewicht hat. Das Gewicht 

— Vey bes Körpers AB, Fig. 620, und der Auftrieb P — Vır 
bilden nun ein Kräftepaar, durch welches der 
Körper noch jo weit umgedreht wird, bis die Rich 
tungen beider Kräfte zufammenfallen, oder bis der 
Schwerpunkt des Körpers mit dem Schwerpumtte 
des verdrängten Waſſers in eine und diefelbe Ver⸗ 
ticallinie fällt. Aus der Gleichheit der Kräfte P 
und @ folgt der Ausdrud: 


Fig. 620. 





V = er, A 8. 

Man nennt die Linie durd) den Schwerpunkt des fchwinmenden Körpers 
und durch den des verdrängten Waflers die Shwimmare (franz. axe de 
flottaison ; engl. axis of floating), und dagegen den durd) die Ebene des 
Waſſerſpiegels gebildeten Schnitt des ſchwimmenden Körpers die Shwimm: 
ebene (franz. plan de flottaison; engl. plane of floatingſ. Dem Bor- 
ftehenden zufolge Tann jede Ebene, welche einen Körper fo theilt, daß die 
Schwerpunfte beider Theile in einer Normallinie zu diefer Ebene liegen, und 
daß fich der eine Theil zum Ganzen wie das fpecififche Gewicht des Körpers 
zu dem der Flüſſigkeit verhält, Schwimmebene des Körpers jein. 


. 367 Schwimmtiefe, Kennt man die Geftalt und das Gewicht eines ſchwim⸗ 
menden Körpers, jo läpt fid) mit Hilfe der vorftehenden Kegel die Tiefe 
des Eintauchens im Voraus berechnen. Iſt G das Gewicht des Körpers, 
fo fege man da8 Volumen des verdrängten Waflers: 

Fig. 621. G 

1 verbindet man hiermit die ftereometrifche Formel 

H für diefes Volumen V,, fo erhält man die ge 
ſuchte Beſtimmungsgleichung. 

Für ein Prisma ABC, Fig. 621, mit ver: 
ticaler Are ift . 38. V, = Fy, wann F ba 
Querſchnitt und „ die Tiefe CD des Eintauchen? 
bezeichnet, e8 folgt daher: 


wu TE ⸗ 


—— 


G G Gh 
Fy=-—- und / — — — —, 
— u 7 77 
wenn V das Volumen und Ah die Ränge des ſchwimmenden Priemas be- 


zeichnet. 
Für eine mit der Spige unter Waffer ſchwimmende Pyramide 
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ABC, Fig. 622, iſt, da ſich die Inhalte ähnlicher Pyramiden wie die 
Buben ihrer Höhen verhalten, 


vy, _, Bd 
yı und folglich die Tiefe der Eintanchung: 


ze m va 
(Dey= „YA — hI“ 75 


wo F das Volumen und / die Höhe der ‘Pyramide bezeichnen. 
Fig. 622. Fig. 6283. 


7 A ſt 
— 
Ze 
= 
=- 





Für eine mit der Baſis unter Waſſer ſchwimmende Pyramide ABC, 
dig. 623, ergiebt fi) hingegen der Abſtand CD — yı der Spige vom 
Wafferfpiegel, aus der Höhe A der ganzen “Pyramide, indem man jet: 


rn _®—y _ V —— ie 
Fein. wonad dann yı —=h\y 1 * hVıi-— v, riet 
Für eine Kugel AB, Fig. 624, mit dem Halbmeſſer CA —= r n 


Yy 
2 — — 
Vi — Ty (r 3 7 


Fig. 624. daher hat man hier es mit der Auflö- 
jung der cubifchen Gleichung 
3G 
/3 — 3ry? + =, 0 
5 zu thun, um die Tiefe DE—y ber 
 : Eintaucdhung der Kugel zu finden. 
a mer cn Für einen mit horizontaler Are 
— — — * ſchwimmenden Cylinder AK, Fig. 
625 (a. f. S.), vom Halbmeſſer 
AC=BC=r iſt, wenn ad den Centriwinkel A CB des eingetauchten 
Bogens bezeichnet, die Tiefe DE der Eintauhung: 
y=r(1 — cos.!yo), 
unı aber den Waflerbogen & zu finden, fegen wir das Volumen des verdrängten 
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Waſſers — Ausschnitt (2°) minus Dreied (> ‚multiplieirt durch 
die Länge BK — 1 des Cyliuders, alfo 
Fia. 625 (« — si e) Si — — 
Fig. SIN. — y ' 
| und löſen die Gleichung 
r . 2 @G 
N a — Sin. = ——— 
* Ir!y 





auf dent Wege der Näherung in Bezie 
hung auf @ auf. 


Deifpiele 1) Wenn eine ſchwimmende 
Holzfugel von 10 Zoll Durchmefler, 41/, Zoll 
tief fchwimmt, fo ift das Volumen des von ihr verdrängten Waſſers: 
an Y%R 6 - NY) = = er — 223,66 Eubifzoli, 


während die Kugel felbit den Inhalt I > & . — 523,6 Eubifzell Hat. Es 
wiegen hiernach 523,6 Cubifzoll — ebenſoviel wie 222,66 Cubikzoll Waſſer. 
und es folgt das ſpecifiſche Gewicht der erſteren: 


22,9 2.405; 








I 723,6 
2) Wie tief ſchwimmt ein Holzeylinder von 10 Zoll Durchmefler bei einem 
fpecififchen Gewichte e = 0,425? Es ift: 
— 8 2 
A ee ul J—— 0425.n — 1,3353; 
2 Ir2y . 
nun giebt die Segmententafel im „Ingenieur“, ©. 154, für den Inhalt 
m — 1,82766 eines Kreisfegmentes ven Gentriwinfel «@' — 166°, und für 





—— = 1,4487 benfelben = 167°, es läßt fi daher einfah ver tem 


Abfchnitte 1,3352 entfprechende Centriwinkel 


1,33520 — 1,32766 7540 
o— 1660 + II — ID, 10 — 1680 r. 
a0 = 1669 4 zT re IE = 16; 


und die Tiefe der Gintauchung: 
—= r (1 — cos.Ya) = 5 (l — cos. 83013’) = 5.0,8819 = 4,41 Zell 


feßen. 


;. 368 Die Beltimmung der Eintauchungstiefe kommt vorzüglich bei Kähnen 
und Schiffen vor. Haben dieſe Fahrzeuge eine gefegmäßige Yorm, jo läßt 
fich diefe Tiefe mittels geometrifcher Formeln berechnen; fehlt aber die gefet- 
mäßige Yorm oder ift das Gefet der Geftaltung nicht befannt, oder iſt die 
Form fehr zufammengefegt, fo muß man die Tiefe des Eintauchens durch 
Erperimentiren oder durch Probiren beſtimmen. 
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Ein Beiſpiel fir den erften Fall gewährt der in Fig. 626 abgebildete, 
von den ebenen Flächen begränzte Kahn AC EG H. Derſelbe befteht aus 


Fig. 626. 
69 
He. U m =_—.. F 
Bu > 
— 9— — 5* —: V p NT. 
_ Ir run . — . 
N w = ___ S__ n 
\ an Fa 
—* ee — 
c 


einen Parallelepipede A CF und aus zwei, den Vorder und Hintertheil 
bildenden vierfeitigen Pyramiden CAP’ und BG II, und feine Schwimm- 
ebene ift aus einem Parallelogramme KZOP und aus zwei Trapezen 
LMNO und KPQR yujammengefegt, welche einen Wafferraum abfchnei- 
den, der fi) in ein Parallelepipd KUOT, in zwei dreifeitige Prismen, wie 
UVMN und WXRQ, und in zwei vierjeitige Pyramiden, wie CV M 
und BXR zerlegen läßt. Segen wir die Läuge AD — BC des Mittel- 
ftüdes — 1, bie Breite AG —= b und die Höhe AB — h, ferner die 
Länge von jedem der beiden Schnäbel, — c und die Tiefe der Einfenfung 
unter Waller, d. i. BE= CL—y. Es folgt zunächft der eingetauchte 
Theil KCOT XS Mittelftüdes: 
= BC . cs. CL —= Ib Y. 
Segen wir die Breite der Bafis der Pyramide CVM, CU=x, und 
die Höhe diefer Pyramide — z, fo haben wir: 
x e 


— 2 
— = 5, daher: 


—2y und e—= Zy; 
h h 

es folgt nun der Inhalt diefer Byramibe: 

bey? 

32° 

und daher der Inhalt der beiden Pyramiden (UVM und BXR) zujammen 


_2,dey?, 
— i3 h? 


Der Duerfchnitt de dreifeitigen Prismas UVN ift: 
2 
= !,ys= 5, und die Seite MN — VO: 


— -#=r(1 - 2), 


= 1I,aye = 
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daher folgt der wi der beiden Prismen VUN und X WQ zuſammen: 


2 
ld) 


Endlich ie iA durd) Addition der gefundenen drei Räume das Bolu- 
men des verdrängten Waſſers: 


y? 3 7 
Vebiy+ nel ZZ Er Eee Ya Gr) dr 


‚St nun das Bruttogewicht des Schiffes, — G, fo dat man zu fegen: 
cY ey? 
\ re Erg byy = G, oder 
3IR? 3h?G 
m hyf — —9 bey 


Durch die Auflöſung der letzten cubiſchen Gleichung beſtimmt ſich aus dem 
Bruttogewichte @ des Schiffes die Tiefe y der Einſenkung deſſelben. 











—0. 





Beiſpiele. 1) Wenn bei einem Schiffe tie Länge des Mittelfiüdes, ! = 5O 
Fuß, die Länge eines jeden Schnabels, ce — 15 Fuß, die Breite 5b — 12 Auf 
und die Tiefe a — 4 Ruß beträgt, fo kann bei einer Ginfenfungstiefe y—=2 Auf 
bie ganze Belaftung betragen: 

G=[0+1.%, — %.15.(4,)2].12.2. 61,74 
— (50 + 7,5 — 1,25).24.61,74 = 84920 Pfunt. 
2) Benn bei dem vorigen Schiffe das Bruttogewicht 50000 Pfund ausmalı, 
fo hat man für die Senkungstiefe: 
y® — 12y? — 160y + 215,96 = 0. 
Hieraus folgt 
re _ 1,35 4 0,00625 y3 — 0,075 y2, annäberat 
y — 1,350 + 0,00625 . (1,35)° — 0,075 . (1,35)2 
— 1,35 + 0,0154 — 0,1367 = 1,229, und nun genauer 
y — 1,350 + 0,00625 . (1,229) - 0,075 (1,229)? — 1,225 Auf. 





Anmerkung. Um das Gewicht der Ladungen eines Schiffes anzugeben, ver 
fieht man dieſes zu beiden Seiten mit einer Scala, ver fogenannten Schiffe 
aiche. Die Eintheilung einer folden Aiche wird in ver Regel empirifch gefunten. 
indem man unterfucht, welche Einfenfungen beſtimmten Belaftungen entipreden. 
Ausführlicher darüber im dritten Bande. 


$. 369 Stabilität schwimmender Körper. Das Schwimmen der Körper 
erfolgt entweder in anfrechter oder in fchiefer Stellung, ferner mit 
oder ohne Stabilität. Aufrecht ſchwimmt ein Körper, z. B. ein Schi, 
wenn wenigftens eine durd) die Schwimmare gehende Ebene Symmetrieebene de? 
Körpers ift, ſchief ſchwimmt derfelbe, wenn er durch keine der Ebenen, welche fh 
durch die Schwimmare legen Laflen, in zwei fymmetrifche Theile geiheilt wirt. 
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Ein Körper ſchwimmt mit Stabilität, wenn er feinen Gleichgewichtszuftand 
zu behaupten jucht (vergl. $. 141), wenn aljo mecjanifche Arbeit aufzumen- 
den iſt, um ihn aus dieſer Yage zu bringen, oder wenn er von felbft in die 
Öleichgewichtölage zurückkehrt, nachdem man ihn daraus gebracht hat. Ohne 
Stabilität ſchwimmt dagegen der Körper, wenn er in eine neue Gleichgewichte- 
lage itbergeht, nachdem er, etiwa durch Erſchütterung oder durd) einen Stoß 
u. f w., aus der erften gebracht worden ift. 

Wird ein vorher aufrecht ſchwimmender Körper A BC, Fig. 627, in eine 
ichiefe Lage gebracht, fo tritt der Schwerpunft S des verdrängten Waffers 
aus der Symmetrieebene EF heraus und nimmt eine Stelle S, anf der 
mehr eingetauchten Hälfte des Schiffsraumes ein. Der in Sı angreifende 
Auftrieb P — Vy und das im Schwerpunkte C des Schiffes angreifende 
Gewicht @ — — P des Schiffes bilden nun ein Kräftepaar, durch welches 
(ſ. $. 93) ſtets eine Drehung Hervorgebradjt wird. Um welchen Punkt aud) 
diefe Drehung vor fid) gehe, immer wird doch C, dem Gewichte G nad): 
gebend, niedergehen, und S; oder ein anderer Punkt M der PVerticalen S, P, 
der Kraft P folgend, auffteigen, e8 wird alfo die Symmetrie- oder Arenebene 
EF des Schiffes in U nad) unten und in M nad) oben gezogen, und daher 
diefelbe fi) aufrecht ftellen, wenn M, wie in Fig. 627, iiber U liegt, und ſich 


Fig. 627. Fig. 628. 





dagegen nod) mehr neigen, wie in Fig. 628, wenn fid) M unter C befindet. 
Hiernad; hängt denn die Etabilität eines ſchwimmenden Körpers oder Scif- 
fes von dem Punkte M ab, in welchem die VBerticale durch den Schwerpunft 
S; des verdrängten Waſſers die Symmetrieebene jchneidet. Man nennt die 
fen Bunft das Metacentrum (franz. metacentre; engl. metacentrum). 
Ein Schiff oder ein anderer Körper ſchwimmt alfo hiernach mit Stabilität, 
wenn fein Metacentrum itber dem Schwerpunfte des Schiffes Tiegt, und ohne 
ſolche, wenn e8 darumter Liegt; er iſt endlich im imdifferenten Gleichgewichte, 
wenn beide Punkte zufammenfallen. 

Der Horizontalabftaud C.D des Metacentrums M von dem Schwerpunfte C 
des Schiffes ift der Hebeların ded von P und G— — P gebildeten Kräfte: 
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paares, und daher da8 Moment des legteren oder das Maß der Stabilität 
— P.CD. Bezeihnen wir die Entfernung CM durd) c, und den Tre: 
hungswinkel SMS, des Schiffes oder feiner Arenebene durd) @, jo erhalten 
wir flir das Maß der Stabilität de8 Schiffes: 
S —= Pc sin.9; 
und es ift alfo hiernad) diefes um fo größer, je größer das Gewicht, je größer 
die Entfernung des Dietacentrums von dem Schwerpunkte des Schiffes und 
je größer der Neigungswinkel des letzteren ift. 


8. 370 Bestimmung des Stabilitätsmomentes. In der legten Formel 
S= Pesin.p 
hängt die Stabilität des Schiffes vorzüglid) von der Entfernung dee Me 
tacentrums vom Schwerpunfte des Schiffes ab, es ift daher von Wichtigfeit, 
fi) eine Formel zur Beftimmung diefer Entfernung zu verſchaffen. Durch 
den Uebergang des Schiffes ABE, Fig. 629, aus der aufrechten Yage in 
die ſchiefe Page rüdt der Schwerpunft 
S nad) Sı, e8 geht der keilförmige 
Kaum /TOH, aus dem Waſſer her: 
vor umd zieht fich der Ffeilförmig: 
Raum ROR, unter das Wafler 
hinab, und e8 wird dadurd) der Auf 
trieb auf der einen Seite um eime um 
Schwerpunkte F’des Raumes HOH. 
angreifende Kraft Q vermindert und 
auf der anderen Seite um eine im 
Schwerpunfte @ des Raumes ROR, 
angreifende gleiche Kraft Q vergrö 
Bert. Es erſetzt alfo hiernach der in 
5, angreifende Auftrieb P den an- 
fänglid) in S angreifenden Auftrieb jammt dem Sräftepaare (Q, — Q). 
oder, was auf Eins hinauskommt, eine in S, angreifende Gegenkraft — 
hält der in 8 amgreifenden Kraft P ſammt Kräftepaar (Q, — Q) I? 
Gleichgewicht, oder einfacher, ein Kräftepaar (P, — P) mit den Angriffe 
punkten S und S, ift mit dem Kräftepaare (Q, — Q) im Gleichgewichte. 
Iſt nun da8 Querprofil HER = H, ER, des im Waffer befindlichen 
Sciffstheiles, — F, und da8 Querprofil HOH, = ROR, des Kaumes, 
un welchen ſich das Schiff auf der einen Seite heransgezogen und auf der 
anderen tiefer eingetaucht hat, — Fi, ift ferner der Horizontalabftend AZ 
der Schwerpunkte diefer Räume, — a, und der Horizontalabftand MT der 
Schwerpunkte S und S, ober die Horizontalprojection de8 Weges SSL, 
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welden S beim Kippen durchläuft, — s, fo hat man in Folge des Gleid)- 
gewichtszuftandes beider Krüftepaare: 


Fs = F,u, daher s — ar und 


u=-0 tt 
sin. ꝙ sin. @ Fsin.p 


Die als Factor in das Maß der Stabilität eintretende Linie CM — c 
ft = CS + SM; bezeichnen wir daher noch den Abftand CS des 
Schwerpunktes C des Schiffes von dem Schwerpunkte S des verdrängten 
Waſſers durch e, fo erhalten wir das Stabilitätsmaß: 


S— Pesin.p — p(Ü2 + esin.p)- 


Iſt der Drehungswinfel Hein, fo laffen fi) die Querfchnitte 7 OF, und 
ROR, als gleichjchenfelige ‘Dreiede anfehen; bezeichnet man die Breite 
HR== H, R, des Schiffes an der Eintanchungsftelle durd) d, jo fanıı man 


F=1.Yb.!,dbp—!1/,b?p und KL=a=2.2, 2 — !Y,b, 
jowie sin.g — 9@ eben, Ha die Stabilität 
— l 
s (var +ep)= (5 + e)Po feige 


Fällt der Schwerpunkt C des Schiffes mit dem Schwerpunfte S des ver- 
drängten Waflers zufammen, fo hat man e — 0, daher: 
b3 
Sepp 


und fiegt der Schwerpunkt des Schiffes über dent des verdrängten Waſſers, 
fo ift dagegen e negativ, daher: 


= (er - FT e)P r 
Auch folgt, daß die Stabilität eines Schiffes in Null übergeht, wenn e 


bio, 
ar ſt 
Man fieht aus bem gewonnenen Ergebniſſe, daß die Stabilität um ſo 


größer ausfällt, je breiter das Schiff iſt und je tiefer der Schwerpunkt deſ⸗ 
ſelben liegt. 


negativ und zugleich e — 


Beifpiel. Bei einem Barallelepipeve AD, Fig. 630 (a. f. S.), von der Breite 
AB=b, Höhe AE = h und Einfenkungstife ZH = y, t F—= by un 


e= — 7, daher das Maß ver Stabilität: 
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b3 h y 
S=- Pr Rdy 7 + Dy . 
eder, wenn das fpecififche Gewicht der Maſſe des Rarallelepiperes, — + geiekt wirt 
Fig. 630. _ — (- ER 
Ss=-Penn- 30-9) 


A 
Hiernach hört die Stabilität auf, wenn 


b? —=6A?2e (1 — 8) d. i. wenn 


v_ hi 
— „eu wm. 
—— 

4 


Sür ce — 4, folgt: 


wenn alfe die Breite noch nicht 1,225 der Höhe ift, fe ſchwimmt das Barallelerimt 
ohne Stabilität. 


$. 371  Schiefes Schwimmen. Die Yormel 
F, a j 
Si p( + e sin. ?) 


für die Stabilität eines Ichwimmenden Körpers läßt ſich aud) dazu anwen 
den, um die verjchiedenen Tagen ſchwimmender Körper zu finden; 
denn fegen wir S — Null, fo erhalten wir die Gleichung, welche die leid 
gemwichtslage bedingt, deren Auflöfung auf die Beitimmung des ent|prechenden 
Neigungswintels führt. Es ift alfo die Gleichung 


U tesing=o 


i in Hinſicht auf ꝙ aufzulöfen. 

Für ein Parallelepipd ABDE, Big 631, ift der Querſchuin 
F=HRDE=—=H R,DE= by, wenn b die Breite AB = HR 
und y die Senftiefe ZH = DR bezeichnet, fowie der Querſchnitt 

Fig. 631. Fı = HOH = ROR, 
B als rechtwinkeliges Dreieck mit der Katbitt | 
OH=OR=!jb, 
und der Kathete 
HH = ER = !,btang.9: 
— Es F, = 1/, d2 tang. ꝙ. 
— — Nun ſteht ferner der Schwerpunkt F'von 
— der Baſis HR um 
— FU=1,HH = ijeb lang. ꝙ 
und von der Mitte O um 
OU=?,0H=!jb 
ab, es folgt daher der SHorizontalabftand des Schwerpunftes F von de: 
Mitte O: 
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=0K=ON+NK=0Uco9p + FUsing 
— b cos. p + Y/sb tang.p sin. p, 
und der Am: 
— — in. @? 
a—= KL=20K==?%,bcos.p + ds . 
Dieſemnach ift die Gleichung für die fchiefe Gleichgewichtslage: 
1/, b? tang. p (?!,; b cos. p? + 1/, b sin. @°) 
by cos. 





— e sing —(, 


sin.p __ . 
oder, — * tang. p eingeführt: 





sin. p [is + Yjas tang. pP?) D? — ey) = 0; 
welcher Gleichung durd) 
sin.p = 0 und durd) 


tang. og = ve /: ’_-ı 
Genüge geleiftet wird. Dem durch die erfte Gleichung beftimmten Winkel 
pP — 0 entipridt da8 aufrechte, dein zweiten aber das ſchiefe Schwim⸗ | 
men. Die Möglichkeit des letzteren bedingt, daß > 1: ausfällt. Iſt | 


nun h die Höhe des Parallelepipedes und E deſſen fpecifiiches Gewicht, fo 
hat man: | 


yarıme=!=u-92,. | 


2 
daher folgt: 





—-1/68.(1—e) Rh? 
tang. ꝙ —Y2 | j2 ) — 1., 


und es iſt die Bedingungsgleichung für das ſchiefe Schwimmen: 
h V 1 
Ver 1-9 
Beifpiele. 1) Wenn das fhwimmenve Parallelepiped eben fo hoch als breit 
it und das fpecififche Gewicht e — 1, hat, fo it 
tang.o —-YV2 Vs.%—1 — V3—2 = 1, baher p = 45°, 
2) Wenn die Höhe A = 0,9 der Breite d, das fpecififche Gewicht aber wieder 
1, if, fo hat man 
tang. p—=V3.081 —2 = V0,43 — 0,6557, daher p —= 330 15r. 











Specifisches Gewicht. Das Geſetz vom Auftriebe des Waſſers Täßt $. 872 
fid) zur Beſtimmung der Dichtigfett oder des fpecififhen Gewichtes von 
Körpern benugen. Nach $. 364 ift der Auftrich des Waſſers gleich dem 
Gewichte ber verdrängten Flüffigfeit; bezeichnet daher 4 das Volumen des 
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Körpers und y. die Dichtigfeit der Ylüffigfeit, jo hat man den Auftrieb 
P=— Vy,. Ift nun aber y, die Dichtigfeit der Körpermaile, fo hat man 
das Gewicht des Körpers, & — V ya, es folgt daher das Dichtigkeits⸗ 
verhältniß: 
n _ 6 
yı P' 
db. 6. die Dichtigleit des eingetaudhten Körpers verhält fich zur 
Dichtigkeit des Fluidums, wie das abfolute Gewicht des Körpers 
zum Auftriebe oder Gewicdhtsverlufte beim Untertauden. 


Hiernach ift alſo y2 — er und yı = IR oder wenn y die Did 
tigkeit bes Waſſers, & das fpecifiiche Gewicht der Ylüffigfeit und = das 
des Körpers bezeichnen, alfo 4%, — &ı Y fowie % — &; y geſetzt wird, 


@G pP 
12) — 7 & und & — 7 ** 


Wenn man alſo das Gewicht eines Körpers und den Gewichtsverluft 
deſſelben beim Untertauchen kennt, fo läßt ſich aus der Tichtigfeit ober dem 
ipecififchen Gewichte der Flüſſigkeit die Dichtigfeit oder das fpecififche Ge⸗ 
wicht der Körpermaffe, und umgekehrt, aus der Dichtigfeit oder dem ſpecifi⸗ 
fchen Gewichte der Ietteren, die Dichtigfeit ober das fpecififche Gewicht der 
erſteren finden. 

Iſt die Flüffigkeit, worin man den feſten Körper abwiegt, Waller, fo hat 
man & —= 1 und Yı = + — 1000 Kilogramm oder 61,74 Pfund, je 
nachdem man das Cubikmeter ober den Cubiffug zur Volumeneinheit an- 
nimmt, daher ift für diefen Fall die Dichtigfeit des Körpers: 

n=%r= —— Rn mal Dichtigfeit des Waſſers, 
und das ſpecifiſche Gewicht defjelben: 
u € _ ablolutes Gewicht 
pP Gewichtsverluft 

Um ben Auftrieb oder Gewichtsverluft zu ermitteln, bedient man ſich, wie 
zur Beitimmung des Gewid)tes G, einer gewöhnlichen Wage, nur befindet 
fi) unten an der einen Schale diefer Wage noch ein Häfchen, um ben Kör- 
per mittels eines Haares, Drahtes oder anderen feinen Fadens daran anzu⸗ 
hängen, bevor er in das Waſſer, weldjes in einem untergefegten Gejähe ent⸗ 
halten ift, eingetaudht wird. Gewöhnlich nennt man eine zu dieſem Ab 
wägen unter Waller eingerichtete Wage eine Hydroftatifche Wage (franz 
balance hydrostatique; engl. hydrostatic balance). 

Iſt der Körper, deſſen fpecififches Gewicht man ermitteln will, weniger 
dicht ale Wafler, fo kann man ihn mit einem anderen fchweren Körper 
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mechanifch verbinden, damit die Verbindung im Waſſer noch ein Beftreben 
zum Sinfen behält. Berliert diefer ſchwere Körper im Waffer das Gewicht 
P, und die Verbindung Pı, fo ift der Gewichtsverluft bes leichteren Körpers: 
P=P ı 7 P 2» 

bezeichnet nım wieder G das Gewicht des leichteren Körpers, jo hat man 
befien fpecififches Gewicht: 
e__e_. 
P _P-—-P 

Kennt man das fpecififche Gewicht & einer mechanischen Verbindung ober 
Zujammenfegung zweier Körper, und find auch die ſpecifiſchen Gewichte e, 
und & der Beftandtheile derjelben befannt, fo Laflen ſich nun nach dem foge- 
nannten Ardhimedifchen Principe aud) aus dem Gewichte des Ganzen 
die Gewichte G, und G, der Beftandtheile berechnen. 


Jedenfalls it GL + 62 = G und auch 


Bolumen ı + Bolumen — — Bolumen . 
&Y &3 Y €y 


&) — 


alfo: 
G62—8. 
& r Pu 
Durch Bereinigung beider Gleichungen ergiebt fi nun: 
=6 NE ober 
ö . 


amd ).(d-1 
. ’ € 

Beifpiele 1) Wenn ein 310 Gramm fchweres Stud Kalkftein unter dem 

Mafler um 121,5 Gramm leichter wird, fo ift das fpecififche Gewicht dieſes Körpers: 
310 
121,5 2,58. 

2) Um das fpecififche Gewicht eines Stückes Gichenholz zu finden, hat man es 
mit einem Bleibrahte, welcher beim Abwägen im Waller 10,5 Gramm an Gewicht 
verlor, umbunden. Wenn nun das Holzſtück felbit 426,5 Gramm wog, und die 
Berbindung unter Wafler 484,5 Gramm leichter war als in der Luft, " ergiebt 
fi) das fpeeififche Gewicht der Holzmaſſe: 

u — 2268 _ 09, 
484,5 — 105 474 — 

3) Gin vollflommen mit Quedfilber angefülltes und vollfommen gefchloffenes 
eifernes Gefäß hatte ein Bruttogewicht von 500 Pfund und verlor beim Abwägen 
unter Waſſer 40 Pfund an Gewicht; wenn nun das fpecififhe Gewicht des Guß—⸗ 
eifens — 7,2 und das des Duedfilbers 13,6 ift, fo ergiebt fich das Gewicht bes 
[eeren Gefäßes: 





€e = 


46” 
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40 1 ) ı 1 
— 5 __ _ 1.1 ___1\— — — 5 
G,=50 (500 55): (73 13,6) 500 (0,08 — 0,07358) (0,1388 — 0,0735) 
500.0,00647 __ 3235 __ . 
= os 755 95 Pfund, 
und das Gewicht des eingefchloffenen Duedjilbere: 
G, — 500 . (0,08 — 0,1388) : (0,07353 — 0,1388) — 
— 450,2 Pfund. 


Anmerfung 1. Zur Nusmittelung der fpecififhen Gewichte von Fläſſigkeiten, 
lockeren Maſſen u. ſ. w. reicht auch das bloße Abwägen in freier Luft aus, weil 
man diefen Korpern durch Einfüllen in Geräße jedes beliebige Volumen ertbeilen 
fann. Wiegt eine leere Flaſche = G, wiegt ferner biefelbe mit Waſſer angefüllt 
— G, und hat diefelbe das Gewicht G,, wenn fie eine andere Mafle entbälr, jc 
hat man das fpecififche Gewicht dieſer Maſſe: 

G, — G 

r — GE. 

Um 3. B. das fpecififche Gewicht von Roggen (in Mafle) zu finden, wurde ein 
Flächen mit Noggenförnern angefüllt, und nab flarfem Schütteln gewegen. 
Nach Abzug des Gewichtes der Iceren Slafche ergab fih das Gewicht diefer Roggen- 
mafle, = 120,75 Gramm, und das Gewicht einer gleichen Waflermenge, = 155,65; 
es folgt demnach das fpecififche Gewicht der Roggenmaſſe 

120,75 





500.0,0688 _ 2940 
00655 7653 


€e = 





und es wiegt ſonach 1 Cubikfuß dieſes Getreives 
— 0,776.66 — 51,22 Pfund. 


" Anmerfung 2. Das fhen ven Archimedes aufgelöfte Problem, aus bem 
fpecififchen Gewichte einer Zufammenfeßung und aus den fpecififchen Gewichten ver 
Beſtandtheile das Verhältniß der Beſtandtheile zu finden, geftuttet nur eine be 
fehränfte Anwendung auf hemifche Verbindungen, Metalllegirungen u. |. w., weil 
bei jelchen meijt eine Contractien, zumeilen aber auch eine Ausdehnung der Maſſen 
ftattfinvet, fo daß Das Velumen der Verbindung nicht mehr glei if der Summe 
der Volumina der Beſtandtheile. 


.373 Arliometer. Zur Beftimmung der Tichtigfeit von Tlüffigfeiten werben 
vorzüglich au die Aräometer, Senkwagen (franz. areometres; engl 
areometers, hydrometers) gebraudjt. Dieſe Iuftrumente find hohle, im 
Beziehung auf eine Are ſymmetriſch geformte Körper mit jehr tief liegenden 
Schwerpunkte, und geben, indem fie in einer Flüffigfeit aufrecht ſchwimmen, 
die Tichtigfeit diefer Flüſſigkeit an. Man fertigt fie aus Glas, Meſſing⸗ 
blech u. ſ. w. an und nennt fie nad) ihrem verfchichenen Gebraudhe, hydroſtatiſche 
Eenfwagen, Eoolwagen, Bierwagen, Branntweinwagen, Alfoholometer u. |. w. 
Es giebt zwei Arten ven Senkwagen, nämlih Gewichtsaräometer (fram- 
ar. & poids constant; engl. byd. with weights) und Scalenaränmeter 
(franz. ar. & volume constant; engl. graduated hyd.). ie erfteren wer 
den auch oft zur Beſtimmung der Gewichte, und namentlich der fpecififchen 
Gewichte von feften Körpern in Anwendung gebrad)t. 
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1) Iſt 97 das Volumen des unter Waſſer befindlichen Theiles einer bis 
zu einer gewiſſen Marke O eingetauchten, übrigens ſchwimmenden Gent: 
wage ABC, Fig. 632, @ das Gewicht der ganzen Wage, P das auf den 
Teller A aufgelegte Gewicht beim Schwimmen im Wafler, deſſen Dichtigfeit 
— > fein möge, und P, das eben dafelbft anfzulegende Gewicht beim 
Schwimmen in einer anderen Flüffigkeit von der Dichtigfeit Y,, fo hat man: 


Fig. 632. Fig. 634. 
49 








Yy=P+6Gw 

vY — Pi + G, 
daher das Verhältniß der Dichtigfeiten 
oder ſpecifiſchen Gewichte diefer Flüſſig— 
keiten: 

v _P +6 

vy P+G 2 

2) Iſt P das Gewicht, welches auf 

den Teller gelegt werden muß, um die 
im Waller ſchwimmende Senkwage ABC, 
Fig. 633, bi8 zu einer Marke O cinzus 





fenfen, und iſt P, das Gewicht, welches 


man nut dem abzuwägenden Slörper 
gleichzeitig auf A zu legen hat, um die- 
jelbe Einſenkung zu erhalten, jo hat man 
das Gewicht diefes Körpers einfach: 
GG =P-—P. 

Iſt aber die Auflage P, um P, zu vers 
größern, wenn der abzumwägende Körper 
in das unter Waller befindliche Schäl— 
hen C gelegt wird, um die Senfungs- 
tiefe unverändert zu behalten, fo beträgt 
der Auftrieb — P,, und daher das 


‚fpecififche Gewicht des Körpers: 


— 
mn» 

Die Senfwagen mit unten angehäng» 
ten Schälchen zur Beftimmung ſpecifi⸗ 
ſcher Gewichte von feften Körpern, wie 
3. B. von Mineralien, heißen Nichol— 
ſon'ſche Senkwagen. 





3) Setzen wir das Gewicht einer Senfwage BC, mit Scafa AB, 
Fig. 634, — @, und das eingetaudhte Volumen, wenn diefe Wage im 
Waſſer fhwimmt, = V, fo ift & = VYy. GSteigt diefe Wage um die 
Tiefe OX —= x empor, wenn diefelbe im eine ſchwerere Flüſſigkeit einge 





726 Sechster Abſchnitt. Zweites Capitel. [$. 373, 


taucht wird, fo iſt bei dem Duerjchnitte 7°’ des Stäbchend das noch einge: 
tauchte Volumen 

— V — Fz, und daher = (V — Fr)yı. 
Beide Formeln, durch einander dividirt, geben num die Dichtigkeit der Fäl- 
ſigkeit: 


-— _—t_.yoy; (1 Ef ) — —— 
n=y_p "N v/”ı1-—uxr 
wenn der conftante Quotient - durch zu bezeichnet wird. 


Hit die Flüffigfeit, worin man das Aräometer eintaucht, leichter als 
Waſſer, fo finkt daffelbe in ihr um die Tiefe x, weshalb dann 
G=(V + Fx)y und daher 


— — 
n=ı Luz zu fegen ift. 


Um den Coefficienten u — = zu finden, wird die Wage durch ein Ge: 


wicht P, etwa durd) oben (bei A) eingegofjene® und ben tiefften Punkt her: 
felben einnehmende8 Duedjilber fo weit bejchwert, daß fie, im Waſſer 
ſchwimmend, um eine bedeutende Länge des zum Anbringen einer Scala 
dienenden Halfes tiefer einfinft. Segt man nun P—= Fly, wobei I bie 
dur) P bewirkte Senkung bebeutet, fo erhält man: 


Beifpiele. 1) Wenn bei einem 65 Gramm fchweren Gewichtsaräometer vom 
Zeller 13,5 Gramm wegzunehmen find, damit es beim Schwimmen in Allohel 
ebenfo tief einjinft als beim Schwimmen im Wafler, fo ift das fpecifiiche Gewicht 
biejes Alkohole 

— en — 1 — 0,208 = 0,792. 

2) Bei einer Niholfon’fhen Wage ift das Normalgewiht 100 Gramm, 
d. h. man hat 100 Gramm aufzulegen, um das Snflrument bie O einzufenfen; 
hiervon mußten aber 66,5 Gramm meggenommen werden, ald man ein alye 
wägendes Stüf Meffing mit auf den oberen Teller gelegt hatte, und es waren 
wieter 7,85 Oramm zuzulegen, als biefer Körper in dem unteren Teller las. 
Deshalb ift Das abfolute Gewicht dieſes Meffingftüdes — 66,5 Gramm, unt das 
fpecififche Gewicht vefielben 

66,5 
=, = 8,47. 

3) Ein 75 Gramm fhweres Scalenariometer feigt, nachdem man feine Füllung 
um 31 Gramm vermindert bat, um Z—= 6 Zoll = 72 Linien, und hat daher 
den Goefficienten: 

31 


IS m 0,00574. 
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Nach Ergänzung der Füllung und Wienerherftellung des Gewichtes von 75 Gramm 
flieg e8, in einer Salzfoole ſchwimmend, um 29 Linien, daher ift das fpecififche 
Gewicht dieſer Flüffigfeit 
—= 1:(1 — 0,00574.29) = 1:0,833 — 12. 
Anmerfung. Die weitere Ausführung dieſes Gegenſtandes gehört in die 
Phyſik, Chemie und Technologie. 


Flüssigkeiten von verschiedenen Dichtigkeiten. Befinden fid) 8. 374 
mehrere Slüffigkeiten von verfchiedenen Dichtigfeiten in einem Ge— 
fäße zugleich, ohne daß fie eine hemifhe Einwirkung auf einander ausitben, 
jo legen fich diefelben in Folge der leichten Verſchiebbarkeit ihrer Theile 
nach ihren fpecifiichen Gewichten über einander, nämlich die dichtefte unten, 


Fig. 635. 


die weniger dichte darliber und die leichteſte oben. 
Auch find im Gleichgewichtszuftande die Begrenzungs 
flächen, fowie die freie Oberfläche horizontal; denn fo 
lange die Begrenzungsflähe EF zwischen den Maflen 
M und N, Fig. 635, geneigt ift, fo lange ftehen 
auch über einer Horizontalſchicht ZR verſchieden 
ſchwere Flüfjigfeitsjäulen wie @K, Gi Kı u. |. w.; 
EEE | 3 tann daher auch der Drud in diefer Schicht nicht 
überall * ſein und folglich auch kein Gleichgewichtszuſtand eintreten. 
In communicirenden Röhren AB und CD, Fig. 636, ordnen ſich 
die Flüſſigkeiten zwar ebenfalls nad) ihren Dichtigkeiten über einanber, allein 
ihre Oberflächen AO und DG liegen nicht in einem und demfelben Nivean. 


Fig. 636. Fig. 637. 








Iſt F der Inhalt des Duerfchnittes AR eines Kolbene, Fig. 637, in dem 
einen Schenfel AB von zwei communicirenden Röhren, und h die Drud- 
höhe, ober die Höhe ZH des Waflerfpiegeld in der zweiten Röhre CD ber 
HR, jo bat man den Drud gegen die Kolbenfläche: 
P= Fhy. 
Erjegt man dagegen bie Kolbenkraft durch eine Fuuſſigteitsſanle HAOR, 
Fig. 636, von der Höhe AH — h, und der Dichtigkeit Y,, jo hat man: 
P=Fhp; 
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und es giebt nun das Gleichſetzen beider Ausdrücke die Gleichung: 


h, yı = h Yı 
oder bie Proportion: 

h_Y 

hm 


Es verhalten ſich aljo in communicirenden Röhren, bein 
Zuftande des Gleichgewichtes unter zwei verjdiedenen Fläffig— 
keiten, die DrudHöhen, oder die Höhen der Flüſſigkeitsſäulen, 
von der gemeinihaftliden Berührungschene ans gemeſſen, 
umgefchrt wie die Dichtigfeiten oder fpecififhen Gewichte die— 
fer Flüſſigkeiten. 

Da das Quceckſilber ungefähr 13,6 mal fo ſchwer ift als Waſſer, To hält 
hiernad) in conmmunicirenden Röhren eine Queckſilberſäule einer 13,6 mal ia 
hohen Waſſerſäule das Gleichgewicht. 


Drittes Capitel. 
Bon den Molckularwirfungen des Waſſers. 


Molekularkräfte. Die Cohäfion des Waſſers ift, obgleich ſehr Hein, 
jedoch nicht Null. Die Theile oder Molefütle (franz. molecules; engl. 
molecules) hängen aber nicht allein unter einander, fondern auch mit 
anderen Körpern, 3. B. mit den Gefäßwänden, zufammen, fo daß ebenfalls 
eine Kraft nöthig ift, um dieſen Zuſammenhang, den nıan Adhäfion (franz 
adherence; engl. adhesion) de8 Waller® nennt, aufzıheben. Ein an einem 
feften Körper hängender Waſſertropfen weift die Erijtenz der Cohäſion und 
Adhäſion des Waſſers zugleich nad. Ohne die Sohäfion könnte das Waſſer 
feinen Tropfen bilden, und ohne die Aohäfion könnte es an dem feften Kör⸗ 
per nicht hängen bleiben; es wird hier die Schwerkraft nicht allein von der 
Eohäfion, fondern aud) von der Adhäjion des Waſſers überwunden. Tie 
Wirkungen, welche aus der Bereinigung der Cohäſions⸗ und Adhäſionskräfte 
hervorgehen, bezeichnet man zur Unterfcheidung von den Wirkungen ber Träg- 
heit, der Schwerkraft u. |. w. mit dem Namen: die Molefularwirkungen- 
Die Sapillarität oder da® Heben oder Senken des Wafler- oder Qued⸗ 
filberfpiegels in engen Röhren oder zwifchen ſehr nahe ftehenden Wänden iſt 
ein vorzüglicher Fall der Molekularwirkung. 
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Adhäsionsplatten. Man hat die Cohäſion und Adhäfion des Waflers $. 37 
durch fogenannte Adhäfionsplatten zu beftimmen geſucht. Man hängt 
zu diefem Zwecke eine folche Platte ftatt einer Wagfchale an das Ende eines 
Wagbalkens, bringt die Wage durch ein Tarirgewicht zum Einfpielen, und 
nähert da8 Gefäß mit der zu unterfuchenden Flüſſigkeit der Platte allmälig, 
bis ihre ebene Grundfläche mit der Oberfläche der Flüfjigfeit in Berührung 
fonımt. Nun vergrößert man durd) allmäliges Zulegen das Gewicht der 
Wagſchale am anderen Ende des Wagbalkens, bis die Platte vom Waffer- 
fpiegel abgerifien wird. Die Ergebniſſe folcher Verfuche find befonders das 
von abhängig, ob die Berührungefläche der Platte von den Waſſer benegt 
wird oder nit. Im erfteren Falle bfeibt ſtets nad) der Berührung eine 
dünne Waſſerſchicht an der Platte hängen, man hat daher beim Abreißen 
berfelben rom Waffer nicht die Adhäjion des Waflers an der Blatte, fondern 
die Cohäjion des Waſſers itberwunden. Deshalb hängt auch die Kraft 
zum Abreißen verfchiedener Platten von Wafferfpiegel gar nicht von ber 
materiellen BejcjaffenHeit der Platten ab. Andere Flüſſigkeiten als Waſſer 
erfordern dagegen aud) andere Kräfte an den Wohäfionsplatten. Du Buat 
fand, daß die Adhäfion zwifchen dem Waſſer und einem überzinnten Eifen- 
bleche auf einen Ouadratzoll, 65 bi8 70 Gran beträgt. Dies giebt auf 
1 Quadratmeter ungefähr eine Kraft von 5 Kilogramm, und auf 1 Qua⸗ 
dratiuß eine Kraft von. 1,05 Pfund. Hiervon nur wenig abweichende 
Werthe fand Achard für Scheiben aus Blei, Eifen, Kupfer, Mefling, Zinn 
und Zink, ferner Gay-Luſſac an einer Glasfcheibe, und Huth an ver 
fchiedenen Holztafeln. 

Wenn dagegen die Fläche der Scheibe von der Oberfläche des Waflers 
nicht benegt wird, fo ftellen fic) ganz andere Ergebniffe heraus, weil dann 
nicht die Cohäſion des Waflers an fich, fondern die Adhäſion deſſelben an 
der Platte überwunden wird. Es fcheint, al8 wenn in biefem Falle die 
Zeit der Berlihrung einen großen Einfluß auf die Kraft zum Posreißen der 
Scheibe auslibe. Gay-Luſſac fand z. 2. für eine Glasplatte von 120 
Millimeter Durchmefler, um fie von der Oberflähe des Quedjilbers loszu⸗ 
reißen, 150 bi8 300 Gramm Kraft nöthig, je nachdem die Zeit der Be 
rührung eine kurze oder eine längere war. 

Anmerfung. In Sranfenheim’s Lehre ver Echäfion werden die Cohä⸗ 
fionserfcheinungen, wie fie 3. DB. das Abziehen benegter Platten von der Oberfläche 
des Waflers darbietet, Synaphie, und dagegen die Adhäfionserfcheinungen , wie 


fie z. B. bei der Trennung unbenepter Platten von der Oberfläche einer Tlüffigfeit 
vorfommen, Profaphie genannt. 


Adhäsion an Seiterwänden. Wenn ein Waflertropfen auf ber $. 37 


Dberfläche eines anderen Körpers zerfließt, und daher diefe benegt, fo ift die 
Adhäſion überwiegend, bleibt dagegegen der Waffertropfen in feiner Fugeligen 
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Form auf der Fläche eines feiten oder flüffigen Körpers Liegen, ohne diefelbe 
zu benegen, fo herricht die Cohäſion des Waſſers vor. 

Ein Zufammenwirken beider Kräfte macht fich beſonders an der Ober⸗ 
fläche einer Flüffigkeit in der Nähe der Gefäßwand bemerklich; e8 ſteigt da⸗ 
ſelbſt das Waffer in die Höhe und bildet eine concave Oberfläche, wenn bie 
Sohäfion des Waſſers von der Adhäjion übertroffen und daher bie Gefäß 
wand benegt wird; es krümmt fich hingegen der Waflerfpiegel in der Nähe 
der Gefäßwand abwärts und bildet dafelbit eine convere Fläche, wenn feine 
Benegung eintritt und daher die Cohäſion Überwiegend ift. 

Diefe Erfcheinungen Taffen fich jehr leicht auf folgende Weiſe erklären. 

Ein Element E in der Dberflähe ZR des Waflers (Fig. 6383) wird von 
feiner Umgebung nad) allen Richtungen abwärts gezogen, und es rejultirt 
aus allen diefen Anzicehungen eine einzige, vertical abwärts wirkende Kraft A. 
Hingegen ein Element E an der verticalen Gefäßwand BE, Fig. 639, 


Fig. 638. Fig. 639. 





wird von diefer mit einer Horizontalfraft P und von dem den Duadranten 
BEO einnehmenden Waſſer mit einer ſchräg abwärts wirkenden Mittel: 
fraft A angezogen, fo daß zulegt eine Mittelfraft R vefultirt, gegen deren 
Richtung ſich (ſ. F. 354) der Waflerfpiegel in E rechtwinkelig ftellt. Se 
nachdem nun die Anziehungskraft P der Gefäßwand größer oder Heiner if 
al8 der horizontale Component A, ber mittleren Cohäſionskraft A des Waf- 
jers, nimmt die Mittelfraft AR entweder eine Richtung von innen nach außen, 

Fig. 640. oder eine joldye von außen nad) innen an. Im 

— erſteren Falle (Fig. 639) zieht ſich der Waſ⸗ 

ſerſpiegel bei Z an der Wand in die Höhe, im 

zweiten Falle Hingegen ſenkt fich, wie Yig. 640 

vor Augen führt, der Waflerfpiegel an der Ge 

fäßwand BE herab. 

Diefe Berhältniffe geftalten fich noc) anders, wenn das Wafler bis an den 
Rand des Gefäßes reicht, weil Hier die Anziehungskraft der Gefäßwand 
eine andere Richtung anninınt. Wenn 3. B. der anfangs bis zum Rande 
C des Gefäßes BCO reichende Waflerjpiegell ZO, Fig. 641 durch 
langfamen Zuflug allınälig zum Steigen gebracht wird, fo nimmt bie 
Anziehungskraft P eine immer mehr und mehr abwärts gehende Richtung 
an, wobei ihr horizontaler Component immer Heiner und Heiner und zulegt 
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gar von dem horizontalen Komponenten A, der Cohäfionsfraft A des 
Waſſers übertroffen wird. Im Folge deſſen ändert fi) natürlich aud) die 
Geftalt des Wafferfpiegeld bei Z unaufhörlich, 
wobei die Concavität beilelben allmälig in 
Gonverität, und bie Deprejfion defjelben unter 
dem Gefäßrande in eine Elevation übergeht, 
welche letztere eine gewiſſe Größe erreichen 
muß, bevor der Abfluß des Waflers itber dem 
Gefäßrande erfolgt. 


Big. 641. 





Spannung des Wasserspiegels. Da jeded der ſämmtlichen Theil- 8. 378 
hen in der Oberflähe IR, Fig. 638, einer Flüffigfeit von der darunter 
befindlichen Maſſe mit einer Kraft A abwärts gezogen wird, fo läßt ſich 
annehmen, daß dadurch an der ganzen Dberfläche eine Verdichtung und ein 
Zufammenhang der Flüffigkeitstheile unter einander entfteht, und daß daher 
eine gewiſſe Kraft nöthig ift, um diefen Zufammenhang aufzuheben oder 
die Oberfläche der Flüffigfeit zu zerreißen. Dieſes Zufammenhängen der 
Dberflächentheile einer Flüſſigkeit macht fi) nicht allein beim Eintauchen 
eines fremden Körpers in die Flüſſig⸗ 
feit bemerklich, jondern tritt überhaupt 
dann hervor, wenn die Oberfläche der 
Flüffigfeit eine Krümmung annimmt, 
wie 3. B. in der Nähe ber Gefäß- 
wand. Wenn man mit Doung an- 
nimmt, daß die Spannung oder Co» 
häfion ber Oberfläd)e einer Flüſſigkeit 
an allen Stellen eine und diefelbe ift, 
io laſſen fi) daraus, wie der Herr 
Geheime Oberbauratl Hagen nad 
gewiefen hat, ſämmtliche mit der Er- 
fahrung im. beften Einflange ftehenden 
Gefege nad) der Capillarität ableiten, 

In der Nähe einer ebenen Wand 
DG, fig. 642 und 643, bildet 
die Oberfläche einer Flüſſigkeit eine 
entweder nad) unten oder nach oben 
gebogene cylindrifhe Ylähe DAH. 
Iſt P die Normaltraft auf ein 
Element A EB = 6 diefer Fläche, 
S die Spannung dieſes Elemente® 
und r der Krummungshalbmeſſer 
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CA=CB deſſelben, fo hat man wegen der Nehnlichkeit der Dreiede EPS 
und ABC: 
Fig. 644. pP AB 
G — scan 
| ie und daher die Normal» oder Bit 
gungskraft: 


DR 
Tr 


6 
r’ 





Steht nun das Flächenelemem 
AEB um die ſenkrechte Tiefe OR 
== y unter oder Über dem freien, von 
der Seitenwand D G@ nicht afjicirten 
Waflerfpiegel, und bedeutet y die 
Dichtigkeit der Flüſſigkeit, jo iſt, nad 
dem (aus $. 356) befannten Kndrofta- 
tiichen Sefege, der Trud des Waſſers 
auf das Element AB — 6: 

P=6öyy, 
und daher zu fegen: 


Ö 
oyy — — 8, und 


8 
— 

Es iſt alſo hiernach ſowohl die Depreſſion als auch die Elevation 
eines Elementes der Oberfläche einer Flüſſigkeit in Rückſicht auf den freien 
oder unafficirten Theil diefer Fläche, dem Krümmungshalbmeſſer der: 
jelben umgefehrt proportional. 





. 379 In der Nähe einer gefrünmten Seitenwand, z. B. einer verticalen 
Cylinderfläche, bildet die Oberfläche des Waflerd eine doppelt gekrümmte 
Fläche, und es wird bier die unter dem rectangulären Tylächenelement 
FGHRK, %ig. 646, hängende Waflerfäule von zwei Kräften P, und P; 
getragen, wovon die eine die Mittelfraft von den Spannungen S,, 5 U 
der zur Scite F@ —= HK parallelen Normalebene A BE, und die ander 
die Mittelfraft der Spannungen S,, S, in der zur Seite GH —=FÄ 
parallelen Normalebene CD E ift. Jener Ebene entfpricht der Fleinfte und 
diefer der größte Krümmungshalbmefler; fegen wir beide Halbmefjer = rı 
und r,, ſowie die Seitenlängen FG —= 0, und GH — 6,, umd bezieen 
wir die Spannung S auf die Breite — Eins, fo haben wir die im beiden 
Ebenen wirkenden Spannungen: 
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Ss — 0 8 und 8 = 018 
und die hieraus entſpringenden Normalkräfte: 


PD 0,8. — I und 
71 rı 
P=06S- > — a ‚ daher die Dlittelfraft derſelben: 
2 2 
P=P,+R=So0, (= + 2 . 
T, r, . 
Big. 646. Bezeichnet auch bier y 


die Höhe des als ein Rechteck 
vom Inhalt 0, 0, anzu⸗ 
jehenden Elements FGHK 
der Oberfläche liber dem 
unterften ober allgemeinen 
Waflerfpiegel, jo haben wir 
die Kraft, mit welcher diefes 
Element von bem darliber 
oder darunter befindlichen 
Waſſer normal auf» oder 
abwärts gezogen wird, 
P= Yy. 0, 17) Yı 
und es folgt nun durd) Gleichſetzung beider Ausbrüde für P: 


y1%y=506% (- + 2), daher: 
ri 72 
s/(ı 1 


y=- — 
yırfı 72 

Es iſt alſo bei der cylindrifhen Wand die Erhebung (Senkung) der 
Oberfläche des Waſſers Über (unter) dem allgemeinen Waflerfpiegel an jeber 
Etelle der Summe von den umgefehrten Marimal- und Minimalkrümmungs⸗ 
halbmeſſern proportional. Diefe Formel enthält auch die des vorigen 
Paragraphen in fich, denn wenn der Normalichnitt C ED gerade ift, fo 

bat man: 





Yyı= 02, daher 


— — 0 und 
72 

68 1 
y=, 7 


Krumme Fläche des Wasserspiegels. Die Turve, welche ber ($. 380 
verticale Durchfchnitt des Wafferfpiegel® in der Nähe einer ebenen Wand 
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bildet, läßt fich, nad) Hagen, wie folgt, finden. Es ſei AR, Fig GT, 
die Oberfläche des von der verticalen Wand BK angezogenen Waſſers, HR 
der allgemeine Waflerfpiegel, ferner 
der Durchſchnitt ZZ beider Flächen 
der Coordinatenanfangepunft. Dan 
feße ferner die Coordinaten eine 
Punktes O in der Oberflähe AOR. 
HM=xzw MO=y, jmti 
den Bogen AO — s und ben Zur: 
gentenwinfel OTM — «, ſowie die 
Elemente 0Q, QP und OP, rip. 
— 0x, Oy um Os. 


Da — und nach Artikel 33 
der analytiſchen Hülfslehren, 


Fig. 647. 








er — ſowie O9 = — Ossin.« iſt, fo hat man: 
_ __S80a _ Ssin.a.da — 
ET ya 


yoy= - sin.a.Oa, 
und es giebt num die a 
12 2 = sin. . O —= (on. — — 008.0 
Da für den Punkt 2, © und y zugleich Null find, ift 
0 = Con. — > c0s.0, daher: Con. — =7 und 
y— 28 (1 - 00.0) = — (1 m a) _ 
jo daß: | Ä 


2° (sin he). 


—— v: -sin.1/, & folgt. 


Tür © — 90° hat man sin. 1/, a = sin. 45° — V 1,,; daher iſt die 
größte Erhebung der Oberfläche des Waſſers unmittelbar an der Seitenwant, 


h=2 v: . Vh= V&, alfo umgekehrt: 
8 

— — 1, h?, und 

7 fa un 


1) y= h V2.sin. 1/0. 
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Durch Differenzüiren dieſes Ausdrudes bekommt man: 
o0y= Ih V2 cos. Iha.oa=h V!/ c08.1/,@.00, 





und da aud) %y = — O9x.tang. a ift, fo folgt: 
— u — .1/. 
oe — Vin. he, — nV. r@008.0 
tang. & sin. 


cos. 1/, & [(cos. I, @)? — (sin. !/g «)?] 
mV a 0 
1 — 2 (sin. Ya 0), 


— hVıh: 








2 sin.1/, 
— — 1/. /a _ em | , 
— — äVm, Ya sin. !,a) oe. 
Nun ift aber 
[sin 10.9 = — 2cos. und 
00 
— — — a1 
innen 2 Log. nat.tang.1/, « 
(f. analyt. Hitlfelehren Wrt. 26); 
daher hat man: 
= —h V!% (Log.nat.tang.!/;@ + 2cos.1isa) + Con. 


Da fir æ — 0, @° — 909, tang. Ya = tang. 22, =V2 — 1 
md cos.1/,« = V'/ ift, fo folgt: 
Con. = h VY [Log. nat. (V2 — )+2 VY,], und 


2) ze —=h Vin |.2o. nat. — ) + 2 (Vi, — 08. Ya o)| 


— h [1 —V2.00.1,@— V/, Log. nat. (V2 + 1)tang./s a]. 
Tür « = 0 hat man: 
c08.1/,& = 1 und Log.nat.tang.!a= — ©, 
daher: 
—= + ©; 
es ift alfo IR die Aſymptote, welcher ſich der Durchſchnitt AOR der 
Oberfläche des Waſſers ohne Ende nähert. 


Anmerkung. Wenn man bie Formel (1) umfehrt, alfo 
sin. ya = 5 VY, 


fegt, fo kann man für jeden beliebigen Werth von y, erſt a und hieraus wieder 
mittelft (2) den entfprechenden Werth von x berechnen. 
Die Mefiungen, welche Hagen hierüber angeftellt hat, meilen eine fehr 
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— gemeſſen 


z „ berechnet 
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gute Webereinflimmung biefer Theorie mit der Griahrunı nad. Diefelben fint 
mittelft einer matt geichliffenen Meftingtarel an Brunnenwaſſer angeftcllt wer 
den, und haben auf folgende Ergebniſſe geführt: 


y in £in., gemeflen | 1,37 
' 0,00 
0,00 ‚0,33 0,64 0,96 








— — — — —— — — — — — ——— — — — — — — — — — 


| 
0,70 | 0,49 034024 0.18 ‚0,12 |0,07 |0,04 |0,016 


0,31 003 00a 126 1,57 '1,88 |2,50 |3,13 |3,74 


1,28 '1,56 11,95 |2,47 [3,01 |3,%0 
ME 





| 


Diefe Zahlenwerthe beziehen fih auf Barifer Linien. Aus A —= 1,37 Linien 
berechnet ſich — 0,94 und der kleinſte Krummungshalbmefler r —= 0,68 Linien. 
Tafel von Buxbaum, Thonfchiefer und Glas gaben dieſelben Refultate. 


381 Paralleltafeln. Zwiſchen zwei jehr nahe geftellten Tafeln, DE 
DE, ig. 648, erhebt fid) das Wafler nicht allein an ben Rändern, fondern 


Fig. 648. 





‚Ra 


hı 


z 


r,y 


F (h? — hı)? 
— a 


auch in der Mitte, und es bildet die Oberfläche 
defielben nahe den halben Mantel eines elliptiſchen 
Cylinders. Die eine Halbare des elliptifchen Durch⸗ 
Ichnittes ift der halben Weite CA = a, und die 
andere Halbare CO B==b, der Differen AF— BG 
— h, — h, zwiſchen der größten und fleinften 
Erhebung (Ah, und h,) ber elliptifchen Oberfläche 
ABA über dem allgemeinen Waſſerſpiegel gleich. 
Nach dem Ingenieur ©. 171 ift der Krimmungde 
halbmeſſer der Ellipſe in A: 


‚und der in B: 


a? 
(h, — hh)’ 


378 die Erhebung ber Oberfläche des Waflerd in A: 


as 


= h]y' und dagegen in B: 
— 


— (h; — h)S 


a?y 


Durch Subtraction diefer Gleichungen von einander erhält man: 
n—h, —65 ro), 
Y 


(ha — h,)? a? 
oder: ; 
Dee — X. 
9 m⸗ſ⸗ a?)’ 
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daher folgt: 
VE 
S + a!y’ 


8 2 

)h=1 "(+ @), 
1 
G 


—J— 
S + 425 


O 


)h—h= 


3) A, ZIT 
und endlich das Verhältniß: 


N | 


_h-h_ay_ 2.8 

. M 7, — g ma: . 
Iſt a fehr Hein, fo kann man 
h,—=h, — L1.8 
a Yy 


jegen, dann wählt alfo die Erhebung der Oberfläche des Waffers 
umgekehrt wie der Abftand der Tafeln von einander. 


Genauer ift aber 





18 a?y 18 
— 2.2 ——— -.2 
h, ay 1+ 2% a7 + ?/sa, und 
_18 ay\_18 
m ay 1 Li 8 ay Ina. 
Umgelehrt folgt hiernach: 
8 
—— 


Dieſe Formeln ſtimmen, wenn der Abſtand der Tafeln ſehr klein, nament⸗ 
lich —* noch nicht 1/, iſt, ſehr gut mit den Beobachtungen überein. 
1 


Hagen fand bei BVerfuchen mit zwei parallelen Blantafeln in Brunnen- 
waſſer, im Mittel durch Beobachtungen: 
hı = 1,55, ka = 2,09 und k —= 1,38 Barifer Linien, 
und durch Rechnung: 


* — 1,04, hy = 2,12 und h — 1,44 Pariſer Linien. 
Neuere Verſuche (ſ. Poggendorff’8 Annalen, Bd. 77) gaben fltr 


a == 0,360; 0,5875; 0,7575 Linien, 
h,— 2,562; 1429; 1,068 , mb 


3 0,949; 0,907; 0,917 , 





Beisbah's Lehrbuch der Mehanif. I. 47 
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alfo im Mittel: 
7 — 0,9243 und? S = 0,01059 Gramme. 

(Bergl. den vorigen Paragraphen.) 


.382 Haarröhrchen. Die Erhebung der Oberfläche des Waſſers in ſenk⸗ 
rechten engen Röhren, oder fogenammten Haarröhrchen (franz. tubes capil- 
laires; engl. capillary tubes) läßt jich bei Zugrundelegung der Formel 


_ 8/1 1 
2 vr 72 
des 8. 379 leicht finden, wenn man annimmt, daß die Oberfläche (der 
Fig. 649. Meniscus) ein halbes Sphäroid ABA, Fig. 


649, bilde, deilen Freisförmige Baſis AA mit dem 
Duerfchnitte der Röhre zufammenfält. Behalten 
wir die Bezeichnung des vorigen Paragraphen bei, 
jegen wir aljo wieder die halbe Röhrenweite CA 
— a, und die Minimal- und Marimalerhebung 
BG und AF des Waller in der Köhre über 
dem allgemeinen Wafferjpiegel AR, —h, und Ä,, 
jo haben wir fir 





— 8*(4 ) — (hr — hı)? 
a, a ‚n=amn =, und für 


8/1 1 EEE. |. 
— 7 e + —). 1,7=1 = „mM ſetzen, weshalb num 


8 l a 
> h = — 204 m) und 
25 
h = a an) folgt. 
7 
Durch Subtraction der — Gleichungen von einander erhält man: 
En (2 a 2 (h, — 4) 
tm 
oder: 


— — a 2 
auch: 
(£ F 2) (hy, — hı)? — n (a — A)? — a. 


Iſt a Hein, fo kann man aud) 
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30. — Mh —h)?=a 
fegen, woraus dann 
u — hi — 4 
folgen würde. Nimmt man aber is — hı = a + Ö an, und fegt 
(A — h)?= a? + 200, fowie (ha — hı)’ = a? + 3ard, 
jo erhält man: 


2 
(2 + Fr (a3 + 3028) — (a + 2ad) =a, 


7 7 2 
gr + (# + 2)-308 — 20 — 0, 


und es folgt: 
_ _ — te, 
6o— ya 774g Oder annähernd, 6 — Yu: 
Hiernad) ift num 
3 
h, — hı — d4d. — Ai 
daber: 
— 28,1 re): —2 
n= (0-35 = y 5 und 
_s8/1 a 68 a ( ya? ] 
ee =, +50+5 
48 


8 1 
rt —— 
Es wädt alſo bei den Snaröhrhen ie mittlere Erhebung um« 
gelehrt wie die Röhrenweite. 
Auch Hat man zur Beitimmung von S: 
8 
7 = ů- . 


Beobachtungen, welche Hagen mit Brunnenwaſſer an Haarröhrchen an⸗ 
geſtellt hat, gaben Folgendes: 





Röhrenweite a, Linien . . . 0,2950,336 0, 418 0,546 | 0,647 | 0,751 | 0,765 
Erhebung A,, Linien . . . . 10,08 |8,50 |6,87 |5,17 |4,28 |8,72 |8,59 


Spannıngemaß —, &ramme | 1,508 | 1,455 | 1,458 | 1,478 | 1,473 | 1,612 | 1,494 


47° 
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Nach diefen Verſuchen ift alſo im Mittel: 
= — 1,482 und S = 0,0170 Gramme. 


Die Abweichungen diefer Werthe follen ihren Grund darin haben, daß die 
Spannung S der Oberfläche des Waflers mit der Zeit abnimmt, und bei 
dem gekochten Waffer viel Fleiner ausfällt al8 bei dem frifchen Waſſer. Es 
ift alfo anzunehmen, daß die Spannung des Waſſers in jedem Streifen von 
1 Linie Breite, S — 0,0106 bi8 0,0170 Gramm beträgt. 


. 383 Die vorftehende Theorie findet auch in dem alle ihre Anwendung, wenn 
die Wand nicht von der Flüſſigkeit benegt wird; es findet hier 
feine Erhöhung, fondern eine Senkung der Oberfläde ftatt, und es iſt 
die leßtere auch nicht concav, fondern conver. Die aus dem Nivenuabftande 
BG entftehende und von unten nad) oben wirkende Verticalfraft P wird 
auch hier durd) die Spannungen S und S der Oberflähe ABA, Fig. 650, 
der Ylüffigfeit in der Köhre aufgehoben. Die Adhäſionskraft des feften 
Körpers kommt hierbei, der vorftehenden Theorie zu Folge, nicht weiter in 
Betracht. 

Fig. 651. 

D_D 





Segt man die Kraft, mit welcher die Röhrenwand die Fylitffigfeitsfänle 
BG, Sig. 651, an ſich zieht, dem Nöhrenumfange proportional, fest alſo 
für eine cylindrifche Röhre diefe Kraft P—= u.2ra, wo u eine 
Coefficienten ausdrüdt, jo hat man: 

za®h — 2urna, 
und daher die mittlere Erhebung des Waflers in der Röhre: 
h== = 
17, 

Sür zwei parallele Tafeln ift dagegen P=2ul und P=2ahly, 

wo 2 die unbeftimmte Ränge der Waſſerſäule bezeichnet, und daber: 
Kae 
a 


b. i. halb fo groß wie bei der Röhre, wenn der Abſtand 2a ber Tafeln der 
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Köhrenweite gleich iſt. Diefes ftimmt aud) mit den Refultaten der letzten 
Paragraphen vollkommen. 

Nach den Hagen'ſchen Berfuchen hängt die Weftigkeit oder Spannung 
der Oberfläche einer Tlüffigfeit nicht von dem Grade ihrer Flüſſigkeit ab, 
ift aber um fo größer, je ſchwerer die Flüſſigkeit an anderen Körpern haftet. 
Nach Anderen, namentlich nad) Brunner und Frankenheim (ſ. Boggen- 
dorff’s Annalen, Bd. 70 und 72), nimmt aber die Steighöhe % in den 
Haarröhren und folglich auch S ab, wenn die Temperatur ber Flüſſigkeit 
eine größere wird. 

Für Alkohol ift S ungefähr die Hälfte und fr Queckſilber das Achtfache 
von der. Feſtigleit der Oberfläche des Waſſers. 


Anmerfung 1. Hagen findet duch Meflung und Wägung von Flüſſigkeits⸗ 
tropfen, welche fid von den Grundflächen Heiner Cylinder Iosreißen, ziemlich bie 
felben Werthe wie durch die Beobachtungen an Eapillartafeln. Ebenſo haben bie 
Verſuche mit Adhäfionsplatten eine gute Uebereinftimmung geliefert, unter ver 
Borausfehung, daß der Kraft zum Losreißen einer Platte durch das Gewicht bes 
gehobenen Yluffigfeitscylindere und durch die Spannung in dem Mantel dieſes 
Enlinders das Gleichgewicht gehalten wird. 


Anmerfung 2. Die Anzahl der Schriften über die Capillarität iſt zu groß, 
als daß hier eine vollitändige Mittheilung verfelben erfolgen fünnte. Es haben 
fih mit dieſem Gegenftante fogar die größten Mathematifer, wie Laplace, 
Boiffon, Gauß u. f. w. beihäftigt. Eine vollftändige Mittheilung ver älteren 
Literatur findet man in Kranfenheim’s Lehre von der Kohäflon. Die Schrift, 
welche bei Bearbeitung dieſes Capitels vorzüglich benußt wurde, ift folgende: Weber 
die Oberfläche der Klüffigfeiten von Hagen, eine in ver Königl. Akademie der 
Wiffenfchaften gelefene Abhandlung, Berlin 1845. Cine neue phyfifalifche 
Theorie der Gapillarität von J. Mile enthält Br. 45 von Poggenborff’s 
Annalen (1838). Es gehören hierher auch Boutigny’s Stuvien über die Koͤr⸗ 
per im fphäroidalen Zuflunde, deutfch von Arendt. Leipzig 1858. 
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CA=CB deflelben, fo hat man wegen ber Aehnlichkeit der Dreiede EPS 
und ABC: 


G „of = = 


ni ö 

. Ss "Ta r 

und daher die Normal oder Bir 
gungäfraft: 


Bee 
T 


Steht nun das Flächenelement 
AEB um die fenfredhte Tiefe OR 
== y unter oder Über dem freien, von 
der Seitenwand D G nidjt afjicirten 
Mafferfpiegel, und bedeutet y die 
Dichtigkeit der Flüſſigkeit, fo it, nad 
dem (aus $. 356) bekannten hydrofte: 
tiſchen Gefege, der- Trud des Waller: 
auf das Element AB — 6: 

P=o6öyy, 
und daher zu fegen: 





Ö 
oyy=—8 umd 





4 — rY 

Es ift alfo hiernach ſowohl die Depreffion als auch die Elevation 
eines Elementes der Oberfläche einer Flüffigfeit in Rückſicht auf den freien 
oder unafficirten Theil diefer Fläche, dem Krümmungshalbmeffer der 
felben umgefehrt proportional. 


. 379 In der Nähe einer gefrümmten Seitenwand, 3. B. einer verticalen 
Cylinderfläche, bildet die Oberfläche des Waſſers eine doppelt gekrümmt 
Fläche, und e8 wird hier die unter dem rectangulären Flächenelememe 
FGHK, Sig. 646, hängende Waflerfäule von zwei Kräften P, und P. 
getragen, wovon die eine die Mittelfraft von den Spannungen S,, 5 in 
der zur Seite FG —= HK parallelen Normalebene A BE, und die andere 
die Mittelfraft der Spannungen S,, S, in der zur Seite GH —=FÄ 
parallelen Normalcbene CD E ift. Jener Ebene entipricht der Heinfte un 
diefer der größte Krümmungshalbmeſſer; ſetzen wir beide Halbmeſſer — 
und r,, ſowie die Ceitenlängen FG — 6, und GH — 6,, und beziehen 
wir die Spannung S auf die Breite — Eins, fo haben wir die in beide 
Ebenen wirkenden Spannungen: 
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S, = 0$ und 5, = 018 
und die hieraus entſpringenden Normalkräfte: 


P.08. — I% und 
ri ri 
P,=0,8- * — a ‚ daher die Dlittelfraft derſelben: 
2 2 


1 l 
P=P+Rn=300,( + — . 


T, 

Big. 646. Bezeichnet auch Bier y 
die Höhe des als ein Rechteck 
vom Inhalt 0, 0, anzus 
jehenden Elemente FG HK 
der Oberfläche über dem 
unterjten oder allgemeinen 
Wafferfpiegel, fo haben wir 
die Kraft, mit welcher dieſes 
Element von dem bdarliber 
oder darunter befindlichen 
Waſſer normal auf» ober 
abwärts gezogen wird, 

P= Yy. 6, 63 Y 
und es folgt nun durch Gleichſetzung beider Ausdrüde für P: 


ya%y— 506 (- + 2), daher: 
ri 72 
s(ı 1 


y=- — 
yırı 72 

Es iſt alſo bei der chlindriſchen Wand die Erhebung (Senkung) der 
Oberfläche des Waſſers über (unter) dem allgemeinen Waſſerſpiegel an jeder 
Stelle der Summe von den umgekehrten Maximal⸗ und Minimalkrümmungs⸗ 
halbmeſſern proportional. Dieſe Formel enthält auch die des vorigen 
Paragraphen in ſich, denn wenn der Normalſchnitt C ED gerade iſt, fo 

bat man: 





r2 — ©, daher 
- — 0 und 
13 
— .1 
⸗ v TIi 


Krumme Fläche des Wasserspiegels. Die Turve, welche ber ($. 380 


verticale Durchfchnitt des MWaflerfpiegel® in der Nähe einer ebenen Wand 
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"bildet, läßt ſich, nach Hagen, wie folgt, finden. Es fei AR, dig. 647, 
die Oberfläche des von der verticalen Wand BK angezogenen Waſſers, HR 
der allgemeine Wafjerfpiegel, je 
der Durdjfchnitt ZI beider Flächen 
der Coordinatenanfangapımft. Man 
feße ferner die Coordinaten eine 
Punktes O in der Oberflähe AOR, 
HM=x un MO=y, fm 
den Bogen AO — s und den Tun 
gentenwinfel O TM a, ſowie di 
Elemente OQ, QP und OP, reipet. 
— Or, Oy und Os. 


Da — und nad) Artikel 33 
der analytifchen Hülfslehren, 


Fig. 647. 





em 2 ſowie 9y = — Ossin. « ift, fo hat man: 


_ Soa« _ Ssin.a.Oda 
vos  yoy 


, oder: 


yoy= > sin.a.0e, 
und e8 giebt num die Integration: 
„y= — sin. q. d 0 — Üon. — — 


Da flir den Punkt R, « und zugleich Null find, iſt 


0 = Con. — = c0s.0, daher: Con. — > und 
28 48 (1 —cos.a) 45,. 7, 
ı1— — (1— — — 00 (sin 
y=—(1—coo)= : n m (sin. '/a €) 
jo daß: 


y—=2 v® sin. Ya «& folgt. 


Für @® — 90° hat man sin. Y/ya — sin. 45° — Vj,; daher iſt fi 
größte Erhebung der Oberfläche des Waſſers unmittelbar an der Seitenwand, 


h=2 v: -VYy = V=, alfo umgekehrt: 
8 

— h?, d 

— /2 hꝰ, un 


1) y=ıh V2.sin. i/, 0. 
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Durch Differenziiren dieſes Ausdrudes bekommt man: 
oy = UYıh V2 cos. ha.a—=h Vip cos.!j,@.0e, 


und da aud 9y = — 9x.tang. « iſt, fo folgt: 
nV ee da — AV. cos. Ya =c0s.a 
tang. & sin. & 


_—_n vn: cos. 1/, & [(cos. 1/; @)? — (sin. I/, @)?] F 
2 sin. 1/2 @.cos. !/a @ 
1 — 2 (sin.Ys e)" . 
2 sin.1/, a 


Un “ 
— — ıVı). — ı/ , 
h VY!y ( sin.!;@) du 
Nun ift aber 
[sin %na.da= — 2cos.1,a und 


ou 
sin. 3/, & 
(ſ. analyt. Hülfslehren Art. 26); 


—h V!h- 








— 2 Log.nat.tang.!/, a 


daher hat man: 
s=—h V!r (Log.nat.tang.!/;@ + 2cos.!/,a) + Con. 
Da fir z — 0, a0 — 909, tang.!/, a — tang. 221, = V2 — 1 
und cos. Ya = Vm ift, fo folgt: 
Con. —=h VY [.Log. nat. (V2 — 1) 4 2 VTJI]. und 


2) z=h Vin |2o. nat. (2 Y, 2) +2 (VY, — cos. Ya o)| 


—h [1 — V2 .cos. Ina— V!/, Log. nal. (V2 2 + 1)tang. i/ a]. 
Für & = 0 hat man: 
008. 1/a& = 1 und Log.nat.tang.\,a—= — ©, 
daher: 
—=-4+ o;, 
es ift alſo ZR die Afymptote, welcher fi) der Durchfchnitt AOR der 
Oberfläche bes Waſſers ohne Ende nähert. 


Anmerkung. Wenn man bie Formel (1) umkehrt, alfo 


fest, fo fann man für jeden beliebigen Werth von y, erit a und hieraus wieber 
mittelit (2) den entfprechenden Werth von x berechnen. 
Die Meftungen, welde Hagen hierüber angeftellt hat, weifen eine fehr 





736 Sechster Abichnitt. Drittes Sapitel. [s 381. 


gute Uebereinſtimmung biefer Theorie mit der Griahruna nad. Diefelben fint 
mittelft einer matt geichliffenen Mefiingtafel an Brunnenwaſſer angeſtellt mers 
den, und haben auf folgende Ergebniſſe geführt: 


— — — — — —— — — — — — — — — — 


| | 
yinein, gemeffen | 1,87 —5 | 0,49 ‚02 024 0.18 ‚0,12 |0,07 \0,04 |0,016 


| 

Eu gemeflen : 0,00 ‚0,31 088 0,94 | 1,26 9* 1,88 2,50 |3,13 |3,74 
| 
| 


| 
2 „ berechnet ‚0,00 ' 0,83 06 0,96 |1,28 1,56 1195 2,47 |3,01 [3,9 


| We 

Diefe Zahlenwerthe beziehen fih auf Pariſer Linien. Aus A — 1,37 Linien 

berechnet ſich z — 0,94 und der Heinfte Krümmungshalbmefler r = 0,68 Linien. 
Tafel von Bırbaum, Thonfchiefer und Glas gaben diefelben Refultate. 





Paralleltafeln. Zwiſchen zwei fehr nahe geftellten Tafeln, DE 

DE, Fig. 648, erhebt ſich das Waſſer nicht allein an den Rändern, jondern 

auch in der Mitte, und es bildet die Oberfläde 

Big. 648, deffelben nahe den halben Mantel eines elliptiichen 

D:D Eylinders. Die eine Halbare des elliptiichen Durde 

fchnittes ift der halben Weite CA — a, und bie 

andere Halbare CB ==b, der Differenn AF— BG 

— h, — h, zwilchen der größten und lleinſten 

Erhebung (R, und %,) ber elliptifchen Oberfläche 

ABA über dem allgemeinen Waſſerſpiegel gleich. 

Nach dem Ingenieur ©. 171 ift der Krümmungs⸗ 
halbmeſſer der Ellipfe in A: 





2 2 — 2 
ri — FR, und ber im B: 
a? a? 
nr Tmh) 
daher hat man nad; $. 378 die Erhebung der Oberfläche des Waſſers in A: 
8 as 


= — _ — —, und dagegen in B: 
h=,, Wh” geg 


Durch Subtraction dieſer Gleichungen von einander erhält man: 


8 ũ Rh — rı 
hr — — — | — — 0 
— y — hi)? a? ) 


„ 


oder: 


1= 5 — — IV. 
y \la— m) ar)’ 
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daher folgt: 


und endlich das Verhältniß: 
ra — h a? 8 
- == Te, 
Iſt a fehr Hein, fo kann man 
18 
ay 
jegen, dam wächſt alfo die Erhebung ber Oberfläche des Waffers 
umgelehrt wie der Abftand der Tafeln von einander. 


Genauer ift aber 


h=h= 


18 =) 18 
—— (go — 2 nn — — 5 
7,14% =, + 25 un 
18 a? 18 
Umgekehrt folgt hiernach: 


8 a? 
= — ah _. 
y ah +7 


Diefe Formeln ftimmen, wenn der Abftandb der Tafeln jehr Mein, nament- 
(ich - noch nicht 1/, ift, fehr gut mit den Beobachtungen überein. 
1 
Hagen fand bei Verſuchen mit zwei parallelen Plantafeln in Brunnen⸗ 
waſſer, im Mittel durch Beobachtungen: 
hı = 1,55, 1 = 2,09 und h = 1,38 Pariſer Linien, 
und durch Rechnung: 
, — 1,04, h, = 2,12 und h — 1,44 Barifer Linien. 
Neuere Berfuche (f. Boggendorff’s Annalen, Bd. 77) gaben für 
a —= 0,360; 0,5875; 0,7575 Linien, 
= 2,562; 1429; 1068 , un 
3 0,949; 0,907; 0,917 n 


Weisbach's Lebrbuh der Mechanik. 1. 47 
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alfo im Mittel: 


R — 0,9243 und S = 0,01059 Gramme. 


(Bergl. den vorigen Paragraphen.) 
. 382 Haarröhrchen. Die Erhebung der Oberfläche des Waſſers in fenf- 


rechten engen Röhren, oder fogenannten Haarröhrchen (franz. tubes capıl- 
laires; engl. capillary tubes) läßt jich bei Zugrundelegung der Formel 


8/1, 1 

em rn 13 
des 8. 379 leicht finden, wenn man annimmt, daß die Oberfläche (der 
Fig. 649. Meniscus) ein halbes Sphäroid ABA, Fig. 


649, bilde, deſſen Freisförmige Bafıs A A mit dem 
Querſchnitte der Röhre zuſammenfällt. Behalten 
wir die Bezeichnung des vorigen Paragraphen bei, 
jegen wir alfo wieder die halbe Röhrenweite CA 
— 4, und die Minimal: und Marimalerhebung 
BG und AF des Waflers in der Röhre über 
dem allgemeinen Waflerfpiegel ZR,—h, und h.. 
jo haben wir für 


Be + I),n am - hof und für 





Ss /ı 1 a3 
hı al, T aan = 077, du feßen, weshalb mn 
8 /1 a ) 
i =—\- + ———)ım 
— 
h = —— folgt. 
* Subtraction der letzten ee von einander erhält man: 
BEE a >) _ 2 — „)) 
— 36 rm) Mh — (he — Rh)? a? ; 
oder: 
8 a ) 
J — — re 
y \alya — h,) u (hr, — hı)? a2)" 
aud): 


5 
(2 + 7 Giꝛ — hi) — (a — A)? 4. 


Iſt a Hein, fo kann man auch 
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sh -M—-Im—hi=a 
jegen, woraus dann 
u — hi — 4 
folgen würde. Nimmt man aber ha — h, = a + ô an, und ſetzt 
(a — h)? = a? + 2ad, fowie (hd — hı)’ = ad + 34206, 
jo erhält man: 


2 
(2 + 2 (a? + 3028) —- (a +2ad)=a, 


Y Y 2). — 28— 
u+(t + 320 — 26 —0, 


und es folgt: 
8 
= — — ober annähernd, &—= — 2%. 
Hiernad) ift nun 
3 
,— a II, 
daher 
—23.36 va\_28_. 
heat ng) :yzW 
— 841 a s[ı ,.« ya ] 
J Zu 
48 


rl tr 

= >|; 1 + + —- 

Es wächſt alſo bei den Haarröhrchen Mi mittlere Erhebung ums 
gefehrt wie die Röhrenweite. 


Auch hat man zur Beitimmung von S: 
8 2 
yırant T 


Beobachtungen, welche Hagen mit Brunnenwafler an Haarröhrchen an» 
geftellt hat, gaben Folgendes: 





Nöhrenweite a, Linien . . . | 0,295 |0,336 | 0,413 | 0,546 | 0,647 | 0,751 | 0,765 
Erhebung A,, Linien . - . . 10,08 |8,50 |6,87 |5,17 |4,28 |8,72 |8,59 


Spannungsmaß = ‚ Gramme | 1,508 |1,455 | 1,458 | 1,478 | 1,473 | 1,6512 | 1,494 


47° 
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Nach diefen Verjuchen ift alfo im Mittel: 
= — 1482 und $S = 0,0170 Gramme. 


Die Abweichungen diefer Werthe follen ihren Grund darin haben, daß die 
Spannung S der Oberfläche des Waſſers mit der Zeit abnimmt, und bei 
dem gekochten Waſſer viel Kleiner ausfällt al8 bei dem frifchen Waſſer. Es 
ift alfo anzunehmen, daß die Spannung bed Waſſers in jedem Streifen von 
1 Linie Breite, S — 0,0106 bis 0,0170 Gramm beträgt. 


. 383 Die vorftehende Theorie findet auch in dem alle ihre Anwendung, wenn 
die Wand niht von der Flüſſigkeit benetzt wird; es findet hier 
feine Erhöhung, fondern eine Senkung der Oberfläche ftatt, und es ift 
die legtere auch nicht concav, fondern conver. Die aus dem Niveauabftande 
BG entftehende und von unten nad) oben wirkende Verticalfraft P wird 
auch hier durd) die Spannungen S und S der Oberfläche ABA, Fig. 650, 
der Flüſſigkeit in der Röhre aufgehoben. Die Adhäſionskraft des feften 
Körpers kommt hierbei, der vorftchenden Theorie zu Yolge, nicht weiter im 
Betracht. 


Fig. 650. ig. 651. 





Segt man die Kraft, mit welcher die Röhrenwand die Flüſſigkeitsſänle 
BG, Fig. 651, an ſich zieht, dem NRöhrenumfange proportional, fest alſo 
für eine cylindrifhe Röhre diefe Kraft P—= u.2na, wo u ana 
Coefficienten ausdruckt, fo hat man: 

za®h — 2ura, 
und daher die mittlere Erhebung des Waflers in der Röhre: 


G 


Sür zwei parallele Tafeln ift dagegen P=2ul und P=2ahly. 
wo 7 die unbeftimmte Länge der Waflerjäule bezeichnet, und daher: 


d. i. halb fo groß wie bei der Röhre, wenn der Abftand 2a der Tafeln der 
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Köhrenmweite gleich iſt. Dieſes ftimmt aud) mit den Kefultaten der letzten 
Paragraphen volllommen. 

Nach den Hagen’fchen Berfuchen hängt die Feſtigkeit oder Spannung 
der Oberfläche einer Flüffigfeit nicht von dem Grabe ihrer Flüſſigkeit ab, 
ift aber um fo größer, je ſchwerer die Flüffigkeit an anderen Körpern haftet. 
Nach Anderen, namentlid) nad; Brunner und Frankenheim (ſ. Poggen- 
dorff’s Annalen, Bd. 70 und 72), nimmt aber die Steighöhe A in ben 
Haarröhren und folglid) auch S ab, wenn die Temperatur der Flüffigfeit 
eine größere wird. 

Für Alkohol iſt S ungefähr die Hälfte und für Queckſilber das Achtfache 
von ber. Teftigfeit der Oberfläche des Waſſers. 


Anmerfung 1. Hagen findet durh Meflung und Wägung von Plüffigfeite- 
tropfen, welche fih von den Grundflächen Heiner Cylinder losreißen, ziemlich die⸗ 
felben Werthe wie durch die Beobachtungen an Gapillartafeln. Ebenſo haben vie 
Berfuche mit Anhäftonsplatten eine gute Webereinftimmung geliefert, unter ver 
Borausfepung, daß der Kraft zum Losreißen einer Platte durch das Gewicht des 
gehobenen Zlüffigfeitschlindere und durch die Spannung in dem Mantel dieſes 
Eylinders das Gleichgewicht gehalten wird. 


Anmerfung 2. Die Anzahl der Schriften über tie Eapillarität ift zu groß, 
als daß bier eine vollitändige Mittheilung verfelben erfolgen könnte. Es haben 
fih mit viefem Gegenftante fogar die größten Mathematiker, wie Laplace, 
PBoiffon, Gauß u. f. w. beihäftigt. Eine vollftändige Mittheilung ver älteren 
Literatur findet man in Franfenheim’s Lehre von der Cohäſion. Die Schrift, 
welche bei Bearbeitung biefes Gapitels vorzüglich benußt wurbe, ift folgende: Ueber 
die Oberflähe der Blüffigfeiten von Hagen, eine in der Königl. Akademie der 
Wiſſenſchaften gelefene Abhandlung, Berlin 1845. Eine neue phyfikaliſche 
Theorie der Gapillarität von 3. Mile enthält Bd. 45 von Poggendorff's 
Annalen (1838). Es gehören hierher auch Boutigny’s Studien über die Kör: 
per im fphäroidalen Zuſtande, deutfch von Arendt. Leipzig 1858. 
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Biertes Capitel. 
Vom Gleihgewichte und Drude der Luft. 


3. 384 Spannkraft der Gase. Die und umgebende atmofphärifche Luft, 
fowie auch alle übrigen Ruftarten oder Safe (franz. gaz; engl. gas) be 
figen, in Folge der Repulſivkraft ihrer Theile oder Moleküle, ein Beſtreben, 
einen größeren und größeren Raum einzunehmen. Man erhält daher audı 
nur eine begrenzte Luftmaſſe durch Abjperren oder Einfchlieen derſelben in 
vollfommen verfchloffenen Gefäßen. Die Kraft, mit welcher fid) die Gate 
auszudehnen fuchen, heißt ihre Elafticität, Spannfraft oder Erpan: 
ſivkraft (franz und engl. tension). Sie äußert fi) durch einen ‘Drud, 
welchen da8 Gas gegen die Wände des dafielbe einfchliegenden Gefäßes aut 
übt, und ift infofern von der Elafticität der feften oder tropfbar flüffigen 
Körper verfchieden, als fie in jedem Zuftande der Dichtigfeit fich wirffam zeigt, 
wogegen die Erpanfivfraft der lettgenannten Körper bei einem gewiſſen Zu—⸗ 

Fig. 652. ftande der Ausdehnung Null if. Man mißt den Drud 
oder die Spannkraft der Luft und anderer Gaje durd 

Barometer, Manometer ımd Pentile Tat 

Barometer (franz. barometre; engl barometer) 

wird vorzüglid angewendet, um den Drud der Atmo— 

Iphäre zu beſtimmen. Das gewöhnlichite oder fogenannte 

Gefäßbarometer, Fig. 652, befteht in einer, am 

einem Ende A verichlofienen und am anderen End 

B offenen Glasröhre, welche, nachdem fie mit Duedfilber 

gefüllt ift, umgeftürzt und mit ihrem offenen Ende in ein 

ebenfalls Duedfilber enthaltendes Gefäß CD eingetaudtt 
wird. Nach dem Umkehren dieſes Imftrumentes bleibt 
in der Röhre eine Quedfilberfäule 3 S zurüd, weldyer 

(. $. 374) durdy den Drud der Luft gegen die Ober 

fläche HR des Duedfilbers das Gleichgewicht gehalten 

wird. Der fiber der Duedfilberfäule befindliche Raum 

AS ift Iuftleer; e8 erleidet daher diefe Säule von oben 

feinen Drud, weshalb denn auch die Höhe diefer Säule, 

oder vielmehr die Höhe des Duedfilbers in berfelben 
über dem Quedjilberfpiegel ZZR im Gefäße ale Ma 
des Nuftdruces dienen kann. Um diefe Höhe bequem 
und fcharf meſſen zu können, ift eine genau eingetheilte 

Scala angebracht, welche längs der Röhre hinfäuft und nach Befinden nodı 

mit einem verfchiebbaren Zeiger S verfehen ift. 
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Anmerfung. Die ausführliche Befchreibung ber verichiedenen Barometer, vie 
Anleitung zun Gebrauche berfelben u. |. w. gehört in die Phyſik. Siehe Lehr⸗ 
buch der Phyſik und Meteorologie von Müller, Bo. I. 


Atmosphärendruck. Durch Barometer hat man gefunden, daß bei S. 38 
einem mittleren Zuftande der Atmofphäre und an wenig über dem Meere 
gelegenen Orten dem Luftdrucke durch eine ungefähr 76 Centimeter oder 
nahe 28 Parifer Zoll — 29 preuß. Zoll hohe Duedfilberfäule von O Grad 
Wärme das Gleichgewicht gehalten_wird. Da das fpecififche Gewicht des 
Duedfilbers bei Null Grab Wärme 13,6 ift, fo folgt, daß der Luftdruck auch 
gleich ift dem Gewichte einer 0,76. 13,6 — 10,336 Meter — 31,73 Parifer 
Fuß — 32,84 preuß. Fuß hohen Waſſerſäule. 

Dean mißt die Spannung ‚der Luft auch oft durch den Drud, welchen 
biefelbe auf bie Flächeneinheit ausübt. Da ein Eubifcentimeter Duedfilber 
0,0136 Kilogramm wiegt, fo ift der Atmofphärendrud oder das Ge 
wicht einer 76 Gentimeter Hohen Quedfilberfäule bei 1 Duadratcentimeter 
Baſis: 

p = 0,0136.76 — 1,0336 Kilogramm. 

Nun ift aber ein Duadratzoll 6,841 Ouadratcentimeter, daher mißt ber 
mittlere Drud der Atmofphäre aud) = 1,0336 . 6,841 —= 7,071 Kilo 
gramm — 14,142 Pfund auf einen Duadratzoll und — 2036 Pfund auf 
einen Quadratfuß. 

Den mittleren Barometerftand genau 28 parifer Zoll — 29 preuß. Zoll 
angenommen, erhält man den Drud ber Atmofphäre auf einen Quadratzoll 
14,103 Pfund, und auf einen Quadratfuß 2030,8 Pfund 

Es iſt jehr gewöhnlich in der Mechanik, den mittleren Atmofphärendrud 
als Einheit anzunehmen, und andere Expanſivkräfte auf diefen zu beziehen, 
und in Atmofphärendrüden, oder Atmofphären, wie man fchlechtweg 
fagt, anzugeben. Hiernach entfpricht dem Drude von n Atmofphären eine 
28. n Pariſer Zoll Hohe Duedfilberfäule oder ein Gewicht von 14,103 
rn preuß. Pfund auf jeden Quadratzoll; und umgelehrt, einer k Zoll hohen 


uedfiberfänle die Erpanfiofraft von >= — 0,038571 h Atmofphären, und 
dem Drude von p Pfund auf den Quadratzoll die Spannung von 


— 0,07091 p Atmofphären. Uebrigens giebt bie Gleichung 
h 
3*87 14105 ——— die Rebuctionsformeln : 


h = 1,985 p Zoll und p = 0,5037 h Pfund. 
Bei einer Spannung von h Zoll — p Pfund ift daher der Druck gegen 
eine ebene Yläche von F Quadratzoll: 
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P= Fp — 0,5037 Fh Pfund 
— Fhy = 1,985 Fp Zoll. 


Beifpiele. 1) Wenn bei einer Waflerfäulenmafchine das Wafler 250 Zuß hob 
über der Kolbenfläche fteht, fo if der Drud gegen dieſe Flaͤche 
250 
= pa” 7,6 Atmofphären. 
2) Wenn der Wind eines Eylindergebläfes 1,2 Atmoiphäre Spannung hat, fc 
ift der Drud veflelben auf jeden Duadratzoll 
— 1,2.14,10 — 16,92 Pfund, 
und auf die Kolbenflähe von 50 Zoll Durchmeſſer, 


3 
— 7:50 16,92 — 33222 Pfund. 


— 4 
Da die Atmoſphaͤre den Gegendruck ——— — 27685 Pfund ausübt, ſo 


folgt die Kolbenkraft: 
P — 33222 — 27685 — 5537 Pfund. 





‚386 Manometer. lm bie Spannung der in Gefäßen eingefchloffenen Gaſe 

oder Dämpfe zu finden, werben barometerähnliche Inftrumente, welche man 
Manometer (franz. manometres; engl. manometers) nennt, 
angewendet. Diefe Inſtrumente werben mit Duedfilber oder 
mit Wafler angefüllt, und find oben entweder offen oder 
verfchloffen, im letteren alle aber wieder im oberen Theile 
entweder Iuftleer oder mit Luft erfüllt. Das Manometer 
mit dem Iuftleeren Raume, Fig. 653, ift von dem gewöhn- 
lichen Barometer nicht verfchieden. Um mit Hilfe befielben 
die Spannung der Luft in einem Behälter mefjen zu fönnen, 
wird eine Röhre CE angebradjt, die mit einem Ende C in 
dem Behälter und mit dem anberen Ende E über bem 
Duedfilberfpiegel IR im Gehäufe HDR des Inſtrumentes 
ausmündet. Der Raum HER Über dem QDuedfilber 
wird dadurch mit dem Luftbehälter in Communication gefegt; 
e8 nimmt daher die in ihm befindliche Luft die Spannung 
der Luft im Behälter an, und drüdt eine Duedfilberfänle 
BS in die Röhre, welche ſich mit dem zu meflenden Luft: 
drude ins Gleichgewicht ſetzt. 

Das oben offene Hebermanometer ABC, Fig. 654, 
giebt ben Ueberſchuß der Spannung in einem Gefäße MN 
über den Atmofphärendrud an, weil diefer Spannung burd) 
die Vereinigung des Xuftdrudes über S mit ber Queck⸗ 
füberfäule RS das Gleichgewicht gehalten wird. Iſt & ber 
DBarometeritand und A der Manometerftand oder der Höhen 


Sig. 653. 
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abftand RS der Duedfilberfpiegel Z und S im den beiden Schenfeln bes 
Manometers, fo hat man die durch die Höhe einer Duedfilberfäule gemefiene 
Spannung der mit dem Heinen Schenkel communicirenden Luft: 
b—b+tn, 
oder durch den Drud auf den Quadratzoll gemeſſen: 
p = 0,5037 (b + h) Bund, 
oder, wenn b ber mittlere Barometerftand ift, 
p —= 14,10 + 0,5037 h Pfund. 

Gewöhnlicher als die Hebermanometer find die Gefägmanometer, 
wie ABCD, fig. 655. Da bier die Luft durch eine größere Duedfilber- 
oder nad) Befinden Waffermaffe, auf die Flüſſigkeitsſäule wirft, fo werden die 
Schwingungen der Luft nicht jo ſchnell auf die Fliffigfeitsfäule übergetra⸗ 


Fig. 654. Fig. 658. Fig. 656. 





gen, und e8 wird das Meſſen diefer mehr in Ruhe befindlichen Säule er- 
leichtert und ficherer. Der Bequemlichkeit des Meſſens oder Ablefens an 
der Scala wegen bringt man oft nod) einen Schwimmer an, welcher auf dem 
Queckſilber ſchwimmt und mitteld eines über einer Rolle liegenden Fadens 
mit einem über ber Scala wegleitenden Zeiger verbunden ift. 

Die Manometer Taffen fi) natürlich auc zum Meſſen des Drudes von 
Waſſer und waflerförmigen Flitffigkeiten anwenden, man nennt fie aber dann 
Piezometer (franz. piezometres; engl. piezometers). 

Mit Hülfe eines Bentils DE, Fig. 656, beftimmt fich ebenfalls, jeboch 
weniger fcharf, die Erpanfivfraft des in MN abgeichloffenen Cafes oder 
Dampfes, wenn man das Laufgewicht G fo ftellt, daß es eben dem Luft 
oder Dampfdrude da8 Gleichgewicht hält. Iſt CS — s die Entfernung 
des Schwerpunktes bes armirten Hebeld von der Drehaxe C, CA=a 
der Hebelarm des Laufgewichtes, und Q das Gewicht des Hebels ſammt 
Bentil, fo hat man das ftatifche Moment, mit welchem das Ventil durch die 
Gewichte zugedrückt wird, 

=Ga+ 05; 
ift ferner der Gas⸗ oder Dampfdrud von unten, — P, der Atmofphärendrud 





8. 387 
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von oben, — P,, und endlich der Hebelarm C B des Ventile, — b, Io hat 
man das ftatifche Moment, mit welchem fich das Ventil zu heben ſucht, 
= (P — P 1) b, 

und es giebt nun das Gleichjegen diefer beiden Momente: 

Pb— Pb=Ga+®s, folglid: 

P-Pp+ Ga r Qs 

Bezeihnet r den Halbmefler des Ventils DE, p die innere und pı 

die Äußere Spannung, gemeſſen durch den Drud auf einen Dundratzeli, 
ſo bat man: 

P=xrrypwb P, — rr’p,, daher: 
Ga-Ht 28 


p=p + zr2b 


Beifpiele. 1) Wenn ver Duedfilberitann eines oben offenen Mancmetert, 
3,5 Zoll, und der Baremeterftand 27 Zoll beträgt, fo ift bie entfprecdende Erpon⸗ 
finfraft : 

h=b-+h, = 27.+ 35 = 30,5 Zoll, oder: 
» = 0,5097. —= 0,5037 .80,5 — 15,36 Pfunt. 

3) Wenn ver Waffermancmeterftand 21 Zoll Hoch ift, jo entfpricht demſelben ke: 

tem Barometerftande von 27 Zoll, die Erpanfivfraft : 


h= 27 + 5 — 28,54 Zoll = 15,38 Pfund. 


3) Wenn das flatifhe Moment eines unbelafteten Sicherheitsventils 10 Jell⸗ 
pfund, das ftatifche Moment des 10 Pfund ſchweren Laufgewichtee, — 15. 1U 
— 150 Zollpfund,, der Hebelarm des Ventils, von Ventil- bis Drehare gemeften. 
b = 4 Zoll und der Halbmefler des Ventile, r — 1,5 Zoll beträgt, fo ik mir 
Differenz der Drüde auf beide Ventilflächen: 

P- A=,(15%.4” In — 566 Blunt. 


Wäre der Atmofphärendrud », — 14 Mund, fo fiele hiernach die Spannung ver 
Luft unter dem Bentile: 
p = 19,66 Pfund aus. 


Mariotte’sches Gesetz. Die Spannung der Safe wählt mit ber 
Berdichtung derfelben;, je mehr man ein gewifjes Luftquantum zufammendrädt 
oder verdichtet, defto größer wird auch deflen Spannkraft, und je mehr man 
daſſelbe fic, ausdehnen oder verbiinnen läßt, defto Heiner zeigt fid) auch feine 
Erpanfiokraft. Das Berhältnig, in welchem die Spannkraft und die Did’ 
tigkeit oder da8 Volumen der Gafe zu einander fiehen, wird durch das von 
Mariotte (oder Boyle) entdeckte und nach ihm benannte Geſetz ausgebrädt. 
Es behauptet, daß die Dichtigkeit einer und berfelbentuftmenge 
derSpannfraft derfelben proportional, ober, ba die Räume, welche 
von einer und derfelben Maffe eingenommen werden, den Dichtigfeiten umge 
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fehrt proportional find, daß fid) die Bolumina einer und derfelben 
Gasmaſſe umgekehrtwie deren Erpanfivfräfte verhalten. Wird 
demnach eine gewiſſe Tuftmenge bi8 auf die Hälfte ihres anfänglichen Volu- 
mens zufammengedrüdt, ihre Dichtigkeit alfo verdoppelt, fo ftellt ſich auch ihre 
Spannung nod) einmal fo groß heraus als anfänglich, und wird dagegen ein 
gewifles Luftquantum bis auf das Dreifache feines anfänglichen Raumes aus⸗ 
gedehnt, alfo feine Dichtigkeit bis auf den dritten Theil herabgezogen, fo bleibt 
auch die Elafticität deffelben nur ein Drittel von der anfänglichen Spannfraft. 
Iſt 3.2. unter dem Kolben EF' eines Cylinders AC, Fig. 657, gewöhnliche 

Fig 657. atmofphärifche Luft, welche anfänglih auf jeden 
Quadratzoll mit 14 Pfd. drüdt, fo wird dieſelbe mit 
28 Pfd. drliden, wenn man den Kolben nah E, Fı 
geſchoben und dadurch die eingefchloffene Luft bie 
auf die Hälfte ihres anfänglichen Volumens zus 
fammengedrüdt hat, und es wird diefe Kraft 3.14 
— 42 Pfund betragen, wenn ber Kolben nad) E, F, 
gelommen ift und zwei Drittel der ganzen Höhe zurlid- 
gelegt hat. Iſt der Inhalt der Kolbenfläche 1 Qua— 
dratfuß, fo beträgt der Atmofphärendrud gegen diefelbe — 144.14 =: 2016 
Pfund; um daher den Kolben um die halbe Cylinderhöhe niederzudrücken, find 
nach und nad) 2016 Pfund, und um ihn um zwei Drittel diefer Höhe niederzu- 
fchieben, find allmälig 2.2016 — 4032 Pfund auf denfelben aufzufegen u. |. w. 

Ebenſo läßt ſich durch Zugießen von Quedfilber in die mit dem Luft- 

cylinder A C, Fig. 658, communicirende Röhre G. H das Mariotte’jche 

Fig 658. Geſetz prüfen. Hat man anfänglich durch die Dued- 
ſilbermaſſe DEFH eine Luftfäule A C abgefperrt, welche 
mit der äußeren Luft gleiche Spannkraft befigt, und |pä- 
ter durch zugegoſſenes Duedfilber den Luftcplinder bie 
anf die Hälfte, auf das Viertel u. ſ. w. des anfänglichen 
Volumens zufammengebritdt, fo wird man finden, daß 
die Niveauabſtände G1 Hı, Ga» H, u. f. w. ber Ober⸗ 
flächen des Queckſilbers der einfachen, dreifachen Baro— 
meterhöhe b u. f. w. gleidy find, daß aljo, wenn man 
hierzu die dem äußeren Luftdrucke entfprechende einfache 
Höhe addirt, die Spannkraft zweimal, viermal u. |. w, 
fo groß ift als beim anfänglichen Volumen. 

Sehr Leicht läßt ſich auch die Richtigkeit des Mariotte’fchen Gefeges 
auf der Seite der Ausdehnung der Luft nachweifen, wenn man eine cylin- 
drifche (gut calibrirte) Röhre AB, Fig. 659 (a. f. ©.), ſenkrecht in das 
Queckſilber (Waſſer) taucht und, nach gehörigem Verfchluffe des oberen Endes 
A, das abgefchloffene Luftvolumen A E (I.) durd) behutfames Aufzichen 
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diefer Röhre ausdehnt, fo daß es nun ein Volumen A, A, (IL) annimmt. 

Die Dichtigkeiten der Luft in diefen Räumen AE und A, E, find jedenfalls 

Big. 659. den Höhen AC und 4A, Cı, berfelben 

umgefehrt, und ihre Spanmumgen den 

JL Differenzen zwifchen dem Barometer: 

| ftande b und den Höhen CD und 

C, D, der über der Oberflähe HR 

| CME, des Duedfülbers ſtehenden Queckfilber⸗ 

En fäulen DE und D, E, direct pro 

Hi portional; es ift folglich) nach dem 

1 * Mariotte'ſchen Geſetze: 
| 


el: 
| ) #3 I RA 


AC b—-CD 
AChı b-—-cD'’ 
— was auch durch die Beobachtung bei 
| jeder beliebigen Eintauchung der Röhre 
A B beftätigt wird. 
Sind h und h, oder p und p, die Spannfräfte, 9 und y, die entipre 
chenden Dichtigfeiten, und V und V, die zugehörigen Bolumina einer und 
derjelben Luftmenge, fo hat man nad) dem angegebenen Gefege: 


Y V h p h 

-_ oo —_-——-;, oe V, } — Vy, ſowie VW; ; — Vp; daher 
A — h 

Yı = Pe de „rimien=,/=, V. 


Pi 
Hiernach läßt ſich die Dichtigkeit und auch das Volumen der Luft von einer 
Spannung auf die andere reduciren. 
Anmerkung. Nur bei fehr großen Preſſungen der Luft kommen bemerkbare 
Abweichungen von dem Mariotte’fchen Gefeße vor. Nah Negnault it z. 2. 


für atmofphärifche Luft, wenn das Luftvolumen V, von 1 Meter Preflung m P, 
übergeht, die Preſſung vefielben 


= 2 I: — 0,0011054 (7 — 1) + 0,000019381 ( = 1) | Meter, 








jo daß für Le = — 10 15 20 
» = 4,97944 9,91622 | 14,82484 | 19,71988 Met. ausfällı. 


Beifpiele. 1) Wenn bei einer Geblaͤſemaſchine der Manometerftand 3 Zell 
mißt, während der Barometerftand 28 Zoll beträgt, fo ift die Dichtigfeit tes Win⸗ 


dee =: Aue = a2 — 1,107 mal fo groß, als die der äußeren Luft. 


2) Wenn ein Cubikfuß atmoſphaͤriſche Luft bei 28 Zoll Barometerkant 


61,74 
— Pfund wiegt, ſo hat er bei 84 * Barometerſtand ein Gewicht von: 
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61,74 34 _ 209 . 
3) Wie tief kann eine Taucherglocke (franz. cloche a plongeur; engl. 
diving-bell) ABCD, %ig. 660, unter das Waller HR D getaudht werben, 
Fig. 660. damit das Wafler nur bis zu einer gewiflen Höhe 
CH = y in diefelbe einbringe? Anfänglich 
fteht die Slode mit ihrer Mündung CD über 
dem Waflerfpiegel ZZ. R, wobei ihr ganzer Raum 
V mit atmofpbärifcher Luft angefüllt if, deren 
Waflerbarometerftand — 5 fein möge Sinft 
nachher vie Glocke um die Tiefe OC — x, und 
bringt hierbei ein Waflervolumen W in bie 
Glocke, fo geht, wenn feine Luft durch ben 
Schlauch S zugerrüdt wird, das Volumen der 
abgefchloffenen Luft in V’ — W und der Baro- 
meterftand derfelben in d + x — y über, und es 
ift folglich: 
 b+-+2—Y_ v 
b -v—-W 
woraus ſich nun ergiebt: 








V Wb 
-=y-btry_p-YtvoW 
If der mittlere Querfchnitt des unteren Theiles ver Glocke, = F, fo läßt fi 
noch W = Fy und baher 


2=y(14 yg,) ihm. 

Für den Wafferbarometerftand 5 — ar Fuß ift bei dem Volumen der Glocke, 
V — 100 &@ubiffuß, dem mittleren Duerfchnitte ihrer unteren Hälfte, F— 20 
Duadratfuß, und der zuläffigen Höhe des Waflers in derfelben, y — 3 Fuß, das 
Bolumen ves leßteren: W = Fy — 20.3 — 60 Eubiffuß, folglich das der 
abgefperrten Luft: — W = 40 Cubikfuß, ferner die Dichtigfeit der letzteren 
= zn = — 2, mal fo groß als die der äußeren Luft, und die entfprechende Tiefe 
der Eintauchung: 


2=83 + .30 





—3 +4 — 48 Fuß. 


Arbeit der comprimirten Luft. Die Arbeit, welche aufzuwen- 8, 388 
den tft, um ein gewiffes Luftquantum bis zu einem gewiſſen 
Grade zu verdichten, fowie auch die Arbeit, welche die Tuft bei ihrem 
Ausdehnen zu verrichten vermag, läßt ſich nicht jogleid) angeben, weil bie 
Erpanfivfraft in jedem Momente des Verdichtens oder Ausdehnens eine 
andere ift, wir milffen uns daher nad) einer befonderen Formel zur Bered)- 
nung dieſes Werthes umſehen. Denken wir uns in einem Cylinder A CO, 

Fig. 661 (a. f. ©.), durch einen Kolben EF eine gewiffe Luftmaſſe AP 
abgefperrt, und unterfuchen wir, welche Arbeit erfordert wird, um den Kolben 
um einen gewifien Weg ZEL — FF, fortzufchieben. Iſt die anfängliche 
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Spannung — p und die anfängliche Höhe des Cylinderraumes, AZ —s, dage- 
gen die Spannung nad) Durdjlaufung des Raumes E Ei, — pi, und die Höhe 

Big. 661. E, A des nod) übrigbleibenden Luftvolumene, = Ss. 
fo gilt die Proportion: 

Dı :P =S:S, welche giebt Pı =. 
Während Durdjlaufung eines fehr Heinen Wegtheilet 
E, F, —= 6 läßt fid) die Spannung p, als umer 
änberlich anfehen, und es ift daher die dabei aufzu⸗ 

6 
wendende mechanifche Arbeit — Fp, 6 = en 
wofern noch F' die Kolbenfläche bezeichnet. 

Den Lehren der Logarithmen zufolge *) ift aber eine jehr Feine Gröpe 
x — Log. nat. (1 + x) = 2,8026 Log. (1 + x), 
wenn Log. nat. den natürlichen und Log. den gemeinen Logarithmen br 
zeichnet; es läßt fich folglich auch 


Ö 
Fps—— Fps Log. nat. (1 4 2) 
—1 1 





— 2,3026 Fps Log. (1 — 2) 
1 
fegen. Nun ift aber 
6 — 81 4 6 
Log. nat. (1 4 =) == Log. nat. ( Pr ) 


= Log.nat.(s, +6) — Log.nal.sı; 
daher jene Elementararbeit aud) 


Fps— — Fps [Log.nat.(s, + 0) — Log. nat. sı]. 
1 





Denken wir uns den ganzen Weg ZE, aus n Wegtheilen wie 6 beſtehend, 
fegen wir alfo EEL — no, fo finden wir die allen dieſen ZTheilen ent 
fprechenden Arbeiten, wenn wir in der legten Formel nach und nad) ſtatt 
ss; tr, ss - 20, si - 360, ... bis + — 1) 6 und ſtan 
s +0; - 20, +30uf.w. bis sı + 6 ober s fegen, md 
finden num durd) Summiren der dadurch erhaltenen Werthe den vollſtän— 
digen Arbeitsaufwand beim Durdjlaufen des Weges s — sı : 


x? s 
*) Nah der Rike—= 1 + x + — er r + ——— — . .. (8. 194, ſe 
wie auch analytiſche Hülfslehren Art. 19) if für ein kleines æ —145. 
daher; 
Log.nat. 1+x)= «. 
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r Log.nat.(sı + 0) — Log. nal. sı \ 
Log. nat. (5 +20) — Log.nat.(sı + 0) 
Log. nat.(s, + 30) — Log.nat.(s, + 26) 





A= Fps 


Log.nat. (s +n0) — Log.nat.[s, +(n — | 
— Fps [Log.nat.(s; +n0) — Log.nat.sı] 


— Fps(Log.nat.s — Log.nat.sı) = F ps Log.nat. (2), 
1 


da fich immer ein Glied in der einen Zeile mit einem Gliede der folgenden 
Zeile aufhebt. 
Da ferner I — 2 — ” ift, fo Läßt ſich dieſe Arbeit aud) fegen: 


81 
= ei (3) = 290 2m (2) 
A — Fyps Lod. nat. ( — Fps Log. nat. 2 
Nehmen wir den Kolbenweg s — 5ı — x an, fo finden wir hiernach auch die 
mittlere Kraft des Kolbens bei Verdichtung der Luft in dem Verhältnifie 
hı _ Pi 
hp 
__4 — 8 (#1). 
P= z Fp- zn 79- nat. v 
Segen wir F=1 (Ouobratfuß) und s —= 1 (Fuß), fo erhalten wir 
die Leiſtung 
A = p Log. nat. (2 ) = 2,8020 Tog. (2). 
Diefe Formel giebt bie mechaniſthe Arbeit an, welche aufsumenben ift, um 
eine Raumeinheit (1 Cubikfuß) Luft aus der tieferen Prefung oder Span- 
nung p in bie höhere Spannung p, zu verjegen und fie dadurch auf das 


Volumen (2 ) Eubiffuß zurücdzuführen. Dagegen drüdt 


A=p Log.nat. (2 — 2,3026 p, Log. (2 ) 


die Arbeit aus, welche eine Raumeinheit Gas ausgiebt oder berichtet, wenn 
jie aus der höheren Preſſung pi in die tiefere p übergeht. 
Um eine Luftmaſſe vom Volumen V und der Spannung p durd) Ver- 


dichtung auf das Volumen V, und auf die Spannung pꝛ — 7 p zu⸗ 


rüdzuführen, ift hiernach die mechanische Arbeit 9» Log. nat. (7) aufs, 
| 
zumenden nötbhig, und wenn umgefehrt, da8 Volumen V, bei der Spannung 
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. V, 
9, durch Verdünnung in das Bolumen 9 und in die Spannung pP = 7 pı 
übergeht, jo wird die Arbeit 
v 2 
Vp Log.nat. 5) — V, pı Log. nat. (7) frei. 


Anmerkung. Zur Erzeugung mäßiger Spannungsdifferenzen (1 — p) 
kleiner Bolumenveränderungen (97, — F) Tann man aud; einfach die erforberliät 


Arbeit 
— ner) eh 
—Yy (1 — 2) (et m) 
feßen, oder genauer, mit Säfk der Simpfon’fhen Regel, wenn z den Dead 
beim mittleren Kolbenwege F 21 bezeichnet: 


A= r(i — 2) (et, tm). 





Nun if aber 
2 — s ı __2s __?2 ___2p 
Retn) stm | ,2 ptm 
daher folgt: j pi 
A=yr(i—2)(p+ 249) 
=, vp(&i + en _ 2 . 


Beifpiele. 1) Wenn ein Gehläfe pro Secunde 10 Cubikfuß Luft von 28 Zel 
Spannung in Wind von 30 Zoll Spannung verwandelt, fo iſt bie von demielien 
in jeder Secunde zu verrichtende Arbeit 
A = 17280 . 0,5037 .28 Log. nat. (3%) = 243710 (Log.nat.15 — Log.nat.1#) 

— 243710 (2,708050 — 2,639057) — 243710 . 0,068993 

— 16814 Zollpfund — 1401 Fußpfund. 

Die Annäherungsformel N ver Anmertung giebt dieſe Arbeit: 


14 
— 1, „248710. + Tu - 5) = 40610. 2 +2 -5) 


= 40618.0,41387 — 16811 Zollpfund = 1401 Fußpfund. 

2) Wenn bei einer Dampfmaschine unter der Koldenfläde F=r.t=M 
Duadratzoll eine Dampfmafle von 15 Zoll Höhe und 3 Atmofphären Spannun! 
fteht, welche den Kolben bei ihrer Auspehnung um 25 Zoll fortfchiebt, fo ift bie hierbei 
entwidelte und auf ven Kolben übergetragene mechanifche Arbeit unter ber Ber 
ausfeßung, daß der Dampf bei feiner Erpanfion dem Mariotte' chen Gefege felgt: 


A = 201.3.14,10 ..15 Log. nat. (23) — 127534 Log.nat.! 


— ‚127534 .0,98083 — 125089 Zollpfund — 10424 Yußpfund 
und bie mittlere Kolbenkraft, ohne Rückſicht auf die Kolbenreibung und auf den 
Begendrud: 


P— 125089 


5 = 4604 Pfund. 
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Druck in den verschiedenen Luftschichten. Die. in einem Ge- 8. 3 
fäße eingefchloflene Luft ift im verjchiedenen Tiefen von verjchiedener Dichtig- 
feit und Spannung, denn die oberen Luftſchichten drücken die unteren Luft- 
Ihichten, auf welchen fie ruhen, zuſammen; es ift deshalb nur in einer und 
derjelben Horizontalfchicht einerlei Dichtigfeit und einerlei Spannung, und e& 
nehmen beide mit der Tiefe zu. Um aber das Geſetz dieſer Zunahme der 
Dichtigfeit von oben nad) unten ober der Abnahme derfelben von unten nad) 
oben zu finden, fchlagen wir einen Weg ein, der dem des vorigen Paragraphen 
fehr ähnlich ift. 

Denfen wir uns eine verticale Luftfäule AE, Big. 662, vom Querſchnitte 
AB = 1, und von ber Höhe AF— 3. Segen wir fir die untere 

Fig. 662. Luftfchicht die Dichtigfeit — P und bie Spannung — 9, 

und für die obere Luftſchicht 7’ die Dichtigfeit — yı 
und die Spannkraft — pi, jo haben wir zunächft 
>= Fu Bezeichnet 0 die Höhe ZE, der Schicht 
Pi F, jo ift da8 Gewicht derfelben, ſowie auch die diefer 
Höhe 0 entiprechende Abnahme der Spanntraft: 





6 
vz=:1.6.\,ı = — 
und umgekehrt: 
6 = ? . v , 
rpı 
oder, wie im vorigen Paragraphen: 
6 ⸗ Log.nat. (\ + == y [.Log. nat. (p, + v) — Log. nat. pı]. 
1 


Segen wir hierin ſtatt »,, nach und nah) 9, + v,pı + 2v,pı + 3v 
u. ſ. w. b8 » = pı + (n — 1) v, und addiren wir die entfprechenden 
Luftſchichthöhen oder Werthe von o, fo befommen wir die Höhe der ganzen 
Zuftfäule, ganz wie im vorigen Paragraphen: 


s— y (Log.nat.p — Log.nat.pı) = y Log. nat. (2) 
2 — 2302 # 100. (7) 
—£ .nat.\— ) = 2,302 — Log. D 
8 — Log.nat (+) y 9 bı 


wenn b und bi die den Spannkräften » und p, entjprechenden Barometer- 
ftände in A und in F bezeichnen. 
St umgekehrt die Höhe s gegeben, fo läßt ſich die ihr entfprechende Er- 
panfivfraft und Dichtigfeit der Luft berechnen. Es ift nämlich: 
:Y 1% 
fe ,dop=ye?, 
Pı Yı 
Meistach's Pehrbuh der Mechanik. 1. 48 
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wobei .e — 2,71838, die Grundzahl des natürlichen Logarithmenſyſtemes 
bezeichnet. 


Anmerkung. Diefe Formel findet ihre Anwendung beim barometriſchen 
Höhenmeffen, welches im „Ingenieur“ , Seite 273 abgehandelt wird. Ohne Be: 
rüdfihtigung der Temperatur u. ſ. w. läßt fih im Mittel 


b 
s — 58604 Log. \ —-) Fuß ſetzen. 
09. (D) Bub eb 
Beifpiele. 1) Wenn man ven, Barometerfiand am Fuße eines Berges, 
339 und am Gipfel deſſelben, 315 Linien gefunden hat, fo ergiebt ſich bie Höbe 


biefes Berges: 
8 — 58604. Log. (839), 5) = 58604 . 0,031889 — 1869 uf. 


2) Für die Dichtigfeit der Luft auf einem 10000 Fuß hohen Berge hat man: 
Log. = 10000, 2804 = 0,1706, daher — 1,481 und — = 0,675; 
1 Yı E Y 1,481 

es ift alfo diefelbe nur 67%, Procent von der Dichtigkeit am Fuße. 





390 Stereometer und Volumenometer. Das Mariotte’fche Gele 
findet eine praftifche Anwendung bei der Beftimmung der Volumina gewifler, 
namentlid) pulverförmiger, faferiger Körper u. |. w. mittel8 der fogenannten 
Stereometer oder Dolumenometer. 


1) Das Stereometer von Say. Wird bie mit dem verfchloffenen Ge 
füße AB, Fig. 663 J., in Verbindung ftehende und ind Queckſilber HDR 
Fig. 668. eingetauchte Glasröhre CD emporgejo⸗ 
gen, ohne ganz aus dem Quechſilber zu 
fommen (II.), fo tritt in Folge der Ausdeh⸗ 
nung der abgefperrten Luft, von oben 
eine gewiſſe Luftfälue CE, in die Röhre, 
und e8 bleibt von unten eine gewifle Qued⸗ 
jilberfäule DE in derfelben zurüd, wo⸗ 
bei fich die nun verminderte Spamnfraft 
der eingefchloffenen Luft mit dem um 
den Drud der Queckſilberſäule DE ver 
minderten Atmofphärendrud ins Gleich⸗ 
‚gewicht fegt. Iſt nun 9, das Boln 
men des Raumes ABC, V, das au 
beftimmende Volumen des in denfelben 
gebrachten Körpers Kund V das Bolumen 
der Luftfäule CE, fowie b der Bare 
meterftand und A bie Höhe der eingedrungenen Quedfilberfäule DE, jo hat 
man, da eine und diefelbe Ruftmenge erft das Volumen 9%, — V, bei der 
Preffung d, und dann das Volumen Y, — Yı + bei der Breffung b— h, 
annimmt, nad) dem Mariotte’fchen Geſetze: 
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,—Iı _b—h 
n—-V +7 5b 
wonach dann das gefuchte Körpervolumen 


V — V. — ( *) Vv folgt. 


Wenn man das Volumina V, kennt, und die Röhre bei der Beftimmung 
jo weit heranszieht, daß die Länge und folglich auch das Volumen V der 
Luftfänle in der Röhre CD ein beftimmtes ift, und man beobachtet außer 
dem Barometerftande b, nod) die Höhe A der Wafferfäule DE, fo kann man 
mittel8 diefer Formel das Volumen Y, ded Körpers K berechnen. 

2) Das Bolumenometer von Regnault. Wird der mit atmofphä- 
rifcher Luft erfüllte Raum AB CD, fig. 664, welcher aud) ben Körper K 

Fig. 664. enthält, deilen Volumen Y, beftimmt werden fol, 
durch den Hahn bei C abgejperrt, und dann durch 
den geöffneten Hahn Z fo viel Quedfilber aus der 
Röhre DE abgelaflen, daß deſſen Oberfläche von M 
nad) N finft, fo Tann man nad) dem Marigtte’fchen 
Geſetze wieder die obige Formel 

n—Vı _b—h 
n„—V+V b 
aufftellen, wenn man das Volumen des Raumes 
ABDM durch V,, das Bolumen des abgelaffenen 
Duedfilbers durch V und die Höhe MN defielben 
durch 7% bezeichnet. Es folgt deshalb auch genau wie 
oben da8 Volumen des Körpers in A, 
n=h-— ( h - 

Um für eine zweite Meſſung die Röhre DE von 
Neuem mit Duedjilber zu füllen, ftellt man durch 
Drehung des Hahnes E eine Communication der 
Röhre D E mit dem Quedfilbergefäße @ H ber. 

3) Das VBolumenometer von Kopp. Die im 
Raume ABCD, Fig. 665, eingefchloffene Luft hat 
die äußere Preifung, wenn das Duedfilber in DG 
die untere Mündung D der Manometerröhre DE 
berührt. Drückt man aber durd) einen Kolben P 
da8 Duedjilber in DG bis zu einer gewiflen Höhe 
empor, wobet feine Oberfläche die Spite S berührt, 
fo wird die abgefperrte Luft zufammengedriidt, und 
e8 fteigt auch das Quedjilber in der Manometerröhre 
auf eine an einer Scala abzulefenden Höhe R. ft 

48* 
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nun wieder F, das Volumen des Luftraumes ABCD, V, das geſuchte 
Bolumen des in denfelben gebrachten Körpers und V das Bolumen des zu 
gefloffenen Duedfilbers, jo hat man dies Mal 
Vo — Vi b b+k a 
a a 


und daher das gefuchte Körpervolnmen: 
V, = Vo — ( — *) V. 


Die conſtanten Volumina F, und V find durch Einfüllung mit Quegſil— 
ber und Abmwägen der eingenommenen Quedjilbermenge für jedes Inſtru— 
ment befonders zu beftimmen. 





Die Luftpumpe (franz. machine pneumatique; engl. air - pump, 
syringe). Wenn man den Kolben X, Fig. 666, einer Luftpumpe bei der 
Hahnftellung (I) aufzieht und bei der Hahr 

Sig. 666. ftellung (II) niederdrädt, fo wirft dieſelbe 

al8 Berdünnungspumpe; wenn man 
dagegen denfelben bei Hahnftellung (IT) auf 
zieht und bei ber Hahnftellung (T) zurüchſchiebt, 
jo wirft fie als Berdichtungspumpe 
Bei wiederholten Aufe und Nieberziehen 
des Kolbend K im Cylinder CD wird de 
durch) die Luft im Necipienten A, im erften 
Valle immer mehr und mehr verdännt, im 
ziveiten dagegen immer dichter und dichter. 
1) Die Verdbünnungspumpe M 
V der Kecipientenraum, biß zum Hahne H 
gemeſſen, ferner V, der ſchädliche Raum, 
von A bis tiefften Kolbenftande gerechnet, 
und bezeichnet C den vom Kolben A burd> 
laufenen Raum, welcher aud) durch das 
Product F's von Kolbenfläche F und Kolbenweg s gemeffen wird, fo geht, 
nad) dem Mariotte'ſchen Gefege, die Preffung d ber anfangs im Reci⸗ 

pienten eingefchlofienen Luft, am Ende des Kolbenfchubes in die Preflung: 
— VE 
(a 5 b über. 
Da beim Rückgange des Kolbens der ſchädliche Raum mit Puft von der 


äußeren Preſſung d gefüllt bleibt, fo ift ferner fitr die Preſſung d, der Puft 
im Recipienten am Ende des zweiten Zuges: 








$. 391.] Dom Gleichgewichte und Drude der Luft. 757 
W+Nn+Ob=Vh+Nd 
vb vVib 
rn Fe enger he 
_ yVb ZU 
= (Gen Fo twen Hot ren Fo 
Ebenfo ift für die Spannung d, am Enbe des dritten Zuges 
(V+ 12 + Ob, = YVb + V b, und daher 


ee) MAR 


Vıb 
a 
und ed läßt fich hiernach leicht ermeſſen, daß die Preflung db, am ‚Ende des 
nten Zuges, 


= (ur) 


V v * Vıb, 
+ (#920) +(FFrF0 He +1lypper 
zu fegen ift. 
Bezeichnet man 
hat man biernad): 
,=rb+ti+tp+m + +P')ab, 
oder, da die Summe ber in der Parenthefe eingeſchloſſenen geometrijchen 
Reihe, = — — m. ift (f. „Ingenieur“ Seite 82), fo folgt ein- 
fach die gefuchte Enbpreffung: 


= Ir + (1=#) a |». 


Für n— © fällt p* —= 0, und folglid) die möglich Feinfte Spannung 
gb — 7 b 
in Ä 
2) Die Verdichtungspumpe. Gelten biefelben Bezeichnungen wie für 
die Verdünnungspumpe, fo hat‘ man hier für die Luftpreifung d, am Ende 


des erften Schubes: 
V+YV, C 
++ Pi + O dahe = (I); 


v 
durch P, und durch 9. ſo 


— — 
—— 
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ferner fitr die Preſſung d, am Ende des zweiten Schubes: 
(#+YVı)ba=Vb +(Vı + Ob, daher 
(„+ +O)Vb 4 14 
V 4 V ’+PVı 
n+6 


vv \? V 
—P HER +1)yr9® 
Ebenfo folgt fir die Preffung am Ende des dritten Schubes: 
V+N)b=Vb +(9ı +O)b, und ie — 
1 
(nr tr 


oder, wenn man 





b, = 





—— — qı ſetzt, 
=[r+Al+m+p)alb 
Allgemein bat man re Preffung am Ende des nten Kolbenfpieles: 
b,=[pr +(1 +m +Ppf ++ pi )q]b, oder da 
p, — 1 1—p if, 


l+ma+pr+t--+p" — _1 Ion 


= [pr + =) a| b. 


Urn = wo, wo p" — 0 ift, ftellt fid) 
= gb _ /ı + Ce, 
1-9 HH 
heraus. Dies ift natürlich auch die größte Spannung, welde durch dieſe 
Compreffionspunpe erzeugt werben Tann. 
Wäre der fchäbliche Raum alfo 9, — Null, fo hätte man bei der Ber- 
dünnnungspumpe q — 0, daher: 


== (gr Pi 

—p 
—n, folglid: 

7, folglich 


d. — (1 + rqı)db= ( 4 129)*. 


Beiſpiel. Wenn bei einer Luftpumpe der Recipient das Volumen F_°— 1000 
Eubifzoll und der ſchädliche Raum die Größe von 10 Cubikzoll einnimmt, währent 
der Gylinderraum 300 Cubikzoll mißt, fo ift die Spannung der eingefchlefienen 
Luft nah 20 Spielen: 

1) beim Bervünnen, ba 


1 _ und 
„HN =? 








dagegen bei der Berdichtungspumpe pı — 1 und : 





1000 
P = 151g > 976336 und 
10 1 
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1 — 0,78336® 
b. = by = (0,76336% + ei -0,0076336) b 


— (0,0045143 + 0,0321126) b = 0,076269 b; bagegen 
2) beim Berbiäten, wo 


1000 
P=Im” 0,99010 und 
810 
H=i. = 0,80698 if, | 
— 20 
d. = bo = (0,98901%° + ne 0,80683)) b 
— (0,81954 + 509001 ° 0,80693) b = 6,414 b. 


Gay-Lussac’sches Gesetz. Einen wefentlichen Einfluß auf die Dich⸗ 8. 39 
tigkeit und Exrpanfiofraft ber Gafe hat die Wärme oder Temperatur berfel« 
ben. Je mehr die in einem Gefäße eingefchloffene Luft erwärnit wird, befto größer 
zeigt ſich auch die Expanſivkraft derjelben, und je mehr die Temperatur ber 
in einem Gefäße durch einen Kolben abgefchloffenen Luft erhöht wird, befto 
mehr dehnt fich auch die Luft aus und fchiebt den Kolben auswärts, Ber- 
ſuche von Gay⸗-Luſſac, welche in neueren Zeiten von Rudberg, Mag» 
nus und Regnault wiederholt worden find, haben ergeben, daß bei gleicher | 
Dichtigkeit die Erpanfivfraft, und bei gleicher Expanſivkraft das Volumen 
einer und derſelbewn Luftmenge wie die Temperatur wächſt. Dan kann diefes 
Geſetz dem Mariotte’fchen an die Seite fegen, und es zur Unterfcheibung 
das Gay⸗Luſſac'ſche Gefeß nennen. Nach den neueften VBerfuchen nimmt 
die Erpanfivfraft eines gewiflen Luftvolumens bei Erwärmung vom Froft- 
bi8 Siedepunkt um 0,367 ihres anfänglichen Werthes zu, oder e8 wächſt bei 
diefer Temperaturerhöhung das Bolumen einer gewiffen Luftmaſſe bei uns 
veränderliher Spannung um 36,7 Procent. Giebt man die Temperatur 
nad Sentefimalgraden an, deren der Raum zwifchen Froſt⸗ und Siedepunft 
100 enthält, jo folgt die Ausdehnung auf jeden Grad, — 0,00367 und 
auf to Temperatur, — 0,00367 .t; bedient man ſich dagegen der Roͤaumur⸗ 
chen Grabe, von denen 80 -auf den Abftand zwifchen dem Froſt⸗ und Siede⸗ 
punkt gehen, fo hat man die Ausbehnung auf jeden Grab 0,00459, alſo 
für to — 0,00459 .t. 

Diefe Verhältnißzahl oder der fogenannte Ausdehnungscoefficient 
6 — 0,00367, gilt eigentlich nur fitr die atmofphärifche Luft; den übrigen 
Gaſen entfprechen meift wenig größere Werthe, auch nimmt felbft bei der 
atmofphärifchen Luft diefer Coefficient mit der Temperatur wenig zu. 

Wird eine Luftmafle vom anfänglichen Volumen 9, und von der Tems 
peratur Null um t Grad erwärmt, ohne eine andere Spannung anzunehe 
men, fo ift das neue Volumen: 

V (I + 0,00867 t) V,, 
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und erhält eg die Temperatur t,, fo entſteht das Volumen: 
Y, = (1 + 0,00367 t) 9. 
und es folgt durd) Divifion das Volumengerhältniß: 
 __1 + 0,00867 t 
9 1+ 0,0867 fi’ 
dagegen das entfprechende Dichtigkeits verhältniß: 
” Mn 1+0,00867 t, 
yı TWTTHr 0,0867 t° 
oder allgemein: 


Geht außerdem noch eine Veränderung in der Spannung vor, ift po die 
Spannung bei Null, p die bei £, und p| die bei t, Wärme, fo hat man: 


— (1 + 0,00367 27 Vd 


ferner: 
— (1 + 0,00367 * Y,, 
1 


” _ 1-+ 0,0367 p 
— 1 + 0,00867 4 p . 


V, 

Y _ 1 + 000867. p ‚ober: 
Yı 1 -+ 0,003867.t 9’ 
Yyv_1 + 0,00367 .tı b . 
„Tr 0,0867.5 2, |owie 
p 


» __b _1+ 0008671 y 
% 5 1 -+ 0.086574 9 


Beifpiel. Wenn eine Luftmafle von 800 Eubiffuß Inhalt, 15 Pfr. Span 
fraft und 10 Gran Wärme, durch das Gebläfe und durch den Ermwärmungeanparal 
eines Hohofens in eine Spannung von 19 Pfo. und in eine Temperatur von A 
Grad verfegt wird, fo nimmt fie zulept das größere Volumen: 


1 + 0,00367 . 200 1,734 12000 
— . 15 — b ar. 
1 + 0,00367 .10 /ıs- = 1,0867 067° 9 7 1056 Gubiffuß 


Anmerfung. Die Formel: 
v_ Vi, 1+d 1+ dt, 
ı 7 - Ir 
laͤßt fih auf fefte und einige liquide Körper anwenden, nur if hierin für jeden 
feften Stoff ein befonderes Ausdehnung sverhältniß einzuführen; 3.8. 
für Gußeifen: d = 0,0000386, 
für Glas: d = 0,0000258, 
für Duedfilber: d — 0,0001802. 


vs = 
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Dichtigkeit der Luft. Mit Hulfe der Formel am Ende des vorigen $. 395 
Paragraphen läßt fi num auch die einer gegebenen Temperatur und Span» 
nung der Luft entfprechende Dichtigkeit Y berechnen. Durch neuere Wä- 
gungen und Meflungen von Seiten Regnault’s hat man das Gewicht von 
einem Cubikmeter atmofphärifche Luft bei Null Grad Wärme und 0,76 
Meter Barometerftand, — 1,2935 Kilogranım gefunden. Da ein Cubik—⸗ 
fuß (preuß.) — 0,030916 Eubifmeter und 1 Kilogramm — 2,0 Neupfund 
ft, jo beträgt bei den angegebenen Verhältnifien, die Dichtigkeit der Luft 
— 2.0,030916.1,2935 — 0,07998 Pfund. 
HM nun die Temperatur — 19 Cent. ſo folgt die Dichtigkeit, fite das fran⸗ 
söfiihe Maß: 
1,2935 
?= IL 0,00867 
und für das preußifche Maß: 
0,079983 
P= IT 000367.1 Piund. 


Weicht auch noch die Exrpanfivfraft von der mittleren ab, ift aljo der Baro- 
meterſtand nicht 0,76 Meter, fondern d, jo erhält man: 
1,2935 b 1,702. b 


?= Tr 0,00367.1 0,76 ”— I x 000367 5 *logramm, 


oder wenn man, wie in Deutichland gewöhnlich, b in Parifer Zoll giebt, 
da 0,76 Meter — 28,075 Zoll ift: 
0,07998 b 0,002849.d 
Y= TE 0,00367.1 28,078 — 1 + 000367: Piund. 


Sehr oft drückt man aber auch die Erpanfivfraft durch den Drud p auf 
das Duabratcentimeter oder auf den Duadratzoll aus, deshalb ift dann ber 


_P_ _P_ 
Factor 10336 oder 1410 einzuführen, und e8 folgt fo: 


— — 1295 pr ___125l2p 0, ranm 
#7 7 I 0,003867.1 1,0336 1 + 0,00867 1° 8 


Kilogranım, 


oder: 
007998 p 0,005672 p 
PT IT 0,00867.1 14,10 1 + 0,00867.1 Pfund. 

Dei gleicher Temperatur und Erpanfivkraft ift die Dichtigleit des Waſ⸗ 
ſerdampfes nahe 5/, von ber Dichtigfeit der atmofphärifchen Luft, weshalb 
man für Waflerdampf 

0,8084 p 0,7821 p 


Y= IE 0,0367 1 1038386 — I 0,00367 ; “rogramm 
oder 
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_ ——— ge 
? = 7 0,00867.t 14,10 1 + 0,00867 1 


erhält. 


Beifpiele. 1) Welches Gewicht hat der in einem cylindrifchen NRegulater von 
40 Buß Länge und 6 Fuß Weite enthaltene Wind bei 10 Grad Wärme unt 18 
Pfund Preſſung? Die Dichtigfeit dieſes Windes if: 

0,005672.18 _ 0,102096 
y = —Ioser 7 0807 7 99848 Pfund, 
und der Faflungsraum des Regulatorkeſſels: 
V=n.33.40 — 1131 Cubikfuß, 
daher wiegt die gedachte Windmaſſe: 
Yy = 0,09848.1131 — 111,4 Pfund. 


2) Eine Dampfmafchine verbrauht in der Minute 500 Gubiffuß Dampf ven 
1079 Wärme und 86 Parifer Zoll = 0,5087.36 — 18,133 Pfund Spanntrefi; 
wie viel Pfund Wafler bedarf fie zur Erzeugung dieſer Dampfmenge? Die Ti 
tigkeit dieſes Dampfes ift 

0,003589 .18,133 __ 0,06417 _ 
= 17 0.008687 . 107 — 1,595 — 904607 Pfund, 


baher das Gewicht von 500 Cubikfuß Dampf, oder das Gewicht der entſprechenden 
Maffermenge 5 
Vy = 50 .0,04607 = 23,035 Pfunb. 


8. 394 Luftmanometer. Mit Hilfe der in den legten Paragraphen gemonne 
nen Ergehniſſe läßt ſich nun auch die Theorie det 
Luftmanometers entwideln. Daffelbe befteht anf 
einer gut calibrirten, oben mit Luft umd unten mit 
Queckſilber angefüllten Barometerröhre AB, Fig. 667, 
und aus einem ebenfall® Duedfilber enthaltenden 
Gefäße C ER, welches mit dem Gafe oder Dampit, 
deffen Spannkraft man willen will, durd ein Rob 
CE in Communication geſetzt wird. Aus den Höhe 
der Luft- und uedfilberfäulen in AB läßt fih 
diefe Spannkraft wie folgt berechnen. Gewöhnlich 
ift das Inſtrument fo eingerichtet, daß das Qued⸗ 
filber in der Röhre mit dem Quedfilber im Gefäß 
auf gleiche Höhe fteht, wenn die Temperatur der 
eistgefchloffenen Luft, t — 10 Grad und die Zpuw 
nung im Raume ER dem mittleren Atmoſphären⸗ 
drude db — 0,76 Meter oder 28 Zoll gleich iſt 


ft aber beim Barometerftande d, im Raum 
ER eine Quedfilberfäule A, in die Röhre geitiegen 
und die Fänge AS der übrig bleibenden Luftjän, 
— hs, fo hat man die Spannung bderjelben 
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(4), 


und daher den Barometerftand der Luft in ER: 
ht + (ER) 
Findet noch ein Temperaturwechfel ftatt, ift die Temperatur bei der Beob⸗ 
achtung von A, und A, nicht wie anfänglich, —t, ſondern —=tı, fo hat man 
die Spannung ber Luftfäule AS: 
1 + 0,00367 .d; (4 + "). b, 
1 + 0,00367 .t 
und daher den in Frage ftchenden Barometerftand: 
bom+! 4 000367. (h 4 Re 
17171 + 0,00867 .t 
Fur db —= 28 Zoll (Parif.) und t = 10° ©. folgt: 


wobei noch k = hı + hs die ganze Röhrenlänge, vom oberen Ende A bis 
zum Quedfilberfpiegel Z.R gemeffen, bezeichnet. 
Aus dem Barometerftande d; Zoll folgt die Preffung auf den Quadrats 








E = 


b. 





zoll (preuß.): 
14,10 
pı = ru hı + 14, 10. 21/95 (1 + 0,00367 1) 2 — 
— 0,5037 hı + 13,60 (1 + 0,00367 t,) — rund 
2 
1+ 61 





Sekt man - rn 37 — u, fo folgt 
(b, — ki) (h — hı) = uhb, und daher 


n-dıtrı — (AN + wa 


Nach diefer Formel läßt fi) eine Scala berechnen, an welcher man bie 
Prefjung db, durch die Manometerhöhe angegeben ablieft. 

Beifpiel. Wenn ein Luftnanometer von 25 Zoll Länge bei 210 Wärme eine 
Luftfäule von 12 Zoll Länge zeigt, fo ift der entiprechende Barometerftand: 

db, = 25 — 12 + 27 (1 + 0,00867.21).2%9 = 13 + 9. 1,07707.%/, 

= 13 + 60,58 = 73,58 Zoll, 
und ber Drud auf einen Quadratzoll 
?, = 0,5037 .73,58 — 3706 Pfund. 


Auftrieb der Luft. Das aus $. 364 befannte Geſetz vom Auftriebe $. 395 
des Waſſers gegen bie in dafjelbe eingetauchten feiten Körper läßt ſich natür⸗ 
| 


Mm 
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(ih aud) auf die in der Luft befindlichen Körper anwenden. Iſt 9 das te 
lumen diefes Körpers und Y die Dichtigkeit der Luft, worin fich derſelbe br- 


findet, fo beträgt, diefem Gefege zufolge, der Auftrieb P—= V’y; hat folglid 


der Körper das fcheinbare Gewicht G (in ber Luft), fo ift fein wahre? 
Gewicht (im Iuftleeren Raume) : 
Iſt ferner y, die Dichtigkeit diefes Körpers, jo hat man auch: 

G, = 7y,, baher: 


V ‚= a jo dag nun: 
Yı 
H=G +7 z, oder Gh (Vi — )) — Gy alle: 
— A) olgt. 
(;; —Y folg 


Wird der Körper an der Wage durch ein Gewichteftlid Gr, gewogen, 
deffen Dichtigkeit Y3 ift, fo gilt für daffelbe die Gleichung : 


@Gg = (——) @, 
— 
und es folgt endlich mittels Diviſion der legten Gleichungen durch einander 


das Gewichtsverhältniß ı_ 
G —ı rn r__ Ya 
G; nn-r ı_2 
Yı 
oder annähernd und meift tan? ſcharf: 
GL __ _r7_ (-; _ 1 
—A 14 Yı Ya 147 


& €9 
wenn &, & nud &, bie fpecifiichen — der Luft, des abgewogenen Kir 
pers und der Gewichtsmaſſe bezeichnen. 


In vielen Fällen-der Anwendung find — und — fo Heine Brüche, daß 
1 2 


man fie ganz außer Acht und das wahre Gewicht (G,) dem ſcheinbaren Or 
wichte GE gleichjegen Tann. 


Anmerfung. Das Geſetz vom Auftriebe der Luft findet auch od ſeine An 
wendung bei der Beſtimmung der Steigkraft und Steighöhe eines Luftballer⸗ 
(franz. aerostat; engl. air-balloon) AB, Fig. 668. If V das Volumen M 
Ballons, G das ganze fcheinbare Gewicht deffelben fammt Schiff u. f. w., yı dit 
Dichtigfeit der äußeren und y, bie e der eingefchlofienen fo hat man ben Auffrie: 

= V/y=V/nt+@ 
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und daher: 
V Oi — 9) — G, 
aljo 3. B. den nöthigen Baflungsraum des Balluns : 
Fig. 668. RE ER 
— Yı — Ya — 
und die Dichtigkeit der Äußeren Luft beim 
höchften Stande des Ballons: 


G 
yı=y+t y 


Aus diefer Dichtigfeit läßt fih noch mit: 
tel ver in 6. 359 gefundenen Formel: 


_Pp b\_P Y 
— 2 Log.nat. (5) ar Log.nat. (2) 
die größte Steighöhe s des Ballons beſtim⸗ 
men, wenn wir hierin für y die nach € 393 
zu beſtimmende Dichtigfeit ver Luft am 
Anfangspunfte einfeken. 


Beifpiel 1. Wieverhält fihb das wahre 
Gewicht des trodenen Nabelholzes zum 
fheinbaren Gewichte deſſelben, wenn das 
legtere mittels Meffinggewichte bei O Grad 
Wärme und 27 Zoll Barometerfiand beftimmt worden if. Die Dichtigfeit der 
Luft ift nach $. 393: 


die des Holzes: 
und des Meffings: 





y = 0,002849.27 = 0,07692 Pfund, 
yı = 0,453 .61,74, 


y. —= 8,55.61,74 (1. $. 61), 
folglih das geſuchte Gewichtsverhaͤltniß: 
G, -  0,07692 1 1 i 
—— er. Lulu N 92 — 
a! — (5 55 505) — 1 + 0,001246.. 2,091 — 1,00261 
Es verlieren alfo hiernady 1000 Pfund Holz durch den Auftrieb der Luft ungefähr 
22, Pfund an Gewicht. 

Beifpiel 2. Wenn ein Luftballon eine Kugel von d —= 30 Buß Durchmefler 
bilvet,, die Füllung derſelben die Dichtigfeit y) — 0,017 Pfund hat und das Ger 
wicht des ganzen Ballons fammt Schiff und Lafl, @ — 500 Pfund beträgt, fo ift 
die Dichtigfeit der äußeren Luft an der Stelle, wo das Luftfchiff zu fleigen aufhört: 

= G_ 66 _ 300 _ anı 
n=sntp=rnt MT + gs = 0,017 + 0,09537 

— 0,05237 Pfunv. 
Iſt nun die Dichtigfeit ver äußeren Luft am Fußpunfte, y — 0,0800 Pfund, fo hat man: 
| I 3000| — 
Log. nat. ( * = Log. nat. & = — 0,4948, 
und nimmt man noch das Verhältniß des Drudes per Quadratfuß zur Dichtigfeit y der 


Luft, d. F = 25393 an, fo erhaͤlt man die größte Steighöhe dieſes Luftſchiffes: 





— z Log. nat. (+) — 25393 . 0,4948 — 12564 Ruf, 
1 


— — — — — — 





Siebenter Abſchnitt.. 
Dynamit flüffiger Körper. 


— — — 


Erſtes Capitel. 


Die allgemeinen Lehren über den Ausflufz des Waſſers 
aus Gefäßen. 


8.396 Ausfluss, DieXehre vom Ausfluffe (franz. &coulement; engl efflar) 


der Slüffigfeiten aus Gefäßen macht den erften Haupttheil der Hydrodyna⸗ 
mif aus. Wir unterfcheiden zuerft den Ausflug des Waſſers und den 
Ausflug der Luft, und dann noch den Ausflug bei veränderlihem und 
den bei unveränderlichem Drude von einander. Zunächſt ift von dem 
Ausfluffe des Waflers unter conftanten Drude die Rede. Ale conſtam 
läßt fich der Drud des Waſſers annehmen, wenn von einer Seite eben ford 
Waſſer zutritt, als auf einer anderen Seite ausfließt, oder wenn die in einer 
gewifien Zeit ausfließende Waflermenge’in Beziehung auf den Faſſungéraum 
des Gefäßes jehr Hein ift. Die Hauptaufgabe, um deren Löſung es fich hier 
handelt, ift die Beitimmung der Waffermenge (franz. depense; engl. 
discharge), welche unter gegebenem Drude in einer beftimmten Zeit durh 
eine gegebene Deffnung (franz. orifice; engl. aperture) ausflickt. 

Iſt die in jeder Secunde ausfließende Waflermenge — Q, fo hat ma 
für die im Laufe von t Secunden unter unveränderlichem Drucke ausfließende 
Waffermenge: 

v= Mt. 
Um aber die Ausflugmenge pro Secunde zu erhalten, ift es nöthig, die Größt 
der Deffnung und die Gefchwindigfeit der ausfließenden Waflerelemente zu 
fennen. Der Einfachdeit der Unterfuchung wegen nehmen wir zumädit an. 
daß die Waſſerelemente in geraden und parallelen Linien ausftrömen und 
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deshalb einen prismatifchen Wafferftrahl (franz. veine, courant de 
fluide; engl. stream of the fluid) bilden. Iſt nun F der Querdurch— 
ſchnitt des Waſſerſtrahls und v die Geſchwindigkeit des Waſſers ober eines 
jeden Wafferelementes, fo bildet die Ausflußmenge pro Secunde ein Prisma 
von der Bafis F' und Höhe v, e8 ift alfo: 

Q = Fv Ranmeinheiten 
und 

G = Fvy Gewichtseinheiten, 
wofern Y die Dichtigleit des Waſſers oder der ausftrömenden Fluſſigkeit 
bezeichnet. 

Beiſpiele. 1) Wenn durch eine Schutzöffnung von 1,7 Quadratfuß das 

Waſſer mit 14 Fuß Geſchwindigkeit ausfließt, ſo betraͤgt die Waſſermenge pro 


Secunde: 
—= 14.17 = 23,8 Cubikfuß, 


= 
und daher bie ſtündlich ausfließende Waflermenge 
— 23,8.3600 — 85680 Eubiffuß. 
2) Wenn durch eine Mündung von 5 Duadratzoll in 3 Minuten 10 Secunden 
264 Cubikfuß Waſſer ausgefloffen find ‚fo betrug die mittlere Ausflußgeſchwindigkeit: 


14 264 264. 144 
Sms nor 
144 


Ausflussgeschwindigkeit. Denfen wir uns ein mit Waffer ange $. 397 

fülltes Gefäß AC, Fig. 669, mit einer innen abgerundeten horizontalen 

Fig. 669. Ausmündung F, welche nur einen fehr Heinen 
Theil von der Oberfläche ZR des Waflerd ein- 
nimmt. Setzen wir die während des Ausfluſſes 
als unveränderlich anzufehende Drudhöhe FG 
(franz. charge d’eau; engl. height of water) 
— h, die Ausflußgeſchwindigkeit — v, und bie 
in jeder Secunde ausfliegende Waffermenge — Q, 
alfo ihr Gewicht — Qy. Die mechanifche Arbeit, 
welche diefe Waſſermaſſe beim Herabfinfen von der 
Höhe A zu verrichten vermag, iſt — Qhy, und 
die mechanische Arbeit, welche die ausfließende 
Malle Qy in fid) aufnimmt, indem fie aus der 


2 
Ruhe in die Geſchwindigkeit © übergeht, ift 37 9Y 8.74). Findet nun ein 
Arbeitsverluft beim Durchgange durch die Deffnung nicht ftatt, fo find beide 
2 
Arbeiten einander gleich, es ift alſo AQy — 5 Qy di: 
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und umgelehrt, 


— V2gh, 


Rh — 0,0510 v2, und v — 4,429 Vh, 
dagegen in Fußmaß: 
h — 0,0162, und v — 7,906 Vp. 

Es ift alfo die Geſchwindigkeit des ausfliegenden Waſſers ir 
groß wie die Endgefhmwindigfeit eines von der Druckhöhe ir: 
herabfallenden Körper®. 

Die Richtigkeit diefes Geſetzes läßt ſich auch durch folgenden Verſuch er 
weifen. Wenn man im Gefäße ACF, Fig. 670, eine nad) oben gerichtete 
Deffnung anbringt, fo fleigt der Waſſerſtrahl 


in Metermaß: 


BI FK vertical in die Höhe und erreicht beinabe 
u das Niveau FIR des Waſſers im Gefäße, un 
wi AG es läßt fi) annehmen, daß er es vollfommen 


FW.‘ erreichen wide, wenn alle Hinderniffe, wic 
73.8. Widerftand der Luft, Reibung an dea 
Gefäßwänden, Störung durd) das zurückfallende 
| Waſſer u. f. w. befeitigt wären. Da aber ar 
| | auf eine ſenkrechte Höhe A aufjteigender Kör 
| per die Anfangsgefchwindigfeit 
Hl v—V2gh 
4 bat ($. 15), fo folgt hiernach auch, daß die 
Ausflußgeſchwindigkeit 
2gh 


| F 
07 eh fein muf. 
—— — Für eine andere Druckhöhe A, ıft die Aur 
NEE 7 flußgefchwindigteit 
vi —V2gh, R 
man bat daher: 
v:vı —YR: Vi; 
es verhalten fich alfo die Ausflußgeſchwindigkeiten einer und der’ 
felben Flüffigkeit wie die Duadratwurzeln aus den Druckhöhen 
Beifpiele. 1) Die Waflermenge, weldhe in jeder Secunde durch eine 1" 
Duabratzoll große Oeffnung unter dem Drude von 5 Fuß ausſtromt, if: 


Q=Fv=10.12V2gh = 120 .7,906V5 — 948,7. 2,236 — 2121 Eubifiell. 

2) Damit durch eine Deffnung von 6 Quadratzoll in der Secunde 252 Gukf 
zoll Wafler aueflicpen, ift die Druckhöhe 

= a (8) — Sa 3.002 





422 — 2,35 Zell 
nöthig. 
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Zu- und Ausflussgeschwindigkeit. Wenn das Wafler mit einer $. 398 
gewiffen Gefhwindigkeit c zufließt, fo fommt zur Arbeit k.Qy noch 


2 
bie der Gefchtwindigfeitshöhe A, — 5 entſprechende und dem zufließenden 


2 
Waſſer innewohnende Arbeit 5 Qy hinzu, weshalb nun zu ſetzen iſt: 


k+Ah)Qr— ar. bet, 


29 
und daher die Ansfiußgefäninkigtit 
v—V2g(hth)—=V2ght+te. 
Da bei einem beftändig voll erhaltenen Gefäße die zufließende Waſſermaſſe 
ebenfo groß ift, wie die ausfliegende Maſſe Q, fo läßt ih Ge —= Fo feßen, 
wofern G den Inhalt des Querfchnittes ZR (Fig. 669) vom zuftrömenden 


Wafler bezeichnet. Segen wir hiernach c — < v, fo erhalten wir: 
_ı_(E =-| _ 2) 
h= 29 G/29 1 (5 29’ 


und daber: 
__Vagh 


v — V: - €) - — 
Dieſer Formel zufolge nimmt die Geſchwindigkeit um ſo mehr zu, je größer 
das Querſchnittsverhältniß Z ift, nach ihr fällt ferner die Geſchwindigkeit 
am fleinften, nämlich — V29h aus, wenn der Querſchnitt F der Ausfluß- 


Öffnung fehr Hein ift gegen den Querdurchſchnitt @ der Zuflußöffnung, und 
es nähert fich diefelbe immer mehr und mehr dem Unendlichen, je Heiner der 


Unterſchied zwiſchen diefen Mitnbungen iſt. Wenn F— G, alfo z 1 
iR, fo fällt — Vaok 


s. 671. Werth iſt fo zu verftehen, baß bei einem bodenlofen Gefäße A C, 
p dig. 671,da8 Waffer mit einer unmeßbar großen Geſchwindigkeit 
zu⸗ und abflichen muß, damit der Waflerftrahl GEF die Aus⸗ 


mündung CD ausfillt. Set man v = = ein, jo erhält man: 


— © und alſo auch e — © aus, Diefer unendliche 





J — 15 daher P— Vı — 
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welcher Ausdruck anzeigt, daß der Duerfchnitt 7° des ausfließenden Strahles 
bei einer endlichen Zuflußgeichwindigkeit ftetS Heiner ift als der Querſchnitt 
@ des zufliegenden Strahles, und daß er daher die Ausmindung gar nicht 


ausfüllt, wenn diejelbe größer ift alb — . 
Vı+ TIL 


Anmerfung. Die Richtigkeit der ſchon von — Bernoulli — 
ten Formel 


va5 
— Ir 
1- (7) 


it fpäter von Vielen in Zweifel gezogen worden; wie unbegründet aber bie 
gemachten Ausftellungen find, habe ich in ber allgemeinen Maſchinenencyklopoͤdie 
von Hülffe, Artikel „Ausflug“, zu bemweifen gefucht. 

Deifpiel. Wenn aus einem prismatifchen Gefäße von 60 Duabratzoll Durr: 
fhnitt das Wafler dur eine 5 Zoll weite Freisrunde Bobenöffnung bei einer 
Drudhöhe von 6 Fuß ausfließt, fo ift die Gefchwindigfeit: 

7,906 V6 _ _7,906 „2,449 19,862 _ 19,362 


= — — — 
A  ( 20m)  Vı-—(0,327%2 Vosgı 0,95 


1. 399 Ausflussgeschwindigkeit, Druck und Dichtigkeit. Die gem 
deren Formeln gelten nur dann, wenn der Luftdruck auf den Wailerjpirgel 
ebenfo groß ift, wie der Druck der Luft gegen die Ausmündung; find aber 
diefe Drüde verfchieden von einander, jo bedürfen diefe Formeln noch einer Er⸗ 

Big. 672. gänzung. Wird die Oberfläche HR, Fig. 672, dur 

L einen Kolben K mit einer Kraft P, gedrüdt, weiche 

Ya Fall z. B. bei Feuerſpritzen vorkommt, fo denke man ſich 

dieſe Kraft durch den Druck einer Waſſerſäule erſetzt. SM 

h, die Höhe LK dieſer Säule, und y bie Dichtigkeit 

der Flüſſigkeit, ſo ſetze man alſo: 

= Gh, V. 


Führt man nun ſtatt A die um A, = = vergrößerte 
Drudhöhe 
Pı 
hth—=h+t er 
ein, jo befommt man fr bie Lu 


—— 


wobei wir überdies F— ſehr klein — Bezeichnen wir noch den Drod 
auf jede Flächeneinheit der Oberfläche G durch pi, fo haben wir einfacher: 


— 20,49 Auf. 
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P 
gm 


Vorl 3) 


Bezeichnen wir endlich den Wafferdrud im Niveau der Ausmundung duch 
p, fo men wir and, jegen: 


und daher: 


Pi 
= 14«K — 
+ y 

alfo: 
pı p 
h = ==, 
+ Y Y 

weshalb 

p 
v= 209 = 
g Y 

folgt. 


Hiernach wächſt alfo die Ausflußgefhwindigleit wie bie 
Duadratwurzel aus der Preffung auf die Flächeneinheit, 
unb umgekehrt wie die Quadratwurzel aus der Dichtigfeit 
der Flüffigfeit. Bei gleichem Drude fliegt alfo 3.8. die 4mal fo ſchwere 
Fluſſigkeit !/;mal fo ſchnell aus, als die einfach ſchwere Flüſſigkeit. Da bie 
Luft 770mal fo leicht als Wafler ift, fo wilrde fie, wen fie unelajtifch wäre, 
unter gleichem ‘Drude V 770 = 27 8/,mal fo fchnell ausfließen, als Waifer. 

Diefe Theorie findet auch ihre Anwendung auf die Fälle, wo das ausflie- 
gende Waffer noch durch eine andere Slüffigfeitsjäule gebrüdt wird. 
Stebtüber ber Oberfläche ZR bes Waflers ZEF in einem Gefäße ACD, 

Fig. 673. dig. 673, noch eine Flitffigkeitsfäule ZZ.R,, 
deren Höhe FG, — h, und Didtigkeit — Yı 
ft, während das Wafler die Dichtigkeit Y hat, 
fo kann man biefelbe durch eine Waflerjäule 


von ber Höhe Eh erfegen, ohne daß fich ber 


Druck auf HR ändert und folglich auch bie 
Geſchwindigkeit v des durch die Mündung F 
fließenden Waſſers eine andere wird. Iſt folge 
ih noch h die Drudhöhe EG des Waffers, 
d. i. die Höhe der Trennungsfläche AR über 
der Mündung F’, fo hat man folglich die Ge⸗ 
Ichwindigfeitshöhe: 


v Yı 
39 —hkh+- —2r 
49* 
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und baber: 
v Vs»; (r + nn). 


Sit mn yı < 9 und alfo.aud) h-+ ih <h+ A, fo reicht auch 


der fenfrecht in die Höhe fteigende Waſſerſtrahl FK nicht bie in das Niveau 
H, Rı Li der Oberfläche der Flüffigleit 7, A 
Steht die Trennungsflähe HR, Fig. 674, nicht Über, fondern um 
Fig. 674. eine gewille Höhe EF K unter ber 
Mündung F des Ausflußgefäßes ADC, 
IE während die Oberfläche ZZ, R, der Flüſfigkeit 
AM ° Hı DR um bie Höhe G GL —hı über ber 
f Trennungsflähe ZR liegt, fo hat man: 
| A Me 
9a 0 Yy 1 
j und daher die Ausflußgefchwindigkeit: 


Ir = V2s(&n-n) 


Diefer Fall fest voraus, daß en h,>h 


oder * => — ſei. Es iſt hiernach leich 
1 


zu ermeflen, daß in diefem alle der empor 
fteigende Waflerftrahl FK über die Ober 


kann. StGM—= z h, die auf Waſſer reducirte Höhe der Flüſſigkeit, fo 


giebt M das Niveau an, welches der fteigende Strahl faft erreicht. 
Fließt das Waſſer nicht frei, fondern unter Waffer aus, fo tritt wegen 
des Gegenbrudes eine Verminderung der Ausflußgefhwindigfeit ein. IM 
Big. 675. die Mündung F des Gefäßes AC, Fig. 675, 
um die Höhe FG — Ah unter dem Wafferfpiegel 
HR des Oberwaflers, und um die Höhe FGꝛ 
— h, unter dem Waflerfpiegel ZI, R, des Unter: 
waflers, fo hat man von oben nad) umten bie 
Prefiung: 








p= hy, 
und von - nad) oben die Gegenprefiung: 
=hyY 


baher bie Kraft des Ausflufles: 
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er—-m=(kh—h)p, 
und die Ausflußgefchwindigfeit: 


= Vs 2) = V@-m 


Deim Ausfluffe unter Waſſer ift alfo der Niveauabſtand Ak — A, 
zwifchen den Waflerfpiegeln als Drudhöhe anzufehen. 

Fig. 676. Wird das Waſſer auf der Seite der Ausmln- 
dung durch die Kraft p und auf der Seite ber 
Einmündung oder des Waflerfpiegels durch die 
Kraft pı gepreßt, fo hat man nun allgemein: 

= Yas(n + 22). 

Diefer Fall fommt z. B. vor, wenn das Waſſer 
aus einem verjchloffenen Gefäße ABC in ein 
anderes verſchloſſenes Gefäß DE, Fig. 676, 
fließt. Es ift hier 4 die Tiefe FG der Min 
dung F unter dem Wafferfpiegell HR, pı die 
Preffung der Luft n AHR, und p bie Prei- 
fung der Luft, oder, nach Befinden, des Dampfes, 
inDE. 

Beifpiele. Wenn der Kolben im 12 Zoll weiten Eylinder oder Stiefel einer 


Beuerfprige mit 3000 Pfund Kraft niebergebrüdt wird und Hinderniffe in den 
Möhren und Schläuchen nicht vorfämen, fo würde das Wafler mit der Geſchwindigkeit 


o— 29Bı = \/29 Zi = 7,006 3000 
y y 7.66 
4 











ı /2000 
— 7,906. Ir — 60,14 Fuß 
durch das Mundſtück am Schlauche ausſtrömen und, vertical gerichtet, auf bie Höhe 
h = 0,016.v02 = 579 Fuß 

fteigen. 

2) Wenn das Wafler in einen luftverdünnten Raum einftrömt, z. B. in ben 
Bondenfator einer Dampfmafchine, während es von oben ober an feiner freien 
Dberfläche von der Atmofphäre gebrädt wird, fo ift die legte Formel 


v -\/25 (n +2 —») 
für die Ausflußgefhwindigfeit in Anwendung zu bringen. Iſt die Drucdkhöhe bes 


Waſſers 3à — 3 Fuß, der Äußere Barometerfiand 27 und ber innere 4 Barifer 
Zoll, fo hat man: 


Pı > P _ 27 _ 4 — 28 Barifer Zoll — =. 1,085 = 1,9837 preuß. Fuß, 


oder als Waflerfäule 
— 18,6.1,9837 — 26,98 Fuß, 
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und es folgt die Gefchwinbigfeit des in ben inneren ober [uftverbünnten Razın 
einftrömenden Waſſers: 
v = 7,906 V3 + 26,98 — 7,906 V29,98 — 43,29 Fuß. 

3) Steht das Wafler in der Speiferöhre eines Dampfleflels 12 Fuß über ver 
Oberfläche des Waflers im Keflel, und ift der Dampfprud 20 Pfund, der Lufttruf 
aber nur 15 Pfund auf den Quadratzoll, fo beträgt die Geſchwindigkeit, mit 
welcher das Wafler in ven Keſſel eintritt: 


_ (15 — 20).144 _ V 5.144 
0 = 17006 Yız + E01 _ 7,908 * 
= 7,906 V1,0909 — 8,25 $uf. 





. 400 Hydraulischer Druck. Wenn das in einem Gefäße eingefchloffene 
Waſſer in Bewegung ift, fo drückt e8 gegen die Gefäßwände fchwächer, alt 
wenn ed in Ruhe bleibt. Dan hat daher den hydrodynamiſchen oder 
bydraulifhen Wafferdbrud von dem hydroſtatiſchen Drude dee 
Waſſers zu unterfcheiden. Iſt pı ber Drud auf jede Einheit des Waſſer⸗ 
fpiegeld H, Rı = Gh, Fig. 677, p der Drud außerhalb der Mündung F. 
und A die Drudhöhe FG, fo hat man für die Ausflußgefchwindigkeit: 


Ve⸗⸗ Vı-(&)". 
Hast — 


ift ferner in einem anderen Duerfchnitte A, RB, —= Gaꝛ, welcher um die 
Fig. 677. Höhe FG, — h, Über der Mündung fteht, be 
Drud = Pr p hat man ebenſo: 


— 5 


Susan man beide Ausdrüde vom einander, 
fo folgt: 


re (a) 


oder, wenn man die Drudhöhe G, G, ber Sich 
A, TR, = G,, burd) A, begeichnet, das Def dei 
bydraulifchen Waflerbruds in ‚B R:: 


yhty)- E)- 5 


F 
Nun ift aber noch * die Geſchwindigkeit v, des Waſſers in der Ober⸗ 








oder: 





Fo. 
flache Cꝛ, und = die Gefchwinbigfeit o, des Waffers im Querſchnitte 6: 
daher läßt fich einfacher 
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Pı =, ur 
Y rm 3 29 legen. 


Es ift alſo nag die hydranliſche Drudhöhe an irgend 
einer Stelle im Gefäße glei der bydroftatifhen Druckhöhe 
+ h, vermindert um die Differenz der Gejhmwindigfeits- 


böhen des Waffers an diefer und an der Eintrittsftelle Iſt die 
freie Oberflähe G, bes Waflers groß, jo fann man die Zuflußgeſchwindig⸗ 
feit außer Ucht laſſen, und daher 
Pı =, 
| y +k — 29 

fegen, und es ift hiernach "hie hydraulifhe Drudhöhe um die Ger 
ſchwindigkeitshöhe Kleiner, als die bydroftatifhe Drudhöhe Je 
ſchneller alfo das Wafler in einer Röhrenleitung fließt, je ſchwächer drückt 
dafjelbe gegen die Röhrenwand. Aus diefem Grunde zerfpringen die Röhren 
oft dann erft, oder laſſen erft dann Wafler dur), wenn die Bewegung des 
Waflers in benfelben gehemmt wird, wenn ſich die Röhren verftopfen u. |. w. 

Durd) einen in Fig. 678 abgebildeten Ausflußapparat ABCD Tann 


Fig. 678. man die Verſchiedenheit zwiſchen dem hydrau⸗ 
8 (ifchen und dem hydroſtatiſchen Drude vor 
H...... — _..... AR Augen führen. Führt man von dem Duer- 


N HB fenitte G, ein Köhrden ER in bie Höhe, 
ZEN 5 fo füllt fich daffelbe mit Waſſer, und dieſes 
—— ch, 2 fteigt in demfelben über da8 Niveau des Waſſer⸗ 
fpiegel8, wenn G4 > Gr, alſo ou < vı ifl, 

— denn da der Druck p, auf den Waſſerſpiegel 
pf" EN, N durch den Luftdrud an der Röhrenmäündung 
aufgehoben wird, fo läßt fi) die den Drud 
if KR in Ga meſſende Höhe 


=, = E⸗ u 
Mn 29 29 


jegen, und es fällt aljo x > h, aus, wenn gi < Y ift. Iſt dagegen der 


Querſchnitt @; < Gi, fließt alfo das Waſſer durch Gz fchneller als durch 
Gi, fo bat man die Höhe der Waſſerſäule in dem bei G, einmündenden 


Röhrchen E;: 
m (95 35) 


Heiner als h,, und es Pi fonad) Bifee nicht biß zum Niveau 7 .R von 
Gı. Iſt endlich G, fehr Hein, und alfo die entjprechende Geſchwindigkeit 
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2 2 
v4, ſehr groß, jo kann fogar = — > hu, und daher bie entſprechende 


Fig. 679. hydrauliſche Drudhöhe z negativ fein, d. h. die 
Luft von außen mehr drüden als das Waſſer 
von innen. Damm wird alſo in einem nad) 
unten geführten und unter Waller ausmün⸗ 
denden Röhrchen Es K eine Waſſerſäule empor 
fteigen, welche in Vereinigung mit dem WVafler 
drude dem äußeren Atmojphärendrude des 
Gleichgewicht hält. Iſt diefes Röhrchen kurz 
fo fteigt fogar das zu biefem Zwecke vielleicht 
gefärbte Waſſer aus dem untergefeßten Gefäße 
K durd) das Köhrchen empor, tritt in dat 
Ausflußrefervoir und gelangt bei F' mit zum 





Ausfluſſe. 
Anmerkung. Beſteht das Ausflußgefäß AU E, Fig. 680, aus einem weiten 
Fig. 680. Reſervoir A C und aus einer engeren vertical ſtehenden 


Röhre CE, fo ift ver hydrauliſche Drud an allen Stel: 
len dieſer Röhre negativ. Läßt man den Atmofphären- 
druck p, unberüdjichtigt, fo ift der Drud des Waflers in 
der Nähe der Ausmündung Z', — Null zu feßen, weil 
bier die ganze Drudhöhe G F — h auf die Erzeugung 
der Geſchwindigkeit — V2gh verwendet wird, dagegen 
ift an einer Stelle D, E,, welche um die Höhe G, G=h, 
unter dem Waflerfpiegel ſteht, die hydrauliſche Druckhobe 
=h—h=—(h—h) 

negativ; wenn alfe ein Loch in diefe Röhre gebohrt wirt, 
fo fliegt hier Fein Wafler heraus, es wird vielmehr Luft 
eingefaugt, die bei F’ mit zum NAusflufle gelangt. Diefer 
negative Drud ift unmittelbar unter dem Gefäße am gröf 
ten, weil bier 3, am kleinſten ausfällt. 





1. 401 Bectanguläre Seitenöffnung. Mit Hitlfe der Formel 
Q= Fv= FV2gh 

läßt ſich die in einer Secunde ausfließende Waflermenge nur danm unmittd- 
bar berechnen, wenn die Mündung horizontal ift, weil nur hier im ganzen 
Querſchnitte F einerlei Gefhtwindigfeit vorfommt; bat aber der Querſchnitt 
der Mündung eine Neigung gegen den Horizont, befindet ſich z. B. die Oefi⸗ 
nung in einer Seitenwand des Gefäßes, fo fließen die in verfchiebenen Tiefen 
befindlichen Wafferelemente mit verfchiedenen Gefchwindigfeiten aus, umb es 
kann die Waffermenge Q nicht als ein Prisma angefehen werden, und daher 
auch die Formel Q—= Fv — FV 29h nicht unmittelbar zur Anwendung 
kommen. &8 ift allgemein 
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9=FV2 gh, + FıV 29h, + FsV 29h, +. 
—=V29(FAVh +RVh+BVR +: 
zu fjegen, wobei F}, Fr, Fy... die Inhalte und A., he, hr... die Druck⸗ 
höhen der Theile der Mündung bezeichnen. 

Den einfachften Fall bietet der Ausflug durch einen Wandeinſchnitt 
oder der. jogenannte Meberfall, Fig. 681, dar. Diefer Wandeinſchnitt 
bildet eine rectanguläre Ausflußöff⸗ 
nung DEGH, deren Breite DE 
— GH durch b und Höhe DH 
— EG durch k bezeichnet werden 
möge. erlegen wir diefe Fläche br 
durch Horizontallinien in eine fehr 
große Anzahl n gleich breiter Streifen, 
jo fünnen wir innerhalb eines jeden 
einerlei Geſchwindigkeit vorausfegen. 
Da, von oben nad) unten gegangen, 
die Drudhöhen diefer Streifen 

h 2h 3h h 
‚,  —, —ufj. w. 
n"n’n 
find, jo hat man die entfprechenden 
 Geichwindigfeiten 
3h 


9. — 
I 


Fig. 681. 





und da ferner der Inhalt eines Streifen — b. — z 
die zugehörigen Waffermengen: 

day ae 
> 2 mr in RER ſ. w.; 
n n'n nn n 


und folglich das Waſſerquantum durch den ganzen Querſchnitt: 


— (V2s ++ 20224 V2o.2%+..) 
uva ———-(V1ı+V2+V3+..+Vn): 


Nun ift er wie im „Ingenieur“, Seite 88, angegeben wird, 
Yı+V2+V3+...+Vn, 


ift, fo hat man 





oder: 

14 14 I 1 n' — Ya — 
Lara ern" YınVa; 
1 +1 


daher folgt die in Frage ftehende Waflermenge: 
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ge 2 lerı3 


Verſteht man unter der mittleren Geſchwindigkeit v diejenige, 
welche an allen Stellen vorhanden fein müßte, damit ebenfo viel 
Waffer ausfliegt, als bei den verfchiedenen Ausflußgeſchwindig— 
feiten innerhalb des ganzen Duerprofiles, fo läßt ſich fegen: 

Q = bh.v, und e8 folgt ſonach: 
v — * 2gh, 
d. h. es ift die mittlere Geſchwindigkeit des durch einen rectangn: 
fären Wandeinfchnitt ausfliegenden Waſſers zwei Drittel von 
der Geſchwindigkeit an der Schwelle oder unteren Kante bes 
Einſchnittes. 
Reicht die rectanguläre Ausflußöffnung KG, Fig. 682, mit hori- 
Fig. 682. zontaler Schwelle G Z nicht bis zum 
h Waſſerſpiegel CE, fo findet man bie 

MM... . Ausflußmenge, wenn man biejelbe 

—— als die Differenz zweier Wandein— 

“@ .- fönitte DEGH und DELK u: 
ſieht. Iſt A, die Tiefe ZG: der 
unteren und hg — EL die ber oberen 
Kante, jo hat man die Ausflußmenge 





diefer Einſchnitte: 
27,bV2gR}, 
und 
2/,bV 29 h>, 





daher das Waflerguantum fir die 
rectanguläre Deffnung GHEL: 
0=?/,dV 29h? — 2,0 V2gn—=!/;bV 29 (h”— hr”), 

und die mittlere Ausflußgefchwindigfeit: 
ee ans an. 
a es 

It % die mittlere Drudhöhe EM — . oder die Tiefe des Mit⸗ 
telpunktes der Oeffnung unter dem Waſſerſpiegel und a bie Oeffnungshöhe 
EKEH=LG=h — hs, fo kann man feßen: 


U: = 


BER A uk Vu uk — 


I (rn 
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Beifpiel. Wenn eine rertanguläre Ausflußöfinung 3 Fuß breit und 1%, Fuß 
hoch ift, und die untere Kante um 23/, Fuß unter dem Waflerfpiegel liegt, fo iſt 
die entſprechende Ausflußmenge: 

Q = %Y,.7,906.3 (2,75% — 1,5%) — 15,812 (4,560 — 1,837) 

— 15,812 ..2,723 — 43,06 Eubiffuß. 


Nach ver Näherungsformel beiträgt die mittlere Ausflußgefchwinbigfeit: 


. . 8 — — 
li — 2) ]-7.»06 3125 = a — 0,0088). 11,525 


— 11,525 — 0,042 = 11,483 Fuß, 
und daher die Ausflußmenge: 
Q = 3.%,.11,483 — 43,06 Eubiffuß. 
Anmerkung Wenn der Wandeinfchnitt unter dem Winkel d gegen den Hori- 
zont geneigt ift, fo hat man bie Mundungehöhe #1. — ftatt ihrer Berticalpros 
jection (h, — ha) einzuführen, weshalb 


ga = „la vn _ VR:) 


sin. d 








zu fegen if. If der Querſchnitt des Ausflußrefervoirs parallel zur Mündung nicht 
bedeutend größer als der Duerfchnitt der Mündung, fo hat man noch die Gefchwins 


digkeit u, — z v des anlommenden Waflers zu berüdfichtigen, unb veshalb 
zu ſeten: 
_ — 0% v.\% 
= %5 Vs | +35)" - (m + 30)" 


Trianguläre Seitenöffnung. Außer rectangulären Seitenöffnungen $. 402 

fonrmen noch trianguläre und freisförmige Mündungen in ber Praris 
vor. Handeln wir zunähft von dem Ausfluffe durch eine triangnläre 
Mündung DEG, Fig. 683, mit horizontaler Bafis ZG und ber im 
Waflerfpiegel ZZ befindlichen Spitze D. Segen wir die Bafid EG — b 
und die Höhe DE—h, theilen wir die letztere in » gleiche Theile und füh- 

Fig. 688. ren wir durch die Theilpunkte Parallellinien zur Bafis, 
fo zerlegen wir die ganze Fläche in ſchmale Elemente 


h 
von den Inhalten u ab,h Br, u. f. mw, 


m 
o 





2 
und den Drudhöhen *. = 
folgen die Ausflußmengen: 


bh h 26h \/ 2h son \/ 3h 
n 29.7» * 29 ur 29 n u. ſ. w 


und es ergiebt ſich durch Summation derſelben die Ausflußmenge für die 
ganze trianguläre Mündung: 


, . u. ſ. w. Für diefe 
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0=% 29*(1 + 2V2+3V5 +-- + nVn) 
_ — — (1% + 2% + 34 . .. 4 n%), 
+1 


oder da die nn in ber Barenthefe, — 7 +1 — 3/,n”s giebt, 


= 2, bhV2gh— ?/,bV 2gh®. 

Liegt die Bafis DK ber Mündung DGK im Wafferfpiegel und bie Spige 
G um A tiefer, fo hat man, da durch das Rechteck DEGK, ?/,;bA V2oh 
ausfließt, die entfprechende Waflermenge: 

— 2, bh V2gh — YbhV2gh— YybhV2gh. 

Durd) da8 Trapez ABCD, Fig. 684, deſſen obere im Waflerfpiegel 
ftegende Bafis AB — b, und beffen untere Bafiß CD — b, und Höhe 
DE=hif, findet man die Waffermenge dur) Zuſammenſetzung aus 
einem Nechtede und zwei Dreieden, nämlid): 

9=!hbahV2gh + di — b) hV2gh 
= 2/5 (2b, + 3b,) h ' 2gh. 
Fig. 684. 
HA E F BR 





Berner folgt noch die Ausflußmenge für ein Dreied CDE, Fig. 685, 
defien Bafis DE — b, um die Höhe OM — h, und beilen Spige C um 
OC= h von dem Waſſerſpiegel ZR abfteht: 

Q = Waflermenge durd) A BC minus Waflermenge durd) A E 

— AsbhV 29h — 1, (2d + 36,)h, V2gh, 
— 3), V 29 [2b (hr — h,%) — 3b, hı 9). 

Da fid) die Breite AB — b durch die Proportion db: di — h:(k — A) 

beftimmen läßt, fo folgt: 


— h% 
Big. 686. 02V 290 2h (h% — hı )_ 34%) 
Hl R 15 \ h—h 
Ag 2V2g.b, (? nr — 5hhıh + 3% ) 
Fer, IM — — | —— — — * 
14 15 h— h 


7 Endlich ergiebt fich noch für ein Dreied ACD, 
a) Fig. 686, deſſen Spike A über der Bafis liegt, bie 
Ausflirgmenge: 
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29 %_ * Ya 
— 11 V37.3 nam — Zeh (2 Samt Ham) 
—m 


23V 29.b, (3h% — 5hıh% + 2 4) 
15 — h 


Beifpiel. Welche Waſſermaſſe fließt dur das Quadrat ABCD, Fig 
687, mit verticaler Diagonale A C von 1 Fuß Länge, wenn ber Cckpunkt A bis 
zum Wafferfpiegel reiht? Die obere Hälfte diefes Quadrates giebt die Ausflußs 
menge: _ 

— 4%, bV2gh® = %,.1.7,906 VY, — 1,581 ..0,7071 — 1,118 GCubiffug, 
und bie untere die Waflermenge: 

Fig. 687. 





Qı = 





2 »V23 (a hr — dh hy + 2%) 
_2. 2.120 — — 5 CA +8 Cyp + 3 a 13 Co) 


sa (a — 1,7678 + — 


BL TE _ 1,608 Eubiffuß, 


olglich fließt durch die ganze Mündung die Waflermenge: 
Q = 1,118 + 1,608 = 2,726 Cubikfuß. 








Kreisförmige Seitenöffnung. ir eine freisförmige Mündung $. 403 

AB, $ig. 688, beitimmt fich die Ausflugmenge nur durch eine auf folgende 
i Weiſe zu ermittelnde Näherungsformel. Zerlegen 
wir den Kreis durch concentriſche Kreiſe in gleich 
ſchmale Ringe, und jeden Ring in lauter gleiche, 
als Parallelogramme anzuſehende Elemente. Iſt 
nun r der Halbmeſſer eines ſolchen Ringes, d deſſen 
Breite und n die Anzahl feiner Elemente, folglid 
ur die Länge eines Ringelementes, jo hat man 
die Größe deſſelben: 
2rrb 
— 
Iſt ferner h die Tiefe C G des Mittelpunftes C unter dem Waſſerſpiegel 
HR, und p der Winkel ACK, um welcden ein Element K vom höchiten 
Punkte A des Ringes abfteht, jo hat man die Druckhöhe dieſes Elementes: 
KN=(G—- CL=h-—rco.p, 

und daher die Ausflußmenge diefes Elemente : 


— 2er V29 (h — reos. p). 








Nun ift aber: 
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VR— rcos.: 9 . 
3 
-Vr lı - nl2ong— % (2 9% + | 


—VYh L — 1 — 088.9 — Y(z) a 4 cos. 2 ) + - - |. 
daher folgt die Ausflußmenge eines Elementes: 

b 2 
— Vagh I — 1.008. — Yıs (*) (1 + 00.29) +--| 


Die Ausflußmenge des ganzen Ringes ergiebt fi), wenn man in ber 
Parentheje ftatt 1, n.1=n, flatt cos. ꝙ die Summe aller Cofinns ꝙ 
von ꝙ — 0O bis 9 — 27, und flatt cos. 2 ꝙ die Summe aller Cofims 
29 von 29 =0582pP =—=4r nimmt Da aber bie Sunme alla 
Coſinus eines Bollkreifes — Null ift, fo fallen dieſe Coſinus ganz ans, und 
es folgt die Ausflußmenge für den Ring: 


le ge] 
— aurbVagn|ı — Ye (2) - .. | 


Setzt man man jeßt ftatt db, = — — und ftatt r, — *. * bis * 
ſo erhält man die Ausflußmenge aller die ganze Rreifläche ausmachenden 
Ringe, und es folgt zulegt das Ausflußguantum des ganzen Kreiſes: 


man V aan +2+3 et hell 2243244) 


r m? rd mt 
Va) 


16 mını 4 


=ar V2gh F — Ua GE |, 


oder genauer: 


— 
g9—=arV2gh |: — Ya (£) — 5ıoss (*) — * | 
Reicht der Kreis bis zum Wafferfpiegel, fo ift 
Q— ar V29h — 0,964 FV2gh, 
wenn F = nr, den Inhalt der ganzen Kreisfläche bezeichnet. 

Uebrigens ift leicht zu erachten, daß man in allen den Fällen, wenn di 
Drudhöhe im Mittelpunkte glei) oder größer ift als der Durchmeſſer der 
Mündung, den Werth ber ganzen Reihe — 1 fegen und 

9— FV2gh 
annehmen Tann. Auch läßt fich diefe Regel auf andere" Mündungen anwen⸗ 
den, und alſo in allen den Fällen, wenn der Schwerpunkt einer Mündung 
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minbeftens ebenfo tief unter dem Waflerfpiegel liegt, als die Muündung hoch 
ift, die Tiefe A dieſes Punktes als Druckhöhe anjehen und 
0=F V2gh ſetzen. 
Wenn man in Betracht zieht, daß das Mittel aller Coſinus des erſten 


Quadranten — und das Mittel aller Coſinus des zweiten Quadranten 


— — =, alſo das Mittel aller Eofinus des erjten und zweiten Quadran⸗ 


ten — Null ift, fo beftimmt ſich auf dem oben eingefchlagenen Wege die 
Ausflußmenge bes oberen Halbfreifes: 


a vanlı- m] 


- var m] 


und die durch den unteren Halbkreis: 
__ ar ra 2 /[r ı (5) 
9% =-V2gh Iı + 3x (£) — /aa 7 +... 


— ⸗ 2 
Val 4) 
wobei F den Inhalt der Mündung bezeichnet. 

Uebrigens gelten diefe Formeln fir Q, Qı und Q, auch bei elliptifchen 
Minbungen mit horizontaler Ure, da die Ausflugmengen, unter übrigens 
gleichen Berhältnijfen, den Breiten der Mindungen proportional find, und 
die Breiten einer Ellipfe mit den Breiten eines gleichhohen Kreiſes propor- 
tional wachſen (f. analyt. Hülfslehren, Art. 12). 

Beifpiel. Welche Waflermenge fließt ſtündlich durch eine Freisförmige Deff- 
nung von 1 Zoll Durchmefler, über welcher ver Waflerfpiegel eine Linie Hoch 
fiebt? Es ift Hier: . . " 

= %, daher (F) — 8, = 0,736, 
ferner: 
1 — Ya (7) = 1 — 0,023 = 0,977, 
und folglich die Ausflußmenge | pr. Secunde: 
9—=- 17 .12.7,906 Vz un=3 - 7,906 . 0,977 Y7 = 16,05 Cubitzoll, 


4 
pr. Minute — 963 Eubifzoll, und pr. Stunde — 33%, Eubiffuß. 





Bewegte Ausflussgefässe Die Ausflußgefhwindigfeit ändert $. 404 


ſich, wenn ein vorher in Ruhe oder in gleichförmiger Bewegung befindliches 
Gefäß in Bewegung übergeht, oder feinen Bewegungszuſtand ändert, weil 
in dieſem Falle jedes Waflertheildhen außer feinem Gewichte auch noch durch 
feine Trägheit gegen die Umgebung wirft. 
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Bewegt man das Gefäß 40, Fig. 689, beſchleunigt vertical anf- 
wärts, während das Mailer durch die Bodenöffnung F abfließt, jo finde 
Fig. 689. 





eine Vergrößerung, und beivegt man es beſchlen⸗ 
nigt vertical abwärts, fo findet eine Verminde⸗ 
rung der Ausflußgefchwindigfeit ftatt. Iſt die 
Ücceleration p, fo drüdt jedes Waflermaflen- 
element M nicht bloß durch fein Gewicht Mg, 
ſondern auch durd) feine Trägheit Mp, es if 
folglich die Kraft eines jeden Elementes in 
einem Wale (g + p) M und im zweiten 
(1 —p)M, alio ftatt g, g Ep zu fen 
Hiernadh folgt 


v? 4 
> gLp)h 


und ſonach für die Ausflußgeſchwindigkeit: 
v=V2@+ph. 





Steigt das Gefäß mit der Acceleration g empor, fo ift 


V2.29h = 2Vgh, 


aljo die Ausflußgefchwindigfeit 1,414 maf fo groß als beim ftillftehenden 
Gefäße. Fällt das Gefäß durch fein eigenes Gewicht, alfo mit ber Accele⸗ 
ration g, fo it v — Vo = 0, dam fließt alſo kein Waſſer aus. Bewegt 
fi das Gefäß gleichförmig auf- oder abwärts, fo bleibt » — V2oh 
fteigt e8 aber verzögert, fo wird v — V2 (9 — p) h, und fällt es ver 
zögert, fo fällt — V2(g + p) h auß. 

Bewegt man das Ausflußgefäß horizontal oder unter einem jchiefen Win 


Fig. 690. 


= 





fel gegen den Horizont, jo ftellt fi (1. $. 354) 
der Waflerfpiegel chief gegen den Horizont und 
e8 findet daher auch eine Veränderung der Aut 
flußgefchwindigkeit ftatt. 

Bei Umdrehung eines Gefäßes AC, 
Fig. 690, um feine verticale Are X X bildet 
nad $. 354 der Waſſerſpiegel einen paraboli- 
chen Trichter A OB, es fteht daher über ber 
Mitte M des Bodens eine Heinere Drudhöhe 
M O, als nahe am Rande deſſelben, und & 
fließt daher auch durch eine Mündung im der 
Are das Waſſer langfamer, als durch; jede an 
dere gleich große Bodenöffnung F. Bezeichnet 
h die Drudhöhe MO in der Mitte A, fo wär 
die Ausflußgefchwindigfeit durch eine Mündung 
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dafelbft, — V29; bezeichnet aber y die Entfernung MF—= NP einer 
Mündung F von der Are XX, und @ die Winkelgefchwindigfeit, fo hat 
man, da die Subtangente T N des Parabelbogene OP ber doppelten Abfcifle 
ON gleich, ift, die ent|prechende Erhebung des Waſſers über der Mitte O: 
ON=1,TN=W,PN.tang. NPT, 


2 
folglich, wenn man noh.fang. NPT = tanı.p = — (. $. 354) ein⸗ 
führt, und die meer, von F, d.i. @y, durd) wo bezeichnet, 
ON=2:=\, 4 Be 
Hiernad) ift denn die Kuftufgefehteinbigteit für die Mindung F: 


— V 20(» + =)=Venn tm 


Fig. 691. Diefe Formel gilt für jedes beliebig 
geftaltete Gefäß, und auch dann noch, 
wenn e8 oben verſchloſſen ift, wie 
3. 2. für 40, Fig. 691, fo daß ſich 
der Trichter DOE gar nicht voll- 
ftändig bilden kann. Es ift aud) hier 
h die Tiefe MO der Milndung unter 
dem Scheitel O bes Trichters, und v 
die Umdrehungsgefchwindigfeit von der 
Mundung. Sie findet bei den Neac- 
tionsrädern und Turbinen in der Yolge 
ihre Anwendung. | 
Beifpiele. 1) Wenn das mit Wafler angefüllte Gefäß A C, Fig. 689, 350 
Pfund wiegt und mittels eines über Leitrollen K gehenden Seiles durch ein Gewicht 


G von 450 Pfund aufgezogen wird, fo fleigt es mit einer Necceleration: 
_ 450 — 350 _10 _, 
p — 150 + 3550 9 7 500 9 = 19: 
und es ift deshalb die Ausflußgeichwindigfeit: 
v=VG+nA=VY.gh=VYg 
Märe die Drucdhöhe A —= 4 Fuß, fo würde folglich bie — 
v=V9.g g=3 31,25 — 16,77 Fuß betragen. 
2) Wenn fid das mit Wafler angefüllte Gefäß AC, Fig. 691, fo umbdreht, daß 
es in der Minute 100 Umprehungen macht, während die Tiefe der Mündung F' 
unter dem Waflerfpiegel in der Mitte 2 Fuß und die Entfernung von der Are 


X X, 3 Zuß beträgt, fo ift die Ausflußgefchwindigfeit: 
2 — —— 
v= Vaygıh ti V 625.2 + (2) — V125 + 100.n® 
—= V125 + 9837 = Vı112 = 33,35 Fuß. 


Steht das Gefäß ftill, fo it v = V125 = 11,18 Auf. 
Weisbach's Lehrbud, der Mechanik. I. 50 
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Zweites Capitel 


Bon der Contraction der Wafferftrahlen beim Ausfluſſe dee 
Waſſers durh Mündungen in der dünnen Wand. 


5. 405 Geschwindigkeitscoefficient. Die in dem vorftehenden Capitel ent- 
wicelten Ausflußgefege ftimmen mit den Erfahrungen faft ganz überein, io 
lange die Drudhöhe in Anfehung der Mundungsweite nicht jehr Klein it, 
und fo lange fich die Ausflußöffnung nad) innen allmälig erweitert und fid, 
ohne Eden und Kanten zu biden, an der Voden- oder Seitenfläche deö Ge 
fäßes anfchliegt. Die hierüber an glattpolirten metallenen Dlundftüden 
angeftellten Berfuche von Michelotti, Eytelwein und Anderen, fowie andı 
die Verfuche des Verfaflers haben nachgewiefen, daß die effective oder wirklich 
ausfließende Waffermenge 96 bit 99 Procent von dem theoretifch beftimmten 
Waflerguantum if. Das in der halben natürlichen Größe abgebildete 
Mundftüd AD, Fig. 692, gab die effective Ausflugmenge, bei einer ‘Drud: 

Fig, 692. höhe von 10 Fuß, 98 Procent, bei 5 Fuß. 

97 Procent und bei 1 Fuß, 96 Procent 
des theoretiich beftimmten Ausfluggquantume 
(Berfuche mit größeren Mündungen |. Unter: 
ſuchungen in dem Gebiete der Mechanik und 
Hydraulif, zweite Abtheil). Damit der 
Ausflug durd) ein ſolches Mundſtück mög- 
lichſt ungeſtört erfolge, muß die Abrundung 
deflelben nicht nad) einem Kreiſe, fondern 
nad) einer Curve AD —= BC erfolgen, 
deren Krümmung von innen nad) aufen 
(von A nad) D) allmälig abnimmt Da 
ferner bei diefem Ausfluſſe der Strahl mit der Mündung gleichen Querſchnitt F 
bat, fo ift anzunehmen, daß diefe Verminderung der Waflermenge aus einem 
Berlufte an Gefchwindigkeit hervorgeht, der in der Reibung oder Adhäfion 
des Waſſers an bem inneren Umfange der Mündung und in der Klebrigfeit 
de8 Waller feinen Grund hat. Wir nennen in der Folge das Verhältniß 
ber effectiven Ausflußgeſchwindigkeit zur theoretischen Gefchwindigfeit v —V2gh 
ben Gefchwindigfeitscoefficienten (franz. coefficient de vitesse; mgl 
coefficient of velocity) und bezeichnen denfelben durch 9. Hiernach ift alfo 
bie effective Ausflußgefchwindigfeit im einfachften Falle: 


v=9pv—=pV2gh, 
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und bie effective Ausflußmenge: 
Q= Fu =9Fv—YFV2gn. 
Führen wir fir ꝙ den mittleren Werth 0,975 ein, fo erhalten wir fitr 
das Fußmaß: 
Q= 0,75. FV 2gh —= 0,975.7,906 FVR— 7,708 FVh. 
Einer mit der Geſchwindigkeit v, ausfliegenden Waffermenge Q wohnt bie 


lebendige Kraft — vo inne, vermöge welcher fie die mechaniſche Arbeit 
3 
Qy- 5 zu leiſten vermag. Da aber beim Niederfinfen‘ von ber Höhe 


h— — das Gewicht Qy bie Arbeit Qy.h — 977 verrichtet, fo 
folgt, daß durch den Ausflug das Wafler ven Arbeitsverluſt 
L = (a —=(1— p9)Qr->- = (109789) 07.5, 
d. i. 
L = 0,049 077, 2, oder 4,9 Procent 


erleidet. Es wird alfo bas — Waſſer durch ſeine lebendige Kraft 
4,9 Procent weniger Arbeit verrichten, als durch fein Gewicht beim Herab⸗ 


finfen von der Höhe A. 


Anmerfung. Der Berfafler bat das dur die Formel v — V2gh aus⸗ 
gedrũckte Ausflußgeſetz auch unter ſehr verſchiedenem, namentlich unter ſehr hohem 
Drud von 100 Metern und unter ſehr kleinem Druck von 0,02 Meter geprüft. 
Ein innen gut abgerundetes Mundſtück von 1 Gentimeter Weite gab bei ben 
Drudhöhen: 


ha — 0,02 Meter | 0,50 Meter | 3,5 Meter 17 Meter 108 Meter 











> — 0,959 — os 0,975 | 0,994 | 0,994 





ſ. Eivilingenieur, Neue Folge, Band V, erſtes und zweites Heft. 


Contractionscoeficient. Fließt das Wafler durch eine Mündung 8. 406 
in ber dünnen Wand (franz. orifice en mince paroi; engl. orifice in a 
thin plate), fo tritt unter übrigens gleichen Umftänden eine bedeutende Ver⸗ 
minderung der Ausflugmenge ein, indem die Waflerelemente in convergenten 
Richtungen durd) bie Mündung hindurch gehen und dadurch einen auf am⸗ 
mengezogenen oder contrahirten Waſſerſtrahl (franz. veine con- 
tractde; engl. contracted stream) hervorbringen. Die von Mehreren, 
50* 
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namentlich auch die in ber neueſten Seit von dem Berfafler angeftellten 
Strahlenmeffungen haben ergeben, daß der Strahl in einer Entfermmg, die 
ungefähr ber halben Mündungsweite gleich kommt, bie ftärkfte Zuſammen⸗ 
ziehung und eine Dide hat, die 0,8 des Durchmeflers der Mündung gleid- 
fommt. Iſt F der Ouerfchnitt des zufammengezogenen Waflerftrahles, 
ſowie F' der Querfchnitt der Mündung, fo hat man hiernach: 

FR= 0 F = 0,64 F. 


Man nennt das Berhättuig - biefer Ouerjchnitte den Contractione- 


evefficienten , (fram. —— de contraction; engl. coefficient of 
contraction) und bezeichnet ihn mit &, und es iſt jonad) der mittlere Werth 
für den Ausfluß des Waſſers durh Mündungen in der dünnen Wand 
© — 0,64 zu jeßen. 

So lange man feine nähere Kenntniß über das Gefeß der Eontraction der 
Waſſerſtrahlen hat, kann man annehmen, daß der durch eine freisrunde Deffmung 
AB, Fig. 693, fließende Strahl einen Rotationskörper A EEA bil, 
defien Umfläche durch Umdrehung eines Kreisbogens AE um die Are CD 
bes Strahles entjteht. Seten wir den Durchmeſſer AA der Mündung, —d, 

Fig. 698. und die Entfernung CD des contrahir- 
ten Querſchnittes EE von ber Münbung 
—1/,d,fo erhalten wir für den Halbmefier 

MA=ME=r 
des Erzeugungsbogens A E mittel® der 
Gleichung 
AN—=EN(2ME-— EN 
oder 
ad _ d d ) 
TER ſTo 
und hiernach 

r — 1,3d. 

Mündımgen, nad) diefer Geftalt des contrahirten Waflerftrahles geformt, 
geben fo ziemlich) die Ausflußgeichwindigfeit: 
tı = 0,97 .t. 

Die Kontraction des Waflerftrahles hat ihren Grund darin, daß nicht 
allein das Waſſer, welches unmittelbar über der Mündung befindlid) if, 
ausfließt, fondern auch das zur Seite befindliche Waller herbeiftrönt und 
mit zum Ausfluffe gelangt. Es findet alfo fhon im Inneren des Gefäße? 
eine Convergenz der Waflerfäden, ähnlich, wie fie die Figur andeutet, flatt, 
und es beiteht die Kontraction des Waſſerſtrahles in einer bloßen ort 
jegung dieſer Konvergenz. Bon bdiefer Bewegung des Waflers im der Nähe 
der Mündung kann man fi) mit Hilfe eines gläfernen Ausflußapparatef 
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überzeugen, wenn man Feine Körper, welche wenig leichter ober ſchwerer als 
Wafler find, wie z. B. Sägefpäne von Eichenholz, Stüde von Siegellad 
u. f. w., in das Waſſer bringt und mit zum Ausfluffe gelangen lüßt. 


Contrahirte Wasserstrahlen. Fließt das Waffer durch dreifeitige, 8. 407 
vierfeitige Mündungen u. |. w. im dünnen Bleche, fo nimmt der Waffer- 
ftrahl befondere Geſtalten an. In die Augen fallend ift zumal die Um⸗ 
fehrung des Strahles, oder die veränderte Stellung feines Duerfchnittes in 
Hinficht auf den Ouerfchnitt der Mündung, vermöge welcher ein Ed diejes 
Duerjchnittes mit der Mitte einer Seite der Mündung gleichzuliegen kommt. 
Hiernach bildet bei einer breifeitigen Mündung ABC, Fig. 694, der Quer⸗ 
fchnitt des Strahles in einem gewiſſen Abftande von der Mündung einen 
dreiftrahligen Stern DEF, bei einer vierfeitigen Mündung ABCD, 
Fig. 695, einen vierftrahligen Stern EF GH, ebenfo bei einer fünffeitigen 

Fig. 694. Sig. 695. Fig. 696. 


x A 





Mündung ABCDE, fig. 696, einen Stern EGHKL mit fünf Strah⸗ 
len u. ſ. w. Diefe Ouerfchnitte find aber in verfchiedenen Abftänden von 
der Mündung ſehr verſchieden, fie nehinen auf einer gewiflen Diftanz ab und 
auf einer folgenden wieder zu u. |. w.; es befteht daher der Strahl aus 
Blättern oder Rippen von veränderlicher Breite und bildet dadurch, was 
namentlich beim Ausfluffe umter fehr großem Drude zu beobachten ift, 
Bäuche und Knoten, ähnlich wie die Cacteen. Ift die Mündung ABCD, 

Fig. 697. Fig. 697, rectangulär, fo bildet in 
Fleinerer Entfernung von der Mündung 
der Querſchnitt zwar ebenfalls ein Kreuz 
oder einen Stern, allein in größerer Ent- 
fernung nimmt derfelbe wieder mehr die 
Geftalt eines verwendeten Rechteckes 
EF an. 

Den Ausfluß bei den verjchiebenartig- 
ften Mündungen bat Bidone beobad) 
tet; genaue Strahlenmeffungen bei qua- 
dratifhen Mündungen find aber nur 
von Boncelet umb Lesbros angeftellt 
worden (ſ. Allgemeine Maſchinenency⸗ 
Flopäbie, Artikel „Ausflug*). Die legten 
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Mefiungen haben auf einen Meinen Sontractionscoefficienten 0,563 geführt 
Waſſermeſſungen beim Ausfluſſe durch Heinere Münbungen führen aber auf 
größere Contractionscoefficienten, fie weifen fogar nach, daß dieſelben bei 
Ianggezogenen Rechtecken größer find als bei Rechtecken, die ſich mehr den 
Duadraten nähern. 


‚408 Ausflusscoefflcient. Wäre beim Ausfluffe des Waflers durch DRim- 
dungen in der dünnen Wand bie effective Gefchwindigfeit gleich der theore 
tifchen v —=V2gR, fo hätte man die effective Ausflugmenge 

Q=aF.v=e«F V2gh, gh, 
weil « F den Querfchnitt des Strahles an der Stelle der größten Zuſanr 
menziehung, wo fich die Waflerelemente in parallelen Richtungen bewegen, 
bezeichnet. Dieſem ift aber keineswegs fo, es zeigt fich vielmehr in der Er- 
fahrung, daß Q noch Feiner ald « FV2gh ift, dag man alfo bie theore⸗ 
tifche Waflermenge FV2 9 h durch einen Coefficienten multipliciren muß, 
der Heiner als der Contractionscoefficient ift, um die effective Ausflußmenge 
zu erhalten. Wir mitffen daher annehnten, daß beim Ausflufle durch eine 
Mündung in der dünnen Wand nod) ein gewiſſer Geſchwindigkeitsverluſt 
eintrete, deshalb auch einen Geſchwindigkeitscoefficienten ꝙ einführen und 
daher die effective Ausflußgeſchwindigkeit 
v = Yyv—gpV2gh 
jegen. Hiernach ift alfo die effective Ausflußmenge: 
% =FH.u=eF.gr—=opylv—=oapFV2gh. 
Nennen wir endlich noch das Verhältniß ber effectiven Ausflußmenge Q, 
zum theoretifchen oder hypothetiſchen Ausflußquantum Q den Ausflug: 
coefficienten (franz. coefficient de depense; engl. coefficient of eflu- 
xion) und bezeichnen wir ihn in der Folge durch u, fo haben wir: 
Q =uQ=urFr—=urV2gh, 





und daher 

KAP, 
db. 5. der Ausflußcoefficient ift das Product aus dem Contrac- 
tions- und dem Gefhwindigkeitscoefficienten. 

Vielfältige Beobachtungen, namentlich aber auch die Mefjungen des Ber 
faflers, haben darauf geführt, daß der Ausflußcoefficient fir Mundungen in 
der dünnen Wand nicht conftant ift, daß er bei Heinen Mundungen und 
Heinen Ausflußgefchwindigfeiten größer ift, ald bei großen Münbungen md 
bei großen Gefchrwindigfeiten, daß er auch bei langen und ſchmalen Mün- 
dungen bedeutend größer ausfällt als bei Mundungen, die fid) einer regel 
mäßigen Form oder dem Kreife nähern. 

Für quadratifche Mundungen von 1 bis 9 Quadratzoll Inhalt bei 7 bie 
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21 Fuß Drudhöhe if, nach den Verjuchen von Boffut und Michelotti, 
der mittlere Ausflußcoefficient au = 0,610, für kreisförmige von 1/, bis 6 
Zoll Durchmeffer bei 4 bis 21 Fuß Druckhöhe aber fällt derjelbe u — 0,615 
oder ungefähr 8/5 aus. Die einzelnen Beobachtungswerthe von Boſſut und 
Michelotti weichen unter einander nicht unbedeutend ab, doch läßt ſich aus 
ihnen eine Abhängigkeit von der Größe der Mündung und der Größe ber 
Drudhöhe nicht entnehmen. Nach den Verfuchen des Verfaſſers ift bei einem 
Drude von 0,6 Meter der Ausflußcoeffictent fir eine freisrunde Mündung 


von 1 Gentimeter Ducchmefler . . . u = 0,628 

„2 n n 0. — 0,621 

3 5 n ... — 0,6la 

4 — 0,607. 
Dagegen bei einem Drude von IM Meter für diejelbe Mündung 
von 1 Gentimeter Durchmefler . . . u = 0,637 

„2 n ö . .. — 0,629 
„3, n . — 0,622 

4 . — 0,614. 


Man fieht aus dieſen Verſuchsreſultaten deutlich, daß der Ausflugcoefficient 
zunimmt, wenn die Mündungsgröße und die Drudhöhe abnehmen. 

Nehmen wir flr u den mittleren Werth — 0,62, und für & = 0,64 an, 
fo befommen wir den Gefchwindigfeitscoeffictenten beim Ausfluffe durch Mun⸗ 
dungen in der dünnen Wand: 


—k_ 
yP—=, m 


alfo ziemlic fo groß wie beim Ausfluffe durch abgerundete oder conoidifche 
Meündungen. 

Anmerkungen. 1) VBerfuhe von Buff (f. Boggendorff’s Annalen, Bd. 
XLVI.) zeigen, daß die Ausflußcoefflcienten bei fleinen Mündungen und kleinen 
Drudhöhen ober Geſchwindigkeiten beveutend größer find als bei großen und mitt: 
Ieren Mündungen und Gefchwindigfeiten. Eine Mündung von 2,084 Linien 
Durchmeſſer gab bei 1%, Zoll Drud, u —= 0,692, bei 85 Zoll aber u — 0,644; 
dagegen eine Mündung von 4,848 Linien Weite bei 44, Zoll Drud, u = 0,682 
und bei 29 Zoll, u = 0,653. NAehnliches hat auch der Verfaſſer gefunden. 

2) Beim Ausflufle unter Wafler fallen, nad den Verſuchen bes Berfaflers, 
die Ausflußcoefficienten nahe um 14, Procent Heiner aus als beim Ausfluffe in 
die Luft. 


Versuche. Es läßt fi der Ausflußcoefficient w, welcher einer $. 408 
gewiſſen Ausflugmindung entſpricht, finden, wenn man das Waflerquantum 
V kennt, welches in einer gewiffen Zeit t bei einer bekannten Drudhöhe A 
durch den befannten Querfchnitt F der Mündung ausftrömt; es ift nämlich: 


V u.F.V2gh.t, 
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alfo umgelehrt, . 
— 
Ft. Vↄ2ꝛ 

Um aber die beiden Factoren deſſelben, nämlich den Contractions- und 
den Geſchwindigkeitscoefficienten zu ermitteln, bedarf es entweder noch einer 
Ausmeſſung des Strahlenquerſchnittes FR —= «F, ober einer Beſtimmung 
der Ausflußgeſchwindigkeit — pPv = YV2gh mittels der Sprungweite 
des Strahles. Beide Meffungen laffen fi) jedoch mur bei dünnen Strahlen 
mit freisförmigen Querſchnitten erträglicd) genau bewerkftelligen. 

Der kreisförmige Querjchnitt F}, eines Strahles beftimmt fich fehr ficher 
mit Hilfe eines in Fig. 698 abgebildeten, aus einem Ringe und vier ſpitz 
zulaufenden Schrauben A, B, C, D beftehenden 
Apparate. Die Schrauben find nah) dem Mittel 
punkte des Strahlenquerfchnittes gerichtet, und wer 
den fo lange geftellt, bis ihre Spigen die Oberfläche 
des Strahles berühren. Nach diefem wird der Ring 
von den Strahle abgezogen und e8 werben die Ab» 
ftände der gegenüberftehenden Schraubenfpigen von 
einander gemeſſen; zulegt wird das Mittel d, diefer 
Abftände als Durchinefjer des Strahle® angenommen. Iſt noch d ber 
Durchmeſſer des Miündungsquerfchnittes, fo hat man nun: 


#ig. 698. 





ad — 


und dann: 


Mißt man die Sprungweite BC — b eines aus dem Mumbftüde SA 
horizontal ausfließenden Strahles AB, Fig. 699, welche einer gewiflen Höhe 
AC= a zukommt, jo hat man nad) $. 36 die Ausflußgefchwindigfeit: 


Fig. 699. 
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gb 
2a’ 
und da nın vu» = Yv — PV2gh ift, fo a man dann: 


any ® be 
7* 4ah = 75 


und hieraus: « — K_.2r4R, 


tt, = 


Die Beftimmung von v ift jedoch noch ficjerer, wern man ftatt a und b 
die horizontalen und verticalen Coordinaten dreier Punkte der parabolifchen 
Are AB des Strahles ausmißt, weil dann auch bie Are des Mundſtückes 
eine unbelannte Neigung gegen den Horizont haben kann. Am einfachften 
geht man zu Werke, wenn man eine horizontale Schnur DF über bem 
Strahle ausfpannt, von drei gleichweit von einander abftehenden Punkten 
D, E, derſelben Lothe herabläßt, und an dieſen die Abſtände DG, EH 
und F’K ber Are des Strahles von DF abmißt. If DF—= x die hori⸗ 
zontale Entfernung der äußerften Punkte von einander, find ferner die Vertical⸗ 
obftände DG, EH und FK, =z, 2, und z,, und nimmt man G als 
Eoordinatenanfangspuntt an, fo at man die Coordinaten für den Punkt H: 


n—=GL=DE—=!1,DF=- 5 und y= LH=EH—-DG=a—2, 

und die für den Punlt K: 
s=GM=-DF=ewy=-MK=FK—-DGae=n — E. 
Nach 8. 39 iſt nun, wenn « den Neigungswinkel der Strahlenare in @ 

bezeichnet: 

9x, 


Yı = %ı tang. & + — und auch 
— 9% 
Yy= X tang.a + — ai me oder 
9% 
— 1 lang.a = = — U 
yı = m Fang. & 2 v) cos. &? 
nt — — — 
Ya — %s tang.a — ——— 
es folgt durch Diviſion, da xy = 2x, iſt, 
Yı — Rı lang. & Ayı — 9, 


—= 1/,: hi a 
—— /a; hieraus aber tang. « z 


u 1 
Setzt man in eine der vorigen Yormeln ftatt Freu * 1 + tang. «a?, 


und führt man ftatt fang. c den legten Ausdrud ein, fo erhält man für bie 
in Frage ftehende Ausflußgejchwindigkeit die Formel: 
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, — — — 922 —| /(1 + tang.a?) gx? 
Ya — ztang. 2 (y3 — ztang.c) cos 23(2yı — 4yı) 


_ er + an an] 9 +ayı -w). 


4 (ya — 2yı) 
Der Gefchwindigfeitscoefficient ift hiernach: 
_ıı _ A __ \rte@nom) 
® V2gh ha — 2Yı) 


Beifpiele. 1) Bei einem Strahle, welcher aus einem gut abgerundeten 
Mundſtücke von 1 Eentimeter Weite ohne Eontraction ausflog, wurden folgente 
Meflungsrefultate gefunden: 

x —= 2480 Meter, 
Yı = 5, — 2 = 0,2367 — 0,1135 — 0,1535 Meter, 
— 5 — 5 = 0,669 — 0,1135 — 0,5555 „ 
und bie Drudböbe h — 3,359 Meter. Hienah iſt der Geſchwindigkeits 


evefficient: 
2,48% + 0,0599 =] /6iss 
= Ve 3,959.0,2085 — V aour2.025 — 9. 

Da feine Contraction flatt fand, fo if « = 1 und daher u = F. Hiermit 
flimmen bie in der Anmerkung zu $. 405 mitgetheilten Meflungsrefultate ganz 
gut überein. 

2) Meffungen an einem vollftändig contrahirten Strahle, weicher durd eine 
1 Gentimeter weite freisrunde Mündung in der ebenen dünnen Want floß, gaben 
bei der Drudhöhe A — 3,396 Meter Folgendes: 

x —= 2,70 Meter, 
Yı= 2% - : = 02465 — 0,1115 = 0,1350 Meter, und 
Yy = 2, — z = 0,6620 — 0,1115 = 0,5505 „ 
und es folgt hieraus: 
/ 2,708 + 0,013 -] WR _ g978 
8.3,396 . 0,2805 27,168.0,2806 ° 

Aus der — Ausflußmenge berechnete ſich aber « = 0,617, daher m 

der Gontractionscoefficient « — 5 — 0,631, womit aud die Strablenquerichmite: 


meflungen gut übereinftimmen. 


‚410 Beotanguläre Seitenöffnungen. Die genaueften Verſuche über ben 
Ausflug durch größere vectanguläre Seitenmünbungen find in Metz ven 
Boncelet und Lesbros angeftellt worden. Die Weiten dieſer Mündumngen 
waren 2, und in einigen Fällen 6 Decimeter und bie Höhen derſelben fehr 
verfchieden, nämlich 1 Centimeter bi8 2 Decimeter. Um eine vollftändige 
Contraction herbeizuführen, wurden zur SHerftellung dieſer Mündnngen 
4 Millimeter dide Meffingbleche verwendet. Aus den Ergebnifſen bieler 
Berfuche haben dieſe Erperimentatoren mit Hilfe des Interpolirens die am 
Ende des Paragraphen folgenden Tabellen fir die Ausflußcoeffictenten berechnei. 
die man zur Meſſung oder Berechnung der Ausflugmenge benugen kann. 
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Iſt d die Breite der Ausflußöffnung KL, Sig. 700, und find A, und 7, 
die Waflerftände #G und EL über der unterften und Über der oberften hori- 
zontalen Kante der Mündung, jo hat man nad) $. 401 die Ausflugmenge: 

9—= ,bV 29 (h" — het). 

Führt man aber die Deffnungshöhe GL—=a— hi — h,, und bie mitt 


lere Drudhöbe EM nr * ein, ſo hat man annähernd: 





= (1- som) ao V For, 

und daher die effective Ausflußmenge: 
4 =u0= (1 - som) ad V/20R, 
Big. 700. Setzt man nod) 


a4? 
(1 — am) =m 


jo erhält man einfach: 

Qı = bh abV2gh, 
und um mit diefer einfachen oder ge- 
wöhnlihen Ausflußformel rechnen zu 
fönnen, find in ben folgenden Tabellen 
nicht erft die Werthe für w, fondern 
die fir u, angegeben. 

Da das Waſſer in der Nähe ber 
Deffnung in Bewegung ift, fo fteht es 
unmittelbar vor ber Deffnung tiefer 
al8 im größerer Entfernung vor der 
Wand, in welder ſich die Mündung befindet; e8 find deshalb auch zwei Ta⸗ 
bellen zufammengeftellt worden, die eine für die in größerer Entfernung von 
der Mündung und die andere für die unmittelbar an der Mindungswand 
gemeſſenen Drudhähen. Man erfieht übrigens aus beiden Qabellen, daß, 
wenn aud mit einigen Schwankungen, bie Ausflußcoefficienten wachen, 
wenn die Oeffnung niedriger und die Drudhöhe Heiner wird. 

Haben die Mündungen andere Breiten, fo bleibt, fo lange man feine an- 
deren Verſuche zu Grunde legen kann, nichts übrig, al8 die Coefficienten bie- 
fer Tabellen ebenfalls anzumenden, um die Ausflußmenge zu beredjnen. Daß 
man hierbei nicht auf große Differenzen ftößt, geht aus der Vergleichung ber 
GSoefficienten fir die Mündungen 0,6 Meter mit denen für die Mundungen 
0,2 Meter Breite, bei gleicher Druckhöhe u. |. w. hervor. Sind ferner bie 
Deffuungen nicht rectangulär, fo beftimme man ihre mittlere Breite und 
mittlere Höhe und führe die diefen Dimenfionen entjprechenden Coefficienten 








796. Siebenter Abfchnitt. Zweites Gapitel. [$. 410. 


in der Rechnung ein. Endlich ift e8 immer vorzuziehen, die Trudhöhe in 
einer größeren Entfernung vor der Mündungswand zu meſſen und die erfte 
Tabelle anzuwenden, al® unmittelbar an ber Mündung, wo der Waflerfpiegel 
gefrämmt und weniger ruhig ift al8 mehr oberhalb der Mündung. 


Beifpiele 1) Welde Waflermenge fließt durch eine rertanguläre Deffmung 
von 2 Decimeter Breite und 1 Decimeter Höhe, wenn der Waflerfpiegel 11/, Meter 
über ver oberen Kante fleht? Hier ift: 

hı + hy 
b=09%,a=0l,h= —.— = > = 1,55 Meter, 
daher die theoretifche Ausflugmenge: 

Q = 01.02V2g V1,55 = 0,02.4,429. 1,245 — 0,1103 Gubifmeter. 

Nun giebt aber die Tabelle I. ra = 01 und A =15, u = 0611, 
daher ift die effective Ausflußmenge: 

Q, = 0,611.0,1108 — 0,0674 Gubifmeter. 

2) Welche Ausflugmenge entfpricht einer rectangulären Mündung in der bünnen 
Wand von 8 Zoll Breite und 2 Zoll Höhe bei 15 Zoll Waflerhöhe über ver cbe 
ren Kante? Die theoretiſche Ausflußmenge iſt: 

Q = %,.Y,.7,906 VY, = 0,8784 .1,1547 — 1,014 Cubiffuß. 

Nun ift aber 2 Zoll ungefähr 0,05 Meter und 15 Zoll ungefähr 0,4 Meter, 
daher fann man nad der Tabelle für a — 0,05 und A, — 0,4, den entſprechenden 
Eoefflcient u, = 0.628 annehmen und das gefuhte Waflerquantum 

Q, = 0,628.1,014 = 0,637 Eubiffuß ſetzen. 

3) Wenn die Breite 0,25, die Höhe 0,15 und ber Waflerftand A, — 0,045 
Meter beträgt, fo iſt 

Q = 0,25.0,15.4,429.. Y0,12 — 0,166. 0,3464 — 0,0575 Gubifmeter. 

Der Höhe 0,15 entipridt für A, = 0,04 der Mittelwerth: 

= a 0 — 0,5925 
und für Ag = 0,06: . » 
_ 0,585 En 0,605 — 0,59; 


da nun aber A, = 0,045 gegeben ift, fo feßen wir das neue Mittel: 
0,5925 + 0,5950 _ 0,594 


als Ausflußcoeffleient ein, und erhalten fo die gefuchte Waflermenge: 
Q, = 0,59. 0,0575 — 0,03415 Gubifmeter. 


Anmerkung. Die Ausflußcoeffleienten ändern fich nicht wefentlid, wenn man 
bei einer rectangulären Mündung die Breite mit ber Höhe berfelben vermedhfelt, 
wie aus folgenden Verſuchen des Herrn Lesbros (f. deſſen Experiences hydrau- 
liques, Paris 1851) hervorgeht. 

Eine Mündung von 0,60 Meter Breite und 0,02 Meter Höhe gab für Die 
Drudhöbe k = 0,30 bis 1,50 Meter, 

kı = u = 0,635 bis 0,622, 
und dagegen, wenn man fle aufs Hohe ftellte, alfo die Breite 0,60 Meter zur 
Höhe, und vie Höhe 0,02 Meter zur Breite machte: 

4, — 0,610 bis 0,626, und 

a = 0,638 bis 0,627. 
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Zabelle I 


Tie Ausflußcoefficienten für den Ausflug des Waflers durch rectanguläre Münpun- 
gen in.einer dünnen verticalen Wand, nah Poncelet und Lesbros, 
(Die Drudhöhen find oberhalb der Mündung an einer Stelle gemeflen, wo das 


Waſſer als ftillftehend angefehen werden kann. — Die Zahlenwerthe unterhalb ber 
Sterne (*) find nur durd Interpolation beftimmt worden.) 








Druckhöhe over Mündungshöhen in Metern. 





Abftand des | — 
Waſſerſpiegels Mündunge- 
von ber oberen Mündungsbreite — 0,2 Meter. breite 
Seite der —= 0,6 Reter. 
Mündung, Ä 
in Detern. | 0,20 | 0,10 " 0,05 | 0,08 | 0,02 - 0,01 | 020 | 0,0 
0,000 4 „ „ ” ” 
0,005 ” ” "” 0,705 ” ” 
0,010 „ „ 0, 607 0, 630 0,660 | 0,701 „ 0,644 
0,015 0,593 | 0, ‚12 |0 ‚632 | 0,660 | 0,697 " 0,644 


0,020 0,572 | 0,596 | 0,615 | 0,684 | 0,659 |069 | , 10.648 
0,030 0,578 | 0,600 | 0,620 | 0,638 | 0,659 | 0,688 | 0,593 | 0,642 
0,040 0,582 | 0,603 | 0,628 | 0,640 | 0,658 | 0,683 | 0,595 | 0.642 
0,050 0,585 | 0,605 | 0,625 | 0,640 | 0,658 | 0,679 | 0,597 | 0,641 
0,060 0,587 | 0,607 | 0,627 | 0,640 | 0,657 | 0,676 | 0,599 | 0,641 
0,070 0,588 | 0.609 | 0,628 | 0,639 | 0,656 | 0.673 | 0,600 | 0,640 
0,080 0,589 | 0,610 | 0,629 | 0,638 | 0,656 | 0,670 | 0,601 | 0,640 
0,090 0,591 | 0,610 | 0,629 | 0,637 | 0,655 | 0,668 | 0,601 | 0.639 
0,100 0,592 | 0,611 | 0,630 | 0,637 | 0,654 | 0,666 | 0,602 | 0.639 
0,120 0,593 | 0.612 | 0,630 | 0,636 | 0,653 | 0.663 | 0,608 | 0,638 
0,140 0,595 | 0,613 | 0,630 | 0,635 | 0,651 | 0,660 | 0.608 | 0.637 
0,160 0,596 | 0,614 | 0,631 | 0,634 | 0,650 | 0.658 | 0,604 | 0.637 
0,180 0,597 | 0,615 | 0.630 | 0,634 | 0,649 | 0,657 | 0,606 | 0,636 
0,200 0,598 | 0,615 | 0,630 | 0,633 | 0,648 | 0,655 | 0,605 | 0,635 
0,250 0,599 | 0,616 | 0,680 | 0,632 | 0,646 | 0.653 | 0,606 | 0,634 
0,300 0,600 | 0,616 | 0,629 | 0,632 | 0,644 | 0,650 | 0,607 | 0,633 
0,400 0,602 | 0.617 | 0.628 | 0,631 | 0.642 | 0,647 | 0,607 |0,31 
0,500 0,603 | 0,617 | 0,628 | 0,630 | 0,640 | 0,644 | 0,607 | 0,630 
0,600 0,604 | 0,617 | 0,627 | 0,630 | 0,638 | 0,642 | 0,607 | 0,629 
0,700 0.604 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,637 | 0,640 |0,607 | 0,628 
0,800 0,605 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,636 | 0,6387 | 0,606 | 0,628 
0,900 0,605 | 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,634 | 0,635 | 0,606 | 0,697 





1,000 0,635 | 0.615 | 0.626 | 0,628 | 0.633 | 0.632 | 0,605 | 0,626 
1,100 0,604 | 0,614 | 0.625 | 0,627 | 0,631 | 0,629 | 0,604 | 0,626 
1,200 0,604 | 0,614 | 0,624 | 0,626 | 0,628 | 0,626 | 0,604 | 0,625 
1,300 0,603 | 0,613 | 0,622 | 0.624 | 0,625 | 0,622 | 0,603 | 0,624 
1,400 0,608 | 0,612 | 0,621 | 0,622 | 0,622 | 0,618 |0603 | 0,624 
1,500 0,602 | 0,611 | 0,620 | 0,620*, 0619*| 0,615*| 0,602 | 0,623 
1,600 0,602 | 0,611 | 0,618 | 0.618 | 0,617 | 0,613 | 0,602*| 0,623 
1,700 0,802*| 0,610*| 0,617 | 0,616 | 0.615 | 0,612 | 0,602 | 0,622 
1,800 0,601 | 0,609 | 0,615*| 0.615 ı 0,614 | 0,612 | 0,602 | 0,621” 
1,900 0,601 | 0,608 | 0,614 | 0,618 ! ‚ 0,612 | 0,611 | 0,602 | 0,621 
2,000 0,601 | 0,607 | 0,613 | 0,612 : 0,612 | 0,611 | 0,602 | 0.620 
3,000 0,601 | 0,603 | 0,606 0.808 | 0,610 0,609 | 0,601 | 0,615 


Anmerkung. Tabellen diefer Art für das preuß. Fußmaß theilt ber Inge⸗ 
nieur“ Seite 432 mit. 
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ZZabelle IL 


Die Ausflußcoefficienten für ven Ausflug des Waflers durch rectangulaͤre Mündus- 
gen in einer verticalen dünnen Wand, nah Poncelet und Lrsbroe. 


(Die Drudhöhen find unmittelbar an der Mündung gemeflen. — Die Werthe au: 
Berhalb der Sterne (*) find nur duch Interpolation beftimmt worben.) 

















Druckhoͤhe oder Mündungshöhen in Metern. 
Abſtand des - 
Waſſerſpiegels Müundunge 
von der oberen Mündungsweite — 0,2 Meter. weite 
Seite der — 0,6 Meter. 
Mündung, — — 
in Metern. | 020 | 0,10 | 0,05 | 0,08 | 0,02 | 0,01 Ä 0,20 
0,000 0,619 | 0,667 | 0,713 | 0,766 | 0,783 | 0,795 0,586 
0,005 0,597 | 0,630*| 0,668*| 0,725*| 0,750*| 0,778* 0,587 
0,010 0,595 | 0,618 | 0,642 |0687 | 0,720 | 0,762 0,589 
0,015 0,594 | 0,615 | 0,639 | 0,674 | 0,707 | 0,745 0,590 
0,020 0,594 *| 0,614 | 0,638 | 0,668 | 6,697 | 0,729 0,591 
0,030 0,593 | 0,613 | 0,637 | 0,659 | 0,685 | 0,708 0,59 
0,040 0,593 | 0,612 | 0,636 | 0,654 | 0,678 | 0,695 0,594 ° 
0,050 0,593 | 0,612 | 0,636 | 0,651 | 0,672 | 0,686 0,595 
0,060 0,594 | 0,613 | 0,635 | 0,647 | 0,668 | 0,681 0,5% 
0,070 0,594 | 0,613 | 0,635 | 0,645 | 0,665 | 0,677 0,59 
0,080 0,594 | 0,618 | 0,635 | 0,643 | 0,662 | 0,675 0,598 
0,090 0,595 | 0,614 | 0,634 | 0,641 | 0,659 | 0,672 0,5% 
0,100 0,595 | 0,614 | 0,634 | 0,640 | 0,657 | 0,669 0,600 
0,120 0,596 | 0,614 | 0,633 | 0,637 | 0,655 | 0,665 0,601 
0,140 0,597 | 0,614 | 0,682 | 0,6386 | 0,653 | 0,661 0,602 
0,160 0,597 | 0,615 | 0,631 [0,685 | 0,651 | 0,659 0,602 
0,180 0,598 | 0,615 | 0,631 | 0,634 | 0,650 | 0,657 0,603 
0,200 0,599 | 0,615 | 0,630 | 0,633 | 0,649 | 0,656 0,608 
0,250 0,600 | 0,616 | 0,630 | 0,632 | 0,646 | 0,653 0,604 
0,300 0,601 | 0,616 | 0,629 | 0,632 | 0,644 | 0,651 0,606 
0,400 0,602 | 0,617 | 0,629 | 0,631 | 0,642 | 0,647 0,606 
0,500 0,603 | 0,617 | 0,628 | 0,630 | 0,640 | 0,645 0,607 
0,600 0,604 | 0,617 | 0,627 | 0,630 | 0,638 | 0,648 0,607 
0,700 0,604 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,637 | 0,640 0,607 
0,800 0,605 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,636 | 0,637 0,607 
0,900 0,605 | 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,634 | 0,635 0,607 
1,000 0,605 | 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,633 | 0,632 0,606 
1,100 0,604 | 0,614 | 0,625 | 0,627 | 0,631 | 0,629 0,606 
1,200 0,604 | 0,614 | 0,624 | 0,626 | 0,628 | 0,626 0,605 
1,300 0,603 | 0,613 | 0,622 | 0,624 | 0,625 | 0,622 0,604 
1,400 0,603 | 0,612 | 0,621 | 0,622 | 0,622 [0,618 0,603 
1,500 0,602 | 0,611 | 0,620 | 0,620*| 0,619*| 0,615 0,603 
1,600 0,602 | 0,611 | 0,618 | 0,618 | 0,617 | 0,613 0,602 
1,700 0,602*| 0,610*| 0,617 | 0,616 | 0,615 | 0,612 0,602 
1,800 0,601 | 0,609 | 0,615*| 0,615 | 0,614 | 0,612 0,602 
1,900 0,601 | 0,608 | 0,614 | 0,613 | 0,613 | 0,611 0,602. 
2,000 0,601 | 0,607 | 0,614 } 0,612 | 0,612 | 0,611 0,602 
3,000 0,601 | 0,603 | 0,606 | 0,608 ' 0,610 | 0,609 0,601 


ar 
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Ueberfälle. Fließt das Wafler durch Ueberfälle (franz. deversoirs; $. 411 


engl. overfalls, notches) oder Einfchnitte in einer binnen Wanb, wie 3. B. 
Fig. 701. FB, ig. 701, fo erleibet der Strahl 
an drei Seiten eine Contraction, wo⸗ 
durch ebenfalls eine Verminderung 
RR: der Ausflußmenge herbeigeführt wird- 
FA TER Es ift daher das Ausflußguantum 
RER, für diefe Mindungen: 
3.8 Q — 2, ubhV 2gh 
zu fegen. Hier ift aber die Drud- 
höhe EH — h, ober der Waflerftand über der Ueberfallsfchwelle F' nicht 
unmittelbar an der Schwelle, fondern mindeftens 3 Fuß vor der Wand, 
in voelcher fich die Mündung befindet, zu meflen, weil der Waflerfpiegel vor 
der Mündung eine Senkung erleidet, die nad) der Mündung zu immer grö- 
Ber und größer wird, und in der Mundungsebene felbft eine Größe GR 
von 0,1 bis 0,25 der Drudhöhe FR beträgt, fo daß die Dide FG des 
MWaflerftrahles in diefer Ebene nur 0,9 bis 0,75 der Drudhöhe ober des 
Waflerftandes beträgt. 

Ueber den Ausflug des Waſſers durch Weberfälle in diinnen Wänden 
find von Bielen Verſuche angeftellt worden, und es bieten deren Reſultate eine 
große Mannigfaltigfeit, aber nicht überall die gewilnjchte Mebereinftimmung 
dar. Die Ergebniffe der Verſuche von Boncelet und Lesbros an Ueber- 
fällen von 2 und 6 Decimeter Breite enthalten folgende Tabellen. 





1. Tabelle der Ausflußcoefficienten für Ueberfälle von 2 Decimeter Breite, 
nach Boncelet und Lesbros. 





























Drudhöhe A 
in Metern. | 9,01 | 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,06 | 0,08 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,22 
Ausfluß⸗ 
coeffitient 0,424 0,41710,4112 0, 4070,4010,397 10, 395 |0,393 |0,390| 0,385 
u = GM. | 





























2. Tabelle der Ausflußcoefficienten für lleberfälle von 6 Decimeter Breite. 























Drudhöhe r | | | . . 

in Retern, | 9,06 | 0,08 | 0,10 | 0,12 | 0,15 | 0,20 | 0,30 | 0,40 | 0,50 | 0,60 

Ausfliß- 

coefficient |0,412|0,409|0,06 |0,403|0,4000,395 10,391 |0,391 |0,891| 0,390 
ir = Ya 
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Bei ungefähren Beftimmungen kann man biernady u, — 0,4 jegen. 
Berfuche an Ueberfällen mit größeren Breiten gaben Eytelwein im Mittel 
kr = 2%, u = 0,42 und Bidone, u =? . 0,62 = 0,41 u. f. w. 
Die ausgebehnteften Verfuche find von d'Aubuiſſon ımd Caſtel ausgeführt 
worden. Aus ihnen folgert d'Aubuiſſon, daß fiir Ueberfälle, deren Breite 
nicht mehr als den britten Theil der Breite des Canales oder der Wand 
beträgt, worin fi) ber Ueberfall befindet, u im Mittel 0,60, alio 
2/;u —= 0,40 zu fegen fei, daß bagegen für Ueberfälle, welche über die 
ganze Wand weggehen, oder mit dem Canale einerlei Breite haben, u — 0,665, 
alfo u, — 0,444 angenommen werben müſſe, daß endlich bei anderen Ber: 
hältniffen zwiſchen der Ueberfall- und Canalbreite die Ausflußcoefficienten 
ſehr verfchieden, und zwar zwifchen 0,58 und 0,66 liegend, ausfallen. Die 
1853 und 1854 in Hanswyk an Ueberfällen von 3 bi8 6 Meter Breite 
und O,1 bis 1,0 Meter Drudhöhe angeftellten Berfuche gaben x — 0,64 
bis 0,65, aljo 2/;u — 0,427 bis 0,433. ©. die Zeitfchrift des Ardit.- 
und Ingen.s Vereins für Hannover 1857. Die vom Berfafier angeftellten 
Unterfuchungen über den Ausflug bes Waflers durch Leberfälle bringen 
weiter unten ($. 417) die Veränderlichkeit diefer Ausflußcoefficienten auf 
Geſetze zurüd. 


Beifpiele. 1) Ein Ueberfall von 0,25 Meter Breite und 0,15 Meter Walker: 
ftand oder Drudhöhe giebt in der Secunde die Waflermenge: 
Q = 0,393.5h V2gh — 0,893 . 4,429 . 0,25. (0,15)% — 0,435 . 0,0681 

— 0,02527 GEubifmeter. 

2) Welche Breite hat man einem Ueberfalle zu geben, ver bei einem Waſſer⸗ 
Rande von 8 Zoll eine Waflermenge von 6 Eubiffuß pro Secunde durchlaſſen fell? 
Es iſt: 


6 
 mV2gh®  0,4.7,906 Va)? 3.1624 . 0,5443 
Nimmt man nah Eytelwein u, = 0,42 an, fo folgt: 


b = 3,32 . 0,5443 = 3,320 Fuß. 


412 Maximum und Minimum der Contraction. Bei dem Ausflufe 
des Waſſers durch Mündungen in einer ebenen Wand fteht die Are der 
Strahles rechtwinkelig auf der Wandfläche und es ift deshalb die Größe der 
Contraction eine mittlere; bildet aber die Are der Mundung oder des Straß 
le8 einen [pigen Winfel mit dem die Mindung enthaltenden Theile der 
Wand, jo fällt die Contraction Meiner aus, und ift der Winkel zwiſchen 
biefer Are und den inneren Randflächen der Deffnung ein ftumpfer, io 
ftellt fich eine no) größere Contraction heraus. Den einen Fall reprö- 
jentirt Fig. 702, und den anderen Fig. 703. Jedenfalls hat dieſe Ver— 
fchiedenheit der Sontraction darin ihren Grund, daß dort die von den Seiten 


$. 412.] Bon ber Gontraction der Wafferftrahlen ıe. 801 


zufließenden Waflerelemente weniger, hier aber mehr von ihrer Richtung 
abgelenft werden, wenn fie durd) die Mündung gehen und zu einem Strahle 
ſich vereinigen. 

Die Contraction ift ein Minimum, d. 5. Null, wenn durch allmälige 
Zufammenziehung der die Mündung umfaflenden Wand das Zufließen von 
der Seite ganz verhindert wird, und dagegen ein Marimum, wenn die Wand der 
Richtung des Strahles entgegen gerichtet ift, jo daß gewiſſe Waflerelemente 
fi) um 180° wenben müffen, um in die Mündung zu gelangen. Beide 

%ig. 702. Fig. 708. Fig. 704. Fig. 705. 





Fälle find in den Figuren 704 und 705 abgebildet. In dem erften falle 
ift der Ausflußcoeffictent beinahe 1, nämlich 0,96 bis 0,98, und im zweiten 
hat er fich bei den Meffungen von Borda, Bidone und von dem Verfaſſer 
int Mittel — 0,53 heraußgeftellt. 

In der Praris kommen, durch convergente Wände herbeigeführt, Verän- 
derungen der Ausflußcoefficienten fehr oft vor, namentlich tritt der Fall bei 
Schlügen ein, wenn diefe gegen den Horizont geneigt find, wie 3.8. Fig. 706 
vor Augen führt. PBoncelet fand für eine derartige Schugöffnung den 
Ausflußcoefficienten u — 0,80, wenn das Schugbret 459% geneigt war, 

Fig. 706. Fig. 707. 





und dagegen u nur — 0,74 bei einer Neigung von 631/, Grad, d. h. bei 
einer Böſchung von !/s. Für derartige Ueberfälle, Fig. 707, wo ebenfalls 
wie bei der Poncelet'ſchen Schütze nur an einer Seite Sontraction ein⸗ 
tritt, fand der Verfaſſer u —= 0,70, alſo m = "su = 0,467 bei einer 
Neigung von 45°; und u — 0,67, aljo u —= 0,447, bei einer Neigung 
von 631/, Grad. 


Welobach“a Lehrbuch der Mechanik. 1. 51 
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Nah M. Boileau (f. defien Traite de la mesure des eaux courants) 
läßt fich für einen Ueberfall, welcher aufwärts und zwar fo geneigt ift, dag 
das Berhältnig feiner PVerticalprojection zur Horizontalprojection — 3, alfo 
der Neigungswinkel 711/, Grad beträgt, der Ausflußcoefficient — 0,973 mal 
dem Ausflußcoefficienten fir einen ſenkrechten Ueberfall jegen. Ferner folgert 
Boileau aus feinen Verſuchen für fenkrechte, gegen den Strom ſchräg ge 
ftellte Ueberfälle, daß bei der Schräge von 45 Grad der Ausflußcoefficient 
0,942, und bei der von 65 Grad gar nur 0,911 von dem Werthe des 
Ausflußcoefficienten des normalen Ueberfalles zu fegen ift, wobei natürlich 
die Ränge der ganzen Ueberfallfante als Mindungslänge angefehen wird. 

Beifpiel. Wenn das unter dem Winfel von 50 Grab geneigte Schugkrett, 
welches quer über ein 21/, Buß breites Gerinne weggeht, 1/, Fuß hoch gezogen 
wird, und fich Hierauf der Waflerfpiegel um 4 Fuß über den Gerinnboven Rellt. 


fo laßt fih die Oeffnungshöhe: 
a = ), sin. 500 — 0,3830 Fuß, 
die Drudhöhe: 
h = 4 — 1,.0,3830 — 3,8085 Fuß, 
und der Ausflußcoefficient «u — 0,78, daher die Ausflugmenge: 
Q, = 0,78. 2,25 . 0,3830 . 7,906 V 3,8085 — 10,36 Cubikfuß 
ſetzen. 


. 413 Contractionsscala. Die Contraction eines Waſſerſtrahles iſt um 
ſo größer, je mehr die Richtung des von der Seite zuſtrömenden 
Waſſers von der Bewegungsrichtung des Strahles abweicht. Bei 
dem Ausfluſſe durch die Mündung C, Fig. 708, in der ebenen dünnen 
Wand beträgt der Winkel d, um welchen die Bewegungsrichtung der von 








der Seite zuftrömenden Wafjerelemente von der Aren- oder Dewegungfrichtung 
des Strahles abweicht, den Rechtwinkel (2), bei der Mitndung A, weld« 


von einer dlinnen Röhrenwand gebildet wird, mißt diefer Winkel d, 2 Rechte 
(2); bei dem Ausfluffe durch cin conifch divergentes Mundſtück B ift 5 zw 
Ihen !/a a und zz, ferner bei dem Ausfluffe durch ein coniſch convergentes Auſat 
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ſtück D ift o zwifchen O und > und bei dem cylindrifchen Mundftüde Z 


mit innerer Abrundung ift er — 0 Grad zır feßen. 

Um das Gefeg kennen zu lernen, nad) welchem die Contraction mit dem 
Winkel d abnimmt, hat der Berfaffer an einer größeren Anzahl von Mund- 
ftitden von 2 Sentimeter Mündungsweite unter verfchiedenem Drude (von 


1 bis 10 Fuß) eine ganze Reihe von Verſuchen angeftellt, und die Ergeb⸗ 


niffe derfelben in folgender Tabelle zufanmengeftellt: 

















& | 180° | 1571,0| 1350 |1121/,0| 900 |671/,0| 450 |221/,0|117/,0| 53,0 | oo 
1 |0,541| 0,546 |0,577| 0,606 |0,682| 0,684 |0,758| 0,882 | 0,924 0. | 0,966 
































Diefe Tabelle giebt allerdings nur die Ausflußcoefficienten (u) an, welche 
den verfchiedenen Abweichungswinkeln 5 zulommen; die Contractionscoeffi- 
cienten find noch ein bis zwei Procent größer, da bei jedem Ausfluffe auch 
ein Meiner Berluft an Gejchwindigfeit eintritt. Um bei dem Eintritte des 
Waſſers in die Anfagftüde D und ME keinen Verluſt an lebendiger Kraft 
zu erleiden, wurden diefe Stlide bei der Einmündung abgerumdet. Die 
Heibung, welche da8 Wafler bei der Bewegung an den Wänden biefer Mund⸗ 
ftitdde zu überwinden hat, wird im folgenden Capitel beftimmt werben. 

Anmerkung. Nah den Berechnungen des Heren Prof. Zeuner (f. „Civil 
ingenieur”, Band II., Seite 55) läßt fi, den angegebenen Berfuchen zufolge, 

bg = Yun (1 + 0,33214 (cos. d)® + 0,16672 (cos. d)*) 
jeßen, wenn Ph, den Ausflußcvefficienten für die Mündung in der dünnen ebenen 
Wand bezeihnet, wo die größte Ablenfung der Waſſerfäden beim Ausflug 
— Yn = %° ift, und dagegen 5 den Ausflußcoefficienten für eine Mündung 


in der conifen dünnen Wand ausprüdt, wo bie größte Ablenfung der Waſſer⸗ 
fäden beim Gintritt in die Mündung — & mißt. 


Partielle Contraction. Wir haben feither nur den Fall kennen 
gelernt, wo das Waller von allen Seiten ber der Deffnung zufließt und 
einen ringsherum contrahirten Strahl bildet, und milffen nun noch aud) die 
Fälle, wern das Waller nur von einer ober einigen Seiten her gegen bie 
Deffnung ftrömt und deshalb einen nur theilweife contrahirten Strahl her⸗ 
vorbringt, in Unterfuchung ziehen. Um diefe Contractionsverhältnifie von 
einander zu unterfcheiden, wollen wir den Fall, wenn der Strahl auf allen 
Seiten contrahirt, die vollftändige, und den Fall, wenn der Strahl nur 
auf einen Theil feines Umfanges zuſammengezogen ift, die unvollftändige 
oder partielle Gontraction (franz. contraction incomplöte; engl. 
incomplete contraction) nennen. Die unvollftändige Contraction wirb 

51* 
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herbeigeführt, wenn eine Mündung in der ebenen dünnen Wand durch andere 
Wände in der Richtung des Strahles auf einer oder mehreren Seiten einge 
fagt if. In Fig. 709 find vier gleid, große Mündungen a, d, c, d im 
Boden AO eines Gefäßes abgebildet. Die Contraction beim Ausfluffe durch 
die Mündung a in der Mitte des Bodens ift vollftändig, weil bei ihr das 
Waller von allen Seiten zuftrömen fann; die Contraction beim Ausflufie 
durd) b, c und d ift aber unvollftändig, weil bei diefen das Waller nur von 
drei, zwei oder einer Seite zuftrömen kann. Ebenfo, wenn eine rectanguläre 
Seitenöffnung bi zum Boden des Gefäßes geht, fo ift die Contraction 
partiell, weil dann diefelbe auf der Seite im Boden wegfällt; wenn ferner 
die Schugöffnung bis zum Boden und bis an die Seitenwände de8 Gerinnes 
reicht, fo bleibt mr noch an einer Seite Contraction itbrig. 

Die partielle Contraction macht ſich auf zweierlei Weife bemerflid, 
Erftens giebt fie dem Strahl eine ſchiefe Richtung, und zweitens bewirkt 
fie einen ftärferen Ausfluß. 

Fig. 709. - Fig. 710. 
\ B 





Reicht z. B. die Seitenöffnung F, Fig. 710, bi8 an den Boden CD, 
jo dag daſelbſt eine Kontraction nicht eintreten kann, fo weicht die Are FG 
des Strahles um einen Winfel ZH FG von ungefähr 9 Grad von der Ror- 
malen FH der Mündungsebene ab. Biel größer ftellt fich aber noch die 
Sciefe des Strahles heraus, wenn zwei benachbarte Seiten der Mündung 
eingefaßt find. Ift die Mündung an zwei gegenüber liegenden Seiten einge 
faßt, und die Contraction an denſelben aufgehoben, fo tritt natürlich eine 
ſolche Abweichung nicht ein, wohl aber nimmt der Strahl auf den nicht ein- 
gefaßten Seiten in einiger Entfernung außerhalh der Mündung noch mehr 
Ausbreitung an, als wenn diefe Einfaffung nicht vorhanden wäre. Wenn 
aud) durch die partielle Contraction eine größere Ansflugmenge erzielt wird, 
jo muß man fie doch im der Regel zu vermeiden fuchen, weil durd) fie der 
Strahl eine abweichende Richtung und eine große Ausbreitung erleidet. 

Verſuche über den Ausfluß des Waſſers bei partieller Contraction find 
von Bidone und von dem Verfaſſer angeftellt worden. Sie haben gezeigt, 
daß die Ansflugcoefficienten mit dem Verhältniſſe des eingefaßten Theilet 
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zum ganzen Umfange faft gleichmäßig zunehmen; doch ift leicht zu ermeffen, 
daß diefe Beziehung eine andere wird, wenn der Umfang beinahe oder ganz 
eingefaßt und die Contraction beinahe oder ganz aufgehoben ift. Seen wir 
das Berhältnig der Einfaffung zum ganzen Umfange, — n, und verftehen 
wir unter x eine Erfahrungszahl, fo können wir, wem aud) nur an- 
nähernd, das Verhältniß des enifprechenden Ausflußcoefficienten u, der par» 
tiellen Contraction zum Ausflußcoefficienten u, bei vollftändiger Contraction: 


fr —1-+ xn, und folglich u. = (1 + “n)un feßen. 

Die Berfuhe Bidone’8 geben fir Heine Treisfürmige Mündungen 
x — 0,128 und fir quadratifche, « — 0,152; die des Berfaflers haben 
für Feine rectanguläre Mitndungen, « — 0,134, für größere (Boncelet- 
miündungen), bei 0,2 Meter Breite und O,1 Meter Höhe aber, x — 0,157 
geliefert (ſ. die Zeitfchrift: „der Ingenieur“, Bd. 2). Im der Anwendung 
fonımen faft nur rectanguläre Mündungen mit Einfaffungen vor; wir wer- 
den für fie den mittleren Werth x — 0,155 annehmen und hiernad) 

Un = (1 + 0,155.) uo 

fegen. Bei einer rectangulären Seitenöffnung von der Höhe a und Breite 


. b 
biitin= 2ary’ 
wenn 3. B. diefe Seite in der Ebene des Bodens liegt, ferner n = !/n 
2a+b 
2(a+b)' 
wenn auf einer Seite b und auf beiden Seiten a die Contraction verhindert 
wird, wenn 3. B. die Mündung die ganze Breite des Reſervoirs einnimmt 
und bis zur Bodenebene reicht. 


Beifpiel. Welches Waflerquantum liefert der Nusfluß des Waſſers durch eine 
3 Fuß breite und 10 Zoll hohe verticale Schuköffnung, bei einem Drude von 
13/, Buß über der oberen Mündunggfeite, wenn bie untere Mündungsfeite in den 
Gerinnboden fällt, und daher vie Sontraction am.Boden wegfällt. Die theoretifche 
Ausflußmenge iſt: 
— 1%/,.3.7,906 VL5 + %, = % - 7,96 V1,9166 = 27,35 Eubiffuß. 
Mach ter Boncelet’fhen Tabelle it bei vollftändiger Contraction, a — 0,604 
zu fegen, nun hat man aber: 


wenn die Contraction an einer Seite b wegfällt, 


wenn eine Seite u und eine Seite b eingefaßt find, und n = 


__93 ___IL_ Yy, 
"ae +W) Tst5 
daher ift für den vorliegenden Fall der partiellen Gontraction: 
m=(l + 0,155.%5).0,604 = 1,060.0,604 = 0,640 
und das effective Ausflußquantum: 
Q, = 0,640 Q = 0,640. 27,35 — 17,50 Eubiffuß. 


Unvollkommene Contraction. Die Contraction des Wafferftrahles 8. AI: 
ift auch noch davon abhängig, ob das Waſſer vor der Mündung ziens 
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lich in Ruhe fteht, oder ob es mit einer gewiflen Geſchwindigkeit vor 
berf elben ankommt; je fchneller das Wafler der Ausflußöffnung zuſtrömt 
je weniger ift auch der Strahl zufammengezogen, befto größer fällt andy die 
Ausflußmenge aus. Die oben angegebenen und unterfuchten Contractione- 
und Ausflußverhältniffe beziehen fich nur auf den all, wenn fid) die Mün- 
dung in einer großen Wand befindet, und nun angenommen werden kann, 
dag das Waſſer nur mit einer fehr Heinen Gefchwinbigfeit der Mündung 
zufließt; wir müſſen daher auch die Contractions- und Ausflußverhältmiſſe 
fennen lernen, wenn der Mündungsquerſchnitt nicht viel Heiner ift als der 
Duerfchnitt des zufliegenden Waller, wenn folglich das Waſſer jchon mit 
einer beträchtlichen Gefchwindigkeit an der Mitndung anfommt. Um biete 
beiden Fälle von einander zu unterjcheiden, wollen wir die Contraction bei 
ftillftehendem Oberwaſſer die vollfommene und die bei bewegten Ober 
wafjer die unvolllommene Contraction (franz. contraction imparfaite; 
engl. imperfect contraction) nennen. Unvollkommen ift 5. B. die Con⸗ 
traction beim Ausflug aus dem Gefäße A C, Fig. 711, weil der Duerfchnitt 
Big. 711. F der Mündung nicht viel kleiner ift als der Quer⸗ 
r " ſchnitt @ des antommenden Waſſers oder der In: 
Bm: u halt der Wand CD, in weldyer ſich diefe Mün- 
| dung befindet. Hätte dagegen das Gefäß die Form 
ABC,D,, wäre alfo der Inhalt der Boden» 
Er fläche C, D, viel größer als der Mündungsquer⸗ 
h X | ſchnitt F, fo witrde der Ausflug mit vollfonmener 
2.Ro-c, Contraction vor ſich gehen. Uebrigens unterſcheidet 
ſich der unvollkommen contrahirte Waſſerſtrahl 
nicht bloß durch ſeine größere Stärke, ſondern 
auch dadurch von dem vollkommen contrahirten Waſſerſtrahle, daß er nicht 
ſo durchſichtig und kryſtallähnlich iſt wie dieſer. 
Setzt man das Verhältniß zwiſchen den Flächenräumen der Mündung F 


und der Mündungswand G, 'alfo 2 — n, den Ausflußcoefficienten bei 


vollfommener Sontraction, — u, und deu bei unvollfonmener Gontraction 
— 4, ja kann man mit großer Genauigkeit, den vom Verfaſſer hierliber 
angeftellten Verſuchen und Rechnungen zufolge, fegen: 
1) für freisförmige Mündungen: 
= w [1 + 0,04564 (14,821" — 1)], und 
2) für vectanguläre Mündungen: 
in = uo [1 + 0,0760 (9 — 1)] ”). 
Zur TUNG der Rechnung in Fällen der Anwendung find die Gor- 


) Verſuche über vie unvollkemmene Gontraction des Waſſers u. ſ. w. Leipzig 148. 
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Un 


rectionen —— der Ansflußcoefficienten wegen Unvollkommenheit der 
— 


Contraction in folgenden Heinen Tabellen zuſammengeſtellt. 


Tabelle I 
Die Eorrectionen der Ausflußcoeffictenten für kreisrunde Deffnungen. 
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n 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 
—“ 0,007 0,014 0,023 | 0,034 | 0,045 |0,059|0,075|0,092] 0,112] 0,184 
0 
n | 0,55 | 0,60 | 0,65 | 0,70 | 0,75 | 0,80 | 0,85 | 0,90 | 0,95 | 1,00 
—“ o, 1610, 189 02280260 0.00 os 0,408 | 0,471 0546) 0,681 
— 
Tabelle ILI. 


Die Correctionen der Ausflußeoefflcienten für rectanguläre Oeffnungen. 





0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 
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—“ O, oos 0, o19 0, o80 0, 042 0,06610,071)0,088 0, 107 0, 128 0,152 
0 

0,55 | 0,60 | 0,65 | 0,70 | 0,75 | 0,80 | 0,85 | 0,90 | 0,95 | 1,00 

— o, 7810,200 0,241 |0,2780,319|0,365|0,416| 0,473] 0,537 | 0,608 
0 
































Bei diefen Tabellen ftehen oben verfchiedene Werthe von den Querſchnitts⸗ 
= ‚ und unmittelbar darunter die entjprechenden Zuſätze 
der Ausflußeoefficienten wegen der Unvollkommenheit der Contraction. 3.2. 
für das Duerfjchnittsverhältnig 2» — 0,35, d. i. für den Fall, wenn der 
Inhalt der Mündung 35 Hundertel vom Inhalte der gangen Mündung 
wand ift, hat man bei Freisfürmigen Mündungen 


verhältnifien n = 


Un — Mo __ 0,075, 
Un . 
und bei rectangulären Mündungen — 0,083; es ift alfo der Ausflußcoef⸗ 
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ficient bei vollfommener Contraction im erften Falle um 75 Zaufendtel mt 
im zweiten um 88 Taufendtel größer zu machen, um den entjprecgenden Aus- 
flußcoefficienten bei unvollfommener Centraction zu erhalten. Wäre der 
Ausflußcoefficient u, — 0,615, fo hätte man daher im erften Falle: 

loss — 1,075.0,615 — 0,661, 
und im zweiten Yalle: 

Uo.ss — 1,088.0,615 = 0,669. 


Beifpiel. Welche Ausflußmenge giebt die rectanguläre 1Y, Fuß breite un 

Ya Fuß hohe Seitenmündung F', wenn bdiefelbe in einer rectangulären Want 

Fig. 712. CD, $ig. 712, von 2 Fuß Breite umt 

1 Fuß Höhe ausgeſchnitten iſt, und die 

Druckhöhe EH —= h im ſtillſtehenden 

Waſſer 2 Fuß beträgt? Die theoretiſche 

Waſſermenge ift: 

Q = 1,25.0,5.7,906 V2 

— 4,941 .1,414 — 6,997 Gubiliug, 

und der Ausflußcoefficient bei vellfem- 

mener Eontraction ift nah Poncelet: 





Ko 0,610; 
nun ift aber das Querſchnittsverhaltnif 
F 1,25.0,5 
nz qG= — 1 — 0,312, 


und für n —= 0,312, nach Tabelle IL, Seite 807, 
Er —_£0 _ 0,071 + 12%/,, (0,088 — 0,071) = 0,071 + 0,004 = 0,075 


0 
zu feßen, daher folgt der Ausflußcoefficient für den vorliegenden Ball: 
Kos = 1,075. 4, = 1,075 .0,610 — 0,6557 
und die effective Ausflugmenge: 
Q, = 0,6557.Q —= 0,6557 .6,987 — 4,581 Eubiffuf. 


. 416 Ausfluss des bewegten Wassers. Wir haben feither angenommen, 
dag die Drudhöhe im ftillftehenden Waffer gemeflen worden ift, und 
neüffen nun noch den Fall abhandeln, wenn nur der Waflerftand des beweg- 
ten, der Mündung mit einer gewiflen Geſchwindigkeit zufließenden Waſſers 
gemeflen werden kann. Segen wir eine rectanguläre Seitenöffnung 
voraus, bezeichnen wir deren Breite durch d und die Waflerftände in Hinficht 
auf die beiden horizontalen Kanten durch A, und A,, die der Geſchwindigkeit 
c des zufließenden Wafler8 entfprechende Höhe aber durch %, fo haben wir 
die theoretiiche Ausflußmenge: 

F— 27, 6V29 [mn + Mr— (hs + MN]. 
Diefe Formel läßt fi) aber nicht unmittelbar anwenden zur Beſtimmung 
der Waſſermenge, weil die Gefchwindigkeitshöhe 


29 7 29 


8. 416.] . Bon der Sontraction der Waflerftrahlen ıc. 809 


wieder von Q abhängt, und die weitere Umformung auf eine complicirte 
höhere Gleichung fiihrt; e8 ift daher weit einfacher, wenn man bie effective 


Waffermenge 
9 = wmabV2gh 
jeßt , und unter u, nicht den bloßen Ausfluß-, fondern einen vorzüglich vom 
Duerfchnittöverhältniffe abhängigen Coefficienten verfteht. Am häufigften 
kommt diefer Fall vor, wenn e8 darauf abgefehen ift, das in Gerinnen und 
Ganälen fließende Wafjer zu mellen, weil e8 hier nur felten möglich, ift, das 
Fig. 713. Waſſer durch eine die Ausflußöffnung 
enthaltende Duerwand BC, Fig 713, 
fo hoch aufzuftauen, daß die Mün- 
—— dungsfläche F nur einen Heinen Theil 
re von dem Querſchnitt des zufließenden 
ENTE Sn Wafferftromes ausmacht und baher 
die Geſchwindigkeit des letzteren fehr 
Hein gegen die mittlere Geſchwindigkeit 
ausfällt. M 
Aus den vom Verfaſſer hierüber angeftellten Verfuchen mit den Pon- 
celet’jchen Mündungen, wobei die Drucdhöhe ein Meter oberhalb der Mun⸗ 
dungsebene gemeffen wurde, hat fich ziemlich genau 


En — Bo _ (2) = 2 
m 06a zZ) = 6al.n 


ergeben, wobei n — Z dus Querſchnittsverhaltniß, welches jedoch nicht viel 





iiber 1/, fein fol, ferner u, den aus der Boncelet’fchen Tabelle genomme⸗ 
nen Ausflußcoefficienten bet volllommener Contraction, und u, den derfelben 
Mündung in vorliegenden Falle entfprechenden Ausflußcoefficienten bezeichnet.. 
Iſt d die Breite, a die Höhe der Mündung, di die Breite und a, die Höhe 
des Waflerftromes und bezeichnet A die Tiefe der oberen Mundungsſeite unter 
dem Waflerfpiegel, jo hat man hiernach die effective Ausflußmenge: 


2 
9 = W.ab I + 0,641 (27) | V» (n + 9 
191 
Folgende Tabelle dient zur Abkürzung der Rechnung in Fällen der An- 
wendung. 


0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,85 | 0,40 





























0,45 | 0,50 





Ma —_ Mo 
Ko 


Beifpiel. Um das dur ein 3 Fuß breites Gerinne zugeführte Waflerquantum 
zu finden hat man eine Spundwand mit einer 2 Fuß weiten und 1 Buß hohen 





0,002 0,006 | 0,014 | 0,026 |0,040 |0,0580,079|0,103]0,130| 0,160 
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rectangulären Mündung eingefept, und dadurch das Waſſer endlich fo aufgekaut, 
daß c8 bein Gintritt des Beharrungszuftantes um eine Höhe von 21, Kuß uber 
der Sohle und 1%, Ruß über ver unteren Kante der Mündung fland. Die ent 
fprechenve theoretiiche Waflermenge if: 

Q=abV2gh — 1.2.7906 V1,25 = 15,812. 1,118 

— 17,68 Cubikfuß, 
der Nusflußcoefficient bei vollfommener Contraction läßt fih 0,602 fegen, und tas 
Duerfchnittsverhältnig: 
F ab 1.2 , 
a Bel 7 Ve 777 ee 

daher folgt der Ausflußecefficient für das vorftehende Ausſlußverhältniß 

4 = (1 + 0,641.0,296%) u, = 1,056..0,602 — 0,6357 
und bas effective Ausflußquantum 

Q, = 17,68.0,6357 — 11,24 Cubikfuß. 


Die unvolllommene Contraction kommt auch beim Ausflufle durch Ueber- 
fälle, wie Fig. 714, vor, wenn der Duerfchnitt F des über der Schwelle 
Big. 714. bei C wegfliegenden Waflers ein am 
jehnlicher Theil vom Querſchnittte 6 
des zufließenden Waflers if Die 
Ueberfälle Tönnen aber entweder nur 
einen Theil der Breite des Reſervoirs 
oder Canales einnehmen, oder fie 
können liber die ganze Breite bes 
GSerinnes weggehen. In dem letzten 
Valle ift auch die Contraction an den Seiten der Mündung Null, und es 
fließt alfo aus diefem Grunde mehr Wafler durch, al8 bei den Ueberfällen 
der erften Art. Auch über diefe Ausflußverhältniſſe hat ber Berfafler Per: 
fuche angeftellt, und aus den Ergebniffen derfelben Formeln abgeleitet, we- 
durch fich mit ziemlicher Sicherheit mit Hülfe des Querſchnittsverhältniſſes 
n—= 2 der entfprechende Ausflußcoefficient berechnen Läßt. 
Iſt 4 die Drudhöhe ZH über ber Ueberfallfchwelle, a, die ganze Waſ⸗ 
jerhöhe, b bie Breite des Ueberfalles und db, die des zufließenden Waſſers, 
fo haben wir hier: 





— F_ hb 
. (r ab 
und 1) für die Boncelet’fchen Ueberfälle: 
— 4 
uIs (£) — 1718 .n#, 
u, . \G 


dagegen 2) für die die ganze Gerinnbreite cinnehmenden lieber: 
fälle: 


ne — 0,041 + 0,3693 a2; 
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es iſt daher im erſten Falle die Ausflußmenge: 
— 2/4, -d ı + 1,718 (> J Vaghs, ; 
und im zweiten Falle: 
9 — !yie.b [1,041 + 0,3693 (#)7 Vagks, 


wo h ben etwa 1 Meter vor dem Ueberfall gemeffenen Waflerftand ZU 
itber der Ueberfallichwelle F’ bezeichnet. 


In folgenden Tabellen find die Correctionen m für die einfachſten 
Werthe von » zufammengeftellt. 


Tabelle I 
Correctionen der Ausflußcoefficienten für die Boncelet’fchen Ueberfälle. 


0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 


0,25 


0,40 | 0,45 | 0,50 























0,30 | 0,35 








er 0,000 0,003 0,007 | 0,014 |0,026 0,107 
0 





oou|ooro 





9.000701 




















Tabelle M. 


Gorrectionen für Ueberfälle über die ganze Wand, oder ohne Seitencontraction. 


n 0,00 | 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 



































Han —_&o 
14 


1 


0,041 |0,042|0,045 |0,049| 0, 08660, 0640,0740,0060, 1000, 1161 0,133 



































Beiſpiel. Um das in einem 5 Fuß breiten Canale fortgeführte Wafler- 
auantum zu beflimmen, hat man eine Spundwand mit einer nad außen abge: 
fhrägten Kante eingezogen, und das-Wafler über dieſe wegfließen laflen. Nachdem 
vas Steigen des Oberwaflers aufgehört hatte, ergab fi ver Waſſerſtand über dem 
Gerinnboden 31%, Fuß, und über der Schwelle 11, Fuß; es war daher die theo- 
retifche Ausflußmenge: 


% 3 
) = 2,.5.7,906. (5) ” 48,41 Eubiffuß. 


Der Ausflußcoefficient fällt Hier, da 2 = * = % und u, = 0,577 iſt, 
1 
Ks, — [1,041 + 0,3693 . (%,)2] . 0,577 — 1,110.0,577 — 0,64 aus, 
daher Die effective Waflermenge: 
— 0,64. = 0,64.4841 = 31 Eubiffuß, 








— 
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\. 418 Versuche von Lesbros. Eine große Anzahl von Berjuchen über den 
Ausflug des Waſſers durch vectanguläre Mündungen in der dünnen 
Wand mit verfchiedenartigen inneren und äußeren Einfaflungswänden (bei 
partieller und unvollfonmener Eontraction de8 Wafferftrahles) jind von dem 
Herrn Lesbros (ſ. deſſen Experiences hydrauliques sur les lois de l’ecou- 
lement de l’eau) ausgeführt worden. Wir theilen hiervon im Folgenden 
nur die Hauptrefultate der an einer rectangulären Mündung von 2 Deci⸗ 
meter Weite angeftellten Verſuche mit. Die fo verfchieden eingefaßten DRün- 
dungen find in der Fig. 715 durch die Buchftaben A, ZB, C u. ſ. w. von ein- 
ander unterfchieden, und zwar bezeichnet: 

Fig. 715. 





A eine gewöhnliche Mündung ohne alle Einfaffung (wie in $. 410); 

B eine folhe Mündung innen an einer Seite mit einer verticalen Wand 
befleidet, weldye 2 Centimeter von der einen Seitenlante der Mündung 
abfteht, und vedjtwinfelig gegen die Mlindungeebene gerichtet ift; 

C die erſte Mündung auf jeder Seite mit einer foldyen Wand cingefaßt: 

D die Mündung A innen auf beiden Seiten mit verticalen Wänden ein- 
gefaßt, welche unter einem Winkel von 90 Grad gegen einander conver⸗ 
giren, und hierbei unter einem Winfel von 45 Grad, und zwar in dem 
Abftande — 2 Eentimeter von den Seitenfanten der Mündung, an die 
Mitndungsebene anfloßen; 

E die Mündung A mit einer horizontalen Wand, welche quer über dem 
Aueflußrefervoiv weggeht und genau bi8 an die untere Mundungskante 
reiht; 

F' die Mitndung 2, 

G die Mitndung C, und 

H die Mündung D mit einer horizontalen Wand wie in Z, welche de 
Contraction an dev unteren Mundungskante ganz aufhebt. 
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1. 


Tabelle der Ausflußcoefficienten für den freien Ausflug durd) die 
Mündungen A, B, C u. f. w. 









Drudhöhe . 
über ver obe- 5 
ren Mün- K-& 
dungskante, * 
oberhalb der 3 
Mündungs: 5 
ebene 5 
gemeſſen. 


0,020 0,816 | 0,627 
0,050 0,625 | 0,630 
0,100 0,830 | 0,683 
0,200 0,631 | 0,685 
0,500 | 0,050 \0,628! 0,684 
1,000 0,625 | 0,628 
1,500 0,619! 0,622 


2,000 0,613 ! 0,616 


3,000 0,606 0,609 
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N. 


Tabelle der Ausflußcoefficienten fir den Ausfluß durch die Mündungen 
A, B, C u. f. w. mit äußeren Anfaggerinnen. 


Die Gerinne fchloffen fi genau an die Mündung an, die dadurch ihre 
Abſchrägungen an den Seiten und am Boden verloren. Sie waren mt 
weder horizontal und 3 Meter lang oder, und zwar bei den mit * bezeid- 
neten Verfuchen, um 1/,. ihrer nur 2,5 Meter betragenden Länge geneigt. 





2 
* 















SD. 

255.| 

8 Et S Ausflußcoefficienten für die Mündungen: 

IL; | Ei, = 8 

Sag) 2 

el 

2 |: c 2 |e| Fr Fr s|o|2 
Meter. Meier. 
0,020 :0,480|0,489|0,496 |0,480[0,527| — | — | — | — bo, 
0,050 0,511 |0,517 [0,581 [0,510 |0,553|0,509|0,546]0,528] — 0,5% 
0,100 0,542 10,545 |0,563|0,5381| 0,574 |0,534| 0,569 | 0,560 !0,593)0,552 
0,200 0,574|0,576|0,591 0,566 |0,59210,562|0,5891 0,589 |0,6170,582 
0,500 \ 0,200 /0,599|0,602|0,621 |0,592)0,607 |0,591|0,608 |0,591 0 6320 613 
1,000 0,601 |0,609| 0,628] 0,600 |0,610|0,601 |0,615 [0,601 ‚623 
1,500 0,601|0,610|0,627 |0,602 [0,610 0,6041 0,617 |0,60410,641/0,624 
2,000 0,601|0,610|0,626|0,602 |0,609| 0,604 | 0,617 0,604 I0,642)0,624 
8,000 0,601 0,609 |0,624 0,601 |0,608|0,602|0,616 10,602 |o,641}0,622 
0,020 0,488|0,555|0,557 0,487 |0,585 |0,483|0,579|0,512] — 0,494 
0,050 0,577|0,600|0,603 |0,5710,614|0,570| 0,611 |0,582[0,625{0,577 
0,100 0,624 |0,625|0,628|0,605|0,632|0,609 |0,628| 0,621 |0,6390,616 
0,200 0,631 |0,633| 0,637 |0,617|0,645|0,623 |0,648] 0,637 jo, 190,69 
0,500 70,050 0,625 10,630 |0,635|0,626| 0,652 |0,630 |0,650 | 0,647 }0,65610,636 
1,000 0,624 |0,627 0,635 | 0,628| 0,651 |0,633 [0,651 |0,649 0 6560. 688 
1,500 0,619|0,622 |0,634| 0,627 | 0,650 |0,632] 0,651 |0,647 |0,65610,637 
2,000 0,613 |0,616| 0,634 | 0,623 |0,650 |0,631 |0,651 |0,6440,656/0,635 
3,000 0,606 | 0,609 |0,632| 0,618] 0,649 [0,628] 0,651 [0,639 10,6560,632 
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Beifpiel. Welches Ausflußquantum giebt eine rectanguläre Mündung von 2 
Derimeter Breite und 1 Deeimeter Höhe, wenn bie untere Kante berfelben 0,35 
Meter unter dem Wafleripiegel und mit dem Boden des Ausflußgefäßes in einer- 
(ei Höhe fteht, und zwar 1) beim freien Ausfluß, und 2) beim Ausflug durch ein 
furzes horizontales Anfapgerinne? Dan hat es hier mit der Mündung Z zu 
thun, wobei die Drudhöhe über der oberen Kante, — 0,35 — 0,10 — 0,25 Meter 
it. Die Tabelle I. giebt für den Werth 0,20 Meter viefer Höhe bei der Müns 
dungshöhe — 0,20 Meter, den Ausflußcoefflcienten u = 0,621, und dagegen bei 
ver Mündungshöhe — 0,05 Meter, u — 0,670; daher möchte für den erſten Fall 
der Aufgabe 

an = vn + 08T = 0,645 zu feßen fein. 
Die Tabelle II. giebt dagegen bei der Waflerhöhe 0,25 Meter über der oberen 
Mündungsfante durch Interpolation für u die Werthe: 
0,566 + 5%, (0,592 — 0,566) = 0,570, und 
, 0,617 + % (0,626 — 0,617) = 0,619, 
folglich iſt für den zweiten Fall 
0,570 + 0,619 
— 2 
Der Querſchnitt der Mündung iſt: 
F = ab = 0,%.0,10 = 0,020 Quadratmeter, 
und die mittlere Drudhöhe ift: 
h = 0,850 — 0,050 = 0,300 Dieter, 
folglich die theoretifche Ausflugmenge: | 
Q= FYV2gk = 0,02 V2.9,81.0,3 — 0,02 V5,836 
— 0,02.2,425 — 0,0485 Gubifmeter; 
fowie die effective Ausflußmenge, im erften Falle: 
Qı = uıQ = 0,645 . 0,0485 — 0,0813 Cubikmeter, 
und dagegen im zweiten Kalle, d. i. bei einem Anfasgerinne: 
0% = m0Q = 0,59. 0,0485 — 0,0288 Eubifmeter. 

Nah der Fermel u. = (1 + 0,155) u, in $. 414 für den Ausflug bei 
partieller Contraction läßt ih, da hier vom ganzen Mündungsumfang %, — Y, 
eingefaßt it, u. = My = (l + 0,052) u, = 1,052 u, feßen. Nun ift aber 
für eine folde Mündung bei vollftändiger Gontraction nad Tabelle I., Seite 797, 
u, = 0,616, daher folgt hiernach: 

uy, — 1,052.0,616 — 0,648, und 
Q, = Uy, Q = 0,648. 0,0485 = 0,0814 Eubifmeter, . 
alfo wenig größer als nach der Lesbros'ſchen Tabelle. 


= 0,594 zu feßen. 


Herr Lesbros hat auch noch mittel® der Mündungen A, B, Cu. f. w. 8. 419 
Berjuche über den Ausfluß bei Ueberfällen, wobei der Wafferjpiegel bie 
obere Kante der Mündung nicht erreicht, angeftellt, und es find die Haupt⸗ 
ergebnifje derjelben in folgenden Tabellen zufammengeftellt worden. 
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I. Tabelle der Ausflußcoefficienten (?/, ga) für den freien Ausflug 
durch Ueberfälle oder Wandeinſchnitte. 


ſ8 419. 





Drudhöhe 
über ver 
Schwelle im 
ſtillſtehenden 
Waſſer gemeſ⸗ 
ſen. 


Meter. 
0,015 
0,020 
0,030 
0,040 
0,050 
0,070 
0,100 
0,150 
0,200 
0,250 
0,300 


A 


0,421 


.0,417 


0,412 
0,407 
0,404 
0,398 


0,395- 


0,398 
0,390 
0,379 
0,371 


Ausflußcoefficienten für die Münbungen: 


B 


0,450 
0,446 
0,437 
0,430 
0,425 
0,416 
0,409 
0,406 


0,402 : 


0,396 
0,390 





C D E 
0450 | 0,441 | 0,395 
0,444 | 0,487 | 0,402 
0,435 | 0,480 | 0,410 
0,429 | 0,424 | 0.11 
0426 | 0,419 | 0,411 
0,422 | 0,412 | 0,409 
0,420 | 0,405 | 0,408 
0,423 | 0,403 | 0,407 
0,424 | 0,403 | 0,405 
0,422 | 0,401 | 0,404 
0418 | 0,898 | 0,408 


F | 6 
0371 | 030 
0379 | 0318 
0338 | 0,337 
0394 | 0,352 
03933 | 0362 
0,402 | 0,37% 
0,405 | 038 
0,407 | 038 
0,408 | 038 
0,407 | 03831 
0,406 | 0373 


II. Tabelle der Ausflußcoefficienten (2/5; gu) fiir den Ausflug durch 
Ueberfälle mit kurzen Anfasgerinnen. 








Drudhöhe 
über ver 
Schwelle, im 
ftilltiehenden 
Waſſer gemei- 
fen. 


Meter. 
0,015 
0,020 
0,030 

« 0,040 
0,050 
0,070 
0,100 
0,150 
0,200 
0,250 
0,300 





a)» 


0,196 
0,234 
0,263 
0,278 
0,292 
0,304 
0,315 
0,319 
0,321 
0,324 


Ausflußcoefficienten für die Mündungen: 





0,375 
0,368 
0,358 
0,351 
0,346 
0,343 
0,340 
0,335 
0,331 
0,328 
0,326 


o|e 


0,388 
0,383 
0,378 
0,365 
0,360 
0,352 
0,345 
0,340 
0,338 
0,336 
0,334 


0,400 
0,395 
0,385 
0,379 
0,375 
0,371 
0,369 
0,367 
0,366 
0,364 
0,361 





e\r|eole 


0,208 
0,232 
0,251 
0,268 
0,288 
0,302 
0,314 
0,323 
0,329 
0,382 


0,201 
0,228 
0,250 
0,267 
0,289 
0,304 
0,316 
0,322 
0,326 
0,329 


0,175 
0,205 
0,234 
0,260 
0,285 
0,29 
0,313 
0,322 
0,329 
0,333 


0,1 
022 
0,250 
0,272 
0,2% 
0,315 
0,3% 
0,35 
0341 
0,38 
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Die Bergleichung der Eoefficienten in Zabelle I. und Tabelle II. zeigt, 
daß durch bie kurzen Anfatgerinne die Ausflußmenge bei Mündungen mit 
dem kurzen Gerinne Feiner ausfällt als bei Mündungen ohne diefes Gerinne, 
und zwar um fo Kleiner, je Heiner die Druckhöhe ift; auch ift aus der Ver⸗ 
gleichung zwifchen ben Columnen unter C und C*, fowie unter E, E*, 
F', F* und G, @* in ben Tabellen des vorigen Paragraphen zu erjehen, daß 
die geneigten Anfaggerinne den Ausflug weniger ſtören als die Horizontalen. 


Anmerfung 1. ine abweichende Theorie über den Nusfluß entwidelt 
G. Boileau in feinen Traite sur la mesure des eaux courantes. Hiernach iſt 
vie Gefchmindigfeit des ausfließenden Waflers an allen Stellen des Querſchnittes 
eine und biefelbe, und zwar entfprechend ber Tiefe ver oberen Begrenzungslinie 
des Strahles in der Ebene der Mündung unter dem Wafferfbiegel im Ausflußs 
refervoir. Diefelbe Formel wendet Boileau auch auf Ueberfälle an; wobei er 
natürlih flets die Kenntniß ver Strahlhöhe in der Mündungsebene nöthig hat. 
Später, im 12. Bande der 5. Reihe von den Annales des mines, 1857, hat 
Herr Clarinval eine andere Formel für den Ausflug durch Weberfälle entwickelt, 
in welder gar feine Grfahrungszahl u vorfommt, fondern flatt 3, a der Factor 


aYı-? 


Vaw=a) ,„ worin A die Druckhöhe und a die Strahldicke über der Ueberfall- 


ſchwelle bezeichnen, einzufegen ifl. ©. ven „Eivilingenieur” Band V. Ich halte vie 
Begründung diefer Formel nicht für richtig. 

Anmerkung 2. Herr I. Francis giebt in feinem Werke: „The Lowell 
Hydraulic Experiments, Boston 1855”, für den Ausflug durch breite Ueber⸗ 
fälle folgende Formel an: 

Q = 3,33 ( — O,Inh) h% Cubikfuß engl, 

worin A die Druckhöhe über der Schmelle, J die Länge ver leßteren und n ents 
weder O ober 1 oder 2 ift, je nachdem bie Eontraction des Wafferfirahles an beiden, 
an einer, oder an feiner Seite aufgehoben if. Da für das englifche Maß 

V2g = 8,025 
ift, fo Hat man folglih hiernach: 

3,33 » 

ya ag = Al: 

Die Berfuche, worauf ſich diefe Formel gründet, find an 10 Fuß breiten Ueber- 
fällen und bei 0,6 bis 1,6 Fuß Drudhöhe angeftellt worden. Die Ueberfallfante 
wurbe durch eine firomabwärts abgefchrägte eiferne Platte gebildet, das Mefervoir 
hatte eine Breite von 13,96 Buß, und die Schwelle ftand 4,6 Fuß über dem Boden 
deſſelben. Siehe den „Eivilingenieur”, Banb II, 1856. 

Bafewell’s Verſuche über den Ausflug durch Meberfälle (f. polytechn. Central⸗ 
blatt 18. Jahrgang 1852) liefern zum Theil ziemlich abweichende Refultate. 


Anmerkung 3. An den Schügen der Hammerräder zu Remſcheid hat Herr 
Röntchen u — 0,90 bis 0,93 gefunden. S. Dingler’s Journal, Bd. 158. 
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Drittes Kapitel. 
Bon dem Ausfluffe des Waflers durch Nöhren. 


$. 420 Kurze Ansatzröhren. Läßt man das Wafler durch eine kurze An- 
ſatzröhre (franz. tuyau additionel; engl. short pipe) ausfließen, jo treten 
ganz andere Verhältniffe ein, ald wenn e8 durd) Mündungen in der dünnen, 
oder durch nach außen abgejchrägte Mündungen in der diden Wand ausfliekt. 
Iſt die Anfagröhre prismatifch, und ihre Länge 21/, bis 3 mal fo groß als 
ihre Weite, jo giebt fie einen uncontrahirten und undurchfichtigen Strahl, wel- 
cher eine Heinere Sprungweite und daher aud) eine Heinere Geſchwindigkeit 
bat, al® der durch eine Mündung in der dünnen Wand unter übrigen 
gleichen Umftänden ausfliegende Strahl. Hat aljo die Röhre KL mit der 
Mündung F, ig. 716, gleichen Ouerfchnitt und ift auch die Drudhöhe von 
Fig. 716. 





beiden eine und biefelbe, fo erhält man in ZR einen triiben und uncon⸗ 
trabirten, alfo dideren, ımd in FH einen Haren und contrahirten, alio 
Fig. 717. ſchwächeren Strahl, und es läßt ſich 
auch wahrnehmen, daß die Sprung 
weite ZB Heiner ift als die Sprung⸗ 
weite DH. Diefes Ausflußverhältnig 
tritt aber nur dann ein, wenn bie 
a Röhre die angegebene Länge hat; if 
— — die Röhre kürzer, vielleicht nur jo lang 
* 1. | als weit, fo legt fich der Strahl KR, 
u ig. 717, gar nit an die Köhren- 
wand an, es bleibt die Röhre gan 
ohne Einwirkung auf den Ausfluß, und der Strahl fällt wie beim Ausflure 
durch Mündungen in der binnen Wand aus. 
Zuweilen findet auch bei Röhren von größerer Länge ein Ausfüllen de 
Röhre durch den Strahl nicht ftatt, nämlich dann, wenn dem Waſſer feine 


© 
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Gelegenheit gegeben worben ift, mit der Röhrenwand in Berührung zu 
fommen; verjchliegt man aber in diefem Falle die äußere Mündung durch 
die Hand oder durch ein Brett auf einige Augenblide, fo bildet fich nad) 
ber ein bie Röhre vollfommen füllender Strahl, und e8 findet ein ſogenann⸗ 
ter voller Ausfluß (franz; à gueule bee; engl. of filled tube) ftatt. 
Die Contraction des Waflerftrahles findet auch beim Ausflug durch Röhren 

Fig. 718. ftatt, nur fällt bier der contrahirte 
Theil in das Innere der Röhre. 
Man kann ſich Hiervon überzeugen, 
wenn man fich gläferner Anſatz⸗ 
röhren, wie KL. Fig. 718, bes 
dient, und Heine Körper im Waſſer 
ſchwimmen läßt, benn man bemerkt 
in biefem alle, daß nur in der 
Mitte des Querſchnittes F nahe 
hinter der Eintrittöftelle X, nicht 
aber am Umfange deſſelben progreffive Bewegung vorhanden ift, daß hier 
vielmehr nur eine wirbeinde Bewegung ftattfinde. Es ift aber die Capil- 
larität oder bie Adhäſion des Waflers an der Röhrenwand, welche macht, 
daß das Wafler das Ende FL der Röhre ganz ausfüllt. Das aus der 
Röhre fliegende Waffer Hat nur den der Atmofphäre gleichen Drud, num 
ift aber der contrahirte Querſchnitt F} nur a mal fo groß als ber 
Querſchnitt F der Röhre, und deshalb die Gefchwindigkeit ©, in ihm 


— mal fo groß als die Ausflußgefchwindigfeit v, daher ift auch ber 


Drud des Waflers in der Nähe von F, Heiner als beim Austritt, oder als 
der Atmofphärendrud. Bohrt man bei F, ein enges Loch in die Röhre, fo 
findet auch wirflih Fein Ausflug durch daffelbe, fondern vielmehr ein 
Einfaugen von Luft ftatt, auch hört endlich der volle Ausflug und die Ein- 
wirfung der Anfagröhre ganz auf, wenn man das Loch weiter macht, oder mehrere 
Löcher anbringt. Ebenfo kann man aud das Waffer in der Röhre AB 
zum Steigen und zum Ausflug durd) die Röhre KL, bringen, wenn man dies 
felbe bei F, in die leßtere einmünden läßt. “Der volle Ausflug hört bei der 
einfachen colindrifchen Röhre ganz auf, wenn die Drudhöhe ein gewifle Größe 
erreicht, fiehe $. 439, Capitel IV. 





Cylindrische Ansatzröhren. Ueber ben Ausflug des Waſſers durch g. 45 
furze cylindrifche Anjfagröhren find von Vielen Verſuche angeftellt wor- 
den, doch weichen bie Reſultate derjelben ziemlich viel von einander ab. Nas 
mentlic, find e8 die Boſſut' ſchen Ausflußeoefficienten, welche durch ihre 
Kleinheit (0,785) von den von Anderen gefundenen bedeutend abweichen. 
52” 
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Aus den Berfuchen von Michelotti mit 11/, bi8 3 Zoll weiten Röhren und 
bei 3 bis 20 Buß Drudhöhe folgt im Mittel biefer Ausflußcoefficient 
# — 0,813. Die Berfuhe von Bidone, Eytelwein und d'Aubuiſſon 
weichen hiervon nur wenig ab. Im Mittel läßt fich aber, namentlich auch 
den Berfuchen des Berfafiers entfprechend, der Ausflußcoefficient für kurze 
chlindrifche Anjagröhren vw — 0,815 fegen. Da wir bdenfelben für 
runde Miündungen in der dilnnen Wand 0,615 gefunden haben, fo. folgt, 
daß unter übrigens gleichen Umftänden und Berhältniffen dur kurze Anſatz 
vöhren 815/,,;, — 1,325 mal fo viel Waſſer ausfließt als dur runde Min- 
dungen in der dilnnen Wand. Uebrigens wachſen diefe Ausflußcoefficienten, 
wenn die Röhrenweite Feiner wird, und nehmen auch wenig zu bei Abnahme 
der Drudhöhe oder Ausflußgefchwindigkeit. Nach den bei einem Drude von 
0,23 bi8 0,60 Meter angeftellten Berjuchen des Verfaſſers ift für Röhren, 
welche 3 mal fo lang al8 weit find: 

bei 


1 2 | 3 | 4 Centimeter Weite 








0,821 | 0,810 


“= 











0,843 | 0,832 


Diefer Tabelle zufolge nehmen alfo die Ausflußcoefficienten merklich zu, 
wenn die Röhrenweite Kleiner wird. Ebenfo fand Buff bei einer 2,79 Linien 
weiten umd 4,3 Linien langen Röhre die Ausflußcoefficienten allmälig von 
0,825 bis 0,855 zunehmend, wenn die Drudhöhe von 33 bis 11/, Zoll 
nad) und nach herabfantl. 

Beim Ausfluffe des Waflers durch kurze parallelepipedijhe An: 
fagröhren fand der Verfaſſer einen Ausflußcoefficienten von 0,819. 

Sind die Anfagröhren KL, Fig. 719, inwendig theilmweife einge: 
faßt, floßen fie 3.9. mit der einen Seite an den Boden C.D des Gefäßes an, 
und wird dadurch eine partielle Contraction herbeigeführt, fo fteigt, nad) den 
Berfuchen des Berfaffers, der Ausflußcoefficient nicht anſehnlich, wohl aber fließt 
das Waller an verfchiedenen Stellen des Duerfchnittes mit verfchiedenen Ge 


Fig. 719. Fig. 7%. 
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fchwindigfeiten, und zwar auf der Seite C fchneller aus, als auf ber gegen 
überliegenben. 

Wenn bie innere Stirnfläche einer Anfagröhre nicht in die Wandfläche 
fällt, ſondern vorfteht, wie &, F, G@, Fig. 720, fo nennt man diefe Röhre 
eine innere Anjagröhre Iſt die Stirnfläche diefer Röhre mindeftens 
1/,mal fo breit al® die Röhre weit, wie 3.2. E, fo bleibt der Ausfluß- 
coefficient derjelbe, als wenn die Stirnfläche in der Ebene ber Wand läge, 
ift aber die Stirnflähe jchmaler, wie z. B. F und G, fo fällt der Ausfluß- 
coefficient Heiner aus. Bei einer fehr fchmalen faft verfchwindenden Stirn- 
fläche wird derfelbe den Verſuchen Bidone's und des Verfaſſers zufolge 
0,71, wenn der Strahl die Röhre ausfüllt; dagegen 0,53 (vergl. $. 412), wenn 
er fid) gar nicht an die innere Röhrenwand anlegt. Im erften Falle (F') 
ift der Strahl ganz zerriffen und befenförmig divergirend, im zweiten (G) 
aber ſtark zufammengezogen und ganz Fryftallvein. 


Widerstandscoeffleient. Da das Waſſer ohne Eontraction aus der $. 42° 
prismatifchen Anjagröhre tritt, fo folgt, daß bei dem Ausfluſſe durch dieje 
Mundftüde der Eontractionscoefficint « — Eins und der Gefchwindigfeits- 
coefficient 9 — dem Ausflußcoefficiertten u ift. Eine mit der Gefchwindig- 


keit & ausftrömende Waflerneuge Q befigt die lebendige Kraft — 2 v? und 


fann dadurch die mechanische Arbeit 7 97 (j.$.74) verrichten. Nun ift aber 
bei dem Ausfluffe die theoretifche Gejchwindigfeit — ro daher entjpricht ber 


‚a 
ausfließenden Waſſermaſſe die Yeiftung 53 -Qy, und es verliert ſo⸗ 
nach die Weſſermeng. Q durd) den Ausflug die mechaniſche Arbeit: 


ey 29 - 7) 97 (5 - 1) 2, 907 


Beim Ausfluſſe durh Mündungen in der ditnnen Wand tft p im Mittel 
— 0,975, daher beträgt hier der Arbeitsverluft: 


(sr 7) - 3 Q7 = 0,082 5, on 
bein Ausfluffe durch Furze epfinbrifche Anfäge ift —* 9 = 0,815 und 


es ftellt fich der entjprechende Berluft an Arbeit 


1 2 v? v? 
u: (5) = | 50, er 
d. i. nahe 10mal fo groß heraus, als beim Ausfluffe durch Muündungen in 


der diinnen Rand. Bei Benubung der lebendigen Kraft des ausfließenden 
Waſſers ift e8 folglich beffer, das Wafler durch Mündungen in der dünnen 
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Wand als durch prismatifche Anfagröhren ausfliegen zu laflen. Wenn man 
aber die inneren Kanten, womit die Röhre an die Gefäßwand ſtößt, abrım- 
det und dadurd) einen allmäligen Uebergang aus dem Gefäße in die Röhre 
hervorbringt, fo wird der Ausflußcoefficient auf 0,96 gefteigert und zugleich 
der Arbeitöverluft auf 81/, Procent herabgezogen. Bei kürzeren, genau ab» 
gerundeten oder nach der Form des contrahirten Waſſerſtrahles gebildeten 
Munödftüden ift a = EP — 0,975 und daher der Arbeitöverluft wie bei 
Mündungen in der dünnen Wand 5 Procent. 


Dem Arbeitsverlufte er — 1) 5; Qy entſpricht eine Drudböbe 
‚2 
(= — ı) * ; man kann ſich daher auch vorſtellen, daß durch die Hin- 
2 
derniſſe des Ausfluſſes die Druckhöhe den Verluſt — ı) 7 erleide, und 
annehmen, daß nad) Abzug diefes Verluftes der übrigbleibende Theil der 
Drudhöhe auf die Erzeugung der Gefchwindigfeit verwendet werde. Diefen 
mit dem Quadrate der Ausflußgefchtwindigfeit proportional wachſenden Per: 


2 
luft = ( — 1) 7 kann man Widerftandshöhe (franz. hauteur 
de resistance; engl. height of resistance) und den Coefficienten 2 — 1. 
womit die Geſchwindigkeitshöhe zu multipliciren ift, um die Widerſtandshöhe 
zu erhalten, den Widerftandscoefficienten nennen. Wir werden in ber 
Folge diefen, auch das Verhältnig der Widerftandshöhe zur Drudhöhe aut 
drüdenden Coefficienten durch den Buchftaben & bezeichnen, alfo die Wider⸗ 

2 
ftandshöhe ſelbſt duch z— . = ausdrüden. Durch die Formeln 

1 

= Fr 1 und 


1 
Ft 
Fig. 721. _ läßt ſich aus dem Geſchwindigkeits 


coefficienten der Widerſtandscoefñ⸗ 
cient, und aus dieſem wieder jener 
berechnen. 

Bei derfelben Ausflußgeſchwin⸗ 
digkeit v ift die Drudhöhe für eine 
Mündung K, Fig. 721, welder 
der Gefchwindigfeitscoefficient g 


j v? 3 
entipridht, A — 599°' und bie 








g&. 423.) Bon dem Ausflnffe bes Waſſers burch Möhren. 823 
Drudhöhe der Mündung Z, durch welche das Wafler mit ber theoretifchen 


3 
Geſchwindigkeit ausfließt, A, — 29° folglich muß die ae Milndung um die 


Strike KL=:s =-h—h—= 5 =: 7’ welche wir bie 


Widerſtandshöhe genannt haben, tiefer Liegen er die Testere Wenn beibe 
einen gleichen Querſchnitt F' haben, und das Wafler durch beide ohne Con⸗ 
traction ausfließt, fo ift auch die Ausflußmeng Q = Fr für beide Mun⸗ 
dungen eine und dieſelbe. 

Beifpiele. 1) Welde Waflermenge fließt unter einer Drudhöhe von 3 Fuß 


durch eine 2 Zoll weite Röhre aus, welcher der Widerftandscoeffiient — 0,4 
entſpricht? Es ift 


1 
9 7 0,845, daher: 
v— 0845 . 7,906 V3 — 11,574 Fuß, ferner: 
F = (Y,s)? a = 0,02182 Duabratfuß, 
folglich das gefuchte Waflerquantum : 
Q = 0,02182 . 11,574 = 0,253 Cubikfuß. 
2) Wenn eine Röhre von 2 Zoll Weite unter einem Drude von 2 Fuß in ber 
Minute 10 Cubikfuß Waffer Liefert, fo ift ihr Ausflußs over Geſchwindigkeits⸗ 
evefflcient: 


oe —- — MM — — 0,683, 
FV2gh 60.0,02182.7906.V2 1,035V2 


der Widerſtandscoefficient: 5 (5) — 1= 1,143, 
und enblidh der durch bie Hinverniffe der Nöhre bewirkte Verluft an Drudböhe: 


v2 ve Q\? 1 
s=t,, = 114.5, = 1,143.0,016 (+ = 0,0183 . 515098 
— 1,066 Fuß. 


Schiefo Ansatzröhren. Schief angejeßte oder ſchief abgefchnit- $. 423 
tene Anfagröhren geben ein kleineres Waflerguantum ale rechtwinfelig 
angeſetzte oder rechtwintelig abgefchnittene Anfagröhren, weil die Richtung bes 

Fig. 722. Waſſers in denfelben eine Aenderung erleidet. Die 

hierüber in nicht unbedeutender Ausdehnung ange: 

„EB ftellten Berfuche haben den Verfaſſer auf Folgendes 
er .n geführt. Iſt 6 der Winkel LEN, welchen bie 
—— Röhrenaxe KL, Fig. 722, mit der Normale KEN 
— | zur Ebene AB der Einmündung einfchließt, und 
bezeichnet & den Wiberftandscoefficienten für bie 
winkelrecht abgefchnittene Nöhre, fo hat man den Wiberftandscoefficienten ber 


fchiefen Anfagröhre: 
&ı =E£ + 0,303 sin. 6 + 0,226 sin. 6°. 
Nehmen wir fir & den mittleren Werth 0,505 an, fo erhalten wir: 






N th 
N xx 
NN, - 





- 
Mens 
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den Widerſtandscoeffi⸗ 


cienten {, = 0,505 10,565 | 0,635 | 0,713 |0,794 |0,870 | 0,837 
den Nusflußcoefflcienten 
m = 0,815 |0,799 | 0,782 | 0,764 | 0,747 |0,731 | 0,719 


Hiernad) ift 3. B. der Widerftandscoefficient einer kurzen Anfagröhre bei 
20 Grad Arenabweichung , = — 0,635 und der Ausflußcoefficient 


— = 0,782, 


1= yo 


dagegen bei 350 Arenabweichung, der erftere = 0,753 und der legtere — 0,755. 


. Im der Regel find diefe fchiefen Anſatzröhren länger, als wir feither an- 
genommen haben, auch müſſen diefelben länger fein, wenn fie vom WBafler 
vollfommen ausgefiillt werden follen. Die vorftehende Formel giebt nur 
denjenigen Theil des Widerftandes an, welcher dem Köhrenftüd an der 
Einmündung entipricht, das dreimal fo lang al® die ganze Röhre wert if. 
Der Widerftand, welchen das übrige Röhrenftiid der Bewegung des Waflere 
entgegenfegt, wird in der Yolge angegeben. 


Beifpiel. Wenn die Ginmündungsebene AB eines horizontal liegenden Teid- 
gerinnes KL, Fig. 723, fomwie die Innenflähe des Teihpammes 40 Grad gegen 
Fig. 728, ben Horizont geneigt it, fe ſchließt tie 
Nöhrenare mit ver Normale vieler Ebene 
einen Winkel von 50 Grab ein, un? es 
it vaher der Miderflandscrefficient rar 
den Nusfluß durch das Ginmuntunge 
ſtück dieſer Röhre, Z, = 0,870, um 
*wenn nun dem übrigen und längeren 
Köhrenftüde der Widverſtandscoefficient 
0,650 entipräche, jo wäre der Wiberftandscoefficient für vie ganze Möhre 
t = 0,870 + 0,650 — 1,520, 
und daher der Ausflußcoefflcient 





1 
KFFyTrım v2 
Bei 10 Fuß Drudhöhe und 1 Fuß Röhrenweite ergäbe ſich folglih die Ausfluf⸗ 
menge: 


= 0,630. 


Q = 0,830 7 . 7,906 V10 = 12,37 Cubikfuß. 


3). 424 Unvollkommene Contraction, Dündet eine kurze cylindriſche An- 
jagröhre KL, ig. 724, in einer ebenen Wand AB ein, deren Inhalt 
G den Querſchnitt F der Röhre nicht vielmal übertrifft, fo fommt 





$. 424.] Bon dem Ausfluſſe des Waſſers durch Röhren. 825 


das Wafler mit einer nicht zu vernachläffigenden Geſchwindigkeit an der 
Einmiündungsftele an, und es tritt deshalb nur mit unvolllomntener Con⸗ 
traction in das Rohr, weshalb wieder die Aus⸗ 
flußgejchwindigfeit eine größere ift, als wenn 
das Waſſer als ftillftehend vor dem Eintritt in 
die Röhre angenommen werben kann. ft wieder 

2 =in das Berfältniß des Röhrenguerfhnit 
tes zum Inhalte der Wandfläche, ferner u, der 


Fig. 74. 





Ausflußcoefficient bei vollfommener Contraction, wo = der Null gleich ge- 


fegt werden Tann, fo hat man, den Berfuchen des Verfaſſers zufolge, den 
Ausflußcoefficienten bei unvolltommener Contraction oder dem Duerjchnitts- 
verhältniſſe 2 zu fegen: 
m — 0,102n + 0,067n? + 0,0468, ober 
0 
%n — % (1 + 0,102n + 0,067n? + 0,046.n?). 
Nimmt z. B. der Röhrenquerjchnitt den fechsten Theil der ganzen Wand⸗ 
fläche ein, fo ift: 
By, = % (1 + 0,102. !/s + 0,067 . Yu + 0,046 . Yaıs) 
— #0 (1 + 0,017 + 0,0019 + 0,0002) — 1,019 in; 
oder Un — 0,815 gelegt: 
u, = 0,815 . 1,019 — 0,830. 


Etwas genauer giebt die Correctionswerthe folgende, zum Ge— 
0 
brauch bequeme Tabelle an. 


Tabelle 


der Sorrectionen der Ausflußcoefficienten wegen der unvollkommenen Con⸗ 
traction, beim Ausfluffe durch kurze cylindriſche Anjagröhren. 












































n 0,05 | 0,10 [025 [020 0,25 |0,30 [005 0,40 |0,45 | 0,50 
ee 0,006| 0,013! 0,020| 0,027|0,035| 0,043] 0,052| 0,060] 0,070| 0,080 

0 . 

n 0,55 |0,60 | 0,65 |0,70 | 0,75 |0,s0 | 0,85 |0,90 |0,95 | 1,00 




































£ — Fe 10,090] 0,102] 0,114] 0,127| 0,138 0,181| 0,198] 0,227 





0,152] 0,166 
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Beim Ausfluffe dur kurze parallelepipedifhe Röhren find diek 
Correctionen ziemlich die nämlichen. 
Diefe Coefficienten finden ihre Anwendung vorzüglich beim Ausflufle dei 
Waflers durch zufammengefegte Röhren, wie z. B. in bem durch die Fig. 725 
Fig. 725. dargeftellten Falle, wo die kurze An 
fagröhre KL in einer weiteren hr: 
zen Anſatzröhre G K und diefe wie 
der in dem Gefäße A C einmündet 
Hier ift Beim Eintritt des Waſſere 
aus der weiteren Röhre in die engere 
unvollfommene Contraction vorhan⸗ 
den und daher der Ausflußcoefficient 
nad der legten Regel zu beſtimmen 
Segen wir den diefem Ausflußcoefficienten entfprechenden Widerftandscoe: 
ficienten — $,, den Wiberftand&coefficienten für den Eintritt aus dem Gr 
fäße in die weitere Röhre, — £, die Druckhöhe —=h, die Ausflußgeichwin: 


digkeit — v und das PVerhältnig z der Nöhrenquerfchnitte, — n, alfo die 


Geſchwindigkeit des Waflers in der weiteren Röhre, — nv, fo gilt die 
Formel: 
e 2 





—A 





+ FJ bi. 


=(1+n{+ — und es iſt daher: 


V2gh 
Yı —— + n®$ + J 
Beiſpiel. Welche Waſſermenge liefert der in Fig. 725 abgebildete Apparat, 
wenn die Drudhöhe A = 4 Fuß, die Weite der engeren Röhre 2 Zell und die 
der weiteren 3 Zoll beträgt? Es ift: 
n = (#4)? = Yy daher uy, = 1,069.0,815 = 0,871 
und ber entſprechende Widerftandscoefficient: 


1 % 
A — (ser) — 1 = 0,318; nun bat man aber: 


& —= 0,505 und n2. = 18, ..0,505 — 0,099, daher folgt: 
Ii+ni +, =1 1 EN: 
und die Ausflußgefchwindigfeit: 
__ 7,906.V4 __ 15,812 
 Yıar A 
Da endlih der Roͤhrenquerſchnitt F— — = 0,02182 Quadratfuß if, fo folat 


E 
die Ausflußmenge: 
Q = 13,29.0,02182 = 0,290 Cubikfuß. 


=, HE 





— 13,29 Fuß. 
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Conische Ansatzröhren. Coniſche Anjagröhren geben andere $. 425 
Ausflugmengen als prismatifche oder cylindrifche Anfagröhren. Sie find 
entweder coniſch convergent oder coniſch Divergent; im erften Falle ift die 
Ausmündung Heiner, im zweiten alle aber ift fie größer als die Einmün⸗ 

Fig. 726. dung. Die Ausflußcoefficienten bei 
den erfteren Röhren find größer und 
die bei den letteren Meiner, als bei den 
cylindrifchen Röhren. Eine und dies 
jelbe conifche Röhre giebt allerdings 
mehr Waſſer, wenn man die weitere 
Mündung zur Ausmindung macht, 
wie X in Fig. 726, als wenn man 
fie nad) innen richtet wie Z in derfelben Figur; allein fie giebt nicht in dem⸗ 
jelben Berhältnig mehr, als die weitere Mündung die engere übertrifft. Wenn 
Manche, wie z. B. Venturi und Eytelmein, für conifd) divergente Röhren 
größere Ausflußcoefficienten angeben, al8 für conifch convergente, fo ift zu bes 
rütfichtigen, daß fie immer den engeren Duerfchnitt als Mundung behandeln. 
Den Einfluß der Conicität der Röhren auf die Ausflußmenge führen fol 
gende, unter Drudhöhen von 0,25 bis 3,3 Meter angeftellte Verſuche mit 
einer 9 Gentimeter langen Röhre AD, Fig. 727, vor Augen. Die Weite 
diefer Röhre betrug an einem Ende DE, — 2,468, am anderen Ende 

Fig 727. AB, — 3,228 Centimeter, und der Con- 
vergenzwintel, d. i. der Wintel A OB, 
unter ben die gegenüberliegenden Geiten 
AE und BD eines Längenarenfchnittes 
zufammenlaufen, — 40° 50”. Beim YAus« 
fluffe durd) die engere Mündung war der 
Ausflußcoefficint — 0,920; bei dem Aus- 
fluffe durch die weitere Mindung aber — 0,553; und wenn man bie 
engere Einmündung als Duerfchnitt in die Rechnung einführt, ergab er fich 
— 0,946. Der Strahl war im erften Falle, wo die Röhre als conifch 
convergented Mundftüd gebraucht wurde, wenig contrahirt, dicht und glatt, 
im zweiten alle aber, wo er als conifch divergentes Mundftlid diente, war 
er ſtark divergent, zerriffen und ſtark pulfirend. Ueber den Ausflug durch 
conifh divergente Röhren Haben noch Venturi und Eytelwein erpe- 
rimentirt. Beide Hydrauliker haben noch diefe conifchen Röhren an cylin- 
driſche und comoidiiche, nad) der Form des contrahirten Waflerftrahles ge, 
formte Mundftüde angefegt. Durch eine folche Verbindung, wie Fig. 728 
(a. f. ©.) darftellt, wo das divergente Ausmünbimgsftüd AL innen 12 und 
außen 211/, Linien weit, und 813/,, Zoll lang war, wobei Convergenz- 
winfel 50 9” maß, fand Eytelwein u — 1,5526, wenn er das 











828 Siebenter Abfchnitt. Drittes Gapitel. [$. 426. 


engere Ende ald Mündung behandelte, und dagegen u nur — 0,483, wen 
er, wie recht, das weitere Ende als Mündung anfah. Allerdings Nicht 
Big. 728. burd) dieſes combinirte Dunbftüd 4° — 2,5 mal | 
viel, als durch die einfache Mimdung in der binnen 
Wand, und nun — 1,9mal fo viel als durch die kurze 
chlindrifche Anfagröhre. Bei großen Gefchwindigteiten 
und bei größerer Divergenz ift e8 übrigens gar nicht möglich, jelbft durch 
vorhergegangenes Zuhalten der Röhren, den vollen Ausflug herbeizuführen. 
Auch fand der Verfaſſer für eine kurze coniſch Divergente Anfagröfre 
von 4 Gentimeter Länge, 1 Lentimeter innere und 1,54 Gentimeter äußere 
Weite, wobei der Divergenzwintel 8 Grab 4 Minuten maß, bei 0,4 Meter 
Drudhöhe, je nad) diefelbe innen abgerundet war oder nicht, entweder 
u = 0,738 oder u — 0,395. 











8. 426 Die ausführlichften Verfuche über den Ausflug durch conifch conver: 
gente Anfagröhren find von d'Aubuiſſon und Caſtel angeftellt wor 
den. Die hierzu in Anwendung gelommenen Röhren waren von großer 
Mannigfaltigkeit, verfchteden in den Längen, Weiten und in den Convergey;: 
winkeln. Am ausgebehnteften waren die Verſuche mit Röhren von 1,55 
Gentimeter Weite in der Ausmundung und von 2,6 mal fo großer, d. i. von 
| 4 Sentimeter Ränge, weswegen wir ihre-Ergebniffe auch in folgender Ta- 
belle hier mittheilen. Die Drucdhöhe war durchgängig 3 Meter. Die Au& 
flußmengen wurden durch ein befonderes Aichgefäß gemeſſen, um aber außer 
den Ausflußcoefficienten auch noch die Gejchwindigfeits- und Contractione 
coefficienten zu erhalten, wurben die gegebenen Höhen entjprechenden Sprung: 
weiten ber Waflerftrahlen gemeflen und hieraus die Ausflußgeſchwindigkeiten 
(1. $. 408) beredjnet. 


Das Verhältnig 





der effectiven Geſchwindigkeit v zur theoretiſchen 
v2 gh 
Geſchwindigkeit V2g% gab den Gejchwindigkeitscoefficienten g, fe 


wie das Berhältnig — der effectiven Ausflußmenge Q zur theoretiſchen 
FV2 gh 


Ausflugmenge FV2gAR auf den Ausflußcoefficienten ge führte umd 
das Verhältniß zwiſchen beiden Goefficienten, d. i. *. endlich den Con— 


tractionscoefficienten & beſtimmte. 
Dieſe Beſtimmung iſt aber bei großen Ausflußgeſchwindigkeiten nicht hin⸗ 
reichend genau, weil hier der Widerſtand der Luft zu groß ausfällt. 
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Tabelle 


der Ausfluß- und Gefchtwindigfeitscoefficienten für den Ausflug durd) 
conifch convergente Röhren. 















Gonvergenz | Ausflußs Geſchwin⸗ Convergenz⸗ Ausfluß- Geſchwin⸗ 

digkeitscoef⸗ digkeitscoef⸗ 

winkel. | eoefficienten. ficienten. winkel. coefficienten. ficienten. 
09 0! 0,829 0,829 130 24' 0,946 0,963 
10 36’ 0,866 0,867 140 28 0,941 0,966 
30 10° 0,895 0,894 160 86’ 0,938 0,971 
410 | 0,912 0,910 190 28° : 0,924 0,970 
50 96’ 0,924 0,919 2100 0,919 0,972 
79 52’ 0,930 0,932 23° 0’ 0,914 0,974 
80 58° 0,934 0,942 290 58’ 0,895 0,975 
109 20’ 0,938 0,951 409 20’ 0,870 0,980 
120 4’ 0,942 0,955 480 50’ 0,847 0,984 


Man erjieht aus diefer Tabelle, dag die Ausflußcoefficienten bei einer 
Röhre von 131/39 Seitenconvergenz ihr Marimum 0,946 erreicht haben, 
daß dagegen die Gejchwindigfeitscoefficienten immer größer und größer aus- 
fallen, je größer der Convergenzwinkel ift. Wie in vorkommenden Fällen der 
Praxis diefe Tabelle zu gebrauchen ift, mag folgendes Beispiel lehren. 


Beifpiel. Welche Waflermenge liefert eine furze conifche Anfabröhre von 11/, 
ZoU Weite in der Ausmündung und von 10 Grad Eonvergenz bei einem Drude 
von 16 Fuß? Nah des Verfaſſers Verſuchen giebt eine cylindrifhe Röhre von 
diefer Weite, u — 0,810, die Röhre von d'Aubuiſſon aber gab « — 0,829, 
alfo um 0,829 — 0,810 = 0,019 mehr; nun ift aber ver Tabelle zufolge, für bie 
Möhre von 109 Bonvergenz, u — 0,937, daher möchte es angemefien fein, für 
vie gegebene Röhre, u — 0,937 — 0,019 = 0,918 zu feken, wonach dann bie 
Ausflußmenge: 


71 — 
Q = 0,918: 53 7,906 Vs = 
folgt. 


0,918.7,906 . ı 


54 — 0,3563 Cubikfuß 


RBeibungswiderstand. Lange prismatifche oder cylindrijche An= 8. 427 
fagröhren verzögern den Ausflug um jo mehr, je länger diefelben find; es 
ift daher anzunehnen, daß die Röhrenwände durd) Reibung, Adhäſion oder 
Klebrigkeit des Waffers an denfelben der Bewegung des Waſſers in den Röh⸗ 
ren ein Hinderniß entgegenfegen. Vernunftgründen und vielfachen Beobach⸗ 
timgen und Meffungen zufolge läßt fi) annehmen, daß diefer Reibungswider- 
ftand ganz unabhängig ift vom ‘Drude, daß er aber Direct wie die Ränge 7 umd 
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umgefehrt tie bie Weite d derſelben wachſt, daß er alſo dem Berhältmifie 5 


proportional ift. Außerdem Hat fich auch noch berausgeftellt, daß dieſes 
Hinderniß größer ift bei größeren und einer bei kleineren Gejchwinbigfeiten 
des Maffers, und daß es beinahe mit dem Quadrate der Gefchwinbigfeit r 
des Waſſers jelbft wächſt. Meſſen wir dieſes Hindernig durch die Höße 
einer Waflerfäule, die nachher von der ganzen Drudhöhe A abzuziehen if, 
um bie zur Erzeugung der Geſchwindigkeit nöthige Höhe zu erhalten, jo fie 
nen wir diefe Höhe, die wir in der Folge KReibungswiderftandshöhe 
nennen wollen, ſetzen: 
er 
d 29 
und es ift hierbei unter & eine Erfahrungszapl, welche wir den Reibung: 
coefficienten nennen können, zu verftehen. Dan verliert aljo hiernach 
durch die Reibung des Wafler in der Röhre um fo mehr an Druck oder 


Drudhöhe, je größer das Verhältniß L der Ränge zur Weite und je größer 
2 

die Gefchtwindigfeitshöhe 5 if. Aus der Waſſermenge Q und dem Köh- 

renquerſchnitte 


7 d? 
= IT 
folgt die Gejchwindigfeit: 
v — 4% 
nd? 
und daher die Te 
LE IcE; 
h= 3 7 29 X. 0 


Um durd) das Yortleiten einer vewifen Seffermenge Q in einer Röhre 
möglichft wenig Berluft an Druckhöhe oder Gefälle zu erhalten, foll man 
die Nöhre möglichft weit und nicht unnöthig lang machen. Die doppelte 
Weite beanſprucht 3.2. zur Heberwindung der Reibung nur (1/,)>—!/, mal 
fo viel Gefälle als die einfache Weite. 

Iſt der Querſchnitt einer Röhre ein Kechted von ber Höhe a und der 
Breite b, jo hat man ftatt 

— æ d Umfang 2(a +) ar+rb 

a N at N Tab 

j halt — ab Zab 
einzufegen, weshalb folgt: 
h=!tf- Ic +b) . vi . 
2ab 29 
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Mit Hülfe diefer Formel für ben Nöhrenreibungswiberftanb Laffen ſich 
nun aud) die Ausflußgeſchwindigkeit und das Ausflußquantım finden, wel 
ches eine Röhre von einer gegebenen Länge und Weite unter einem gegebe- 
nen Drude fortleitet. Uebrigens ift es volltommen gleich, ob die Röhre 
KL, $ig. 729, horizontal ift, fällt, ober auffteigt, wern nur unter ber 

Fig. 729. Drudhöbe die Tiefe 
RL bes Mittelpunttes 
L der Köhrenmindung 
unter dem Waſſerſpie⸗ 
gel HO des Ausfluß- 
reſervoirs verſtanden 
wird. 

Iſt A die Druckhöhe, A, die Widerſtandshöhe für das Einmündungsſtück 
und hs die Widerſtandshöhe für den übrigen Theil der Röhre, fo hat man: 


v? 4? 
htm, oder g5 th th 


Bezeichnet 5, den Wiberftandscoefficienten flr da8 Eimmindungsftüd, und & 
den Eoefficienten bes Reit ingewiderſtaudes der nhrigen Röhre, fo iſt zu ſetzen: 


——— 
—36 





Fri 
oder: 
land 
und: 
2) v—= V2gh 
IH + 


Aus der letzteren Formel ergiebt fich die Waflermenge Q — Fr. 
Bei jehr langen Röhren fällt 1 + 5, fehr Fein gegen & z auß, weshalb 
dam einfach 
I v2 . | 
h= 7° 37° fowie umgekehrt, 


1 d 
v - V-d.non folgt. 


Der Reibungscoefficient ift, wie die Ausflußcoefficienten, nicht ganz $. 428 
eonftant, er ift bei Heinen Gefchwindigfeiten größer und bei großen Ge: 
fchwindigkeiten Feiner, b. h. der Reibungswiderftand des Waſſers tn den 
Röohren wächft nicht genau mit bem Quadrate der Gejchwinbigkeit, ſondern 
auch noch mit einer anderen Potenz ber Geſchwindigkeit. Prony und 
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Eytelwein haben angenommen, daß die durch den Reibungswiberftand ver- 
lorene Drudhöhe wie die einfache Geichwindigkeit und wie das Duadrat 
derfelben wachfe, und für fie den Ausdrud: 


h= (av + Bu), 
wo « und 4 Erfahrungscoefficienten bezeichnen, feftgeletst. Um biefe Coef⸗ 
ficienten zu beftimmen, haben die genannten Hydraulifer 51 Berfuche benugt, 
welche zu verfchiedenen Zeiten von Couplet, Boffut und du Buat über 
die Bewegung des Waflers durch lange Röhren angeftellt worden find. 
Prony fand hieraus: 


h — (0,0000693 v + 0,0013932 v2) . 
Eytelwein: 

h = (0,0000894 v9 + 0,0011213 v2) I 
d'Aubuiſſon nimmt an: 


h = (0,0000753v + 0,001370 v2) Z Meter. 


Noch genauer an die Beobachtungen fchließt fich eine von dem Berfafler 
aufgefundene Yormel an, welche die Form 
B\I 
* Vv/d2g 
bat und fich auf die Vorausfegung gründet, daß der Reibungswiberftand 
wie das Quadrat und wie die Ouadratwurzel aus dem Cubus der Geſchwin⸗ 
digkeit zugleich wählt. Man bat alfo hiernad) den Widerftandöcoefficienten 


— ß 
477 
und die Reibungswiderſtandshöhe einfach 
io 
156875 zu ſetzen. 


Zur Ermittelung des Widerſtandscoefficienten & ober der Hülfsconſtamen 
« und B find aber von dem Berfafler nicht nur die ſchon bei den Brony - 
fchen und Eytelwein’fchen Beftimmungen zu Grunde gelegten 51 Berjude 
von Couplet, Boffut und du Buat, fondern auch noch 11 Verſuche 
vom Berfafler und 1 Verſuch von einem Herrn Gueymard in Grenoble 
benugt worben. Die älteren Verſuche erftreden ſich nur auf Geſchwindig⸗ 
feiten von 0,043 bis 1,930 Meter, durch die Verſuche des Verfaſſers ift 
aber die legte Grenze der Geſchwindigkeiten bi8 auf 4,648 Meter hinank 
gerüdt worden. Die Weiten ber Röhren waren bei den älteren Verſuchen 
27, 36, 54, 135 und 490 Millimeter, und die neuen Berfuche wurden an 
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Röhren von 33, 71 und 275 Millimetern angeftellt. Mit Hilfe der Me- 
thode der Heinften Quadrate ift nun aus ben zum Grunde gelegten 63 Ber- 
Tuchen gefunden worden: 


1 
E— 0,01439 + | 0,009471 


Ve 


0, re en) G 
a Fr 


oder: 
h= (0,01438 + ———— 


oder für das preußifche Maß: 


h= (0,01438 + nun 


92 
5 


Anmerkung 1. Bei Berückſichtigung anderer Verſuche von Herrn Prof. Zeu⸗ 
ner, angeſtellt an einer Zinkröhre von 21/, Centimeter Weite bei 0,1356 bie 
0,1287 Meter Gefchwinbigfeit, ift 

t = 0,014312 4 9010327 
Vo 
zu feßen, wenn v in Metern gegeben ifl. (Siehe „Eivilingenieur”, Bd. I, 1854.) 

Anmerkung 2. Neuere Berfuche über die Bewegung des Waflers in Möhren 
unter großen und fehr großen Gefchwindigfeiten find 1856 und 1858 vom Berfafler 
angeftellt worden. Siehe „Eivilingenieur”, Band V, Heft 1 und 3, ſowie Band IX, 
Heft 1. Die Ergebnifle viefer Verſuche enthält folgende Tabelle. 





Meite ber Mittlere Geſchwindigkeit 





. . f Reibungs⸗ 
Bezeichnung der Roͤhren. Röhre (d) bes Fr kr ber | coefficient £ 
Engere Glasröhre . . - . [1,03 Etm. 8,51 Meter. 0,01815 
Weitere Slasröhre - - . - [143 „ 1018 „ 0,01865 
Engere Meffingröhte - . - [1,04 „ 864 „ 0,01869 
Dogl., fürzger gemadt . . . 11,04 „ 1232 „ 0,01784 
Desgl., unter fehr hohem 
Dude -. .. 2.2... 104 „ 209 „ 0,01690 
Weitere Meffingröhre . . - 143 „ 866 „ 0,01719 
Desgl., abgefünt . . - - - 143 „ 1240 „ 0,01736 
Desgl, unter fehr hohem 
Drude >» ...... 143 „ 2159 „ 0,01478 
Weitere Zinfröhre . - . - |2,47 „ 319 „ 0,01962 
Desgl., kürzer»... - 247 „ 473 „ 0,01838 
no kürzer . . 2... 24 „ 624 „ 0,01790 
no kürzer... ..« 247 „ 918 „ 0,01670 


Weisbach's Lehrbuch d. Mechanik. 1. 53 
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Die Werthe in der lebten Columne weifen von Neuem nad, daß der Wiler: 
Randscoefficient 5 für die Reibung des Waflers in Röhren abnimmt, ſowohl wenn 
die Geſchwindigkeit (v), als auch, jedoch weit langfamer, wenn bie Röhrenmeite (A) 
eine größere wird. Uebrigens ift bei großen Gefchwinbigfeiten bie Uebereinfim: 
mung der Formel 


& = 0,01439 „Werıl Vs al 
v 


mit diefen neuen Crfahrungsgrößen noch eine leidliche 3 DB. v — I Meter, giett 

& = 0,01439 + 0,00316 = 0,01755, 

und 9 — 16 Meter, 
t = 0,01439 + 0,00237 — 0,01676, 

was mit den nahe entfprechenden Werthen in ver letzten Tabelle recht gut überein- 

fimmt. 


Anmerkung 3. Herr de Saint-Venant findet, daß die befannte Formel 
für den Wirerfland des Waflers in Röhren ſich noch mehr an die Erfahrungen 


2 
anfchließt, wenn man die Neibungshöhe nicht ©? ober 37° fondern #7 preper: 


tional wachſend annimmt. (Siehe deſſen „Memoire sur des formules nouvelles 
pour la solution des problömes relatifs aux eaux courantes”.) Gs ıl 
hiernach: 

h =2. 0,00029557 0" = 0,00118228 2 v7 — 0,3197 0". u 37 
zu feßen. Die Annahme eines gebrochenen Erponenten der Potenz von vr iſt gar 
nicht neu; ſchon Woltmann fegte u flatt v9, und Eytelwein bradte ec” 
flatt v2 in Borfchlag (fiehe den vom Berfafler bearbeiteten Artifel „Auaflus“, 
Band J., Seite 554, der allgemeinen Mafchinenenchelopädie von Hülſſe). 

Anmerkung 4. Neue und fehr ausführlihe Verſuche über die Bewegung tes 
Waſſers in Nöhrenleitungen find vom Herrn H. Darcy angeftellt worden. (S. ven 
Rapport der Akademie der Wiflenfchaften zu Paris in den „Comptes rendus 
etc.“, Tom.38, 1854, sur des recherches experimentales relatives au mou- 
vement des eaux dans les tuyaux.) Here Darcy folgert für vie Fälle, we 
bie Geſchwindigkeit vu des Waflers nicht unter 2 Decimeter ift, aus diefen Berfuchen 
die Formel: 

r = (0,000507 4 GET) F.08 


= ( 0,01989 + 2) 7 —_ ” Meter, 


wonach der Widerſtandscoefficient 


0,01989 + ul zu feßen wäre. 


Sedenfalls kann diefe Formel bei * einen Geſchwindigkeiten nicht ausreichen: 
genau fein. 


. 429 2 Zur Erleichterung der Rechnung ift folgende Tabelle der Widerftande- 
evefficienten zufammengeftelt worden. Man erfieht aus ihr, dag aller 
dings die Veränderlichkeit diefer Coefficienten nicht unbedeutend if, da biefer 
Eoefficient für 0,1 Meter Geſchwindigkeit, — 0,0443, fiir 1 Meter, — 0,0239 
und für 5 Meter, = 0,0186 ausfällt. 
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Tabelle der e Reibungscoefficienten bes Waffers. 





| Zehntel Meter. 
Pol: l2/sla|s|s| | es |» 


— U — W r— — — 






0| & |0,0448! 0,0856] 0,0317| 0,0294| 0,0278] 0, O2660 0,0257| 0,0250/0,0244 
1 | 0,0239 0,0234| 0,0230| 0,0227| 0,0224] 0,0221] 0,0218| 0,0217] 0,0215{0,0213 
2 | 0,0211| 0,0209| 0,0208| 0,0206] 0,0205) 0,0204] 0,0208! 0,0202! 0,0201!0,0200 
3 | 0,0199! 0,0198! 0,0197| 0,0196] 0,0195| 0,0195 0,0194] 0,0193| 0,01930,0192 
4 | 0,0191| 0,0191 0,0190, 0,0190] 0,0189| 0,0189| 0,0188] 0,0188| 0,0187|0,0187 


Man findet in biefer Tabelle die einer gewiſſen Geſchwindigkeit entſpre⸗ 
chenden Widerftandscoefficienten, wenn man die ganzen Meter in der erften 
Vertical und die Zehntel in der erften Horizontalcolumme aufſucht, von der 
erften Zahl horizontal und von der Tegten vertical fortgeht bis zur Stelle, 
wo ftch beide Bewegungen begegnen. 3. 8. fir v — 1,3 Meter ift 
& = 0,0227, für v = 2,8, & = 0,0201. 


Für das preußiiche Fußn aß läßt fich fegen: 


Ganze Meter. 





: | 01 | 02 | 08 | 04 | 05 | 06 | 07 | 08 109 Fuß. 





























& [00070 0,0522 | 0,0458 | 0,0411 | 0,0883 | 0,0362 | 0,0346 | 0,0338 














0,0822 











e| 1 1Y, | 1% 2 








3t 














Ze 





12 — Fuß. 


& |0,0313 0,0229| 0,0213| 0,0204] 0,0192] 0,0182 








00000 0,0282| 0,0263] 0,0242 











Anmerkung. Bine ausgevehntere und bequemere Tafel giebt der „Ingenieur“, 
Seite 442 und 443. 


Lange Röhren. In Unfehung der Bewegung des Waflers in lan⸗8. Al 
gen Röhren oder Köhrenleitungen können folgende drei Hauptaufgaben zur 
fung vorkommen. 
1) Es ift die Länge J und Weite d der Röhre und das fortzuführende 
Waſſerquantum Q gegeben, und man fucht bie entjprechende Drudhöbe. 
Hier hat man zunäcft die Geſchwindigkeit 
Q 4Q Q 
v — FT = m” 1,2732 2 
zu berechnen, dann den diefem Werthe entſprechenden Keibungscoefficienten & 
63° 
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in einer ber letzten Tafeln aufzufuchen, und zufett die Werthe d, 7, r, & mm 
&o, wo &, den MWiberftandscoefficienten für das Einmündungsftüd bezeichnet, 
in der erften Hauptformel 
I\ 22 
r=(1+6 +54) 
zu ſubſtituiren. 
2) Es ift die Länge und Weite der Röhre, ſowie die Druckhshe ober da 
Gefälle gegeben, und die Wafferntenge zu beftimmen. Hier ift zumädjit die 
Geſchwindigkeit durch die Formel 


V2gh 


Vıru+ret 


zu finden; da aber der Widerftandscoefficient nicht ganz conftant ift, fonbern 
fi mit v etwas ändert, fo muß man » vorher ſchon annähernd fennen, ım 
darnach 5 ermitteln zu können. 

Aus v folgt dann: 


vv 


Q —— — 0,7854 div. 


3) Es iſt die Waffermenge, bie Drudhöhe und die Pänge der Köhre 
gegeben, und die nöthige Weite der Röhre zu beftinmen. 


Dav— =s, aljo v2 — (Fe). 3. ſo hat man: 


29 (1 +6+5 ee ga; ® 
204.) =U +) + iz, we 


x \2 
2.04.(2) ds — (1 St; 
daher iſt die Röhrenweite: 


a VEFWErE.(oy. 
2gh a 
49 
Nun iſt aber (2) — 1,6212; 1 + &, im Mittel — 1,505 ımd fir 


das preuß. Maß, * — 0,016, daher läßt ſich ſetzen: 


d = 0,4817 \/ (1505.4+ €) £ Fuß. 


Auch biefe Formel ift nur als Näherungsformel. zu gebrandjen, weil im 
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ihr die Unbelannte d und aud der von ber Geſchwindigkeit » — 2 


abhängige Coefficient & mit vorkommen. 


Beifpiele 1) Welche Drudhöhe beanfpruht eine NRöhrenleitung von 150 
Fuß Länge und 5 Zoll Weite, wenn diefelbe in der Minute 25 Cubikfuß Wafler 
fortleiten foll? Hier ift: 

25.122 


v — 1,2732 - 25 a = 3,056 Fuß, 
daher läßt ſich —= 0,0242 feßen, und es folgt nun die Drudhöhe oder das totale 
KRöhrengefälle: 
h= (1,505 + 0,0242. 2°) .0,016.3,056° 
— (1,505 + 8,712) 0,016. 9,330 = 1,525 Fuß. 

2) Welche Waflermenge wird eine Nöhrenleitung von 48 Fuß Länge und 2 
Zoll Weite bei 5 Fuß Drudhöhe liefern? Es ift: 
7,906 V5 17,678 

48.12 YV1,505 + 288.7 


V 1508 8c. 


Vorlaͤufig £ — 0,020 angenommen, erhält man: 
17,678 17,678 





v = 





— I — 02 65 
V726 2,7 ” 
aber v — 6,5 giebt richtiger Z = 0,0211, daher hat man genauer: 
17,678 17,678 











= 


— —— oo = ——— = 6,42 Buß, 
V1,505 + 288.0,0211 V7,582 duß 
und das Waſſerquantum: 


g 
Q = 0,7854. (5) .642 = 0,140 Eubiffuß — 242 Cubitzoll. 


3) Welche Weite muß man einer 100 Fuß langen Nöhrenleitung geben, 
die bei 5 Fuß Drudhöhe in jeder Serunde einen halten Cubikfuß Wafler lie⸗ 
fort? Es if: a A 

d = 04817 V (1,5084 + 1009. y,(y? = 0,4817 Voo075d + St. 
Setze ich vorläufig & = 0,02, fo erhalte ih: 

d —= 0,4817 V 0,075 d + 0,100, oder annähernd: 
d —= 0,4817 v 0,100 = 0,30, alfo genauer: 


d — 0,4817 V 0,0225 + 0,100 = 0,4817 V 0,1225 — 0,3165 Fuß = 8,8 Soll. 
Diefer Weite entfpricht der Querſchnitt: 
F — 0,7854 .0,3165? = 0,0787 Duabratfuß , die Geſchwindigkeit: 
_d __B__ 
== go 6985 duß, 
und letzterer wieder der Wiberflandscoefficient 5 — 0,0211. Führt man ven letz⸗ 
teren genaueren Werth ein, fo erhält man: 


d = 0,4817 V 0,1280 = 0,319 Fuß = 3,88. 


Anmerkung 1. Verſuche mit 2, und 41, Zoll weiten orvinären Holgröhren 
haben dem Berfaffer ven Widerftandscoefficienten 1,75 mal fo groß gegeben, ale 
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bei ven Metallröhren, auf die fi die in ven Tabellen des vorigen Paragrapben 
aufgeführten Werthe beziehen. Währenp alfo z. B. für bie Gefchwindigfeit von 3 
Fuß bei Metallröhren, Z— 0,0242 ift, müflen wir ihn bei Hclzröhren, = 0,0242 . 1,75 
— 0,04235 feßen; währen wir im Beifpiel 1. die Drudhöhe in einer 150 Aut 
langen Metallröhre 1,527 Fuß gefunden haben, wird fe bei einer gleich weiten 
Holzröhre unter denfelben Umständen - 

h = (1,505 -+ 0,04235 .360).0,016.9,339 — 16,75.0,1494 — 2,50 Auf 
gejeßt werben müflen. 

Nach den Verſuchen Darcy’s wählt per Widerftandsccefficient Z überhaupt feb: 
bedeutend mit der Rauhigkeit der Nöhrenwand und fleigt bei fehr rauhen Wänren 
auf das Zweis bis Dreifadde. Diefelbe Erfahrung hat in ver neueſten Zeit auch ver 
Verfaſſer gemacht. 


Anmerfung 2. Ginen nicht unbedeutenren Ginfluß übt noch die Temperanır 
auf den Widerſtand des Waſſers in Röhren aus. Hierauf Bezug habende Ber: 
ſuche find von Gerfiner (ſ. deſſen „Handbuch der Mechanik“, Br. II.) und in ter 
neueften'Zeit von Heren Geh. Rath Hagen (f. veffen „Abhandlungen über den Gintlur 
der Temperatur auf die Bewegung des Waflers in Röhren“, Berlin, 1854) angettelit 
worden. . Durch die-allerdings nur an fehr engen Röhren (d — 0,108 bis 0,227 
Zoll) angeftellten Verſuche des Letzteren hat ſich ergeben, daß unter übrigens alei⸗ 
hen Verhältniffen die Gefchwindigfeit des Waſſers in Röhren nit ohne &renit 
mit der Temperatur veflelben zunimmt, fondern daß es für jede Nühre eine gewiße 
Temperatur giebt, wo dieſe Gefchwindigfeit im Marimum if. Kür die Verſuche 
außerhalb dieſes Marimume findet Hagen folgende Kormel: 

h= mir18,v175, und 

m — 0,000038941 — 0,0000017185 Vt, 
wo bie Temperatur + in R-Oraven, und die Drudhöhe AR, die Länge !, ver Reck 
renhalbmefler r und die Gefchwindigfeit v in Zellen auszudrücken find. 


431) Conische Röhren. Bei einer coniſchen Röhre AD, Fig. 730, 
läßt fic der Reibungswiderſtand auf folgende Weife finden. Es ſei der Halte 
Fig. 730. Convergenzwinkel der Nöhrenwand ACL— BEL. 
C der Durchmeffer AB der Einmündung, — d,, der Turd- 
meiler DE der Ausmitndung — d, ferner bie Länge 
KL der Röhre, —= 1, und die Ausflußgefchwinbigfeit 
(bei DE) = v. 
In einem Abftande KM — x von der Ausmündung 
ift der Durchmeffer der Röhre: 
NO=y=IJIDE-+ 2KM tang.d 
— d;+ 22 tang.d, 
und daher die Geſchwindigkeit  dafelbft, da ſich 


ww. d? 
= ya ſetzen läßt: 


o—& . 
— 7 — — —— 7* 
( 4 tang.d) 
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Für ein Element NO PR des Röhrenſtückes von der Länge 
MQ _ 0% 








OP= NR= — 
cos. Ö cos. Ö 
ift Daher die Widerſandehohe der Reibung: 
—X 0x v? 
oh=5.—— — =$  —'j 
y 008. d * yoos.(1 + 2 tang. 6) 29 
0% v2 


=° d cos. Ö (1 + - tang. o) 27 
und es Ba die Bungee für die ganze Röhre: 
—8. EFT: — — 
( 4 * tang. o) cos. Ö 
Nun ift ober: 
Kazver 


1 +2 7 = tung. .) cos. o 


—J— 
[Gr + — — tung. ö) ( tung. 6) 


d 2. X 
— (1 + — 7 tang. 6), daher ergiebt ſich: 


(een, +27 tang, 6) cos. 0 
d 21 4 u 
af, — 4 T tang. 6) | oder: 


eril -6) E |! -@)} 


da d + 2ltang. 6 den Durchmeffer d, der Einmündung ausdrückt. 
Es iſt folglid) die rn Widerſtandshöhe: 


6) 
ba 2gd Pre 2) 


il ln nm] 


Iſt die Einmindung viel weiter als die Ausmündung, jo Tann man 
d\* 

(3 ) — Null ſetzen, und erhält hiernach: 

| 


=1ls 5 


sin. Ö 





vꝰ v? 
me 1 . — 6 
5 /a & cosec. Ö 29° 
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e8 hängt alfo in diefem Falle der Reibungswiderftand gar nicht von der 
Länge der Röhre ab. 


Beifpiel. Bei einem Zeuerfprigenmundftüd A X, Fig. 731, iſt der Genwr: 
genziwinfel des Ausmündungsitüdes B K, 2459, und der des Cinmüũndungeñüdee 
AB, 23, = 18°, ferner die. Weite der Ausmündung, d=7 Linien, die Weite ver 
Ginmündung, d, = 11/, Zell = 18 Linien, und die ganze Länge des Guptide 
AK=!= 6 30l — 72 Linien, welche Größe hat der Widerſtandécoefficiem 
deſſelben? Setzen wir die Länge des Ausmündungsſtückes BX — ],, und die 
des Ginmündungsitüdes AB = %,, fo haben wir: 


, + = Lun L,tang.d + Itang.d, = 


in Zahlen: 
ı, +1, = 72 und L, tang. 21/0 + I, tang. 90 = 11, ober: 
0,04362 2, + 0,15838 I, = 5,5. 
Hieraus folgt: 2, = 51,54 und L;, = 20,46 Linien, mi ti 
Big. 731. Weite bei B, wo die Kegelflächen zufammenfloßen: 
— d,—=d+ 21 tang.d—=7+-2.51,54.0,04362 — 11,53 Linien. 
| Da diefe Stelle abzurunden ift, möge aber d, — 13 Linien ge 
fegt werden. Nun m für das Ausmündungeſtück: 


1 - (2) ] 5 = 1 - Ol. cosee. 2140 


— 0,9159 ..22,926 — 21,08, 
und für das Einmündungsftüd: 


d.\2 

1 — 2) | cosec.d, = [1 — (YA)‘] cosec. 9 
—= 0,7795 .6,392 = 4,98, 

daher ift für das ganze Gußſtück die Widerſtandéhöhe: 


=; | )l: 
= [2108 + 198 -(7 5 
— 7 ] ve ꝰ· Io 
= 2 [21,08 + 4,98 (5) Tuer 
v2 
2,775. 29 ’ 
und wenn man 5, 0016 en fo wie &= 0,02 annimmt: 





di —d 
2 2 





—— — 
hi 0,054: 7 


d. i. beinahe 51/5 Procent der Gefchwindigfeitshähe, womit aud 
die angeftellten Verſuche übereinftimmen. 


Röhrenleitungen. Eine KRöhrenleitung mündet entweder unter Waller 
oder in freier Luft aus. Beide Fälle find in ben Figuren 732 und 733 
abgebildet. Im erften Falle ift als Drudhöhe A der Niveauabftand RC 
beider Waflerfpiegel von einander, im zweiten aber die ſenkrechte Tiefe RO 
der Ausmindung O unter dem Wafferfpiegel H des Zuflußapparates anzu: 
nehmen. Behält nun die Röhre Überall eine und diefelbe Weite d, fo finden 
in beiden Fällen die im $. 430 entwidelten Formeln ihre unmittelbare An- 
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wendung, verengert oder erweitert ſich aber die Röhre an einer Stelle, ſo hat 
man es mit verſchiedenen Röhrengeſchwindigkeiten zu thun, und es iſt daher 
Fig. 732. Fig. 733. 





der Reibungswiderſtand fiir jede Röhre beſonders zu berechnen. Einen folchen 
Fall bietet 3.2. die Wafferleitung in Fig. 733 mit einem fpringenden Strahle 
dar, wo das Mundſtück O enger ift als die Zuleitungsröhre BLM. Sehen 
wir, wie gewöhnlich, die Ausflußgeſchwindigkeit — v, die Weite der Aus- 
mündung O, — d, die Weite der Röhre aber — d,, fo haben wir die Ges 
fchwindigfeit des Waſſers in derjelben: 

d\? 


vd = FR ®, 


und bezeichnet nun noch 7, die Ränge der Röhre BLM und $, den XXei- 
en fo folgt die emſprechend⸗ Reibungshöhe: 


li v (2) v? 
6173, 29 -h- dı 29 


Iſt nun * do der —— für das Einmündungsftid 
K und & der für das Ausmündungsftitd O, fo folgt der Druckhöhenverluſt, 
welchen das erftere verurf Ir 


4 Kai 
ho — — 2 g =|$, (2) 
dagegen der, welcher aus der Bewegung Buch das zweite entjpringt, 


=&-— 
929° 
und biernady Hat man num das ganze Gefälle: 
: a\! I 
= 44m +m=|ı+0(£) +54(2) +85 
und —* die Ausflußgeſchwindigkeit: 
2gl n 


—J— 


Die Munds oder Ausgußſtücke müſſen zur Erzielung einer großen 
Steighöhe nicht bloß dem Waffer einen möglichft Heinen Widerftand darbieten, 
fondern auch das Ausftrömen in möglichft parallelen Fäden bewirken, damit 
diefelben beim Auffteigen einen lang zufammenhängenden Strahl bilden, der 


ve = 





842 Sicebenter Abſchnitt. Drittes Kapitel. [S- 433 


durch die Luft weniger geftört wird als ein gleich anfangs zerrifiener Strahl 
Aus diefem Grunde zieht man die Furzen cylindrifchen oder wenig coniſchen 
Mundſtücke mit abgerundeter Einmündung den Ausmlndungen in der dünnen 
Wand oder den nad) der Geftalt bes contrahirten Waſſerſtrahles geformten 
Mundftüden vor, obgleid) fie einen etwas größeren Gefchwindigkeitsverlrft 
verurfachen al8 diefe. Die Knoten und Bäuche, welche der aus den letzteren 
Miündungen kommende Strahl bildet oder zu bilden ſucht, geben der äureren 
Luft mehr Gelegenheit zum Eindringen als ein cylindrifcher Strahl. 


). 433 Springende Strahlen. Co lange der aus einer horizontalen Mün—⸗ 
dung K, Fig. 734, ſenkrecht abwärts fließende Strahl KLN noch ein Eon: 
Fig. 734. tinuum bildet, und nicht von der Luft zer⸗ 
a riffen wird, nimmt deſſen Querſchnitt L 
N immer mehr und mehr ab, wenn der Ab- 
ftand AL = x von der Mündung wächſt. It 
ce die Ausflußgefchtwindigkeit, und v die Ge 
ichwindigfeit in Z, jo hat man: 
ve — 29x + c?; 
und bezeichnet Fdie Duerfchnittsfläche ber Aus⸗ 
mündung, ſowie Y die Duerfchnittöfläche bee 
Strahles in Z, fo gilt aud) die Gleichung: 
: Fe = Yı, dr Re = Yirt 
und es folgt ſchließlich die Gleichung: 
Y? (ce? +2g2)=Fet, oder: 
F?c? 
Fe c?+2gz 
für die Geftalt des die fogenannte New- 
ton’fhe Cataracte bildenden Waſſer⸗ 
ftrahlee KN (fiefe Newtoni Principia 
Philosophiae, Tom. U, Sect. VD). ft 
der Querfchnitt der Mundung X ein Kreis 
vom Durchmeſſer d, fo bildet der Duer- 
ſchnitt Z einen Kreis vom Durdmefler 
y, für welchen hiernach 
c? dt 
y* — a. 
c? + 292 
d 


u er iſt. 
J 14 — 
Ueber bie innere Beſchaffenheit der fal⸗ 
lenden Waflerftrahlen find von Savart 








oder 
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Berfuche angeftellt worden, fiehe Boggendorff’s Annalen der Phyſik, 
Bd. 33. 

Dei dem aus einer horizontalen Mündung M ſenkrecht auffteigenden 
Strahl MS nimmt dagegen ber Duerfchnitt O mit der Entfernung 
MO= x von der Mündung M allmälig zu; denn es ift bier bie Or 
ſchwindigkeit des Waflers in O, 


v = Ve? — 2gx, und daher 
FR c? 
= R—2gx’ 
folglich für den Querſchnittsdurchmeſſer y in O, 
4 — ed oder — d 
Y 9 —2gx’ y= 4 298 
ı — ZZ 
ec? 


Bezeichnet man die Gefchwindigfeitshöhe 5 durch A, fo iſt einfach und 


allgemein: 
yo: 
Vz: 


Diefe Yormel verliert * in ihren Grenzen ihre Richtigkeit: ihr zu 
Folge wäre z. B. beim ſteigenden Strahle für x — h, alſo im Scheitel S, 
der Durchmefler des Swehlee 





—* — 

— —ı m 
Dies iſt jedoch nicht der Fall, mit die einzelnen Wafjerfäben, aus welchen 
der Strahl befteht, an der hödjften Stelle nicht ganz in Ruhe find, jondern 
dafelpft in Richtung radial- auswärts eine Heine Geſchwindigkeit haben- 


Wenn der Waflerftrahl 
Sig. 735. 
A AOC, Fig. 735, in 
einer gegen den Horizont 
{ C geneigten Richtung aus» 


ſtrömt, fo bleibt die 
Formel 


y= 
+ 


noch anwendbar, wenn 
| man nur darin flatt = 
die Berticalprojection 
NO des Strahles AO 





5) . 
=|& 
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einfeßt. Tritt der Strahl unter dem Neigungswinfel » aus der Mündung, 
fo ift die größte Steighöhe BC: 
le: 
= — — h(sin. v)? (|. 8. 39), 
daher der Durchmeffer defjelben (im Scheitel C): 
d d 


® 
nn nn TE EEE —— — — er nen 


Im niebergehenden Strahltheile CD wird y wieder allmälig Heiner und 
Kleiner, und beim Auffallen auf die Horigontalebene AD, von der er an“ 
gegangen ift, würde y wieder — d fein, wenn die Luft feine Störungen in 
der Bewegung des Strahles hervorbrädhte. 


., 4354 Die Steighöhe s eines vertical fpringenden Waflerftrahles ift nur bei 
Heinen Ausflußgefchwindigkeiten (c) nahe gleid) der Gejchwindigfeitehöße 


h— 5 bei größeren Ausflußgeſchwindigkeiten fällt dagegen in Folge des 
MWiderftandes der Luft die Steighöhe s namhaft Heiner aus als die Gefchwin- 
bigfeitshöhe 5 Aus den vom Verfaſſer angeſtellten Verſuchen (f. di 


Berfuche über die Steighöhe fpringender Waflerftrahlen bei verfchichenen 
Mundftüden im 5. Bande der Zeitfchrift des Vereins deutfcher Ingenieur) 
find folgende Thatjachen über fpringende Waflerftrahlen hervorgegangen : 

1) Der Widerftand der Luft ift bei Heinen Ausflußgefchwindigfeiten von 
5 bis 20 Fuß, oder bei Steighöhen von 1 bis 6 Fuß jo Hein, daß Bier die 


Sprunghöhe s ohne merflichen Fehler der Geſchwindigkeitshöhe 5 des amt: 


ftrömenden Waſſers gleichgefeßt werden kann. 
2) Wenn die Gefchwindigfeitshöhe nicht Über 75 Fuß, oder die Ausflußge⸗ 
ſchwindigkeit nicht über 56 Fuß ift, fo läßt fich das Verhältnig der Steighöhe s 


zur Gefchwindigfeitshöhe I — 5 ſetzen: 


1 
ea+ßh+ym 
wobei @, ß und y für jede Mündung befonders zu beftimmende Erfahrungs: 
coeffictenten bezeichnen. 

3) Dei Wafferftrahlen, welche aus Mündungen in der dünnen Want 
enporfpringen, läßt fi die Conſtante « — Eins fegen, folglich auch an- 
nehmen, daß der Widerſtand beim Durchgang durch die Mündung bei einer 
Heinen Geſchwindigkeit ziemlich Null ift, und erft bei größeren Ausflug 


3_ 
„= 
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geichtwindigfeiten meßbar wird. Hiernach ift alfo auch der Widerftandscoeffi- 
ctent & fir diefe Mündungen nicht conftant, fondern wächſt von Null an 
allmälig mit der Geſchwindigkeit und der 8.408 angegebene Werth &— 0,97 
kann nur al8 ein mittlerer angefehen werden. 

4) Bei gleicher Ausflußgefchwindigkeit wächſt die Steighöhe mit der Dice 
des Strahles oder der Weite der Ausflugmündung; e8 ift folglich der Wider- 
ftand der Luft bei dicken Strahlen Feiner als bei ſchwachen. Die Steighöhe 
ift deshalb nicht allein bei großen Drudhöhen, fondern auch bei ftarfen 
Strahlen größer als bei Meinen Drudhöhen und bei ſchwachen Strahlen. 

5) Unter übrigens gleichen Berhältniffen fpringen die Waflerftrahlen aus 
freisförmigen Mundungen höher als bie aus quadratifchen oder anders ge⸗ 
formten Mündungen. 

6) Bei gleicher Ausflußgefchwindigkeit und gleicher Mundungsweite ſprin⸗ 
gen die ohne Kontraction ausfließenden Wafferftrahlen höher als die contra- 
birten Wafferftrahfen, und zwar nicht allein, weil diefe Strahlen im Ganzen 
dünner find als jene, jondern auch weil fie durch ihre abwechjelnden Zuſam⸗ 
menziehungen und Anjchwellungen dem Eindringen der Luft weniger Wider- 
ftand entgegenfegen. 

Unter übrigens gleichen Umftänden und Berhältniffen und bei nicht jehr 
fleinen Ausflußgejchtwindigfeiten erreichen die durch Furze conoidifche und 
längere coniſche Anfagröhren mit innerer Abrundung ausfliegenden Strahlen 
die größten Steighöhen. 

Mariotte folgert aus feinen Verſuchen über die Steighöhe fpringender 
Strahlen (f. die Meining’fche Ueberfegung von Mariotte’8 Grundlehren 
der Hydroſtatik und Hydraulit), an Mündungen in der dünnen Wand von 
4 und 6 Linien Durchmeſſer und bei Drudhöhen von 51/, bi8 35 Fuß, 
daß die zur Erlangung der Steighöhe s nöthige Druck- oder Gefchwindig- 
keitshöhe 


h=s+ 5 Pariſer Fuß 
fein milſſe, wonach folglich 
—E — 1 + — 200 —=1-+ 0,0033335 zu jegen wäre. 
Die weit auSgebehnteren und jehr mannigfaltigen Verſuche des Verfaſſers, 


welche derfelbe bei Drudhöhen von 3 bi8 70 Fuß angeftellt hat, geben da- 
gegen für Kreismündungen in der dünnen Wand, 


1) von 1 Gentimeter Durchmeſſer: 


= == 1 + 0,0036354h + 0,00005732 h?, und 


2) von 1,41 Centimeter Durchmeſſer: 
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. — 1 + 0,0024424h + 0,000059475 h?, 
wobei A in preuß. Fußen zu geben ifl. 
Für ein conifhes Mundſtück ABC, Fig. 736, von 15 Gentimeter 
Fig. 786. Fig. 737. Länge und 1 Centimeter Weite in de 
1 Ausmündung C und 3 Centimeter m 
der übrigend gut abgerundeten Ein 
mündung A, ift gefunden worden: 


4C 


3) - — 1,0453 + 0,0001171h 


+ 0,00008462 A2, 
und dagegen für das abgekürjte 
Mundſtück AB, Fig. 737, von 1,41 
Weite in der Ausmündung B: 





4) * — 1,0216 + 0,0007511h 
+ 0,00003219 h?. 


Mit Hilfe diefer Formeln ift folgende 
Tabelle der Steighöhen fpringen: 
der Wafferftrahlen berechnet worden. 





Gefchmwindigfeitshöhe RA — | 10 | 20 | 30 60 | 70 Fu 





“| 





















Sprunghöhe s, ad (1). 


+} 9,60 | 18,26| 25,85| 32,33| 37,74] 42,12) 45,60 
” ” " (2) ae EL SE 


9,71 | 18,65| 26,62] 33,53| 39,35] 44,10| 47,97 
e „m (6) . : . .| 9,48 | 18,49] 26,67) 33,75| 38,60) 44,22] 47,63 
" „nu (&):. .» . »| 9,69 | 19,06| 27,96) 36,26| 43,87| 50,7&| 56,82 


Beifpiel. Wenn an einem Springbrunnen die Leitungsröhre 350 Fuß lany 
und 2 Zoll weit und das conifche Mundſtück deſſelben 1/, Zoll weit if, wie hot 
wirb bei einer Drudhöhe A, von 40 Fuß der Strahl fpringen, vorausgeſetzt, daß außer 
ver Reibung alle übrigen Röhrenwiderſtände Flein genug find, um fie vernadläf®: 
gen zu fönnen. Es ift hier, wenn man 
n 30 


4 
c 0026, &, = 0, () = (WE Ya und = I 7, = — 2100 feft, 
die Höhe, welde der Ba nun entipricht: 
— 40 
— 575 = * * — 
g 14 ( 8 To) 1 + (0,5 + 0,025. 2100). 1 


40 


= 1,207 = 33,14 Fuß, 
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und baher die zu erwartende Steighöhe, bei ruhiger Luft, nach Formel (4): 
h 93,14 


® == 7.0216 + 0,0007511 A + 0,00003219%3 — 1,0216 + 0,0249 + 0,0854 
33,14 _ 
= 1,0515 — 30,63 Fuß. 


Piözometer. Die Drudverlufte, welche das Wafler in einer Röhren» 8. A3E 

leitung ABCODE, $ig. 738, durch Verengungen, Reibung u. f. w. erleidet, 

Big. 738. kann man durch die Waſ⸗ 
ferfäulen meſſen, welche ſich 
in ſenkrecht aufgeſetzten 
Röhren BX, CM, DO 
erhalten, die man, wenn ſie 
lediglich zu dieſem Zwecke 
dienen, Piszometer nennt. 
(S. $. 386.) 

Iſt r die Geſchwindig⸗ 
keit des Waſſers an ber 
Stelle B, Fig. 738, wo ein 
Piszometer einmünbet, U die Länge, d die Weite des Röhrenſtückes AB, h die Drud- 
höhe oder die Tiefe des Punktes B unter dem Waflerfpiegel, ift ferner &, der Wider: 
ftandscoeffictent für den Eintritt aus dem Reſervoir in die Röhre, und & der Rei⸗ 
bungscoefficient, jo hat man für den, den Drud in B meſſenden Piszometerſtand: 


=n-(1+6 +1). 


Dagegen ift bei der Länge I, und dem Gefälle A, des Röhrenſtückes BC, 
der Piözometeritand in C: 


I I 
a=h+m-(it6o +5 +64 
Es folgt daher die Differenz der Piözometerftände: 





l v2 
ı — e — HhH — 455 
und umgekehrt, die Widerſtandshöhe des Röhrenſtückes BC 
& er =-hte-a= Gefälle des Röhrenftüdes 


plus Differenz der Biözometerftände. 

Man erfieht Hieraus, daß die Piezometer dazu dienen können, die Wider- 
ftände, welche das Waffer in den Nöhrenleitungen zu überwinden hat, zu 
meflen. Befindet ſich in der Röhre ein befonderes Hinderniß, hat ſich z. 2. 
ein Heiner Körper in berfelben feftgefegt, jo wird dieſes fogleich durch das 
Sinken des Piezometerftandes angezeigt und die Größe des erzeugten Wider 
ftandes ausgedrüdt werden. Die Widerftände, welche durch Regulirungs⸗ 
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apparate, wie Hähne, Schieber u. |. w., von welchen im folgenden Capitel 
die Rede ift, erzeugt werden, laſſen fich ebenfalls durch Piẽzometerſtände 
ausdrüden. So fteht 3. B. das Piözometer in D tiefer als das in C, nicht 
allein wegen der Reibung des Waſſers in dem Köhrenftüde CD, fondern 
auch wegen der Verengung, welche der Schieber S in der Röhre hervorbringt 
Iſt bei völlig geöffnetem Schieber die Differenz NO ber Piezometerfländ 
— h,, bei eingeftelltem Schieber aber — Ah,, fo giebt die neue Differen 
oder Senkung h, — hi bie Widerftandshöhe, welche dem Durchgange dei 
Waſſers durch den Schieber entpricht. 

Endlich läßt fi auc aus dem Piezometerftande die Ausflußgeſchwindig 
feit des Wafjers berechnen. Iſt der Piözometerftand PQ — z, die Ränge bei 
legten Röhrenſtückes DE — 1 und die Weite deffelben — d, fo hat man: 

I v2 
—=s d 2g’ 
und daher die Ausflußgefchwindigfeit: 


"298 d 29e 
vv — — — ne 
V;: 8 
d 


Beifpiel. Iſt bei der Leitung in Fig. 738, der Biögometerfliand PQ=: 
/, Buß, die Länge der Röhre DE, vom Piögometer bis zur Ausmündung ge— 
mefien, 2 — 150 Fuß, und die Nöhrenweite 31, Zoll, fo folgt bei dem BWitr: 
ftandscoefficienten 7 = 0,025 die Ausflußgefchwindigfeit: 

35 05 

150.12 0,025 


' n (3,5\2 . 
und bie Ausflugmenge: Q = T' 6 . 1,91 = 0,127 Eubiffuß. 





v — 7,906 = 7,906 .0,2415 = 1,91 Auf, 


Anmerfung. Die Bewegung des Waflers in einer NRöhrenleitung BCD. 
Fig. 739, kann fehr leicht durch Luft geftört werben , welche ſich entweder aus em 


Fig. 739. 





Waſſer entwickelt, oder von außen in bie Röhre eindringt. Damit keins von beiden 
eintrete, muß bei der Anlage ber Röhrenleitung dafür geforgt werben, daß ber Drad 
an jeder Stelle C verfelben pofitiv bleibe, oder vielmehr den Atmofphärentrad 


übertreffe, alfo in jedem Piözometer eine Waſſerſaͤule CE ſtehe. Die Höhe dieſer 
Waflerfäule ift: 
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„\ 92 
=h-(1t0+24)5 
wenn Ah, die Druckhöhe C O in CO, 1, die Länge bes Möhrenftüdes BC, und v 
die Gefchwindigfeit des Waſſers in ver Möhre bezeichnet. Es if alfo nöthig, daß 
2 
M>(i+o+i4)z 
fei, daß 3.3. der Waflerftand im Zuflußrefervoir minbeftens die Gefhwinbigfeitshähe 
des MWaflers in der Möhre übertreffe. Außerdem iſt zu befürdten, bag pie Röhre 
in einem Wirbel Luft nachſauge. 
1+& +3 a 
Auch laͤßt ih A, > — h feben, wenn A das ganze Röhrengefälle 
1+. +3 7 
HK und } die ganze Röhrenlänge BCD bezeichnet. 
Um das Anfammeln von Luft in der Röhre mit Sicherheit zu verhindern, iſt 
es fehr zwedmäßig, biefelbe fleigend zu legen, weil dann bie Luflblafen vom flies 
Benden Waſſer mit fortgenommen werben. 


Biertes Capitel. 


Bon den Hindernifien in der Bewegung des Waſſers bei 
Gefhwindigfeits: und Nichtungsveränderungen. 


Plötzliche Erweiterung. Beränderungen in dem Querſchnitte 8, 43k 
einer Röhre oder eines anderen Ausflußrefervoirs geben auch Veränderungen 
in der Geſchwindigkeit des Waſſers. Die Geſchwindigkeit ift dem Quer⸗ 
fchnitte des Wafferftromes umgefehrt proportional; je weiter da8 Gefäß ift, 
defto Heiner ift die Gefchwindigfeit, und je enger da8 Gefäß, defto größer bie 
Geſchwindigkeit des durcchfließenden Waflere. Aendert ſich der Duerfchnitt 
eines Gefäßes plöglich, wie 3. DB. bei der Röhre ACH, Big. 740, fo tritt 

Fig. 740, aud) eine plögliche Geſchwindig⸗ 
keitsveründerung ein, und hiermit 
iſt wieder ein Verluſt an lebendi⸗ 
ger Kraft und eine entſprechende 
Abnahme an Druck verbunden. 
Dieſer Verluſt läßt ſich genau ſo 
berechnen, wie der Arbeitsverluſt 
beim Stoße unelaſtiſcher Körper 
(. 8. 335). Jedes Waſſerelement, welches aus der engeren Röhre BD in 

Beisbach's Lehrbuch der Mechanik. 1. 54 
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die weitere Röhre DG tritt, ftößt gegen die langſamer gehende Waflermafie 
in diefer Röhre und geht nach dem Stoße mit diefer vereinigt fort: Genau 
fo ift e8 aber auch bei dem Zufammentreffen fefter und unelaftifcher Körper, 
auch diefe Körper gehen nach dem Stoße mit einer gemeinfchaftlichen Se 
Ihwindigfeit fort. Wenn wir nun gefunden haben, daß der Arbeiteverlu 
beim Stoße diefer Körper 

n—® ı — v)? G, @s 

29 G + 6 

ift, fo innen wir hier, da das ftopende Waflerelement GC, unendlich Hein it 
gegen bie geftoßene Waffermafle Gs, fegen: 

L= (u — m)! — 9)? Gi. 


29 
und folglich den entſprechenden Verluſt an Druckhöhe: 
h — (vi — v,)? 
=. 


Es entfteht alſo durd die plöglihe Geſchwindigkeitsverän— 
derung ein Drudhöhenverluft, welcher durch die diefer Berän- 
derung entſprechende Geſchwindigkeitshöhe gemefjen wird. 

Iſt mun der Duerjchnitt der einen Röhre AC, — Fr, und der Cum 
hnitt der anderen Röhre CE, welche mit der erfteren ein Ganzes bilde 
— F, die Geſchwindigkeit des Waſſers in der erften Röhre, — v, und de 
in der anderen, — v, fo hat man: 

„ode 
1 F, ’ 
daher ben Drudhöhenverluft beim Uebergange aus einer Röhre in die 


andere: 
F 3 92 
h= — — ) '2g’ 
und ben entfprechenden, fchon von Borda gefundenen Widerftands- 
coefficienten: 
F 3 
— (= — 1) . 
Die gefundene Drudhöbe 


F 2 v 
= (7 - 1) 29 


kann natürlich nicht fpurlos verloren gehen, man muß vielmehr annehmen, 
daß die ihr entfprechende mechaniſche Arbeit auf die Zertheilung und die 
ſchwingende Bewegung der vorher ein Continuum bhildenden Waſſertheile. 
zumal auf die Wirbelbewegung in W, W verwendet wird. 

Die hierüber angeftellten Verſuche des Berfaflers ftimmen mit der Theorie 
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gut überein. Damit die Röhre DE vom Waſſer ausgefüllt werde, ift es 
Fig. 741. nöthig, daß fie nicht fehr kurz und nicht 
jehr viel weiter fei al8 die Röhre A C. 
Diefer Verluſt verſchwindet, wenn, wie 
dig. 741 repräfentirt, durch Abrundung 
der Kanten ein allmäliger Webergang 
aus der einen Röhre in bie andere her⸗ 
beigeführt wird. 
Beifpiel. Wenn der Durchmefler der einen Röhre in der Zufammenfeßung | 





von Fig. 740 noch einmal fo groß ift als der der anderen Nöhre, fo ift F, 


— (4) = 4, daher der Widerftandscoefficient & = (4 — 1)? —= 9 und bie: 
entfprecdhenbe Wbsrfanfäe für den Webergang aus der engeren Röhre in bie 


weitere, = 9. — . Iſt die Geſchwindigkeit des Waſſers in der letzteren Röhre, 
— 10 Zug, fo gt die Widerſtandehöhe — — 9.0,016.102 = 14,4 Fuß. 


Verengung. Eine plögliche Geſchwindigkeitsveränderung tritt $. 40 
auch dann ein, wenn das Wafler aus einem Gefüße AB, Fig. 742, in eine 
engere Röhre D@ tritt, zumal wenn an der Eintrittöftelle CD ein Diar 
phragma figt, deſſen Deffnung noch Heiner ift als der Querſchnitt des Roh⸗ 
re8 DG. it der Inhalt der Verengung, —= Fi, und « der Contractiond- 
coefficient, fo hat man den Duerjchnitt 73 des contrahirten Waflerftrahles, 
— «aF,, und ift dagegen F' der Duerfchnitt des Rohres und v die Aus⸗ 
flußgejchwindigfeit, fo findet man die Gefchwindigfeit des Waſſers im con- 
trabirten Querjchnitte 75 durd) die Formel 





Yo = f, 
2 — & F, ’ 
daher den Drudhöhenverluft beim Uebergange aus F, in F' ober aus v, in v: 
no vr —v? _(_F - 1) v” 
29 ar 2g' 


und ben entiprechenden Widerjtandscoefficienten: 





Ohne Diaphragma erhält man eine bloße Anſatzröhre, Fig. 743, daher 
ift hier F == F, um 
54° 
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— — ı) ’ 
— 1 
14V 
Nimmt man « — 0,64 an, fo erhält man: 
_ f1— 0,64\? a_ 
6 (a) = en? = 0816. 
Durch den Wiberftand beim Eintritt in die Röhre und durch die Reibung 


des Waſſers im äußeren Röhrenftüde fteigert fid) aber & auf 0,505 ($. 422). 


Berfuche iiber den Ausflug des Waſſers durch eine Anfagröhre mit 
verengtem KEintritte, wie fig. 742 vorftellt, haben ben Berfafjer auf 
Folgendes geführt. Der Widerftandscoefficient für den Durchgang durd 
ein Diaphragma und fir den Anſchluß an bie weitere Röhre kann burd) die 


Sormel 
= (m) 


ausgedrückt werden; es ift aber zu feßen: 


fowie umgelehrt, 











Für 5 —|oı 0,5 | 0,6 09 








0,7 | 0,8 














02 | 0,3 | 0,4 10 


am 0,5% 0,5% | 


0,612 





0010 0,614 











osio 0007 0006 oen 0,601 





und folgt: 


— | 231,7| 50,99| 19,78] 9,612] 5,256] 8,077] 1,876| 1,169| 0,734| 0,4% 
































Hiernad) ift 3. B. in dem Falle, wenn ber verengte Duerfchnitt halb To 
groß ift als der Duerjchnitt der Röhre, der Widerftandscoefficient & — 5,256, 
d. h. der Durchgang durch diefe Verengung nimmt eine Drudhöhe in An- 
ſpruch, welche 51/, mal fo groß ift als die Geſchwindigkeitshöhe. 


Beifpiel. Welche Ausflußmenge giebt der in Fig. 742 abgebilvete Apparat, 
wenn die Drucdhöhe 11, Buß, die Weite der Ereisförmigen Verengung 11, um! 
die der Röhre CE, — 2 Zoll it? Hier hat man: 

F 11/,\2 

F = =) —= (9)? = %s = 0956, oh « — 0,606, und 
16 — 5,454 10,546 \? 


oc - 1) — 6,154 = (51) 7 


Sept man nun à — (1 -- 0% 27 jo erhält man die Ausflußgefchwindigfeit: 


5* 
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V2gh 7,906 V1,5 
= — I „ s B—⸗ — — 4,45 N} 
'-yı +t V474 duß 


und folglich das Aueftupquantum: 
-4.12.4,45 = 534.7 = 168 Cubikzoll. 


7 
=7 = — 
Einfluss der unvollkommenen Contraction. Bei bem im legten $. 4 
Paragraphen betrachteten Falle, wo das Waller aus einem großen Gefäße 
fommt, konnte die Contraction als eine vollkommene angefehen werden; ift 
aber der Duerfchnitt des Gefäßes oder des an einer Verengung anfommenden 
Waflerftromes nicht fehr groß in Anfehung auf den Querſchnitt Fi}, Fig. 
744, der Verengung, fo ift die Contraction eine unvollfommene und 
daher aud) der entiprechende Widerftandscoefficient Feiner al® in dem oben 
unterfuchten Falle. Gelten wieder die vorigen Bezeichnungen, fo hat man aud) 
hier die Wibderftandshöhe oder die durch den Durchgang durch F} verzehrte 


Drudhöhe: 
F F ) v? 
(ut) 


nur find für @, veränderlidhe, und zwar um fo größere Zahlen einzu- 





jegen, je größer das Berhältniß rn zwifchen dem Duerjchnitte der Verengung 


und dem Querſchnitt G der Zuleitungsröhre AB ift. Befindet fid) das Dia⸗ 
Fig. 74. Fig 745. 





phragıma CD in einer gleichweiten Röhre A G, Fig. 745, fo findet ganz diefelbe 
Beſtimmung ftatt, nur hängt hier der Coefficient & von 5 ab. 
Nach den vom Verfaſſer hierüber angeſtellten Verſuchen hat man in 


der Formel 
F 2 
s = (= Fi — 1) 


für die Widerftandscoefficienten zu ſetzen: 
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bei a =| 01| 02| 0383| 04| 05 | 06 | 0,7 0,9 
— |0,624| 0,632| 0,643] 0,659| 0,681| 0,712] 0,755| 0,813] 0,892| 1,00 
und es folgt: 
— EL 47,77| 30,83) 7,801] 3,758] 1,796| 0,797| 0,290 000 0,000 


























Diefe VBerlufte werben Heiner, wenn man duch Abrundung der 
Fig. 746. Kanten die Contraction vermindert 
oder aufhebt, und fie laffen fich fat 
ganz bejeitigen, wenn man, wie 
Fig. 746 repräfentirt, ein fi) all 
mälig ermeiternded Durchgangsſtüd 
MN einjekt. 
Beifpiel. Welche Drudhöhe wird erfordert, damit der in Fig. 747 abgebifkete 
Fig. 747. Apparat in ber Minute 8 Cubiffug Wafler liefere? 
Iſt die Weite des Diaphragma Fy, — 1, die Weite 
der Ausflußroͤhre DG, — 2 Zoll und die untere 
Weite des Gefäßes AC, — 3 Zoll, fo hat man: 
3 — (2 = Y/, daher « = 0,637, 
ferner: 


F 2 .\2 
Fo (5) = (4)? = 1%, 
und ben a en 








1) = 10,267 \ 

9. — 5,733 

Nun folgt die Ausflußgeſchwindigkeit: 
a = 5112 Sun, 


und daher bie in Frage flehende Druckhohe: 
2 
h=(1+9 7 — 4,207 . 0,016 .6,1122 — 2,51 Fuß. 


‚439 Druckverhältnisse in cylindrischen Röhren. Mit Hälfe der 
Fig. 748, Borda' ſchen Formel laſſen ſich num auch 

die Druckverhältniſſe in einer Ausflußröhre 

TEEN — mit verſchiedenen Weiten, wie z. B. ACE 
—— — — Fig. 748, ermitteln. Iſt p, der Drud 
und ©, bie Geſchwindigkeit des Waſſere 
in Fi, fowie p der Drud und v die Ge 
ſchwindigkeit defielben in F, fo hat man: 
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?, 2 ,G-W#_m,® 
+3 + 29 — 5 —* 77 und daher 


2 923 — 292 — 
mM_Pp|,® vv +(m —v) _r _@ OO oder 
Y Y 29 Y 9 

nn _2_(E __,\® 
 yYy F, 9 


Nun \ aber “ ganze Drudhöße 


re] 
daher hat man Ir 
pm _» _ 2mı—W)v 


vr y Aa+m—v: ' 


F 
(E-ı)n 
_a__ N: / 
=, Fr y 
1 + (= 1 
In dem Falle, wo das Waſſer mit dem Querſchnitte F’ in die freie 
Luft ſtrömt, iſt * — dem Waſſerbarometerſtande d, daher die Piszometer⸗ 


höhe in Fi, 
(E 1) 
Pı Fı 


zy==b— 


j 14 (5-1) 


So lange nun pi pofitiv ausfällt, fließt auch das Waſſer mit gefülltem 
Querſchnitt F bei EG aus; ftellt ſich Hingegen pꝛ negativ heraus, fo Hört 
das vorausgefegte Ausflußverhältnig ganz auf, und es fließt das Wafler 
durch die äußere Röhre CE fo aus, als wenn biefelbe gar nicht vorhanden wäre, 
und zwar mit der theoretifchen Ausflußgefchwindigfeit v, — V2g h. 

Damit der volle Ausflug bei 3 @ eintrete, ift folglich nöthig, daß 


F 
2 2-1) 


ı+(E-ı) 
‚te ) 
ala) * 


Wenn alfo die durch diefe Formel angegebene Grenze von der Drudhöhe A 
übertroffen wird, hört der Ausflug mit geflilltem Querſchnitte auf. 


<-b, oder daß 
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Diefe Formel findet auc) ihre Anwendung bei der Röhre CE, Fig. 742, 
mit Diaphragma; hier ift nur flatt F,, a, Fi einzufegen, daher für de 
vollen Ausfluß 


h< 14 Herr) Fr 1) 


2) 


Läßt man das Diapfragma weg, bat man es alfo bloß mit einer kurzen 
cglindrifhen Anfagröhre CE, Fig. 743, zu thun, fo ift F, — Fund baher 
„ _ ++ (= u 1) 


58 ) zu ſetzen. 
Vührt man « — 0,64, alſo - — 1 0,5625 ein, fo ergiebt ji für 


biefe Röhren die Grenze des Ausfluffes mit gefülltem Duerfchnitt: 
h 1 + 0,3164 ‚5 
DS mo ht. 
Nimmt man b —= 33 Fuß an, fo folgt, daß bei Drudhöhen über 1,17.33 
— 38,6 Fuß der volle Ausflug durch eine kurze cylindrifche Anfagröhre aufhört 

Hiermit ftimmen auch die Ergebnifle der Verſuche des Berfaflers vol: 
fommen überein (f. den betreffenden Auffag im 9. Bande des Civilingentenr, 
über den Ausflug des Waffers unter hohem Drude). 

Beim Ausflug des Waflers in einen luftverdünnten Raum tritt biefe 
Grenze noch eher ein, da dann d Heiner als 33 Fuß ift; wäre z. B. der 
Waflerbarometerftand in diefem Raume nur 3 Fuß, fo würde der volle Ans 
fluß durch eine kurze cplindrifche Anfatröhre bei der Drudhöhe A— 1,17. 3 
— 3,51 Fuß aufhören. 

Wenn das Waſſer durch eine ſich allmälig erweiternde Röhre ACH 
Big. 749, fließt, fo ift der Piözometerftand im ae AB: 


— a en 





zu fordern. 


Big. 749. folglich wenn man ;, Pop “ 
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zu fordern, damit der Ausflug mit gefülltem Duerjchnitte erfolge. Set man 
2 — 1,17, alfo 2 — 0,8547, fo erhält man das Querſchnitisverhältniß, 
bei welchen unter der Drudhöhe } — 38,6 Fuß ber volle Ausflug aufhört: 


— —=YV1 + 0,8547 = 1,362, 


Druckverhältnisse in conischen Röhren. Das Ausfluß- und $. 44 
Drudverhältniß bei einer cylindrifchen Röhre CE mit oder ohne Diaphragma 
erleibet folgende Movificationen, wenn noch ein befonderes Mundftüc oder eine 
andere Röhre EGHK, Fig. 750, an diefe Röhre angefchloffen iſt. Es be- 

Fig. 750. zeichne F den Duerjchnitt, v die 
Geſchwindigkeit und p den Drud 
des Waſſers an der Ausmündung 
HK, ferner F, deu Querſchnitt 
der Einmündung, « F} den Quer: 
Schnitt des contrahirten Waffer- 
ftrahles, fowie v, die Geſchwin⸗ 
digkeit und 9, den Drud des 
Waſſers in demfelben; ebenfo fei 
Fa der Röhrenquerfhhnitt an der Stelle, wo ſich der Waflerftrahl wieder an 
die Röhre anlegt, endlich bezeichne v, die Gefchwindigfeit und p, den Drud 
des Waſſers an eben diefer Stelle. 

Dann hat man 





pp _ Pr v—v, 
pı _PM__ uvm —u) _P + v’—v — v; (vı — ta) 
r oo ...ı7 29 9 
2, "tm _ vum _2 , 
29 9 Y 29 
oder, da a Fıg = Fıv, = Fo ist, alfo 
vs = und ı, = ” geſetzt werden kann, 


pm _P» __2rF_ (= ] ”,. 
"2 +lı FT 5) 29 
Nun ift aber hier die zur Erzeugung der Ausflußgeſchwindigkeit nöthige 
Drudhöhe 
wm — =| 7 vr 
+ 1 + & 5 F, 9 g ’ 
daher folgt aud) 
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2 F + (€ ) 1 2,1 

Pi _? + — * „—? + FTIARTH 

A + (&- » .ı 1 4) 
a«F, = n af, F, 


p — — (++ +5) 


d. 1.1 =- h 


1 1I\2 '. 
mt ar, 5) 
oder beim Ausfluffe in die freie Luft, 
2 
en tn) 
1 1 1 \2 
tm 5) 


Damit ein voller Ausflug erfolge, muß biernad) 
1 1 \2 


2ı = b — 


R_ FR? «F, F} ‚ ober 
b © — +5) 
aFıFs Ft Fi 
h 
(2-4) 
F: erRrR FVJDb er F, 


Mit Hilfe der vorftehenden Formeln laſſen fich nun auch die Ausflus- 
verhältniffe der conifchen Röhren ABDE, Fig. 751 und Fig. 752, angeben: 


Fig.” 751. Fig. 752. 


we... Sn 





! ,r I J zu! . 





wenn man in denſelben ſtatt 7, den Querſchnitt der Röhre an der Stelle, mo fid 
der Strahl anlegt, einführt. Bezeichnet 6 die Hälfte des Divergenzwinteld ACB 
der einen oder des Convergenzwinkels ber anderen Röhre, und fegt man vor 
aus, daß die Länge Fi F, des Wirbels gleich der Miündungsweite AB=d 
fei, fo läßt fich die Weite der Röhren an der Stelle, wo fic das Waſſer an 
die Röhrenwand anlegt, ſetzen: 

d; = dı + 2dıtang.ö —= (1 + 2tang.d)d,, 
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und daher das Duerjchnittsverhältnig 


F da\2 
* = 2) = (1 + 2tang. Ö)*, 
wobei das Pluszeichen für die divergente Röhre in Fig. 751 und das Mi- 
nu8zeichen fiir die convergente Röhre in Fig. 752 in Anwendung zu bringen 
fl. 3.2. für d = 21/, Grad, ift 2tang.d = 0,0875, und 
= — (1 + 0,0875)? entweder = 1,1827 oder 0,8327; 

—1 


daher die Ausflußgeſchwindigkeit im erſten Falle: 


VEIT V Tray 


und dagegen im zweiten: 


Ve NV Ta) 
1+ (2 5557) ( 5) 0 


Der entſprechende Ausflußcoefficient 
1 


Bm ——————— 
| / 2) 
1 + 0,514 (= 


der divergenten Röhre ift natürlich anjehnlich Heiner als der Ausflußcoefficient 
1 


Vi 40108 (£)' 
Vı + 0,1308 (7 
der convergenten Köhre. 


Wären z. B. die Röhren brei Mal fo lang als in der Einmündung weit, 
fo hätte man im erjten Yalle: 


3 
(#) — (1 + 6tang. ö)t = 1,2625* — 2,5405, und 
1 


u = 


— 0,659, dagegen im zweiten alle: 





1 
RT Va06 
F\? 
(£) — (1— 6tang.6)t — 0,73754 — 0,2958, und 
1 
1 
— — — 0,981 (vergl. $. 425). 
V1,0387 bergl. 5 
Damit ber Ausflug durch diefe Röhren mit gefüllten Querſchnitte 
erfolge, muß 
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ı + ( 
h Aal 
v < aF F [1 + van fein, alfo im erften falle, wo 
@F, Fı er 
F __. 1,5939 1,5939 * 
— — — -—— oo TH 
vr; 0,64 — 2,4906, und — 1,1827 1,3477 ft 
h 1+1,1429? __ 2,3062 


b 6,7112 — 2,8163 — 3,8949 8949 — 0,592, 
darf aljo die Drudhöhe 4 nod) nicht 33.0,592 — 19,5 Fuß erreichen 


$. 441 Knieröhren. Befondere Hindernifle ftellen ſich dir Bewegung ie 
Waflers in Röhren entgegen, wenn diefelben gekrümmt find oder ger 
Kniee bilden. Diefe Widerftände laffen ſich nicht mit Sicherheit theoretiic 
beftimmen, und mußten daher, wie fo viele andere Ausflußverhältuifle, auf 
dem Wege ber Erfahrung unterſucht werben. 
Bildet eine Röhre A CB, Fig. 753, ein Knie, fo trennt ſich der Strahl 
in Yolge der Centrifugaltraft des Waſſers von der inneren Fläche des zweiten 
Röhrenſtückes; es hört, wenn dieſes Stück kurz ift, der volle Ausfluß ar, 
und es fällt deshalb aud) die Ausflußmenge Heiner aus als bei einer glah 
langen geraden Röhre. Ift aber das äußere Stüd CB der Knieröhre ACB, | 


dig. 758. Fig. 754. 





\F 
Fig. 754, länger, fo bildet fich Hinter dem Knie C ein Wirbel S, und & 
tritt bei wieder gefülltem Querſchnitte eine verminderte Ausflußgeſchwindig 
feit v ein. Diefe Verminderung der Ausflußgefchtwindigkeit ift genan fo zu 
beurtheilen wie der Widerftand, welchen Berengungen in Röhren bewirken. 
St F der Querfchnitt der Röhre und F, der Duerfchnitt des contrafirten 
Strahles bei S, fo hat man den Contractionscoefficienten befielben: 
F 
F ’ 
und daher den entjprechenden Widerftandecoefficienten: 


— 


ad = 
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Der Sontractionscoefficient & und folglich auch der entfprechende Wider 
ftandscoefficient &, hängt von dem Bricol- oder halben Ablenkungs— 
winkel ö= ACD—=BCE=1,BCF, ig. 753, ab, und e8 ift 
nach den Berfuchen, welche ber Berfafler an einer Röhre von 3 Centimeter 
Weite hierliber angeftellt bat: 

& = 0,9457 sin. 6? + 2,047 sin. ö* 
zu ſetzen. 

Tolgende Heine Tabelle enthält eine Reihe von nad) diefer Formel be 
rechneten Widerftandscoefficienten für verjchiedene Bricolwintel: 


0° — 50 95 








oo | ss 70 





o\. 








|»). 


= 10046 0,139 | 0,364 | 0,740 | 0,984 1,556 | 1,861 | 2,158 | 2,481 


























1,260 





Man erfieht hieraus, daß durch die Kniee in Röhren der lebendigen Kraft 
des Wafler8 in Röhren bedeutende Verluſte erwachſen. It 3. B. das Knie 
ein rechtrvinkeliges, alſo 6 — 45°, fo hat man hiernad) den durch daffelbe 
herbeigeführten Drudhöhenverluft: 


2 
h= Zr — 0,984 - 


alfo ziemlich gleich der Geſchwindigkeitshöhe. 

Bei engeren Röhren fällt & namhaft größer aus, 3.2. für eine Knieröhre 
von 1 Centimeter Weite und 90 Grad Ablenkung ift $ — 1,536 gefunden 
worden. S. des Berfaflerd Erperimentalgydraulit. 

Stoßen an ein Knie ACB, Fig. 755, noch andere Kniee ohne längere 
Zwifchenröhre, wie 3. B. aus Fig. 756 und Fig. 757 zu erfehen ift, fo tre— 

Fig. 755. Sig. 756. Sig. 757. 


u? 


29' 





ten ganz beſondere, jedoch leicht erklärliche Ausflußverhältniſſe ein. Das 
zweite Knie BDE, Fig. 756, welches den Strahl nach derſelben Seite 
hin ablentt, wie das erfte ACB, bringt feine weitere Contraction bes 
Strahles hervor, es ift daher auch bei vollem Ausflufje hier & nicht größer 
als fr ein einfaches Knie ACB. Lenkt aber da® Knie BDE, Fig. 757, 





862 Siebenter Abſchnitt. Viertes Gapitel. [$. 42. 


den Strahl auf die entgegengefegte Seite, jo ift die Contraction eine doppelte, 
und daher auch der Widerftandscoefficient doppelt jo groß als bei einfade 
Knie Wird endlih BDE fo an ACB gefekt, daß DE rechtwintelig ai 
die Ebene A BD zu ftehen fommt, fo ftellt ſich & ungefähr 11/, mal fo gms 
heraus als bei dem Knie A CB allein. 


Beifpiel. Wenn eine NRöhrenleitung XLN, %ig. 758, von 150 Fuß lirx 

Fig. 758. und 5 Zoll Weite, welche in der Minute 
25 Cubiffug Wafler liefern fol, jra 
rechtwinfelige Kniee enthält, jo hat mm 
die nöthige Drudhöhe: 


Crh= (15054 8,71242.0,984)- ,, 


=. — 12,185.0,1494 — 1,82 Fuf. 
D (Bergl. Beifpiel 1 zu $. 430.) 





s. 442 Kropfröhren. Gefriimmte Röhren geben unter übrigens gleichen 
Berhältniffen viel kleinere Widerftände als unabgerundete Knieröhren. And 
fie veranlaffen in Folge der Centrifugalfraft des Waſſers eine partielle Cor 

. traction des Waflerftrahlee ABD, Fig. 759, fo daß, wenn fi an tie 
frumme Röhre feine längere gerade Röhre anfchließt, der Querſchnitt Fi dee 
Strahles bei feinem Austritte Fleiner ift als der Querſchnitt F der Höhe. 
Endigt fi) aber der Kropf A BD, Fig. 760, in einer längeren gerades 
Röhre DE, fo bildet fid) wieder ein Wirbel F, und es findet auf Unfofter 


Fig. 759. Fig. 760. 





der lebendigen Kraft des Waſſers wieder ein voller Ausflug des Wale? 
ftatt. Iſt der. Contractionscoefficient = — a, fo Haben wir and) im 
Coefficienten des Kriimmungswiderftandes: 


— 


Der Contractionseoefficient & hängt von dem Verhältniſſe < der haltın 
Röhrenweite BM— EM—a, Fig. 759, und dem Krünmungshalbmere 
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CM — r der Röhrenare ab und läßt ſich annähernd auf folgende Weife 
theoretiſch beitimmen. Iſt « die Gejchiwindigfeit des Waſſers beim Eintritt 
in den Kropf und v, die des zufammengezogenen Waflerftrahles, fo hat man 


tı FL =rF, daher vo, — = v, und demnad) die den Drud in BE 
| 
meſſende Druckhöhe: 


ze _fley_ le. 

h= 29 F, 1 29 
Diefe Höhe mit 1 und Y multiplicirt, ergiebt fich der Drud des Wafler- 
ftrahles bei E auf die Wlächeneinheit nach allen Richtungen Bin: 


[Erd JE 


Da nun die Gentrifugallraft des Waſſers an der converen Seite dem 
Drude p entgegenwirkt, fo ift e8 möglich, daß fie denfelben hier ganz auf- 
heben kann. In diefem Falle wird aber auc die äußere Luft eindringen 
und ſich der Strahl ganz von der converen Seite losziehen, wie aus den 
Fig. 759 und 760 zu erjehen if. Die Gentrifugalfraft eines Wafler- 
prismas von der Länge BE — 2a und dem Querſchnitte 1 ift bei dem 
Krümmungshalbmeſſer CM = r, 


2 
ı= gr .n 


jegt man daher p — q, fo folgt die Bedingung des Losreißens: 
1 4a 
__ 1 


a? r 
daher ber Contractionscoefficient: 


„Vo 
NYr+4a’ 


und der Widerftandscoefficient bei vollem Ausflufle: 


— 


Da bei dieſer Entwickelung nur eine mittlere Geſchwindigkeit und ein 
mittlerer Krlimmungshalbmeffer zu Grunde gelegt wurde, jo kann ſie natitr- 
(ich auc nur auf eine annähernde Beftimmung von & und & führen. 

Aus den Verfuchen des Verfaffers und aus eigenen Beobadhtungsrefultaten 
Du Buat’s hat aber der Verfaſſer für den Widerflandöcvefficienten beim 
Durchgange des Waſſers durd) Kröpfe folgende empirische Formeln abgeleitet: 

1) Für Kröpfe mit Freisförmigem Querſchnitte: 


a\7 
& — 0,131 + 1,847 (2) ; 


’ 
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2) für Kropfröhren mit rectangulären Querſchnitten: 
€ — 0,124 + 3,104 (=) 
Nach diefen Formeln find folgende Tabellen berechnet worden: 


Tabelle LI 
Eoefficienten des Krümmungswiberfiandes bei Röhren mit Freisformigen 


























Querſchnitten. 
oa 0,3 | 04 | 05 | 06 } 07 1 08 | 09 | 10 
= lo 131 | 0,138 | 0,158 | 0,206 | 0,294 | 0,440 0 661 [0077 1,408 | 1,97: 























Tabelle I 
Eoefficienten des Krümmungswiberftanbes bei Röhren mit rectangufären 


























Querſchnitten. 
0,1 | 0o2|083|04| 05 | os | 0,7 
t — :|0,124 | 0,135 | 0,180 | 0,250 | 0,398 | 0,643 | 1,015 | 1,546 am) 35 | 





























Hiernadh fieht man, daß bei einer runden Röhre, deren Krümmungshalb 
meſſer zweimal fo groß ift als der Röhrenhalbmeſſer, der Widerſtandscoeffi 
cient — 0,294, und bei einer Röhre, beren Krümmungshalbmeſſer minde 
ftens zehnmal fo groß ift als der Halbmeſſer de8 Querſchnittes, diefer Coef⸗ | 
ficient — 0,131 ausfällt. 

Um die Contraction des Waſſers in einer krummen Röhre ABD, 
Sig. 761, zu verhindern, ift der Querfchnitt der Röhre allmälig fo zu vr | 
engern, daß der Querſchnitt DH — F, der Ausmündung zum Querſchnitte 


BE= F der Einmündung im Verhältniſſe « — zu ſtehen | 





1 
ve+1 
kommt. 

Fig. 761. Fig. 762. 
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Stößt an den Kropf BD, Fig. 762, noch ein anderer an, welcher ben 
Strahl nad) derfelben Seite noch weiter ablenft, bildet 3. B. die Röhrenare 
einen Halbfreis wie BDE, Fig. 763, fo ändert fid) die Contraction nicht, 
es behalten alſo auch « ımb & nahe denfelben Werth wie bei der Röhre in 
Fig. 762, welche nur einen Quadranten einnimmt; fchließt ſich dagegen ein 
Kropf DE, Fig. 764, an, welcher nad) der entgegengejegten Seite ablentt, 
fo bildet fich vor diefen ein Wirbel F' und es tritt in demfelben eine zweite 
Zufammenziehung des Strahles ein, wodurch der Widerftand (&) nahe vers 
doppelt wird. 

Big. 764. Fig. 768. Fig. 766. 





Der Widerftand des fliegenden Waſſers in Kropfröhren läßt fich durch 
Erweiterung der Kröpfe wie B.D E, Fig. 765, fowie durch dünne Scheide- 
wände in benfelben wie S in BDE, %i9.766, vermindern, denn im erften 


Galle wird die Geſchwindigkeit und im zweiten das Verhältniß = umd 
folglich auch der Wiberftandscoefficient & Kleiner. 


Beifpiel. Wenn die Röhrenleitung BLM, *ig. 767, im zweiten Beifpiele 
Fig. 767. des $. 430 noch fünf Kröpfe zu fe 900 
enthält, und der Krümmungshalbmefler 
eines jeden 2 Zoll beträgt, jo hat man: 
. = h 
En r 
und nach ber erften der obigen Tabellen, 
den entfprechennen Widerſtandscoefficien⸗ 
ten: C = 0,294; folglih für alle fünf 
an — Kröpfe, 5° = 1,47, und daher die Ges 
ſchwindigkeit des ausfließenden Waflers ftatt 








17,678 17,678 
V — — — — — — 
Vr582 + 147 V 9,052 
jo daß nun die Ausflußmenge pr. Secunde: 
Q = 0,7854. 1,,.5,876 — 0,1282 Eubiffuß — 221 Eubifzoll folgt. 
Weisbach's Lehrbuch der Mech anik. 1. 55 





— 5,876 Fuß, 
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$. 443 Schieber, Hähne, Klappen. lm den Ausflug des Waflers aus 
Röhren und Gefäßen zu reguliren, werden jogenannte Obturatoren, um 
Zwar Schieber, Hähne, Klappen und Bentile angewendet, wodurch ſich 
PVerengungen erzeugen laflen, welche dem Durdigange des Waſſers Wider 
ftände entgegenfegen, die ſich auf ähnliche Weiſe wie die in ben legten Para⸗ 
graphen abgehandelten Berlufte beftimmen laſſen. Da aber hier das Waller 
noch befondere Richtungsänderungen, Zertheilungen u. |. w. erfeibet, jo lañen 
ſich die Coefficienten & und & nicht unmittelbar beftimmen, ſondern es war 
zu deren Ermittelung die Ausführung befonderer Verſuche nöthig. Solche 
Verſuche find von dem Berfaffer ebenfalls angeftellt worden*), und bie 
Hauptergebnifie derfelben enthalten folgende Tabellen: 


Tabelle L 


Die Widerftandscoefficienten für den Durkhgang des Waller durch Schieber 
oder Schubventile (franz. tiroirs; engl. slide-valves) im parallele: 
pipediſchen Rohre. 





Querſchnittsverhaͤltniß ZU 1,0| 0,9| 0,8| 0,7| 06| 0,5| 0,4| 0,3 02 01 


= 
F 





























Widerſtandscoefficient — | 0,00! 0,09| 0,39| 0,95 8,12] 17,81 44,5] 1% 

















2.0 4,02 














Tabelle I. 


Die Wivderftandscoefficienten für ven Durchgang des Waſſers durch Schieber 
im cylindrifhen Rohre. 





— — — — — — — 














— — — — — 


Relative Stellhöhe s — | 0 





Duerfchnittsverhältnig - 1,000 | 0,948 | 0,856 0,315 | 0,159 











0,740 | 0,609 | 0,466 








MWiderftandscoefficient d — 5,52 | 17,0 | 97,» 





0,26 | 0,81 | 2,06 











0,00 | 0,07 





.— — — 


*) Verſuche über den Ausfluß des Waſſers durch Schieber, Hähne, Klappen um 
Bentile, angeſtellt und berechnet von Zul. Weisbach, over unter dem Tür 
„Unterfuchungen im Gebiete der Mechanik und Hydraulik“ u. ſ. w., Leipzig 12. 
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Sabelle IH. 


Die Wiverftandscoefficienten für ven Durchgang des Waflers dur einen Hahn 
(franz. robinet; engl. cock) im varallelepipedifhen Rohre. 






















































































Stellwinfel d = | 5° | 10° | 15% | 200 | 25° | 300 | 350 | 40° | 450 | 500 | 55° | 66 
Auerſchnittsverhaͤltniß — |0,92610,849|0,769|0,687|0,604|0,520\0,4860,352)0,26910,188l0,110| 0 
Biverftandscoefficient = | 0,05 | 0,31 | 0,88 | 1,84 | 8,45 | 6,15[11,2|20,7|41,0|95,3 | 275 | oo 

















Tabelle IV. 


Die Wivderftandscoeffleienten für ven Durchgang des Waflers dur einen Hahn 
im cylindriſchen Rohre. 





— — ——— — ——— — r — — — — — — 














































































































Stellwinfel d = | 5° 100 15° 200 Pr 30° | 35° 
Duerfähnittsverhältnig—| 0,926 | 0,850 | 0,772 | 0,692 | 0,613 | 0,585 | 0,458 
Widerflandscvefficient = | 0,05 | 0,29 | 0,75 | 1,56 | 3,10 | 5,47 | 9,68 
Stellwinfel d — 40° | 450 500 | 55° | 600 | 650 | 821,0 
Duerfchnittsverhältnig — | 0,385 | 0,315 | 0,250 | 0,190 | 0,137 | o,09ı| o 
MWiderflandscoefficient = | 17,3 | 31,2 | 52,6 | 106 | 206 486 | 2 

















Tabelle V. 


Die Widerſtandscoefficienten für ven Durchgang des Waſſers durch Dreh⸗ 
klappen oder Droſſelventile (franz. valves; engl. throttlevalves) im 
parallelepipediſchen Rohre. 























Stelwintel d = 50 | 100 | 150 | 200 | 950° | 300 | 850 
| 

Duerfgniterätints= 0,918 | 0,826 | 0,741 | 0,658 | 0,577 Ä 0,500 | 0,426 

Wiverftandscoefficient — | 0,28 | 0,45 | 0,77 | 1,34 | 2,16 | 3,54 | 5,7 
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Stellwinfel d — | 400 | 450 | 50° | 55° | 609 | 65° | 709 | Kr 


Querſchnittsverhaͤltniß — | 0,357 | 0,298 | 0,234 | 0,181 | 0,134 | 0,094 10,060 | 0 






































15,07| 24,9 18 | 368 | x 








MWiverftandscoefficient — | 9,27 





42,7 | 774 








Tabelle VI 


Die Widerfiandscoefficienten für ten Durchgang des Waſſers durch Dreb: 
Flappen im cylindriſchen Rohre. 













Stellwinfel d — 100 150 200 250 350 




















Duerfchnittsverhältnis—| 0,913 | 0,826 | 0,741 | 0,658 | 0,577 | 0,500 |o,% 












































Miderflandscoefflcient = | 0,24 | 0,52 | 0,90 | 1,54 | 2,51 391 | 62 
Stellwinfel d | 400% | 459 | 500 | 550 | 609 | 65° | 709 | 90 
ductiaiuevertaintg— 0,357 | 0,293 | 0,234 | 0,181 DE 0,094 | 0,060| 0 

| 
Miderftanpscoefficient — | 10,8 | 18,7 | 32,6 | 58,8 | 118 | 256 | 7351| x 


8. 4414 Mit Hilfe der in den vorftchenden Tabellen aufgeführten Wiberfland® 
coefficienten Tann man nicht nur den einer gewiſſen Schieber⸗, Hahn⸗ oder 
Klappenftellung entfprechenden Drudhöhenverluft angeben, fondern aud ke 
ſtimmen, welche Stellung diefen Apparaten zu geben ift, damit die Ausflup- 
geſchwindigkeit oder der Widerftand ein gewiller werde. Allerdings wird aber 
eine folche Beftimmung um fo ficherer, je mehr diefe regulirenden Vorrich 
tungen den bei den Verfuchen angewendeten gleichen. Uebrigens gelten di 
in den Zabellen angegebenen Zahlenwerthe nur für den Fall, wenn ii 
Wafler nad) dem Durchgange durch die mittels dieſer Apparate hervor⸗ 
gebrachten Verengungen das Rohr wieder ausfüllt. Damit diefer volle An 
fluß bei ftarfen Verengungen noch eintrete, muß das Rohr eine beträchtliche 
Yänge haben. Die Querſchnitte der parallelepipebiichen Röhren waren 
5 Gentimeter breit und 21;, Gentimeter hoch, und die Querſchnitte von den 
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cylindriſchen Röhren hatten eine Weite von 4 Centimetern. Bei dem Scie- 
ber, Sig. 768, entfteht eine einfache Verengung, deren Querjchnitt bei dem 


Fig. .768. Fig. 769. Fig. 770. 





einen Rohre ein bloßes Rechteck Fi, Fig. 769, bei dem zweiten aber ein 
Mondchen F,, Fig. 770, bildet. Bei den Hähnen, Fig. 771, ftellen fid) 
zwei Perengungen und auch zwei Nichtungsabänderungen heraus, beshalb 


Fig. 771. Fig. 772. 





find aud hier die Widerſtände jehr groß. “Die Querſchnitte der größten 
Berengungen haben ganz eigenthümliche Geftalten. Bei den Drehllappen, 
ig. 772, teilt fi) der Strom in zwei Theile, wovon jeder durch eine 
Berengung hindurchgeht. Die Querfchnitte diefer Berengungen find bei der 
Drebllappe im parallelepipedifchen Rohre vectangulär und im cylindrifchen 
mondförmig. — Zur Anwendung der oben mitgetheilten Tabellen wird durch 
folgende Beifpiele hinreichende Anleitung gegeben werden. 


Beifpiele. 1) Wenn in einer cylindriſchen Nöhrenleitung von 3 Zoll Weite 
und 500 Fuß Länge ein Schubventil angebracht ift, und dieſes 3%, der ganzen 
Höhe gezogen wird, alfo 5/, verfelben verfchließt, welche Waflermenge liefert bie- 
ielbe unter einem Drude von 4 Fuß? Der Widerftandscoefficient für den Gin- 
tritt in die Röhre läßt fih nadı dem Früheren, Z, — 0,505, und der Widerſtands⸗ 
coefficient Z, für den Schieber nad Tabelle II., $. 443, — 5,52 fegen, es folgt 
daher die Ausflußgefchwindigfeit: 

— 7906. TT 7,906 .2 _ 15812 
2 r 
V 1.05 1552 + J V7,025 + 500.45 YV7,025 + 2000£ 
Sehen wir den Reibungscoefficienten T — 0,025, fo erhalten wir: 


15,812 
9 — — — —— 2,09 u . 
V 57,025 
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Nun entfpricht aber der Geſchwindigkeit — 2,1 Fuß genauer T — 0,026, dahet 
it richtiger: 

15,812 
V 59,025 


und die Ausflugmenge pr. Secunde: 
= 7:9.12.2,06 — 55,62. — 175 Eubifzell. 





v = 


= 2,06 Fuß, 


2) Eine Röhrenleitung von 4 Zoll Weite liefert bei einer Drudhöhe ven 5 Aus 
in ber Minute 10 Cubikfuß Wafler, welche Stellung hat man dem in derſelben 
angebrachten Droffelventile zu geben, damit fie naher nur ð Eubiffuß Tiefen? 
Die Gefchwindigfeit ift anfangs 

10.4 _ 
69.2) 
und nach der Klappenftellung, 
— %,.191 = 1,528 Fuß. 
Der Ausflußcoefficient für den erftien Fall des Ausfluffes iſt 
v 1,91 


6 — 191 $uß, 
A 





— — — — — — — 0,108 
V2gk 796 V5 ' 
daher ver Wiberftandscoefficient 
1 


der Ausflußeoefficient für den zweiten Ball if 
— 80. 0,108 — 0,0864, 
baher der Wiverſtandscoefficient 

1 
0,0864? 
und demnach ber Goefficient für den vom Drofielventile zu erzeugenden Miberflant: 

= 1330 — 34,7 = 488. 

Nun giebt aber nach Tabelle VI., $. 443, ver Stellwinfel d — 50%, . — 328, 
und der Stellwinfel d — 55°, £ — 58,8; es läßt fih daher annehmen, bag bei 
einer Stellung von 500 + se 50 — 589 das gewünfchte Ausflußquantum erba.: 
ten werde. Berüdfihtigt man noch, daß bei den Geſchwindigkeitswechſel ven 1,91 
Buß auf 1,528 Fuß der Neibungscoefficient von 0,0266 in 0,0281 übergeht, je m 
noch genauer: 





— 1 = 133,0, 


. 2 
© = 133,0 — 84,7. = —= 1330 — 9,5 = 48,5, 
und ſonach der Stellwinfel 
10,9 
— 30 — 590 
I = +. 


$.445 Ventile. Bon befonderer Wichtigkeit ift die Kenntniß der duch Ben: 
tile (franz. soupapes; engl. valves) hervorgebracdhten Wiberftände And 
über dieſe find vom Verfafler Verſuche angejtellt worden. Am häufigften 
fommen die fogenannten Kegel» und nächſtdem die Klappenventile, 
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wie in den Figuren 773 und 774 abgebildet find, zur Anwendung. Bei 
beiden geht da8 Waller durch bie von einen Ringe RG gebildete Apertur ; 


Fig. 773. Fig. 774. 





das Kegelventil KL, Fig. 773, hat einen Stiel, womit e8 in einer Führung 
liegt, die ihm nur einen Ausſchub in der Arenrichtung geftattet; das 
Klappenventil oder die Bentilflappe KL, ig. 774, hingegen öffnet ſich 
brehend wie sine Thür. Man fieht leicht ein, daß bei beiden Apparaten dem 
Waſſer niht nur durch den Ventilring, fondern auch durch die Ventilflappe 
ein Hinderniß entgegengefegt wird. 

Bei dem Kegelventile, womit die Verfuche angeftellt wurden, mar das 
Verhältniß zwifchen der Apertur im Ventilringe zum Querfchnitte der ganzen 
Köhre: 0,356, und dagegen das Verhältniß zwilchen der Ningfläche um das 
geöffnete Bentil herum, zu dem Nöhrenquerjchnitte, — 0,406; es läßt fich 


daher im Mittel n — 0,381 fegen. Indem man den Ausflug bei ver- 


ſchiedenen Bentilftellungen beobachtete, ergab fi), daß der Widerſtandscoef⸗ 
ficient zwar abnahm, wenn der Ventilfhub größer wurde, daß aber diefe 
Abnahme ſchon höchſt unbedeutend ausfiel, wenn der Bentilfchub die halbe 
Weite der Apertur übertraf. Seine Größe war für diefen Stand, — 11, 
alfo die Widerſtandshöhe oder der Drudhöhenverluft 
9? 

127° 

wenn z die Gefchwindigfeit des Waſſers in der vollen Röhre bezeichnet- 
Diefe Zahl kann man auch bemugen, um die anderen Duerfchnittsverhältniffen 
entfprechenden Widerftandscoefficienten zu bejtimmen. Segen wir allgemein 


= (in) 


jo erhalten wir für den beobachteten Fall: 


r (our: ) 
Zi _ — — —-ı)=ı1 
7 0381, und $ sn! 


v? 1 
zZ = —— 


daher 


— — — — — — 0608 


— — 
0,381(1 + Vıı) 4317. o,881 
und endlich allgemein der Widerftandscoeffictent:. 
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= (Ger - 1) = (1 645. - — 1)" 


SR z. B. der Querfchnitt der Apertur die Hälfte von dem der Roͤhre, ſt 
fallt hiernach der Widerjtandscoefficient 

— (1,645.2 — 1)? — 2,292 — 5,24 
aus. 

Bei dem Klappenventile war das Querſchnittsverhältniß zwiſchen der 
Apertur und der Röhre, d. i. | — 0,535; wie aber die Wiberftand* 
coefficienten mit der Größe der Eröffnung abnehmen, führt folgende Tabelle 
vor Augen. 



































Zabelle 
der MWiderftandscoefflcienten für die Bentilflappe. 
Deffnungswinfel 150) 200 250] 300| 350 | 40% 450 | 50° ss. 22 65°| 5° 
| 
Widerſtandscoefficient 90 62| 4230 | 14|9,5 | 6,6 | 4,6 | 32 u li 


























Mit Hülfe diefer Tabelle laſſen ſich die Widerftandscoefficienten für Klıp 
pen aud) dann noch annähernd berechnen, wenn das Duerfchnittsverhältuk 
ein anderes fein ſollte. Es ift derfelbe Weg zu betreten, welchen man ke 
den Regelventilen verfolgt hat. 


Beifpiel. Eine Drudpumpe liefert bei jedem Niedergange des Rolbens in i 
Seeunden 5 Cubikfuß Wafler, die Weite des Steigrohres, worin das fegelförmiıe 
Steigventil figt, beträgt 6 Zoll, die innere Weite des Bentilringes, 314, Zoll unt wer 
größte Bentildurchmeffer 4%, Zoll, welchen Widerſtand bat das‘ Wafler rim 
Durchgange durch dieſes Ventil zu überwinden? Das Duerfchnittsverhäftnis für 
die Apertur iſt 


(2) = Ch? = 084, 


und das Verhältnig der ringförmigen Verengung zum Duerfchnitte des Rob: 
tes {ft 


=1-(#) —1— (U = 044, 


daher das mittlere Querſchnittsverhaͤltniß J 
F. 034 +04 _ 
3=77 = 0,39 

und ber entfprechende Widerflandscoefficient 

1,645 3 J 
= ( m — 1) = 3,23 = 104. 
Die Geſchwindigkeit des Waffers beträgt 


== 0 


Zu ” 


—. — 
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die Gefchwindigfeitshöhe — 0,649 Fuß, und folglih die Widerſtandéhöhe 
— 10,4.0,649 = 6,75 Fuß. Die in ter Secunde gehobene Waflermenge wiegt 
5/, .61,75 = 772 Pfund; daher ift die mechanifche Arbeit, welche ver Durchgang 
des Waflers durch das Ventil in eben tiefer Zeit confumirt: 


— 6,75.772 = 521 $ußpfund. 


Zusammengenetste Gefässe. Pie vorftehenden Lehren itber ben $. AM 
Widerſtand des Waſſers beim Durchgange deffelben durch Verengungen finden 
ihre Anwendung auch noch bei dem Ausfluffe durch zufammengejeßte 
Gefäße. Der in Fig. 775 abgebildete Apparat AD ift durch zwei, bie 

Fig. 775. Mundungen Fi und F, enthaltende Scheidewände abges 
theilt und bildet deshalb drei communicirende Gefäße. Wären 
die Scheidemände nicht vorhanden und die Kanten bei 
den llebergängen aus einem Gefäße in das andere abge: 
rundet, fo hätte man, wie bei einem einfachen Gefäße, 
die Ausflußgeichwindigkeit durch F': 

V2gh 

_ VIirRG 
infofern h die Tiefe FH der Deffnung unter dem 
Waflerjpiegel und & den Wiberftandscoefficienten fitr 
den Durchgang duch die Ausflugöffnung 7’ bezeichnen. 

Da aber nad dem Durchgange des Waflers durch die Mündungen F, 
und Fy die Duerfchnitte & F', und « F, plöglidh in die Duerfchnitte G und 
G, ber Gefäße CD und BC übergehen, und nad) $. 437 die daraus er- 
wachfenden ee 


v2 @F\? v? “7 3 ” 
ri EC ver rer 
und 
w a F\? v2 aF\2 v2 
la) ee) 
betragen, 1 hat man 
F F\? /F 2192 
(1+&)5- + B +6z2 1404-5 +=-5)k 
und * die —— 
| V2yoh 


Vıru+(&-% = + + - En) 


zu jegen. | 


- 














v 





874 © Siebenter Abſchnitt. Viertes Capitel. [$. 46. 


Bei dem zufammengefegten Ausflußapparate, welchen Fig. 776 repräfentirt, 
findet ganz daffelbe Verhältniß ftatt, nur ift hier vielleicht noch die Reibung 
Fig. 776. des Waſſers in dem Communication⸗ 
rohre CE zu berüdfichtigen. ft! 
die Ränge und d bie Weite dieſes 
Kohres, ferner & der Reibungecoeffi: 
cient, und v, die Geſchwindigkeit des 
Waſſers in demfelben, fo hat man 
die Höhe, welche das Waller beim 
Uebergauge von AC nad) GL we: 
liert: 


BICEoECE 


oder, da die Gefchwindigkeit », — ze zu ſetzen ift, 


— 


29° 
Zieht man nun diefe Höhe von der ganzen Drudföhe h ab, fo bleibt die 
Drucdhöhe im zweiten Gefäße, A, — h— h, und daher die Ausfluf 
geſchwindigkeit 


29h, _ — 24 


Diefe Beſtimmung wird bei dem — welchen — 777 —* 

Fig. 777. tirt, fehr einfach, weil man die Quer: 
ſchnitte G, Gi, @2 der Gefäße unen- 
(ich aroß ſetzen kann in Anſehung der 
Miündungsquerfhnitte F, Fi, F. Es 
ift daher die erfte Niveaubifferen; OH 
oder Widerftandshöhe für den Durd 
gang dur Fi: 


— 56 ————— 
2g9\a/ \mF/ 29 
und ebenfo die zweite Niveaudifferenz O, Zi, oder die Widerftandshöhe für 
ben ‘Durdigang durch F%: 





E 














h, = 





Ey Y3 

0% * 7 29 

wofern nur «, c, und &, bie Contractionscoefficienten fir die Mündungen 
F,F, und F, bezeichnen. Hiernach folgt: 














8. 446.] Bon den Hinderniffen in der Bewegung ıc. 875 
v2 9 h 
aF\? 
Yı + (28 —)4* (2 F, 
und das Ausflugguantum: 


aFV2 h 
= I 


Vi r (= + +(2£ 5) 


V2gh 


Ve 


Es ift leicht zu ermeſſen, daß zujammengefegte Ausflußbehälter weniger 
Waſſer liefern, als einfache unter übrigens gleichen Verhältniffen. _ 





Beifpiel. Wenn bei dem Apparate in Big. 776 die totale Druckhöhe ober die 
Tiefe des Mitielpunktes der Müntung F’ unter dem Waflerfpiegel des erften Ge: 
fäßes, — 6 Fuß beträgt, die Mündung 8 Zoll breit und 4 Zoll body, der die bei- 
den Refervoirs verbindende Lutten aber 10 Zuß lang, 12 Zoll breit und 6 Zoll 
hoch ift, welches Ausflußquantum wird diefes Mefervoir geben? 

Die mittlere Weite des Luttens ift 

a 41:05 3.10 


I 
—_ 2 __ 2:2 _ 
2.15 — Fuß, daher d 2 — 15, 
fegen wir nun noch den Neibungscoefficienten £ = 0,025, fo folgt: 
F — 0,025 15 = 0,875; 


hierzu den Widerflandscoefflcienten Z, — 0,505 für ben Eintritt in prismatifche 
Möhren gefeßt, erhält man: 
ı+(2 -1)+:5=1+ 0505 + 0,976 = 1,88. 


aF' 0,64.8.4 


Da mn: 5 0,2845, fo folgt der Widerftandscoefficient für ven gans 
a 12.6 


zen Autten, — 1,88.0,28452 — 0,152, und den Wiberftandscoefficienten für den 
Durchgang durch F', — 0,07 geſetzt, erhält man vie Ausflußgefchwinvigfeit: 





— Vı1,07 -- 0152  V1,.222 sun 
Der contrahirte Duerfnitt iſt 0,64.1.%, = 0,32 Quadratfuß, daher das Aus⸗ 
flußquantum: 

Q = 0,32.17,52 —= 5,61 Eubiffuß. 
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Fünftes Capitel. 
Bon dem Ausfluſſe des Waflers unter veränderlichem Drucke. 


447 Prismatischo Gefässe. Erhält ein Gefäß, aus welchem das Waſſer 
durch eine Seiten- oder Bodenöffnung ausfließt, von einer anderen Seite her 
feinen Zufluß, fo tritt ein allmäliges Sinken des Waflerfpiegeld und endlich 
Ausfeerung des Gefäßes ein. Wenn ferner die Zuflußmenge Q größer oder 
Heiner ift als das Ausflußquantum u FV 2g%, fo fteigt oder finkt der 


Waſſerſpiegel, bis die Drudhöhe A — y 5) wird, und nad) diejem 


bleiben Drudhöhe und Ausflußgefchwindigfeit unveränderli. Unfere Auf 
gabe ift num, zu ermitteln, in welcher Abhängigkeit die Zeit, das Steigen 
oder Sinten des Waffers und, nad Befinden, da8 Sichleeren 
von Gefäßen bei gegebener Form und Größe zu einander ftehen. 

Den einfachften Fall bietet der Ausflug aus einem prismatifchen Ge: 
fäße dar, wenn berjelbe durch eine Deffnung im Boden erfolgt, und wenn 
| dabei fein Zufluß von oben ftatt hat. Iſt x die veränderliche Drudhöbe 
| FP, F der Inhalt der Mündung und G der Querſchnitt des Gefährt 
| AC, Fig. 778, jo hat man die theoretifche Ausflußgeſchwindigkeit 
| Fig. 778. v—V2ox, 

die theoretische Geſchwindigkeit des ſinkenden Waſſer⸗ 

ſpiegels: 


Er = z V29 x, und die effective: 


F 
u = ru V2gz. 


Anfänglich iſt — FO=—=h, und am Eule vi 

Ausfluſſes, 2 — 0, alfo die Anfangsgefchwindigfeit if: 
— 

und die Endgeſchwindigkeit: cı — 0. 

Man erfieht aus der Formel 


—_ \/, (uf _ 
[21 -V: G 9%, 


daß die Bewegung des Waflerfpiegeld gleichfürmig verzögert und daß dat 








8. 448.] Don dem Ausfluffe bes Waſſers ıc. 877 


Derzögerungsmaß p — (ei) 9 it; man weiß daher aud) ($. 14), daß 
diefe Geſchwindigkeit — Null wird und mithin der Ausflug beendigt ift 





nad) der Zeit 
F 29h 
tl = Vaga: (F) — _——, 
| r V2gh _= * 
d. i. 
‚_2eVh 
urV2g 


Auch kam man 


fegen, und dieſemnach annehmen, daß zum Ausfluffe der Waflermenge 
V= @% durch die Bodenöffnung F' bei einer von A bi8 O abnehmenden 
Drudhöhe doppelt ſoviel Zeit nothwendig ıft als bei unveränderlicher Druckhöhe. 
Da der Ausflußcoefficient 1 nicht ganz conftant ift, fondern bei Abnahme 
des Drudes größer wird, jo muß man bei Berechnungen biefer Art einen 
mittleren Werth dieſes Coefficienten einführen. 
Beiſpiel. In welder Zeit leert fih ein parallelepipevifcher Kaften von 14 
Quadratfuß Querſchnitt dur eine Freisrunde Bobenöffnung von 2 Zoll Weite, 
wenn die anfängliche Drudhöhe 4 Fuß beträgt? Theoretifch wäre die Ausflußgeit: 
alt Vi _2.10.14.2 804 _ goun7—g Min. 24,7 Ce. 
7,906 - 2 . (4) 7,906 .7 7,906 . ı 
Am Ende der halben Ausflußzeit if die Druckhöhe — (Y,)2.h=Y, .4=1 Fuß; 
nun iſt der Ausflußcoefficient, welcher der Drudhöhe = 1 Fuß entfpridht, für | 
eine Mündung in ber dünnen Wand, u — 0,613, daher läßt fich die effective Aus- | 


Sn = 629”, 6 —= 8 Minuten 49,6 Secunden jeßen. 








Hußzeit — 


Communieirende Gefässe. Da bei einer anfänglichen Drudhöhe A, 8. 44 
die Ausflußzeit 
9 Vin 


uFV29 

und bei einer anfänglichen Druckhöhe A, biefe Zeit 

2GVh, 

uf. V29 

ift, fo folgt durch Subtraction bie Zeit, innerhalb welcher bie Druckhöhe 
aus h, und Ah, übergeht, oder der Wallerfpiegel um A, — Az finkt: 


= — — (Vm — Vn), 
ur.V2y 





ı = 


2 — 
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oder für Fußmaß: 
= 0,253 (Vm — Vr,) 
’ ur l 2/* 


Es ift umgekehrt die einer gegebenen Ausflußzcit entfprechende Senkung 
s— hı — ha des Waſſerſpiegels durch die Formel: 


el TER, 


oder 





ALTEN, —  aV2g ) 
oe Vh — — 
zu beſtimmen. 

Dieſelben Formeln finden auch dann noch ihre Anwendung, wenn ein 
Gefäß CD, Fig. 779, durch ein anderes Gefäß A B, in welchem det 

Rig. 779. Wafler einen unveränderlichen Stand hat, 
gefiillt wird. Iſt der Duerfchnitt der Com⸗ 
municationsröhre oder der Mündung, — F. 
der Querſchnitt des zu füllenden Gefährt, 
— @, und der anfängliche Niveanabfiand 
O O, zwiſchen beiden Wafferjpiegeln, — R, 
jo hat man, da hier der Waflerfpiegel G, im 
zweiten Gefäße gleichförmig verzögert fleigt. 
ebenfall8 die Zeit zum Füllen oder bie Jet, 
innerhalb welcher der zweite Waflerjpiegel in das Niveau ZR des erften fommt: 
26Vr 
u F. Vag' 

und ebenſo die Zeit, im welcher der Niveauabſtand 0,0 — h, in 
0,0 — h, übergeht, alfo der Waflerfpiegel um 0,0, = s—=h, — |: 


fteigt: 
i= (Vh, ar Vn.). 


ur. ARZT 
Beifpiele. 1) Um wie viel finft der Waflerfpiegel in dem Gefäße des letzten 
Beifpieles ($. 447) binnen 2 Minuten? Ge it 
F n 
h=4, t=2.60 = 180, 5 = pp 
und nimmt man no « = 0,605 an, fo folgt: 


—X (Vh, =, 27: ey (2 u — 189), 


2 
== (2 — 0,605 . 7,906 I — 1,5523? — 2,412 Ruß, 
und die gefuhte Eenfung : 
s = 4 — 2412 — 1,58 Fuß. 





$. 449.] Bon dem Ausfluffe des Waſſers ıc. 879 


2) Welche Zeit braucht das Wafler, um in ber 18 Zoll weiten Röhre CD, 
Fig. 780. 





a 
0,81 . 7,906 


Wenn das erfte Gefäß AB, Fig. 781, aus welchem das Waffer in das $. 444 


Fig. 780, zum Ueberlaufen zu gelangen, wenn 
es mit einem Gefüße AB dur eine kurze, 
11/ Zoll weite Röfre communicirt, und der 
fteigente Wafleripiegel G anfünslib um OH 
— 6 $uß unter dem unveränderlichen Wafler- 
fpiegel A, und um OC —= 4%, Fuß unter 
dem Kopfe C ver one fiehbt? Es ift in 


t= (Vrh, -- VR,), 


Vor 
=6, MO A— LS, 


‚a 


—— = (5) — 144 und u = 0,81 


zu kam weshalb folgt: 


(Vẽ — Vi5) = 12248 _ 551 Secunden. 


0,81. 7,906 


andere läuft, feinen Zufluß hat, und fein Querfchnitt GC, auch nicht als 


Fig. 781. 





unendlich groß angefehen werden kann 
in Hinfiht auf den Querſchnitt @ des fol 
genden Gefäßes CD, fo hat man die Be— 
ſtimmung zu modificiren. Iſt der veräinder- 
Iihe Abftand G, O, des erften Waflerfpie- 
gels von dem Niveau AR, in welchem 
beide Waflerjpiegel bei Beendigung des 
Ausflufles ftehen, — x, und der Abftand 
GO des zweiten Wafferfpiegeld von eben 
diefer Ebene, — %, fo hat man die veränder- 


liche Drudhöhe — r + y und die entfpredende Ausflußgefchwindigkeit 
v—=V2 9 (2 + y), oder, da das Waflerquantum GL x —= Gy ift, 


7 
v 25 (1 + =)» 


Die Geſchwindigkeit, mit welcher der Wafferfpiegel im zweiten Gefäße fteigt, 


F F G 
go Vrslı+ &)n 


folglich die entjprechende Retardation: 


(7) (+2) 


ift nun: 


und die Ausflufgeit: 
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Verl 


—— 26 W 


uF ur 20(1 + &) 9 ( 14 5 
Führen wir ftatt x und y den anfänglichen Niveauabitand A ein, fehen 
wir alfo x + y= Äh, oder (1 + 2) y—= h, ſo erhalten wir: 
1 





— h 
vr 
und bie Zeit, binnen welcher die beiden nr erjpiegel in ein Niveau kommen: 
2GVh 2G0G, Vh 


erlı+ Zn FrorHa Ve 


Die Zeit, innerhalb welcher der Niveauabſtand von h auf A, ſinktt, it 


dagegen: 
_ 264 (Vr— VA) 
—uF(G+ G)V2g 


Beifpiel. Wenn der Duerfchnitt G, des Kaſtens, aus weichem das Ball 
zufließt, 10 Quatratfuß und der Querſchnitt @ des Kaftens, welcher das Waſer 
aufnimmt, 4 Quadratfuß mißt, wenn ferner der anfängliche Niveauabſtand A ri 
ſchen beiden Wafferfpiegeln 3 Buß beträgt und die cylindriſche Communicatien⸗ 
röhre 1 Zoll Weite Hat, fo it die Zeit, in welcher das Waller in beiden Gefäpen 
auf gleiches Niveau kommt: 


2.10.4.V3  __ 320.72.V3 


er 4 14 


. 450 Weandeinschnitt. Fließt das Waller dur einen Wandeinſchnitt 
oder Leberfall DE aus einem prismatifchen Gefäße ABC, Fig. 732, 
welches feinen Zufluß erhält, jo ift die Ausflußzeit auf folgende Weife zu er 

Fig. 782. mitteln. DBezeichnen wir den Duerfchuitt 
des Gefäßes dur G, die Breite EF de 
Einfchnittes durch b und die Höhe DE de⸗ 
jelben dur) A, und theilen wir die ganjt 
Ausflugmindung durch Horizontalen in lar- 
ter fchmale Streifen, jeden von der Breite 


b und Höhe 2: Bei conftantem Drude it 
die Ausflußmenge anf die Secunde bezogen, 








$. 450.] Bon dem Ausflufle des Waflers ıc. 881 
Q= ’;ubV2gn, 

Divibiren wir dieſe in ben Inhalt T einer Waßferſchicht, fo erhalten wir 

Die entfprechenbe Ausflußeit: 


!/; und V29 J 
30NK 
— — reiben wollen. 
‚2undV29 ſchreiben mo 

Um nun die Ausflußzeit & fir ein Waflerguantum E(k — hı) zu er 
Halten, oder um bie Zeit zu beftimmen, innerhalb welcher der Waſſerſtand 
über der Schwelle, von DE=h auf DE, — h, herabſinkt, fegen wir 
h, = —h, laflen alfo %, aus m Theilen beftehen, führen nun in ber legten 


Gleichung ftatt A=%, ſucceſn 
—A 

ein, und addiren endlich die erhaltenen Ergebniſſe. Auf dieſem Wege be⸗ 

kommen wir die geſuchte Zeit: 


ur cr Ce ar 


3GCh h" 
Yı % — 
em 


BCh"% 
—_ IT IL ar 8 nr 
Varta 
— (1% 4 2% + 3 +: + m 7%), 
oder nad) dem „Ingenieur“, Arithmetif Seite 88: 
3Gh% n +1 mer ) 
gun dV2g \—- et — J 
z 3° 
— — — ·2 — — N) — 
2ubV2gh m N) Von ) 


= mer (Er) "- J — mer 29 (Ye h, - u) 


1 
Sest man h, — 0, fo erhält man 
tz | ſ h vn 


alſo das Waſſer bis zur Schwelle abläuft, iſt eine unendliche Zeit noth⸗ 
wendig. 
Beiſpiel. Wenn das Waſſer durch einen Wandeinſchnitt von 8 Zoll Breite 
aus einem Reſervoir von 110 Fuß Länge und 40 Fuß Breite ausfließt, in wel⸗ 
Bersba's Eehrbub der Mehanıf 1 56 


wofür wir 








und alfo au) — ©; damit 
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her Zeit geht ver Waflerftand von 15 Zoll über ver Ueberfallfchwelle in den 
Waſſerſtand von 6 Zoll über? Es tft: 


8.110.40 1 
u . 2/, . 7,906 VB. v5) = KM. — 


= _ 19800 . 0,5198 __ —* 


* 
Nimmt man den ma u = 0,60 an, fo folgt die effective Ausdufet: 


t= 2 - — 2170 Secunden — 36 Minuten 10 Secunten. 


Anmerfung. Für eine rectanguläre Seitenöffnung läßt ſich annäbernt 

jegen : 
2 
= Vr, — Vh,) — V —- Va) 

und es — F und G die Querſchnitte ver Deffnung und des Befäges, a 
bie Deffnungshöhe, A, die Drudhöhe am Anfange, fowie A, die am (inte ve 
Ausfluffese. Wird A, = 5, ſo geht die Oeffnung in einen Wandeinſchnitt über 
und es iſt nun die Formel für dieſen anzuwenden. 


S. 451 Keil- und pyramidenförmige Gefässe. Bildet das Ausflußgefif 
ABF, $ig. 783, ein horizontales, dreifeitiges Prisma, fo findet man 

Fig. 788. die Ausflußzeit auf folgende Weife. Theilen 

wir die Höhe CE—= h in " gleiche Teile 
und legen wir durd) bie Theilpunkte Horizontal 
ebenen, fo zerlegen wir das ganze Waſſerquan 
tum in lauter gleich dicke Schichten von gleicher 
Länge AD—1 und von oben nad) unten zu ab- 
nehmenden Breiten. It die Breite DB ber 
oberen Schicht, — db, fo hat man die Breite 
Di B, einer anderen Schicht, welhe um CE, — * über ber in der umterrn 














Kante liegenden Mündung F fteht, y — 2 b, und ihr Volumen — yl- a 
NR 


h 
bl 

— Nun iſt aber bie are auf die Zeiteinheit bezogen: 

—uFV2ga, 
folgt dann die —* Zeit, innerhalb welcher der Waſſerſpiegel um 
* fit, 

bi bi 
t=—zs:uFY292 = ———. el. 
Zr: 9 * — % 


Da endlich die Summe aller 2%, von z — > bi x — a genommen, 
A\ n% : 
=) = hm 








8. 451.] Bon dem Ausfluſſe des Waflers ıc. 883 
ift, fo Hat man die Zeit zum Ausflufle de een Waſſerprisma's: 


= — 2); nah’r == 2/5 — . AM — a, br _ 
"RFV2g — "uFV2gh' 


uFc' 
wenn 9 — 1, bir das ganze Waflervolmnen ımd c — V2gh bie an⸗ 
fängliche Ausflußgefchwindigfeit if. Es braucht alſo bier das Waſſer um 
1/, mehr Zeit, als wenn die Ausflußgeſchwindigkeit unveränderlich c wäre. 
Bildet das Gefäß ABF, Fig. 784, ein aufrechtftehendes Baraboloid, 
jo hat man für das Verhältniß zwifchen den 
Big. 784. Halbmefiern KM — und CD=b, 


v_Vz 


ı vn 
und daher das Verhältnig des Horizontalfchnittes 
Gı durch K zur Grundfläche ADB —= @: 


dt. 





Ehe 





2. 
Fi *7 folglich: 
— 
und den Inhalt einer Waſſerſchicht: 
h T 
— G, —  — 6 
n n 


Die vollſtändige Uebereinſtimmung dieſes Ausdruckes mit dem für das drei⸗ 
ſeitige Prisma gefundenen geſtattet daher auch hier 





4 I,Gh 
urFV2gh 
zu fegen, ober, da hier V — 1, Gh ift ($. 124, Beiſp.), auch 
an. T_. 
9 uFe 


Diefe Formel läßt fich in vielen anderen Fällen zur angenäherten Be⸗ 
ſtimmung der Ausflußzeit namentlich auf das Ausleeren von Zeichen 
anwenden. Sie gilt überhaupt auch in allen den Fällen, wenn bie Horizons 
taffchnitte wie die Abftände von dem Boden wachlen. 

Fig. 785. Hat man e8 endlich mit einem pyramiben- 
g förmigen Gefäße. ABF, si 785, zu thun, 
23 jo ift 
G:G= x: h', md daher Gi = 


ferner der Inhalt der Schicht Hi Rı: 
Ah _ Ger 
nn nk" 


@4x? 
hr’ 





66* 


8. 452 
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und die Zeit zum Ausfluffe derjelben: 

4x? — G 
= — :uFV202 = — — 
’ nn v ’ nuFhV2g 


h 
Da aber die Summe aller «4 von 2 ⸗bis æ — ”* genmmmen, 


-(2 *5 nr — neh 
ift, i folgt die Zeit zum Br der ganzen Pyramide: 





@G Ghr 1y,Gh 
— — « n hkAa — — — — 5. — —. 
—nurkV2g " s urV2g Ir urFV2gı 
oder, ch=V geet, 
t — &s- ure 


Da bei dieſem Ausfluffe die anfängliche Ausflußgeſchwindigkeit von c al- 
mälig bis Null abnimmt, fo ift die Ausflußzeit 1/, größer als wenn du 
Geſchwindigkeit unveränberlih — c bliebe. 

Beifpiel. In welder Zeit wird fih ein Teich, deſſen Waſſerſpiegel 76 
Duadraifuß Inhalt hat, leeren, wenn bas in der tiefften Stelle einmünderde 
Fifchgerinne 15 Fuß unter dem Waflerfpiegel flieht und eine Röhre von 15 3. 
Weite und 50 Fuß Länge bildet? Theoretifch if die Ausflußzeit: 

4. — . 1 ——760000.15_ _ _ _19684000 


FV2gh z.(2) .7906 Vi 77,906 Vı5 
— 203586 Secunben. 
Nun ift aber der Wiverftandscefficient für ven Eintritt in das innen etwa zu 
den Winkel von 450 atgefchrägte Teichgerinne: 
t = 0,505 + 0,327 (f. $. 423) = 0,832, 
und der Neibungswiberftand für biefes Gerinne: 


daher folgt der aa Auoflußeoeffcient für daſſelbe: 


= Yı For 1 = yo = 0,59, 
und bie in * ſtehende Ausflußzeit: 
t = 203586 : 0,594 — 342670 Secunden — 95 Stunden 11 Minuten. 
Kugel- und obeliskenförmige Gefässe. Mit Hulfe der im legten 
Fig. 786. Paragraphen aufgefundenen Formeln faun man zur 
nn auch die Ausflußzeiten fitr viele andere Gefäße, ; ?- 
für fugel=,obelisten-, pyramidenförmigen|.r- 
finden. 
1) Fur das Leeren eines gefüllten Kugelſeg⸗ 
mentes AFB, Fig. 786, deſſen Halbmeiter 
CA=CF=r, und Höhe FG — h if, erhält mar: 











5. 452.] Don bem Ausfluſſe des Waſſers ır. 885 


zrh? ch® „a0r — eu 
= tl —— — 2), — — = 5 0 
urV2gh urV2gh urVag 
alfo filr da8 Leeren einer vollen Kugel, wo h — 2r ', 
_16rr? V?r 
15 urV2g 
und für das einer halben Kugel, wo h= r, 
_l4xr? AarV r 
 15uF 15u FV2g 29. 


Es ift. nämlich hier die der Tiefe FG, — x entfprecdende Horizontal- 
ſchicht A, Rı = Gi: 
h 2arhx ahzx? 
= axı(2r — 2)-- = — — ’ 
N n N 
folglich bei der Ausflußgefchwindigteit v — V 297, die Zeit yum Ausfließen 
derjelben 
2rrh ı ah 
ı = — — r'ı — — — 
nuF V2 g nu F V2 g 
Da der erfte Theil biefes Ausdruckes mit der Formel fiir das Leeren bes 
prismatijchen und der zweite Theil mit derjenigen für das Leeren des pyra⸗ 
midalen Gefäßes übereinftimmt, wenn man nur das eine Mal 2 ur ftatt 
bl und das zweite Mal ch? ftatt G fett, fo erhält man mit Hülfe der 
Differenz für die im vorigen Paragraphen gefundenen . Ausleerungszeiten 
eines prismatifchen und eines pyramidalen Gefäßes: 





. 2, 


b!h 
t = 2), —⸗ 
- aFV2gh 
und Ch 
t= 2), — ⸗ 
urV2gh 


auch die oben angegebene Ausleerungszeit des Kugelfegmentes. 

2) Für das obelißfen- oder pontonförmige Gefäß ACK, Fig. 787, 

Fig. 737. laſſen fi, da daffelbe aus einem Paral- 

Iclepipede A EK, aus zwei Priemen BEN 
und DEN und einer Pyranide CHEN 
(vergl. $. 121) zufammengefegt ift, die obi- 
gen Formeln ebenfall® anwenden. Es fei b 
die obere Breite AD, db, die untere Breite 
KL, ferner I die obere Zänge AB und |, 
die untere Ränge AN, und endlih A die 
Höhe OF des Gefäßes. Dann hat man 
fit die Fläche des Waſſerſpiegels A C: 
bh +bl— I) 4 l(b — by) 40— 1) 6 - di) 
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und davon bildet b, !, die Bafis des Parallelepipetes AEK; ferner ſud 
di (U — 1) und I, (b — di) die Grunbflächen der beiden Prismen BEN 





Fig. 788. und DEK und es ift ( — I) 6 —b) 
die Bafis der Phramide CEN. Run it 
aber die Ausflußzeit für das Barallelpipe: 

„dhVRa 
uFV2g 
ferner die Ausflußzeit für die beiden dreiin- 
tigen Prismen: _ 
„or, Al) +n@—aVR 
urV2g 


und endlich die Ausflußzeit fir die Pyramide: 


4, Ad-U)6—b)Vr_ 
bg — 2/, — V, 
es folgt daher bie Ausflußzeit für das ganze Gefäß: 
i=h tu +b J 
k 
—[305, h+1040-h)+104 —b,)+6 N rn 
 2Vr 
—=[3b! +8, +2(l, +59] 15u FV2g 


St 2 = -, jo Hat man es mit einer abgefürzten Pyramide x 


thun. Segen wir für diefe die Grunbfläde dI — G und bie Grundflache 
db, = Gh, fo erhalten wir: 


2Vr 
= (3@G +86 +4 EG) — — 
(36 +86, +4V@G,) ——— 
Uebrigens iſt leicht zu ermeſſen, daß dieſe Formel auch für jede drei⸗ mb 
vielfeitige Pyramide gilt. | 


Beiſpiel. Gin obelistenförmiger Wafferfaften ift oben 5 Fuß lang und 3 Auf 
breit, und 4 Fuß tiefer, nämlich im Niveau der 1 Zoll weiten und 3 Zoll langen 
horizontalen Anfagröhre, 4 Fuß lang und 2 Fuß breit, wie viel Zeit braucht dat 
ben Kaften anfangs ganz füllende Wafler, um 21, Fuß zu finfen? Die Zeit zum 
£eeren ifl, » —= 0,815 angenommen: 
t= [8.4.2 +3.5.3+2 (8.4 + 5.2] 2 Ya 


s„ /1\? 
15.0816. 2. (5) 7,906 
158.4.4.144 


= 75.0815.7,006.n — 108 1558 .7005z > 153.7,588 = 1161 Ex. 
Im Niveaı 4 — 24, = 1Y, Buß über der Roͤhre IH + = 
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und 6 — b, + % = 2% Fuß, daher die Zeit zum Leeren, wenn das Gefäß 
nur bis zu diefem Niveau gefüllt ift, 
1152 VI, 
85, _ ln _ 
=[8. 4.2 + 3. ‚19/5 + 2 (2. uf + 4. 1/)]- 15. 0,815. 55 
= 131,672.4,6465 — 612 Secunden. 
Die Differenz der gefundenen Seiten giebt die Zeit (549 Serunden), innerhalb 
welcher ver anfänglich bis zum Kopfe des Gefäßes reichende Waſſerſpiegel um 21/, 
Buß finft. 
Ungesetzmässige Gefässe. ft die Ausflußzeit für ein ungefet- $. 453 
mäßig geformtes Gefäß ZFR, Sig. 789, zu finden, fo hat man eine 
Fig. 789. 





Annäherungsmethobe, z. B. die Simpfon’fche Kegel, anzuwenden. Hat 
man bie ganze Waffermafle in vier gleich hohe Schichten getheilt, und bie 
den Horizontalfchnitten Go, Gi, Ga, Ga, Ga entiprechenden Drudhöhen 
durch he, Aı, Aa, Aa, A, bezeichnet, jo ergicht ſich die Ausflußzeit durch die 
Simpfon’fhe Regel: 
— ho — hu Go 2, 2G 4G3 +). 
12uFV29\Vn Vh Vr Vm  Vh 
Bei Annahme von ſechs Schichten erhält man: 
„te 26  4G , 26 465 
Van VEt nt Vera vn Hr) 
Das Ausflußguantum ift im erften Yale: 














rg, +45 +2 +4% + @) 
im zweite: 
PR rg +46: +25 +45 +24 +46 +0). 





Iſt die Geftalt und Größe des Ausflupgefäßes nicht befannt, fo Tann 
man durch bie in gleichen Zeitintervallen beobachteten Waſſerſtände Ao, Aı 
uf. w. die Ausflugmenge Y gleichwohl berechnen. Iſtet die ganze Ausflup- 
zeit, ſo Kr bei Boden- und Seitenöffnungen: 

v—# ertV Boys, +4Vn +2Vm 4V. + VR), 


und für —* oder Wandeinſchnitte: 
Ar BEvas(Vn + avi +2 VmHaVmHVM) 
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Beifpiel. In welder Zeit finkt der Waflerfpiegel eines Teiches um 6 ri, 
wenn das Teichgerinne einen halben Eylinder von 18 Zoll Weite, 9 Zell Tieie 
und 60 Fuß Länge bildet, und die Wafferfpiegel folgende Inhalte haben: 

Go, bei 20 Fuß Drudhöhe, = 600000 Quadratfuß. 


G „185 „ „ — 495000 w 

Gy, ”n 17,0 17] " = 410000 ” 

G5 „155° „ — 825000 " 

G. e⸗ 14,0 n ” — 265000 " 
wi F=-3. = = — 0,8836 Duabraffuß. Setzen wir, wie im 


Beifpiel zu $. 451, den Widerflanpscoefficienten für den Gintriti, — 0,8%, ut 
den für die Reibung, = 0,025 J — 0,025.60.1,091 = 1,6356, fo iR ver Axt 


d 
Außcoefficient: 
-—— — — _1_ 08 
RZ y1 I 082 + 16365 V3,4685 ’ 
und 
uFYV2g = 0,537 .0,8836..7,906 = 3,7518. 
Nun bat man: 





G, __ 600000 G, __ 495000 
—= = —— = 134170, — * — 115% 

VR, v2 ’VYh Vısz ' 

G, __ 410000 G, 325000 ' 
— I — — . — ZZ —— — 82550, 

Yn, Yı7  Vn Vi 

G, __ 265000 
— = — — 70830, 

Vr, Yıs 


daher folgt die Ausflußgeit: 
6 
t= 12.3,7818 (134170 + 4.115090 + 2.99440 + 4.82550 + 7080) 


= 1194440 —= 1591% Serunden — 44 Stunden 13 Minuten. 
7,5036 


Das Ausflußquantum ift: 
V = Ya (600000 + 4.495000 4 2.410000 + 4.325000 4 265000) 


— a — 2482500 Cubitfuß. 








$ 454 Zu- und Abfluss. Erhält das Gefäß während des Ausfluſſes vor 
unten, noch Zufluß von oben, fo wird die Beftimmung der Zeit, immer 
halb welcher der Waſſerſpiegel auf eine gewifle Höhe fteigt oder fintt, mel 
verwidelter, jo daß man fich meift mit einer angenäherten Beftimmung be 
gnügen muß. Iſt das Zuflugguantum pr. Secunde 9, > urV2ok I 
findet ein Steigen, und ift Q, < u FV2gh, fo findet ein Sinken W 
Waſſerſpiegels ſtatt. Uebrigens tritt hier alle Mal Beharrungszuftand u 
wenn die Drudhöhe entweder auf k — * —— angewachſen oder dahin 
herabgeſunken iſt. Die Zeit r, innerhalb welcher die veränderliche Drudhẽhe 
x um die Meine Größe & wächſt, ift beſtimmt durch die Gleichung: 
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HE=9Qr— ur Vaye.r, 

und dagegen die Zeit, innerhalb welcher der Waflerfpiegel um & finkt, durch: 
G£E=urFV2ga.t — Qt. 

Man bat daher im erften alle: 


—— — 
Qı — uF V2gz 
unb im zweiten: 
rt = — —. 
ur V 292 — Qı 


Durch Anwendung der Simpfon’fchen Regel erhält man fo die Ausfluß- 
zeit, innerhalb welcher der Wafferfpiegel finfend aus Go in Gh, Ga, ... umd 
die Drudhöhe aus A, in hr, Aa, ... übergeht: 





ml 446, + 2G@s 
= Qı uFV2gn—Q FV2g,—Qı 
| 
aFVaok Qı urFV2gh, — QıJ' 
oder einfacher, wenn man Vs durch Vk k bezeichnet, 
— ko — Muh Go 461 264 
12u FV29 va vi u Vmn—Vk tm_Vvi V,—Vk . 


th AG G 
rtv 
Iſt das Gefäß prismatifch und hat es den unveränderlichen Querſchnitt 
G, fo nn man X des Verfaſſere Ewperimentalhydrautin $. 9, XIL): 
(Vh=Vk 
für die Seit, kun hä welcher die Drudhöhe aus % in Ah, übergeht. 
VRh—Vrk _Vhr—Vk 
D A, — — — —— — 0 
me  Vm_Vh 0 
ausfällt, ſo folgt, daß der Beharrungszuftand erft unendlich |pät eintritt. 
Bei einem Wandeinfchnitte ftellt fich folgende Formel heraus: 
‚Gh — * ‚Vr—Vk) (rk +VRhk+k) 
30 " (VmVey (mn +VaR+ N) 
5 u (Vr—Vn)Vı2k 
+ Vi2.are N 3x + (aVa+VR)(2Vm + vn) ’ 


wo k —= („I ; ‚ log. nat. den natürlichen Logarithmen und 
2/; ab Tr 








&. 455 
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arc. (tang. = y) den der Tangente y entfprechenden Kreisbogen bezeichnet. 
Je nachdem x S h, oder das zufließende Waflerguantum 
Q Z sub V2gA® 

ift, findet entweder ein Steigen oder ein allen des Waflerfpiegels flait. 
Der Beharrungszuftand tritt ein, wenn A, — % ift, die entſprechende Zeit 
t fällt aber o aus, 

Beifpiel. In welder Zeit Reigt das Wafler in einem 12 Zug langen um 6 
Fuß breiten parallelepipedifchen Kaften von Null auf 2 Fuß Höhe über der Schwelle 


eines I/, Fuß breiten Wandeinfchnittes, wenn in ber Secunde 5 Eubiffug Baikr 
zufließen? Dan hat hier A = 0, daher einfacher: 


Gk hhtVYhkt+tk, vo — Vin 
= 37%, [105 nat. Wr _ Vi — viy + V12 are. (tang. = * | 


Nun iſt =126=- 72, (ı =5;h,h= 23, db und u = 06, ſeowie 


— 5 — 
daher folgt die gefuchte Zeit: 


_72.2,1544 ‚4 ‚1544+ V4,3088 _yB 
54 | tog.na en 412 10a ' 12are. (tang.= = 79142+32, ) 
6,2302 173 
— 10,341 [10 nal. 0.0.9878 — Vi2.are. (tans. = 73% | 


= 10,341 (7,682 — 1,778) = 10,341.5,90 = 61 Secunden. 


Schleusen. ine nügliche Anwendung der oben abgehandelten Lehren 
läßt fi auf das Füllen und Leeren der Schleufen (franz. Ecluses; 
engl. sluices) machen. Man unterfcheibet zweierlei Schleufen (Schififahrtk 

Fig. 790. Ichleufen), nämlich ein⸗ 
fache und doppelte. Die 
einfaheScleufe, Fi⸗ 
gur 790, beſteht and 
einer Kammer B, welche 
durch das Oberthor HF 
vom Oberwaſſer A und 
durch das Unterthor RS 
vont Unterwafler C ge 
trennt wird. Die dop> 
pelte Schleufe, Fig 
791, hingegen beftebt 
aus zwei Kammern, mit 
dem Oberthore XL, 
Mitteltfore HF und 
Unterthore RS. 
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1) Segen wir ben mittleren horizontalen Querſchnitt einer einfachen 
Schleujenfammer, — G, den Abftand OO, der Mitte der Schugöffnung 
im Oberthore von der Oberfläche HR des Oberwaflers, — h, und den Ab- 
ftand O, O, von ber des Unterwaſſers, — h,, und endlicd den Inhalt der 
Scugöffnung, — F, fo erhalten wir die Zeit des Füllens bis zur Mitte 
der Mündung, wobei die Druckhöhe ar ift: 


u F urFV2oh 2 hr 
und bie Zeit zum Füllen des Übrigen Raumes, wobei ein allmäliges Abneh- 
nen der Druckhdhe ftatt hat: 


— 20h 
ur V29 hı 
es ift folglich die Zeit zum Füllen ber einfachen Schleuſe: 
_@h+h)e 


BE ATZE 
Befindet fi) die Mündung im | Untertfer ganz unter Waffer, jo nimmt 
beim Leeren die Drudhöhe allmälig von O O5 — hı + ha bis Null ab, 
es ift daher die Zeit des Leerens oder Ablaffens: 


20 Vh 2GYkh+M 
urV2a 


Steht hingegen ein Theil der Diknbung aus dem Unterwafier hervor, fo 
bat man zwei Ausflugmengen, eine über und eine unter Waſſer ausfließend, 
zu berückſichtigen. Seten wir die Höhe bes Theiles der Mündung über 
dem Waller, — a, und die Höhe des Theiles unter dem Wafler, —= a,, 
jowie die Breite der Mündung, — b, fo erhält man die Ausflußzeit durd) 
den Ausdrud: 

1 26 + m) 


ub V29 (a / m +h»—-2+mVm + ) 

2) Bei den doppelten Scleufen (Fig. 791) nimmt die Drudhöhe 
in der vom Oberwafler abgefcloffenen Kammer während des Ausfluffes in 
die zweite Kammer immer mehr und mehr ab. Iſt G ber horizontale Quer⸗ 
Ihnitt der erften Kammer und ſinkt die anfängliche Drudhöhe OO, = hı 
in diefer Sammer auf XO, —x herab, während das Waſſer in der zweiten 
Kammer bis zur Mitte der Chut- oder Ausflugöffnung, und zwar um 
0; O0, = hy fleigt, fo Du man die entfprechende Zeit: 


"= orVn Vi Vm— Vz) 


Nun ift aber Boffermsantum: 
G (mn — x) = Gı he, daher: 


t= 
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s=h—Om 


— —— (VR u V» 77) 
rn (Vom - Venen) 


Die Zeit, in weldyer das Wafler in der zweiten Kammer fo hoch fleigt, 
wie in der erften Kammer, nach welcher aljo das Wafler in beiden in eimerlei 
Niveau kommt, ift nad) $. 449: 


9200 Vz _2HVEeVEn—- Gm 


uF(G+G)V29g uF(@+ G)V29 
und die ganze ae 


th + = ven - ga Ver = ah): 


Beifpiel. Welche Zeit ift zum Füllen und Ablafen folgender einfachen 
Schleufenfammern nöthig? Mittlere Schleufenlänge = 200 Fuß, mittlere Breit 
— 24 Fuß, allo @ = 200.24 — 4800 Quadratfuß, Abfland des Mittelpunf: 
tes der Schupöffnung im Oberthore von beiden Waflerfpiegeln, = 5 Fuß, Breite 
beider Deffnungen, = 21, Fuß, Höhe der Oeffnung im Oberthore, — 4 Fuß, um 
Höhe der Oeffnung im Unterthore (ganz unter Wafler), — 5 Fuß. Seben wir in 

@R, + h,) @ _ _ _ _ 
i= urFVagm ‚Ah=5h =5, @ = 4800, u = 0,615, 
F = 4.2, = 10 und Y2g = 7,906, 
fo erhalten wir die Zeit zum Füllen: 
4800 





1 5.40 _ _ __ 140 _ _ 09 Se. — 11 Min. 2 Se 
6,15.7,906 V5 1,23.7,9:6 V5 
Sepen wir in der Formel 
t= 26VYh+h, ,6G A4800, A tk, =10, F=5.2/, = 125, 
urFV2g 
fo folgt die Zeit zum Leeren der Schleufe: 
— 2,4800 Vio_ — 500 Se. = 8 Min. 20 Ser. 


0,615..12,5.7,905 


$. 456 Hiydraulischer Versuchsapparat. Mittels eines in fig. 792 ab- 
gebildeten hydrauliſchen Verſuchsapparates kann man nicht allein durch 
mehr als 100 Verſuche die wichtigften Erfcheinungen des Ausflufles vor An- 
gen führen, fondern auch die hauptfädjlichiten Gefege derſelben in Zahlen 
nachweifen. Dieſer Apparat befteht in einem Ausflußgefiße ABC mit drei 
Mündungen F}, Fr, F,, deren Mittelpunkte von dem mittleren Waſſerſpie 
gel WW um Höhen abftehen, welche fich zu einander wie die Duadratzahlen 
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1, 4, 9 zu einander verhalten. In diefe Mundungen laſſen fich die verjchiedenartig- 
ſten Mundſtücke und Röhren einfegen, und damit dies ohne Störung durch das 


Fig. 792. 


il # 





Waſſer gefchehen könne, hat man befondere Berfchließungsflappen F,, H;, 
deren Stiele K,, Kz durch Stopfblichfen in der Rückwand des Apparates hin- 
durchgehen, angebradht. In dem oberen und weiteren Theile AB bes Appa⸗ 
rates befinden ſich noch zwei zugeſpitzte und nad) oben gerichtete Zeiger 21 
und Z,. welche als Anhaltepunkte bei den Verſuchen dienen, indem der Durch⸗ 
gang des finfenden Wafferfpiegel8 durch diefe Spigen den Anfang und das 
Ende eines jeden Verſuches beftimmt. Das ausfliegende Waſſer fängt 
man in einem Gefäße auf, da8 vor dem folgenden Verfuche auf das Ausfluß« 
refervoir gefegt wird und durch ein mit einem Stöpfel verjehenes Koch feinen 
Inhalt in das Refervoir zuritdführt. 

Um mit Hilfe diefes Apparates die Ausflußcoefficienten  verjchiedener 
Mundftüde und Röhren zu finden, hat man mitteld einer guten Secunden- 
uhr die Zeit t zu beobachten, innerhalb welcher während des Ausfluſſes ber 
Vaflerfpiegel von der einen Spige bi8 zur anberen finft, oder die ‘Drude 
höhe A, in die Druckhöhe A, übergeht; ift dann noch F’ der Duerjchnitt der 
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Ausflugmündung und G der Inhalt des fintenden Waſſerſpiegels, fo Hat 
man den Ausflußcoefficienten (f. 8. 448): | 
„26 Vm—VRm) 
— FiV2g 
und die entfprechenbe 7; ——— 
hı 2 
n-()" 


Zu biefem Apparate gehört noch eine Sammlung von Mundfiüden und 
Röhren, nämlich quadratifche, rectanguläre, Treisfürmige und trianguläre 
Mündungen in dünnem Blech, mit ober ohne imere Einfaffung, kurze 
chlindrifche und conifche Röhren, längere gerade Röhren von verfchiedenen 
Weiten, Kropf» und Knieröhren u. f. w., welche ſich in die verfchiedenen 
Ausfluglöcher Fi, Fa, Fs einjegen laflen. Mittels dieſes jo ausgerüfteten 
Apparates Tann man in wenig Stunden faft alle Erfcheinungen und Geſetze 
des Ausfluffes vor Augen führen; man Tann an demjelben nicht nur die 
volllommene und unvollkommene, die vollftändige und unvollfländige, fon- 
dern auch die verfchiedenen Grabe der Eontraction ber Waflerftrahlen ſtudi⸗ 
ren, ferner die Reibungs:, Knie und Kriimmungswiderftände in Röhren, fo- 
wie auch den pofitiven und negativen Drud des Waffers, durch Springen 
und Anfaugen u. ſ. w. fennen lernen. Immer wird man auf recht Leibliche, 
zum Theil aber auch auf iberrafchend gute Hebereinftimmungen mit den mit- 
getheilten Erfahrungsgrößen (u, 9, a, &) ftoßen. Bei unſerem Apparate 
ift @ = 0,125 Quadratmeter, die gewöhnlihe Miündungs: und Röhren⸗ 
weite ungefähr 1 Centimeter, und für die untere Mündung, A, —= 0,96 und 
h, — 0,84 Meter. (Eine ausführliche Beſchreibung dieſes Apparates und 
der mit demfelben auszuführenden Verfuche u. f. w. enthält die Erperimen. 
talhydraulik des Verfaſſers.) 

Ein Beiſpiel, wie gut die Beobachtungen an dieſem Apparate mit den 
bekannten Verſuchen im Großen übereinftimmen, iſt folgendes. Für eine 
kurze cylindrifche Anfagröhre im unteren Loche wurde € — 33, für eine 


längere Glasröhre mit dem Lüngenverhittniffe 5 — 124 ode t — 56 
Secunden gefunden; hieraus berechnet fich für die eine: 
| u — 0,815 md & — m — 1= 0504, 
und fir die andere: 
a = 0,480 und & — * — 1 — 3,332, 
es folgt hiernach: 
6 — fi = 8,332 — 0,504 — 2,828, 
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und baher ber Reibungscoefficient der Röhre: 


d 2,828 
=7 (& — &) = 134 7 0,0228. 


Nach der erften Tabelle in 8. 429 ift fiir die mittlere Gefchwindigfeit 
v — 1,84 Meter, mit welcher da8 Wafler aus der Röhre ausfloß, 
& = 0,0215, alfo die Uebereinftimmung eine ganz gute. Bei diefen Ver- 
ſuchen läßt fid) auch auf das Lebergeugendfte nachweiſen, daß die Ausfluß- 
geihwindigkeit durch Röhren nicht von ber Neigung derfelben, fondern nur 
von der Drudhöhe der Ausmitndung abhängt. Es fällt z. B. die Ausfluß- 
zeit glei groß aus, die lange Röhre mag im mittleren ober im unteren 
Loche fteden, wenn nur die Ausmündung berfelben gleich tief unter dem 
Waflerjpiegel im Reſervoir ftebt. 

Diefer Ausflußapparat hat neuerer Zeit noch vielfache Ergänzungen 
erhalten, fo daß es möglich ift, mit demfelben auch Verſuche iiber den Ausflug 
des Waſſers unter conftantem Drud, forwie auch ſolche iiber den Ausflug der 
Luft, ferner Verſuche über den Drud, Stoß und dis Reaction bes Waflers 
u. |. w. anzuftellen. 


Schlußanmerfung. Die Literatur über den Ausfluß des Waflers und über 
die Bewegung des Waſſers in Röhren wird am vollftändigften mitgetheilt in ver 
„allgemeinen Mafchinenencyklopäbte, Band 1, Art. Ausflug”. Bon den neueren 
Schriften ift hier nur anzuführen: „Gerfiner, Handbuch der Mechanik, Band 2, 
Prag 1882”; ferner „d’Aubuisson’s Traite d’Hydraulique à l’usage des 
Ingenieurs. II. edit. 1840”. Die erfte Ausgabe it auch deutſch erfchienen. 
„GEytelwein’s Handbuch ver Nechanit feſter Körper und der Hydraulik, dritte 
Auflage, 1842”; ferner Scheffler's Principien der Hydroſtatik und Hydraulik, 
Braunfchweig 1847*. Wegen ihrer praftifchen Haltung haben die älteren hydrau⸗ 
liſchen Schriften von Boffut und du Buat immer einen großen Werth. Für 
den Unterriht und für das praltiſche Studium der Hydraulik iſt beſonders geeig⸗ 
net: „Die @rperimentalhybraulif, eine Anleitung zur Ausführung hydrauliſcher 
Verſuche im Kleinen, von 3. Weisbach, Freiberg 1855”. Werner iſt zu empfeh- 
len: „Rühlmann’s Hydromechanik“, Leipzig 1857. Der neueren Werke von 
Lesbros, Boileau, Francis u. f. w. ift oben (66. 378, 380 und 387) gedacht 
worben. Noch ift zu empfehlen: Rankine’s Manual of applied Mechanics, 
fowie Cours de Me&canique appliquee II., par Bresse. Bon den bypraulifchen 
Verſuchen des Verfaſſers find bis jept erſt zwei Hefte erfchienen, und zivar: 

1) Berfuche über den Ausflug des Waſſers durch Schieber, Hähne, Klappen und 

Bentile, und 
2) Verſuche über die unvollfommene Contraction des Waſſers beim Ausfufie 
u. f. w., Leipzig 1848. 

Mehrere neue Abhandlungen des Verfaſſers über Hybraulif enthält der Eivil- 

Ingenieur, die Zeitfchrift des deutfchen Ingenieurvereines u. f. w. 
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Scehste8 Capitel. 


Bon dem Ausfluffe der Luft und anderer Flüffigkeiten and 
Gefäßen und NHöhren. 


Ausfluss vom Quecksilber und Oel. Die allgemeine Formel 
v—= V2gh (fi. 8. 397) 
für die Ausflußgefchwindigfeit v des unter dem durch die Höhe A gemeflenen 
Drude ausfließenden Waflers gilt (ſ. $. 399) aud) bei anderen Ylikifigkeiten, 
z.B. Quedfilber, Del, Alkohol u. f. w., und läßt ſich jogar auch auf den 
Ausflug der Luft und anderer Iuftförmigen Tlüffigfeiten anwenden, wem 
deren Preſſung nicht groß ift. Bezeichnet Y die Dichtigkeit der Ylitffigfeit und 


p ben Drud derfelben auf die Flächeneinheit, fo hat man ebenfalls A — 


und daher au) 
rd 
v—= V⸗ =. 
⸗ 


Mißt man den Druck durch ein Piözometer, deſſen Füllung, z. 2. 
Queckſilber, die Dichtigkeit Y, hat, fo beträgt der Stand beflelben, d. i. die 


Höhe feiner Flütffigkeitsfäule: 
=! 


—; 


| 





Yı 
es ift alfo p —= Äh, Yı, und daher auch 
v7 V» > Rhı = V2gah, 
wenn & — rn das Verhältniß der Dichtigkeit der Piözometerfüllung zu 


Dichtigfeit der ausftrömenden Ylitffigfeit bezeichnet. 

Die Uebereinftimmung der Ausflußgefege der verjchiedenen Flüſſigkeiten 
erſtreckt fich nicht allein auf die Gefchwindigfeit, fondern auch auf die Con- 
traction der Flüffigkeitöftrahlen; die Duedfilber-, Del-, Luftftrahlen u. |. m. 
beim Ausfluffe durch eine Mundung in der dünnen ebenen Wand find ebenlo 
und faft in demfelben Verhältniffe contrahirt als die Waflerftrahlen. Einige 
Berfuche, welche der Verfaffer Über den Ausflug des Queckſilbers, Rikböfes 
und der atmojphärifchen Luft angeftellt hat, weiſen dieſe Webereinftimmung 
vollftändig nad) (f. Polytechn. Sentralblatt, Yahrgang 1851, Seite 386). 
Diefe Berfuche gaben: 

1) Für eine freisrunde Mündung in der bünnen ebenen Wand von 
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6,5 Millimeter Durchmeffer, bei den Drudhöhen 91,5 Millimeter und 329 
Millimeter die Ausflußcoefficienten: 


für Wafler Duedfilber | Nuüböl 
0,674 


u = 0,709 0,670 








Es läßt fich hiernach erwarten, daß die Contraction der Queckſilber⸗ und 
Rübölftrahlen noch wenig ſtärker ift als die der Waflerftrahlen. 

Ferner 2) ein kurzes innen gut abgerundetes conoidifhes Mundſtück 
von der Ausmindungsweite d — 6,6 Millimeter und ber doppelten Ränge 
(I = 24) gab folgende Ausflußcoefficienten: 


Rüboͤl 





für Waſſer Queckſilber _——— 


bei 121/,0 C. Temp. | bei 890 C. Temp. 
“= 0,92 | 0,989 | 0,430 | 0,665 
3) Eine kurze cylindrifhe Anfagröhre ohne alle Abrundung von 


der Weite d — 6,76 Millimeter, und ber dreifachen Länge (= 3.) führte 
auf folgende Werthe: 









Rüboͤl 
für Waſſer Queckfilber —D— —— —— 
bei 121,0 C. Temp. | bei 390 &, Temp. 
u = 0,885 0,900 | 0,363 0,604 

Aus diefen Verfuchen ergiebt fi), daß beim Ausfluffe durch kurze Mund⸗ 
ſtücke und Röhren das Duedfilber nur wenig fchneller ausfließt als das 
Waſſer, dagegen das Rübsl eine viel Kleinere, jedoch mit der Temperatur 
anfehnlic, wachfende Gefchwindigfeit hat als das Wafler. Der große Un« 
terfchied zwifchen der Gefchwindigfeit des Ruböles und des Waſſers Hat 
iedenfall8 in der großen Klebrigfeit des Deles an der Köhrenwand feinen 
Grund. 

4) Beim Ansfluffe durch eine 6,64 Millimeter weite und 86mal fo lange 
Glasröhre (1.) und beim Ausfluffe durch eine 6,78 Millimeter weite und 
85mal fo lange Eifenröhre (II.) ergaben fich folgende Werthe der Wider- 
ſtandscoefficienten $: 


Bersbadı's Lehrbuch der Vechanik. L 67 
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mm — — — 





Rübol 


für Waſſer Duedfilber 


bei 60 C. Temp. | bei 329 C. Temp. 









C= 0,0971 0,0277 39,21 





Den letten Verfuchen zufolge ift fowohl in einer Glas⸗ als auch in einer 
Eifenröhre der Widerftandscoefficient de8 Queckſilbers wenig größer, dagegen 
aber der Widerftandscoefficient des Ruböles viele Mal größer als der dei 
Waſſers. Auch ift aus der legten Tabelle zu erfehen, dag der Widerſtands⸗ 
coefficient des Rüböles um fo mehr abnimmt, je höher die Temperatur oder 
der Tlüffigfeitsgrad deffelben if. Endlich wird aud) durch diefe Verſuche 
dargethan, daß die MWiberftandscoeffictenten der Reibung für die Eiſenröhre 
weit größer find als für die weit glattere Glasröhre. 


3). 458 Ausflussgechwindigkeit der Luft. Unter der Vorausſetzung, daf 
die Quft während des Ausfluffes ihre Dichtigfeit nicht ändert, 
läßt fich die befannte Grundformel für den Ausflug des Waſſers aus 

Fig. 798. Gefäßen aud) auf den Ausflug der Luft anwen⸗ 
M den. Iſt daher » der Drud der äußeren Lufit, 
fowie pı ber Drud und Y, die Dichtigkeit der 
1; Luft im Inneren des Kefervoird AB, Fig. 793, 
* jo kann man die Ausflußgeſchwindigkeit der letz⸗ 
teren (f. $. 399) ſetzen: 


(pı — pP) 


== 2 
V» Yı 
2 ( p 
— 209 — — |. 
V:: Pı 


Nun ift aber (nad) $. 393), wenn p den Drud in Kilogrammen auf ein 
Quadrateentimeter Fläche, y da8 Gericht eines Cubikmeters Luft und x die 
Temperatur derfelben bezeichnen, für atmofphärifche Luft: 

p 1 + 0,00367.r 
vn 1,2514 ' 
oder wenn man p auf ein Quadratmeter Fläche bezieht, 
p 10000 
v» 12514 
daher folgt: 








-(1 + 0,00367 7) — 7991 (1 + 0,00367 r), 











$. 459.] Von dem Ausfluffe der Luft ıc. 899 


Va= #. — V7991 Vı + 0,00867, 


oder wenn man no 0, 00367 durch Ö erſetzt, 


. 12 — .89,39 Vi + Ör, und 


vu — 89,39 V» (1 +2) (1 — 2) 
— 396 Va + 67) (i — 2) Meter, 


oder, flir preuß. Maß, 
— — — 
= 1096 / 2 1 3)(1- 2 
v g(1 + dr) 2) 


— 1261 Va + 67) (i — 2) up 


Iſt d der äußere Barometerftand, und h der Manometerftand (M), fo hat 
man aud): 





? ___ aſſo — —$_ 

m brmäbI- =;r® 
und folglich, die Ausftrömungsgefchwindigkfeit der Luft: 

ev = ——— Meter 





— 1261 Va + 67) 7 E 7 Fuß, 


oder annähernd, bei Heinen Manometerſtänden, indem man 


1 h 
= 1 5, lest, 


J 
= 396 (1 — &) Va+ont Meter 
= 1201 ( (1-5) / a + nt gu 


Anmerkung. Wegen bes gewöhnlichen Keuchtigfeitszuftandes der atmofphäri 
chen Luft ift es rathiam, in der Praris d — 0,004 anzunehmen. 





— 


Ausflussquantum. {ft F die Größe der Ausſtrömungsöffnung, fo hat $. 459 
man die effective Ausflußmenge, gemefien unter dem inneren Drude pı 


oder b + h- 
- 57° 
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—F =r\V>» 4 (1-2) — F V:» zZ Vı-: 

8 . 95 Vi Ppı 
= rV22 V+ 
—=F\ 29 y DER’ 


3. D. für atmofphärifche Luft: . 
örT)h 
Q = 396 F yetes * — Cubikmeter 





— (1 T M 

= 1261 F Ih Cubikfuß. 

Dieſes Luftquantum auf den äußeren Luftdruck p oder b reducrt, er 
hält man: 


Ve say 
BVL VER: 


z. 2. für atmofphärifche Luft: 
Q = 396 Va + (1 + e) 2 Cubikmeter 





—— — 4 4 #) 1. Cubikfuß. 


Beiſpiel. In einem großen Behälter iſt Luft von 120 Grab Waͤrme ein⸗ 
gefchloffen, welcher ein Quedfilbermanometeritand von 5 Zoll entfpricht, währen? 
der Außere Barometerjtand 27,2 Zoll beträgt; welche Windmenge wird aus dem⸗ 
felben durch eine 11, Zoll weite Freisrunde Mündung ftrömen? 

Die theoretifche Ausſtuggeſchwindiatei iſt: 


an 14404.5 _ nn 
v = 161 / 37 = — 1261 V = 5064 Beh; 


ferner ber Suerföniit ber —8 
F= nd’ _ (4 ) 0,01227 Ouadratfuß; 
- *87 — 55% — uß; 


folglich die theoretiſche Ausflußmenge, gemeſſen unter dem inneren Drucke: 
Qı = Fv — B8596,4. 0,01227 — 7,319 Cubiffuß; 
dagegen gemeflen unter dem Äußeren Drude: 


—E + g, = er .7,319 — 8,665 Cubikfuß. 














3. 460 Ausfluss nach dem Mariotte’schen Gesetze. Unter der Bor 
ausjegung, daß die Luft beim Ausſtrömen aus Gefäßen keine Tempere- 
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turveränberung erleidet, läßt fi) annehmen, daß fie ſich Hierbei nach dem 
Mariotte'ſchen Geſetze (f. F. 387) ausdehnt, unb daher auch voraus- 
fegen, daß das Luftguantum Q beim Uebergange aus ber Preflung pı 


in bie Preflung p die Arbeit Qp Log. nat. 6 verrichte (ſ. 8. 388). Sekt 
2 
man nun dieſe Arbeit der Arbeit 5 Qy gleich, welche das Qy bei dem 
Ausfluffe in neu nimmt, jo erhält man folgende Yormel 
5 97 = Los. nat. (2: «Op, oder 
2 m, (&), 
Y p 
wonach die Ausflußgefchwindigfeit 
p Pı 
E 29 — In. (2) Igt. 
v \ 9, r folg 


Noch iſt, wie oben, fit Dietermaß 7) 2 _— ar daher hat man auch 
v—396 \/ (1 +8) Im. @- 396 J (14 dr) Im. CH ‘Meter, 


fowie 


v— Vo +6ör) In. (2) — 1261 Vorne Fuß, 


wobei d den Barometerſtand der äußeren und % den Manometerſtand der 
inneren Luft, ferner 7 die Temperatur der legteren und d — 0,00367, den 
bekannten Ausdehnungscoefficienten der Luft bezeichnet. Nun folgt die theo- 
retifche Ausflußmenge pr. Secunde: 


= mr) 202 1m. (2) 


— 1261 F V (1-+ör) Im. 2 + ) Cubikfuß, 


oder reducirt auf den inneren Druck: 


——— Vote) 
tn — +) 
ya — ) 








= 1261 F 
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Iſt der Ueberbrud der inneren Luft oder - fehr Hein, fo fann man 


— 


(f. Ingenieur, Seite 81), und daher auch annähernd 


o=rV2s2(ı - -I)3 


ſetzen, während nad) ber erfteren Ausflußformel (1. $- 459) 


0=F V 298 2(1+ + 3Er 
Es führt aljo bie Annahme, baf fich die Luft beim Ausftrömen nad; dem 
Mariotte’ichen Gefege ausbehne, auf eine Heinere Ausflußmenge, als die 
Annahme, daß fie ſich beim Ausfluffe genau fo wie Wafler verhalte, alfo gar 


nicht ausdehne. Diefe Differenz vermindert fich jedoch mit = und es iſt 


endlich bei ſehr einen Werthen von H, in beiden Fällen: 


0=F 292. Fr Va + 80) Gusiteg 
zu jegen. 


Arbeit der Wärme. Der in $. 388 gefundene logarithmiſche Austrud 
für die mechanische Arbeit beim Comprimiren und Ausdehnen der Luft hat 
nur unter der Vorausfegung feine Gültigkeit, daß fich bei diefer Volumten« oder 
Dichtigfeitöveränderung die Temperatur der Luft nicht ändere; dies ift jedoch 
nur dann anzunehmen, wenn diefe Veränderung fehr langſam erfolgt, wobei 
die Wärme hinreichende Zeit hat, fi mit der Wärne der Gefäßwand und 
der äußeren Luft ins Gleichgewicht zu fegen. Geht aber die Dichtigfeitsver- 
änderung der Luft fchnell vor fi), fo ift mit derfelben aud) eine Tempera: 
turveränderung verbunden, und zwar beim Verdichten derfelben eine Erhöhung 
und beim Berblinnen eine Verminderung der Temperatur. Es fann daher 
fi) auch in diefem Falle die Spannung nicht nad dem einfachen Mariotte“ 
ſchen ©efege verändern. Sind p und p, bie Preffungen, 7 und Y, die Dich—⸗ 
tigfeiten, jowie € und 7, die Temperaturen einer und derfelben Luft, fo gilt 
nach $. 392 die Formel 

9 _t+ dm Pı. 
» 1+Jr y 
Wenn ſich nun an der plöglichen Prefiungsveränderung die Temperatur 
in dem Berhältnifie 





1 + ör, _l/rı * 
——— 6 ändert, fo läßt ſich 
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n (Hy (a% 


= 
ſetzen. 


Wenn in dem Eylinder 40, Fig. 794, durch den Kolben EF an- 
Fig. 79. fänglich ein Zuftprisma von der Höhe EB = s, 

__ mit der Spannung p und Dichtigkeit y abgeſperrt 
wird, und diefe Luftmenge durch ein ſchnelles Auf- 
fchieben des Kolbens um x plöglich in die Dich⸗ 
tigfeit y und Spannung « verfegt wird, fo ift der 
legten Formel zu Folge, 


2=-(2) =( 8 %a 
» \rY) 5) 


und daher 
( 8 )" 
dr) u 


E Um daher den Kolben, defien Fläche der Ein- 

C fachheit wegen, der Ylächeneinheit gleich fein möge, 
durch das Wegelement 6 fortzufchieben, ift die mecha⸗ 
niſche Arbeit 


Ya 
eo — * -) po — pos“a (s — * 


ſowie 

















nöthig. 

Führt man nun ftatt x, nad) und nad 10, 20, 30 ... ein, fest 
man s — n6 fowie die Höhe des Luftraumes am Ende des Kolbenweges 
EE, EB= s —=ms, fo erhält man die mechanifche Arbeit, welche der 
Kolben bei dem Ausſchube HE, verrichtet: 


A — porl[ls *%+— 0) * + (s — 20) *4 + me) "] 
„Oo % + @)-% + (8 ee 3 
= p08 or +(20)% + (80)>% ++ (m6)”%] 
_ La AL IR Le mat tn 





— 6U )— (1% + 2% + 3% +. + m "R) 
Nun ift aber, wenn m und n unendlich große Zahlen bedeuten, nad) 
Seite 88 des Ingenieur: 
| —1% 2 
⸗4 — LyShL.. — — —— — 
1 + 2 +3 + + m mn mv ’ 
und 
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2 
— 


_ ps — ol _ 
— ga (2 — =) — 2ps * — =) 


Um das comprimirte Luftguantum AE, durch weiteres Auffchieben des 
Kolbens auf den Weg sı in einen Raum R zu drüden, worin die Preffuug 
gs \N 
Pı —P (=) 
vorhanden ift, wird noch die Arbeit 


IHRER + mh 
daher “ 





no —P3* 
4, = 93 — 3, % 


erfordert, wogegen bie äußere Luft während des ganzen Kolbenweges mit 

der Kraft p nachſchiebt, und hierbei die Arbeit A, — ps auf den Kolben 

überträgt. Es ift daher fchlieglich die ganze mechanifche Arbeit zum Compri⸗ 

miren des Luftvolumens (1 . s) und Hineindrüden in den Raum R: 
A= 4, + As — As 


α nem [e)-i] 
und folglich die Arbeit zum Somprimiren bes Luftvolumens F, von p auf pı: 
= 3%) - er) ulV &-1) 
während nach dem Mariotte’fchen Geſetze 

A=VpIn. (e ) 
und bei vollſtändiger Incompreffibilität des Fluidums, 

A=V/ (m —-p)=V» (& — ı) 





zu fegen wäre. 


Wird umgekehrt das Luftguantum V, yı von der Prefiung p, durch 
plögliche Ausdehnung auf die Preffung p und Dichtigkeit 


Y% 
Yr=Y/Jı (2 
Pı 
oder Dolumen 
(pi * 
Ze, (ei 
n) 


zurückgeführt, fo verrichtet daffelbe die mechaniſche Arbeit 


14 14 
A=37 (&)°-1]= [ı - (@)"] 
Pp » l 3 Yıpı 1 p . 
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Beifpiel. Gin Gebläfe, welches pro Secunde 10 Eubikfug Luft von 528 
Zoll Barometerftand in Wind von b + h = 30 Zoll Spannung verwandelt, er- 
fordert nad) der Formel 


1-37 [@)* - | 


ba der Drud der äußeren Luft auf den Druabrakfug 
p» = 144. 0,5037 b = 144. 0,5037 .28 = 2031 Pfb. beträgt, 
den Arbeitsaufwand 


4 — 30. 2081 (8 - F 6093 (V& -ı) — 6093 . 0,23265 


— 1418 Fußpfd. 
während die logarithmiſche Formel (fiehe Beifp. 1 zu $. 388), A — 1401 Bußpfb. 
gegeben Hat und nad ber —— 


A=Pp (2 - 1)=29310 (2 


-)= — — 1451 Fußpfd. 


if. 
 Ausfluss der Luft mit Rücksicht der Abkühlung. Das $. 46: 
1 

Arbeitsquantum A = 3 Qı Pı v — (2) | welches bei der plötz⸗ 

l 
lichen Ausdehnung des Luftvolumens Q, auf Q frei wird, ift aud) 

2 

gleich zu fegen der Arbeit Qı Yı- 27’ welche die Trägheit der Luft⸗ 
ur. bei Annahme ber Ausflußgefhteindigfeit © in Anfprud) nimmt, 
Die hiernad) aufzuftellende Gleichung 


v? p u 
_ —3 1 — ) 
QıYı 29 Qꝛi ꝑi pP 


führt nun auf folgende Ausflußformel 
Y 
 _ 3n ı — (2) e|. oder 
29 Yı Pı 


= V 2-2)" 


wonach für franzöfifches Map 


v— 154,8 Vera + 67) I — — | 
— 685,8 Va + 7) F — (2° | Dieter, 


und für preußifches Maß 


v—= 276,4 Vasc + dr) ı — (2)°] 
— 2185 Va + dr) E — (2)" | Fuß folgt. 





mafle 
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Die ausſtrömende Luft hat die äußere Prefiung p, die Dichtigkeit 
| % 
Ya = Yı \, 


p\* 
p Ye — 
‚Pı ö 


und das theoretifche Ruftquantum, welches durch eine Milndung vom Inhalte 


F ftrömt, ift 
Ys 
— Fı= r\ 29. sp I: — (2) | 
Yı Pı 


— 9764 rV: 9a + JE — (2)° |Susirs 


wobei 2, Yı und z, Preſſung, Dichtigkeit und Temperatur der inneren Luft 
bezeichnen. 
Auf den inneren Druck reducirt, iſt das Ausflußquantum 


—. .Q = (2) Q, = r(2)" 29-37 1 - 2) *] 


und endlich auf den Außeren Luftdruck und die innere Temperatur ober auf 
die Dichtigkeit 7 — }ı u reducirt, ift es 


r Pi 391 p 
2.0 = # &)" Var [ı - (2°) 
= 2) 
—r 2% 3Pı (ale ı| 
Pı ne h 
Set man — vn ‚wo d den äußeren und b + den inneren 
Barometerftand bezeichnet, I erhält man 


eV TE] 
— 176,0 F\/2 g(l + &7) ( ) (+) | 
— 2185 Va + 87) 4)" —15 _ | Cubikfuß⸗ 
Im den meiften Sällen der Anwendung iſt $- Hein, fo daß fh 
Een 
EEE ET Eu) 


und die Temperatur 


u = 
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m] 


J 
Vol. > 1 - u 
= Var we 


Bei Anwendung auf Gehläfer, Wetter» und Luftungsmaſchinen ift 
= < Y,, und daher ganz einfach das theoretifche Ausflußquantum, 


fegen läßt, und num 





gemejjen unter dem äußeren Drude und bei der inneren 
Temperatur 


h 
— F 29 .4 
Q V»23 


= 8930 F\/ 290 + 81) — 396 rVa + 7) 2 Eubitm. 


— 159,6 F \ 29(1+ 81) — 1261 F \ (1+ 1) Cubiffuf 


Beifpiel. Für den im Beifpiel zu $. 459 behandelten Fall, wo 5 — 27,2 


3 

und % = 5 8oll, ferner z = 10 m F = = 0,01227 Duabratfuß ift, 
hat man nad der Iehten Formel die Ausflußmenge, gemeflen unter dem äußeren 
Drude: 


9 = 1261 F \/ 1,4404. 373 — 1261 F V 0,2648 


= 648,9 F — 648,9 : 0,01227 = 7,962 Eubiffug, 
während oben ($. 459) nad der Maflerformel, Q —= 8,665 Eubiffuß gefunden 
wurde, und bie logarithmifche Bormel in $. 460, 


= 1261 F/ 14042225 = — 1261 F V 0,2431 


— 621,7.0,01227 = 7,628 @ubiffuß giebt. 


Ausfiuss der bewegten Luft. Die gefundenen Ausflußformeln $. 46: 
ſetzen voraus, daß die Preffung p oder der Manometerftand % an einer 
Stelle gemeffen worden ei, wo die Luft in Ruhe befindlich ift, oder eine ſehr 
ſchwache Bewegung hat; mißt man aber », ober h, an einem Orte, wo die 
Luft ingzBewegung ift, communicirt z. B. das Manometer M, mit der 
in einer Leitungsröhre CF, Fig. 795 (a. f. ©.), befindlichen Luft, jo hat 
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man bei der Beftimmung der Ausflußgefchwindigfeit auch noch die lebendige 
Kraft der ankommenden Luft zu berückſichtigen. Iſt nun c die Gejchwin- 
digkeit der vor der Manometermündung vorbeigehenden Luft, jo hat man 
demnach zu ſetzen: 


q | 2 1, 
Arı'z, = er + 3Qı Pı b = (2 — 
Bezeichnet F' den Querſchnitt der Mündung und G ben der Köhre 
oder des an der Manometermündung vorbeigehenden Stromes, fo iſt das auf 
ftrömende Luftquantum Q, Yı = GcYı = FvYs, daher folgt 


17820) 
er —) und 


— n . (2) ) = ei k (e) | 


und die in Frage fiehende Ausflußgefchwindigfeit: 
Yz 
lg) | 
ft L \W/ I 
AU 
1.221 — 
r 


oder annähernd, wenn pi nicht viel größer als » ift, 


ol) | 
(7) 
(1 +87) I = (2)°] 
2) 


Es ftellt fi) alfo auch Hier, genau wie beim Ausfluffe des Waffers aut 
Fig. 795. Gefäßen, die Ausflußgefchwindig- 
feit um jo größer heraus, je gro 


Ber das Verhältniß a zwiſchen 


dem Querſchnitte der Mündung 
und dem der Röhre oder des an 
kommenden Yuftftromes iſt. Man 
erfieht auch hieraus, daß ımter 
übrigens gleichen Berhältnifien 
der Manometerftand p, um fo 
Meiner ausfällt, je enger bie Leitungsröhre oder je rüber die Geſchwindig⸗ 
keit der durch fie fortgeführten Luft iſt. 










= 


— 2185 Buß. 


M 
| 
| 


*34 








8. 463.] Von ben Ausfluffe. der Luft ıc. 909 


Bezeichnet po die Spannung im Windrefervoir, wo die Luft u in 
Ruhe ift, fo hat man auch: 


v2 3Pı | 2) ] 
— — ı — I 
29 Yyı Do 


und wenn man aus beiden Gleichungen » eliminirt, fo ergiebt fich 


BIO  eto) 


ft d der äußere Barometer- und A der innere Manometerftand, ſowie 
F der Inhalt der Ausflugöffnung, jo hat man ſchließlich das theoretiſche 
Ausflugguantun, gemefien unter der Dichtigfeit 


b 
 r= 26 — Fa 





29 Fr Erz —FF 
Q=F = 159,6 F — 
F\? 
ı- 3) (7) 
h. 
+99), 
— 1261 F 


F\? 
1 (7) 
Beifpiel. Ein auf einer 31%, Zoll weiten Winbleitung figendes Queck⸗ 
filbermanometer fteht auf 21/, Zoll, während ver Wind am Ende der Röhre durch 
eine runde, 2 Zoll weite Mündung ausſtromt; mit welcher Geſchwindigkeit findet 
diefes Ausftrömen ſtatt, vorausgefeßt, daß der Außere Barometerfiand 274, Zoll 
und die Temperatur der Luft in der Windleitung 10 Grad beträgt? 


@8 ift hier 
Vı+ dı=V 1,0867 = 1,018, 122 — YYy, = YYı = 0,8015, 


fowie 
IF = nr? = 3,141:144 = 0,02181 und 


f "2  V492 _ 162 46314 
/ı — (E) = I ZI _ 6314 _ 
| 1 (7) 49 ag 09452, 
daher folgt die Ausflußmenge 
= 1261 F. nu — 409,5 F — 8,931 Cubikfuß. 


Für die entfprehende Spannung 2, im Luftreſervoir iſt: 


ı- (E)'=[1 - (2°: fi - (BG - VER) some 


__ 0,0287 . 
= yoga, — 909212, daher 
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.— 
Vz — 0,%783 und po = 1,103», fowie au 5 + A, = 1,1085, 


0 
und folglich der Manometerftand im Refervoir: 
hu — 0,1085 = 0,103 . 27,5 — 2,83 Zoll. 


Ausflussooefficienten. Die Contractionserfheinungen, welde 
wir beim Ausfluffe des Waflers aus Gefäßen kennen gelernt haben, finden ſich 
auch beim Ausftrömen der Luft aus Gefäßen vor. Iſt die Ausflußöffnung in 
einer diinnen Wand audgefchnitten, fo hat der durch fie gehende Luft⸗ oder 
Windftrahl einen kleineren Querſchnitt als die Mündung felbft, und es ıft 
deshalb auch die effective Ausflußmenge Q, Heiner als das theoretifche Aus- 
flußquantum Q oder da8 Product Fo aus Querſchnitt F der Mündung 
und theoretifchen Gefchwindigfeit v. Diefe Verminderung der Ausflugmenge 
bat, wie man am ausſtrömenden Rauch beobachten kann, hauptſächlich ihren 
Grund in der Contraction des Luftftrahles, und wir können daher auch, wie 


bei den Wafferftrahfen (f. $. 406), das Verhäftnig &« — a zwiſchen dem 


Querſchnitte Fi des Luftſtrahles und dem Querſchnitte FF der Mündung 
den Sontractionscoefficienten, 


ferner das Berhältnig — Fr zwifchen der effectiven Ausftrömungsge: 


ſchwindigkeit v, und der theoretiichen Ausflußgeſchwindigkeit © (|. $. 408) 
den Gefhwindigfeitscoefficienten, 


und das Berhältnig u — U — AH — ap der wirklichen Ausfluß- 


menge Q, zur theoretiichen Ausflußmenge Q 
den Ausflußcoefficienten der ansftrömenden Luft 
nennen. 


Jedenfalls ift bei dem Ausfluffe der Luft durd) eine Mündung im ber 
binnen ebenen Wand wie bei dem des Waſſers der Gefchwindigkeits- 
coefficient ꝙ nahe — Eins, und baher auch, fo lange als befondere Meſſun⸗ 
gen der Luftftrahlen nicht vorgenommen worden find, der Ausflußcoef- 
ficient a — ap ber Luft dem Contractionscoefficienten & gleich zu 
jegen. Die älteren Berfuche, welche über den Ausflug der Luft durch 
Mündungen in der binnen Wand angeftellt worben find, weichen fehr von 
einander ab. Die von Buff nad) der Waflerformel berechneten Berjuch 
von Koch geben fir Kreismündungen von 3 bis 6 Linien Durch⸗ 
meſſer, bei 0,2 bis 6,2 Fuß Waflermanometerhöhe, u — 0,60 bis 0,50, 
dagegen liefern die hiernach berechneten Verſuche von d’Aubuiffon bei 
0,027 bi8 0,144 Meter Waflermanometerhöhe an Kreismiindungen von 
1 bi8 3 Centimeter Durchmefler, u — 0,65 bis 0,64. Ferner fand 


g. 464.] Von dem Nusflufle der Luft se. 911 


Poncelet durch die Berechnung der Pecqueur'ſchen Verſuche nad) derſelben 
Formel für eine Mundung von 1 Centimeter Durchmeſſer, unter dem Ueber⸗ 
drucke von 1 Atmofphäre, alfo 10 Meter Höhe Waflerfäule, u — 0,563, 
und für eine folche von 1,5 Gentimeter Weite, u — 0,566. Die in großer 
Ausdehnung angeftellten, und mittel der Letzten Ausflußformel 


h\? V pı h 
— — 1 __ Ein 
o=Flı I (#) 2975 
berechneten Verſuche des Verfaſſers haben folgende Reſultate geliefert. 


1) bei der Mündungsweite d — 1 Centimeter, und dem mittleren Preſ⸗ 
ſungsverhältniſſe: 











— 1,05 1,48 | 1,65 189 | 2,15 








0,555 0,589 0,692 | 0,724 0,754 


0,788 




















2) bei der Mitndungsweite d — 2,14 Tentimeter, fit 


b+Äh 
— 





— | 1,05 | 1,09 2,01 











1,36 | 1,67 





0,558 | 0,573 | 0,684 | 0,678 | 0,723 


r = 




















3) bei der Mindungsmweite d — 1,725 Centimeter, fir 


— 1,08 1,37 1,68 





u= | 0,563 | 0,631 | 0,665 











4) bei der Mitndungsweite d — 2 Centimeter, fir 


b+h 


1,08 1,39 








— 
— 


0578 | 0,641 








Es wächſt aljo hiernad) der Kontractionscoefficient beim Ausfluffe durch 
eine Mündung in der binnen Wand anfehnlicd; mit der Druckhöhe. Bei 
Anwendung der Waflerforniel wird aber diefe Veränderlichfeit bedeutend 


berabgezogen; dieſe Formel giebt u nahe VE. 3. B. für rn — 3; 
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VNn= — 0,707 mal fo groß al8 die legte Formel. Nach der erften Tabelle 
iſt z. B. für d 1., ud) =2 — u 0 m 
daher nach der Wafferformel u — 0,707 .0,771 = 0,555, alfo fehr nahe 
benfelben Werth, wie Poncelet gefunden hat. 


Bei dem Ausflug durch eine Kreismündung von 1 Centimeter Durch⸗ 
mefler in einer conifch convergenten Wand von 100 Grab Convergen; 
wurde flir . 








0,793 





0,752 





u = 


gefunden. 
Ebenſo bei einer ſolchen Mündung in der conifch divergenten Wand 
von 100 Grab Divergenz, für 














. 465 Die PVeränderlichleit bes Contractionscoefficienten & — u fiir den Au 
flug der Luft durch eine Mündung in der dünnen Wand, erftredt ſich der 
befannten Formel 


ya" 8. 422) 


zufolge auf den Ausflug durch Furze cylindrifche Anfagröhren Nach 
den oben angeführten Verfuchen von Koch ift z. 2. für ſolche Röhren von 
3 bis 4 Linien Weite und 4 bis 6facher Länge, bei 0,3 bis 6,2 Fuß Wa) 
fermanometerhöhe, u — 0,74 bi8 0,72, wogegen d’Aubuiffon für folde 
- Röhren von 1 bis 3 Centimeter Weite und der 3» bis Afachen Länge, be 
0,027 bis 0,141 Meter Waflerbarometerjtand, u — 0,92 bis 0,93 un? 
Boncelet für cylindrifche Röhren von 1 Kentimeter Weite und der 21; 
bis 10fachen Weite, bei dem doppelten Atinofphärendrude, u — 0,632 
bis 0,650 gefunden hat. 
Die vom Berfaffer angeſtellten Verſuche haben dagegen auf folgen 
Refultate geführt: 





6. 465.] Von dem Ausfluffe der Luft ıc. 913 


1) Eine furze cylindrifche Anfagröhre von 1 Centimeter Weite und 
3 Gentinleter Länge, gab für 







1,05 | 1,10 


db+hL_ — 
— — 1,80 £ 












0,730 


0,771 


u= 0,830 











2) Eine ſolche Röhre von 1,414 Centimeter Weite und der dreifachen 
Zänge, führte fitt 





er = 1,41 1,69 


ufu—=| 0813 | 0,89 








3) Eine foldhe Röhre von 2,44 Centimeter Weite und ber dreifachen 

Länge, gab fr 
Ä nu — 1,74; u = 0,8383. 

Die Zunahme des Ausflußcoefficienten beim Wachſen der Breffung ift 
durch da8 gleichzeitige Wachfen des Contractionscoefficienten erflärlich. 

Die Anfagröhre (1) mit ſchwach abgerundeter Einmündung gab 
im Mittel den Ausflußcoefficienten u — 0,927, alfo viel größer als bei 
einter folchen Röhre ohne Abrundung. 


4) Ein kurzes innen gut abgerundetes Munpdftüd von 1 Centimeter 
Länge und 1,6 Sentimeter Ränge gab fir 


rt — | 1,24 | 1,88 | 1,59 | 1,85 | 2,14 

















u — |0,979 |0,986 |0,965 [0,971 














0,978 


Da diefer Coefficient, wie erforderlich, der Einheit ſehr nahe fommt, fo ift 
dadurch der Vorzug der Ausflußformel 
pı b 
a=ur 2,22 
vor den anderen Formeln dargethan. 

Die ältere Formel giebt natiirlich bei hohem Drude viel Kleinere Werthe, 
und dagegen die logarithmifche Formel (ſ. $. 460) viel größere, die Einheit 
fogar iiberfteigende Werthe von p. 

Eine kurze conifhe Röhre mit innerer Abrundung gab ziemlic 

Betsbach’s Lehrbuch der Mechanik. I. 68 
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biefelben Werthe fir gu, dagegen eine kurze coniſche Röhre ohne Abrundung 
von 1 Centimeter Mändungsweite, 4 Centimeter Länge und 79 9’ Convergem für 


— 108 | 127 | 165 











u -| 0,910 | 0,922 | 0,964 





Nah Buff und Koch ift fir eine ſolche Röhre von 2,72 Linien äußerer 
Weite und 6% GSeitenconvergenz, bei 0,3 bis 6,2 Fuß Waflermanometerhöge, 
u — 0,73 bi8 0,85, und nah d’Aubuiffon, bei einer ähnlichen Röhre 
. von 1,5 Eentimeter Mündungsweite, unter 0,027 bis 0,144 Meter Wafler- 
drudhöhe, u — 0,94, bei Zugrundelegung der älteren oder fogenannten 
Waflerformel. 

Das vollftändige längere Diifenmundftid AC, Fig. 736 aus 8.434, d.i 
eine conifche Röhre, von 14,5 Centimeter Länge, 1 Centimeter Weite in der Aus⸗ 
mindung, und 3,8 Weite in der übrigens gut abgerundeten Einmündung, 
bei nahe 69 Seitenconvergenz gab für 


+ _ 1,08 | 145 | 2,16 
u | 0,932 | 0,960 | 0,984 





Durch Verſuche über das Kinftrömen der Luft in Gefäße fanden die 
Franzofen Saint-Benant und Wangel für ein kurzes, inwendig nad 
einem Biertellreife abgerundetes Mundftüd, nach der neueren formel 
berechnet, u — 0,98, und für eine Miindung in ber dünnen Wand, 
u = 0,61. 


Sind die Preflungen Hein, ift, wie z. B. bei der gewöhnlichen Gebläfeluft, 
* < Yg, jo läßt ſich dem Vorſtehenden zufolge, bei Anwendung der neue⸗ 
ren Ausflußformel 





g— ur \/a92.2 297° — — 1361 ur Varo + 0,004. )- Cubiffuf, 
im Mittel fegen: 

1) für Mündungen in der dünnen Wand, u — 0,56, 

2) für kurze cylindrifhe Anjagröhren, u = 0,75, 

3) für ein gut abgerundetes conoidifches Mundſtück, u — 0,98, 

4) für eine conifche Röhre von circa 6° Geitencomvergenz, u — 0,92. 


$. 466.) Bon dem Ausflufle der Luft ıc. 915 


Beifpiel Wenn bei einem Gebläfe die Mündungen der beiden coniſchen Düfen 
zufammen 3 Duabratzoll Inhalt haben, wenn ferner Bei einer Temperatur von 15 
Grad der Manometeritand im Negulator 3 Zoll und ber äußere Barometerſtand 
271/, mißt, fo läßt fich das effective Ausflußquantum, gemeflen unter dem äußeren 
Drude, ſetzen: 


Q 1261 yo + — 
1,06.6 
55 





= 1261 .0,92 7; Va+o + 0,004. 942 = — 24,17 
— 24,17 V 0,1156 — 4,17.0,34 — 8,22 Eubiffug. 


Reibungscoefficient der Luft. Bewegt fich die Luft durch eine Lange 8. 46 
Röhre CF, Fig. 796, fo hat fie einen Reibungswiderftand wie das 


Fig. 796. 





Waller zu überwinden, auch läßt fich diefer Widerftand durch die Höhe einer 
Luftfäule mefjen, welche der Ausdrud: 
I v2 
e—=d-— —, 
worin genau, wie bei den Waflerleitungen, 7 die Ränge, d die Weite der Röhre, 
v die Geſchwindigkeit und & den durch DVerfuche zu beftimmenden Wider 
ftandscoefficienten der Luft bezeichnen, angiebt. 

Die Berfuche von Girard Über bie Bewegung ber Luft durch Rühren 
führen auf den Widerftandscoefficienten & — 0,0256, und die von d'Au⸗ 
buiffon Liefern im Mittel & — 0,0238, wogegen nad) Buff's Verjuchen 
im Mittel & —= 0,0375 zu fegen ift. Dagegen findet wieder Poncelet 
aus den Ergebniffen der Berfuche von Pecqueur bei dem Preffungsverhält- 


niffe 7, — 2, u —= 0,0237. 


Die nach der neueren Formel berechneten Verſuche des Verfaſſers gaben 
folgende Refultate. 

1) Eine Meffingröhre von 1 Centimeter Weite und 2 Meter Länge 
gab für Gefchwindigfeiten von 25 bis 150 Meter, & allmälig abnehmend 
von 0,027260 bis 0,01482, 

2) und eine Glasröhre von derfelben Ränge bei ziemlich denfelben Ges 
fchwindigfeiten, Lieferte & — 0,02738 bis 0,01390. 

58 
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3) Eine Meſſingröhre von 1,41 Centimeter Weite und 3 Dieter Länge, 
fühetr auf E— 0,02578 bis 0,01214, ° 

4) und eine dergleichen Glasröhre auf & — 0,02663 bis 0,009408. 

5) Eine Zintröhre von 2,4 Centimeter Weite und 10 Meter Länge gab 
endlich bei Gefchwindigfeiten von 25 bis 80 Meter, & — 0,02303 bis 
0,01296. 

Es ift Hieraus zu folgern, dag nur bei mäßigen Windgefchwindigfeiten, 
von circa 25 Meter — 80 Fuß, der Widerftandscoefficient & — 0,024 
gejett werben kann, baß er aber inumer Heiner und Heiner angenommen wer- 
den muß, je größer die Geſchwindigkeit des Windes in der Röhre ift. 

Annähernd Läßt ſich aud) für Metermaf; £ — y und für Fugmap, 


0,214 


en. 
— jet 

Im Ganzen verhält fich alfo die Luft bei der Bewegung in Röhren ebenfo 
wie das Waſſer. | 

Auch der Widerftand, welchen Kniee und Kröpfe in den Röhren der 
Bewegung der durchſtrömenden Luft entgegenjegen, ift ähnlich wie beim 
Waſſer zu beurtheilen. 

Bei den Verſuchen des Verfaffers gab ein rechtwinkeliges Knie von 
1 Sentimeter Weite, & — 1,61, und ein folches von 1,41 Centimeter Weite, 
& — 1,24; ferner ein nad) einem Kreidquadranten gebogener Kropf gab 
bei der erfteren Weite, & — 0,485; und bei der legteren, & = 0,471. 


= 


467 Bewegung der Luft in langen Röhren. Mit Hülfe des Cocfi- 
cienten & des Reibungswiderſtandes einer Röhre, wie BF, läßt fid nun 
auch die Ausflußgefchwindigkeit und Ausflugmenge bei gegebener Länge und 
Weite derjelben u. f. w. beſtimmen. | 

Iſt ha der Stand des Manometerd M, am Ende der Röhre CF, 39. 
797, unmittelbar vor dem Mundſtück F, deſſen Widerftandecoefficient 
Fig. 797. 





1 ® 
= Pr 1 fein möge, und bezeichnet d die Weite der Röhre, ſowie d, 
1 





S. 467.) ° Bon dem Ausfluffe der Luft ıc. 917 


2 
die Weite, alſo * den Inhalt der Mündung Fi,, fo bat man nach dem 
Dbigen die Ausflugmenge: 


29% = 


ı-@) 
fowie umgefehrt für den Manometerftand 7,, 

er]: 

Yı 6b d 29 \uF, 

Nun ift aber der Manometerftand am Anfang der Leitung, 
I vi 
hı — h, + & 7 2g’ 

wenn 2 die Ränge der Röhre zwifchen beiden Manometern M, und Ma, und 


v bie Gefchwindigkeit des Luftftromes in diefer Röhre bezeichnet, daher 
hat man: 


br 
29 \tı Fi +6737 


v— (a) Un und u — _ 8 


d? (1 Han 


Q=Wufrı — 1261u, rm | 
-@) 


7 m eingeführt, 


23 (la) 


und es folgt daher die Ausflugmenge 


ph 
HF dA \® T 1 /d,\* 
4ı 
ı-G)la + Zar 
7 
zd? a+ 99), 
— — 1261" Cubikfuß. 


591 1 (a) 
1— (3 I rei 
| ur +8 d 

Iſt endlich der Stand à des Manometer M im Reſervoir AB befannt, 
fo haben wir, wenn wir den Widerſtandscoefficienten fiir ben Eintritt bei O» 


durch &, bezeichnen, und ar — 1 + $, einzufegen, da hier beim Eintritt 


in die Röhre die Druckhöhe & > 29 — verloren geht, 


2 = = [@+:2) @ ir). 
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folglich die Ausflußmenge 





(0 +25) +1 +6 
(1 + 0,047) 2 
(+) ++ 


Je nachdem der Einmündungspunft um s höher oder tiefer liegt als 
die Ausmündungsftelle, hat man in dem Zähler der Wurzelgröße zu * noch 
1 


rd? 


= 126171 Eubitfug. 


s zu abbiren oder fubtrahiren. 


Beifpiel. In dem Negulator am Kopfe einer 320 Fuß langen und 4 Zell 
weiten Windleitung flieht das Duedfilbermanometer auf 3,1 Zoll, während der 
äußere Barometerftand 27,2 Zoll mißt; es ift ferner bie Mündungsweite des coniſc 
zuſammengezogenen Rohrenendes, d, — 2 Zoll, und die Temperatur der compri⸗ 
mirten Luft im Regulator, x — 20 Grad E., welches Windquantum liefert dir 





Zeitung? 
Es iſt Hier (1 + 0,0047) 2 — 1,08 Ze — 0,1231, ferner 
=; - an I=$ —1= 2= 0,778, ſowie 
t, 2 = 0m. 920.3 — 23,04, (2) = (F) = 4 = 0,068, 
L, Sion 1 = 0,330, und 
F= * =7 WW = 3,1416 _ (021817 Duabratfuf, 


144 
baher folgt die Nochte Bindmenge 


DT 
— 1261. TV era oa na — 
0 = 1261..0,021817 \/ or78 + 23,04) 0,0625 7 1,850 


0121 _ — 0 


j. 468 Ausfluss unter abnehmendem Drucke. Wenn ein Windrejer 
voir feinen Zufluß erhält, während durd) eine Diündung in demſelben 
ununterbrocdyenes Ausftrömen ftatt hat, fo nimmt die Dichtigfeit und Spar 
nung allmälig ab, und es fällt daher auch die Ausflußgejchwindigfeit wäh 
rend des Ausfluffes immer Feiner und Heiner aus. In welchem Verhältmniſſe 
nun biefe Abnahme zur Zeit und zur Ausflugmenge in derfelben fteht, läßt 
ftch auf folgende Weiſe ermitteln. 








8. 468.) Bon dem Ausfluffe ber Luft ıc. 919 


Es fei da8 Bolumen des Reſervoirs Y, der anfänglihe Manometerftand 
— h,, und der Mianometerftand am Ende einer gewiffen Zeit t, — hı. 
fowie der äußere Barometerftand — b. Dann ift ba8 auf den äußeren 
Drud reducirte Luft: oder Windgquantum im Refervoir anfangs 

_Y/b+M) 
b 
und am Ende der Zeit t 
_/e+h) 
b , 
unb folglich ba8 innerhalb der Zeit t ausgeflofiene und unter dem Außeren 
Drude gemeſſene Windquantum: 
— ) Go — A) 
b b b 
Nun hat man aber aud) 


Yyı 


wenn x bem mittleren Danometerftand während der Ausflußzeit t entfpricht, 


daher “ 
_I/h—hı)_ h) _ Ike — 


ur\Vaodı0z bz — 


Ferner iſt, wenn hod — 6 und hı = n6 gefeht wird, der Mittelwerth 
u an 2m MH tn) 


(2) 2035-9 
_2(Vn—Vh) _2Vm— Vh) 


(m — n) 6 mh — hı 
daher folgt die gefuchte Ausflußzeit 


27v(Vn—Vh) _ ho h, 
— rot Van VR- U 


Dieſe Beſtimmung hat übrigens dann nur eine hinreichende Genauigkeit, 
wenn das Ausflußreſervoir (7) groß, oder die Ausflußmündung, ſowie die 
Preſſungsdifferenz klein iſt, wo die Abkühlung der Luft im Reſervoir während 
des Ausfluſſes unbedeutend ausfällt. 

Beiſpiel. Der 50 Fuß lange und 5 Fuß weite cylindriſche Windregulator 
eines Gebläfes ift mit Wind angefüllt, deſſen Manometerftand h —= 10 Soll und 
Thermometerftand 69 beträgt. Wenn nun der Wind durch eine 1 Zoll weite runde 
Mündung in einen Raum ausftrömt, befien Barometerftand 27 Zoll beträgt, fo 


ih a) 





(ſ. Ingenieur ©. 88); 


— 
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entfteht die Frage, in welcher Zeit finft der Manometerſtand auf 7 Zoll herab, und 
welches ift die entfprechende Ausflugmenge? 
Das Volumen des Regulators oder Keflels ift: 


’=7T 52.50 — 1250. — = 81,75 Eubikfuß, ferner 


VE- VE = VB- VE = om 


V 29 Pr — 1261 VI + 0,003867.: = 1261 V 1,02202 — 1275, 
und 
— ya T_ 
F=7 Yı? = 55 = 0.005454 Duabratfuß. 


Setzt man nun noch den Ausflußcoefficientien 4 — 0,95, fo folgt die in Frage 
ſtehende Ausflußzeit: 
2.981,75.0,09942 __ 97,61 j 
= 595.0,005454.1275 — 3,308 — -D Secunden. 
Anmerkung. Eine allgemeinere Theorie des Ausfluſſes der Luft und des Waller: 
bampfes wird im zweiten Theile abgehandelt. 


Schlußanmerkung. Verſuche über ven Ausflug der Luft find angeftellt wer 
den von Doung, Schmidt, Lagerhjelm, Koch, d'Aubuiſſon, Buff, unt in 
neuerer Zeit von Saint-Benant, Wanpel und Pecqueur. In Betreff der 
Berfuche von Doung und Schmidt ift nachzufehen in Gilbert's Annalen Br. 
22, 1801, und Bd. 6, 1820, und in Poggendorff's Annalen, Bb. 2, 1824, in 
Betreff derjenigen von Koh und Buff aber in den Studien des Götting’ichen 
Dereines bergmännifcher Freunde, Bo. 1, 1824; Bb. 3, 1833; Br. 4, 1837 un 
Bd. 5, 1838; ferner in Poggendorff's Annalen, Bd. 27, 1836 und Br. 40, 
1837. Nädftdem auch in Gerfiner’s Mechanik, Bo. 3, und in Hülffe’s allge 
meiner Mafchinenencyelopädie, Artifel „Ausflug“. Die Lagerbjelm’fchen Ber 
ſuche werben behandelt in dem ſchwediſchen Werfe Hydrauliska Försök at 
Lagerhjelm, Forselles och Kallstenius, 1 Delen, Stockholm, 1818. Die Ber 
fuche d'ubuiſſon's lernt man fennen in den Annales des Mines, Tome 11, 
1825; Tome 13, 1826; Tome 34, 1827, dann aber au in d'Aubuiſſon's 
Trait& d’Hydraulique,. Weber die Verfuche von Saint-Benant und Wangel 
fiehe Comptes rendus hebd. des seances de l’Academie des sciences. 
a Paris 1839. Bon den neueften in Frankreich angeftelltien Verſuchen handelt 
Poncelet in einer Note sur les experiences de M. Pecqueur relativee 
& l’ecoulement de l’air dans les tubes etc. der Comptes rendus und hierren 
im Auszuge das polytedinifche Gentralblatt, Bo. 6, 1845. Aus diefen Verſuchen 
folgert Boncelet, daß die Luft bei ihrem Ausfluffe denfelben Gefegen folge, mie 
das Waſſer. Die meiſten diefer Verfuche find mit fehr engen Mündungen ange: 
ftellt worden, weshalb fie wohl fchwerlich den Anfprüchen ber Praris Genüge Leiften. 
Leider findet auch unter den Ergebniſſen aller dieſer Berfuche nicht die erwünſchte 
Mebereiuftimmung flat, namentlich weichen auch die von D’Aubuiffon gefundenen 
Ausflußcoefficienten von denen, welche fih aus ven Koch'ſchen berechnen laflen, 
bedeutend ab. Vergleichende Berfuche über das Aus: und Ginftrömen ver Luft 
und über den Ausflug des Waflers rapportirt des Berfaflers Erperimentul:Hytrau: 
lik. Die Nefultate der neueften, im größeren Maßſtabe vom Verfaſſer ausgeführten 
Berfuche über den Ausfluß der Luft werden im 5. Bande des Givilingenieurs mitgetheilt- 


' 
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Siebentes Capitel. - 
Bon der Bewegung bes Waffers in Canälen und Flüffen. 


Fliessende Wasser. Die Tehre von ber Bewegung des Waſſers in $. 461 
Canälen und Flüſſen macht den zweiten Haupttheil der Hydraulik aus, 
Das Waſſer fließt entweder in einem natürlichen ober in einem Tünft- 
fichen Bette (franz. lit; engl. bed). Im erften Falle bildet e8 Ströme, 
Flüffe, Bäche, im zweiten Canäle, Gräben und Gerinne. Bei der Theorie 
der Bewegung der fliegenden Waſſer kommt auf dieſen Unterſchied nichts, 
oder nur wenig an. 

Das Flußbett befteht aus dem Grundbette oder der Sohle (franz. 
font du lit; engl. bottom of the channel), und aus den beiden Ufern 
(franz. bords; engl. shores). Durd) eine Ebene winfelrecht gegen die Be- 
wegungsrichtung des fließenden Waſſers ergiebt fich der Duerfchnitt (franz. 
section; engl. perpendicular-section) deſſelben. “Der Umfang deflelben iſt 
das Quer⸗ oder Breitenprofil, welches wieder aus den Waſſer⸗ und 
dem Luftprofile befteht. Eine Verticalebene in der Richtung des fließenden 
Waſſers giebt den Längendurchſchnitt und das Rängenprofil (franz. 
profil; engl. profile) deffelben. Unter Abhang (franz. pente; eng. declivity, 
slope) eined fließenden Waſſers verfteht man den Neigungswinkel feiner 
Oberfläche gegen den Horizont. Um biefen auf eine beftimmte Länge eines 

Fig. 798. fließenden Waſſers anzugeben, dient da8 Ge— 
fälle (franz. chute; engl. fall), welches der 
Derticalabftand der beiden Endpunfte im 
Waſſerſpiegel einer beftimmten Flußſtrecke ift. 
Köfche ift das Gefälle für die Längenerſtreckung 
— 1. Für die Ylußftrede AD — 1, Fig. 
798, it BC das Grumbbette, DH — h das Gefälle und der Wintel 
DAH òô ber Abhang; die Röſche aber ift 


sin. — 3. oder annähernd, 6 — 2 


Anmerkung Das Gefälle ver Bäche und Flüffe if fehr verſchieden. So hat 
z. B. die Elbe auf eine deutſche Meile Erftredung von Hohenelbe bis Podiebrad, 
57 Fuß, von da bis Leitmerig 9 Fuß, von da bis Mühlberg im Mittel 5,8 und 
von Mühlberg bis Magdeburg, 2,5 Buß Gefälle. Gebirgsbähe haben auf bie 
Meile ein Gefälle von 40 bis 400 Fuß. Nüheres hierüber fiehe: „Vergleichende 
hyprographifche Tabellen u. f. w. von Stranz.” Ganäle oder andere Fünftliche 
Maflerleitungen erhalten viel Kleinere Gefälle. Hier ift die Roſche meiftens unter 
0,001, oft 0,0001 und noch Heiner. Mehr hierüber im zweiten Theile. 


Hu 
— 
c 
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‚470 Verschiedene Geschwindigkeiten eines Querprofillee Die 
Geſchwindigkeit des Waſſers in einem und demfelben Querprofile ift an 
verfchiebenen Stellen jehr verichieden. Die Abhäfion des Waſſers an dem 
Bette und ber Zufammenhang der Waflertheile unter einander bewirken, daf 
die den Bettwänden näher liegenden Waflertheile in ihrer Bewegung mehr 
aufgehalten werden und daher langſamer fließen, al8 die entfernteren. Aus 
biefem Grunde nimmt die Geſchwindigkeit von der Oberfläche nad) dem 
Bette zu ab, und es ift diefelbe am Boben und nahe ben Ufern am Heinften. 
Die größte Geſchwindigkeit befindet fich bei geraden Flußſtrecken meift im der 
Mitte oder an berjenigen Stelle in der freien Oberfläche des Waſſers, wo ef? 
die größte Tiefe hat. Man nennt diejenige Stelle, wo das Waffer die größte 
Geſchwindigkeit hat, den Stromſtrich, und die tieffte Stelle im Bette die 
Stromrinne. 

Bei Krlimmungen ift der Stromſtrich in der Regel nahe dem concaven 

Ufer. ’ 

Die mittlere Geſchwindigkeit des Waſſers innerhalb eines Querpro⸗ 
files iſt nad) 8. 396: | 

Rt Bafferquantum pr. Secunde 
FT Imdalt des Duerfchnittes 

Außerdem läßt fid) die mittlere Gefchwinbigfeit auch noch aus den Ge: 
ſchwindigkeiten cı, ca, cʒ u. |. w. der einzelnen Theile des Querprofiles und 
aus den Inhalten Fi, Fr, Fr u. f. w. der letzteren berechnen. Es ift 
nämlich: 
=hKha+rhRot+thaHt:», 
unb daber aud): 

Fa+Pheo+:- *. 

F +++. 

Außer der mittleren Gejchwindigfeit führt man auch die mittlere Waſ⸗ 
fertiefe, aljo diejenige Tiefe a ein, welche ein Querprofil an allen Stellen 
haben müßte, damit e8 ebenfo viel Inhalt exrhielte, als es bei den veränder- 
lichen Tiefen a, as, az u, f. w. wirklich hat. Es ift alfo hiernach: 

F _IImbalt des Querſchnittes 


— — — — — —— — 


e = 


Sind die den einzelnen Breitentheilen bi, dꝛ, bdz u. ſ. w. entſprechenden mitt: 
Fig. 799. leren Tiefen a, as, a; u. f. w., ig. 799, 
jo hat man: 
F=zab — arb + -- >, 
und daher aud): 
ab tab +... 
bi + bs + . 
Endlich ift die mittlere Geſchwindigkeit aud 
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Abe + ba+--- 


ab tab +... ' 
und bei gleicher Größe der Theile di, dꝛ u. ſ. w.: 
‚ma tmat:, 
4a +®+--- 

Ein Fluß oder Bad) ift im Beharrungszuftande (franz. permanence; 
engl. permanency), wenn durch jeden feiner Duerfchnitte in gleicher Seit 
eine gleiche Waflermenge fließt, wenn alſo Q ober das Probuct F’c aus 
dem Inhalte des Duerprofiles und aus der mittleren Geſchwindigkeit auf 
bie ganze Flußftrede eine unveränderliche Zahl ift. Hieraus folgt nun das 
einfache Gefeg: bei der permanenten Bewegung bes Waſſers ver» 
halten ſich bie mittleren Gefchwindigkeiten innerhalb zweier 
Duerprofile umgekehrt wie die Inhalte dieſer Profile. 

Beifpiele 1) An dem Querprofile ABCD, Fig. 799, eines Ganales hat 
man gefunden: 

Breitentheile: 

bi, = 3,1 Buß, bg — 5,4 Buß, d, — 4,3 Fuß, 
mittlere Tiefen: 

a, — 2,5 Fuß, a, = 4,5 Fuß, a; = 3,0 Buß, 
entiprechende mittlere Gefchwinbigkeiten: - 

ci = 2,9 Fuß, c, = 3,7 Fuß, 5 — 3,2 Buß, 
daher läßt fich feßen der Inhalt dieſes Profiles: 

F= 81,25 + 54.45 + 43.30 = 44,95 Quabratfuß, 

ferner die Waflermenge: 

Q = 31.25.29 + 54.45.37 4 483.3,0.32 — 158,665 Cubikfuß, 
und bie mittlere Geſchwindigkeit: 

153,665 _ 
e= 7* = Ay = 3,419 Fuß. 

2) Wenn ein Graben pr. Secunde 4,5 Cubikfuß Wafler mit einer mittleren 
Geſchwindigkeit c von 2 Fuß fortführen fol, fo hat man ihm ein Duerprofil von 
4,5 


>= 2,25 Duabratfuß Inhalt zu geben. 


3) Wenn ein und dberfelbe Fluß an einer Stelle bei 560 Buß Breite und 
9 Fuß mittlerer Tiefe eine mittlere Gefhwindigfeit von 21, Buß hat, fo wird 
er an einer anderen Stelle, bei 320 Fuß Breite und 7,5 Fuß mittlerer Tiefe, die 
mittlere Gefchwinbigfeit: 

660.9 567 


c= 30T = 120 = 4,725 Fuß 


haben. 


Mittlere Geschwindigkeit. Wenn man die Waffertiefe an irgend $. 47 
einer Stelle eines fließenden Waſſers in gleiche Theile theilt, und bie ent» 
fprechenden Geſchwindigkeiten als Ordinaten aufträgt, fo erhält man eine 
fogenannte Stromgejhmwindigfeitsfcala AB, Fig. 800. Obwohl e8 als 
ausgemacht anzufehen ift, daß das Gefeg diefer Scala oder der Geſchwindig⸗ 
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feitSveränberung durch irgend eine Curve, wie z. B. nad) Gerfiner, durch 

Fig. 800. eine Ellipfe u. f. w. ausgebrüdt wird, jo läßt fid 

' „ boch auch ohne einen großen Fehler befürchten zu 

— — mulſen, eine gerade Linie ſubſtituiren, ober anneh⸗ 

mn hn men, daß die Gefchwindigfeit nach der Tiefe gleich 

°„ mäßig abnehme, weil die Abnahnte der Geſchwin⸗ 

digkeit nach unten immer nur eine mäßige tft. Aus 

den Berfuchen von Zimenes, Brünnings md 

Funk ergiebt fi, dag die mittlere Geſchwindigkeit in einem Ber: 
pendikel 






cn = 0,915 % 
ift, wenn c, die Geſchwindigkeit an der Oberfläche ober die Maximalgeſchwin⸗ 
digkeit bezeichnet. Es nimmt alſo hiernach die Gefchwindigfeit von oben bie 
zur Mitte M um “ 
co — m (1 — 0,915) co — 0,085 & 
ab, und es läßt ſich folglich die Gefchwindigfeit unten oder am Yußpunlte 
des Perpendifels, 

c. — 0 — 2.0,085 og = (1 — 0,170) u = 0,83 & 
fegen. Iſt nun die ganze Tiefe A B —= a, fo hat man, bei Annahme eine 
der geraden Linie entfprechenden Gefchwindigfeitöfcala flir eine Tiefe AN —r 
unter dem Waſſer, die entfprecdende Gefchwindigfeit: 


= o-@-)2=(1- 0172). 


Sind ferner noch co, ci, cꝛ ... die Oberflächengefchwindigfeiten eines gan- 
zen Querprofiles von nicht ſehr veränderlicher Tiefe, fo hat man die ent 
iprechenden Geſchwindigkeiten in der mittleren Tiefe: 

0,915 ce, 0,915 cı, 0,915 6,, 
und daher die mittlere Gefchwindigfeit im ganzen Querprofile: 
= 0915 ® + 61 a +), 

Nehmen wir endlid an, daß die Gejchwindigkeit vom Stromftriche aus 
nach den Ufern zu ebenſo abnehme wie nad) der Tiefe zu, fo können wir 
wieder bie mittlere Oberflächengefchwindigfeit 

tat te — 0,915 & 
ſetzen, und erhalten fo die mittlere Gefchwindigfeit im ganzen Quer: 
profile 
. ce 0915.0,915.% — 0,837 .c, 
d. i. 83 bis 84 Procent der Marimals oder Stromftrichgejchtwindigkeit. 

Prony leitet aus den allerdings nur in feinen Gräben angeftellten Ber 

juchen du Buat's und für diefe Fälle vielleicht noch genauer 
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mMz= ne) Co Meter — (+8) Co Fuß 


3,153 + © 9,97 + © 
ab. Für mittlere Geſchwindigkeiten von 3 Fuß folgt hiernach: 
Cm = 0,81c. 


Fließt das Wafler nicht frei, fondern ift es durch eine Verengerung bes 
Duerprofiles geftaut, jo fällt c,, noch größer aus. 


Beifpiel. Wenn im Stromftriche eines Alufles die Geſchwindigkeit des Waf- 
fers 4 Fuß und die Tiefe 6 Fuß ift, fo hat man bie mittlere Gefchwindigfeit im 
entsprechenden Perpenpifel: 

Cm = 0915.4 — 3,66 Fuß, 
und bie am Boden: 
— 083.4 = 3,32 Fuß; 
ferner die Geſchwindigkeit bei 2 Fuß unter der Oberfläche: 
v= (1 — 017.%)-4 = (1 — 0,057).4 = 3,772 Fuß, 
endlich vie mittlere Geſchwindigkeit im ganzen Querproflle: 
ce = 0,837.4 — 3,348 Fuß, 
dagegen nah Prony: 


11,500, _ 46 _ 
= 7897° = 597 79 Sub. 


Anmerfung. Ueber biefen und über die nächitfolgenden Gegenflände wirb 
ausführlich gehandelt in der allgemeinen Mafchinenencyklopäbte, Artikel „Bewegung 
des Waſſers“. Neue Berfuhe und neue Anfichten hierüber findet man in folgen- 
ver Schrift: Lahmeyer, Erfahrungsrefultate über die Bewegung des Waflers in 
Flußbetten und Canaͤlen, Braunſchweig 1845. Nah Baumgarten’s Beobach⸗ 
tungen (f. Annales des Ponts et Chaussees, Paris 1848, fowie polytechnifches 
Gentralblatt, Nr. 14, 1849) giebt dieſe Formel bei größeren Geſchwindigkeiten 
(über 1,5 Meter) zu große Werthe, und es ift für folche 

2,372 
nr = ®).0,8 c, Meter 
zu feßen. 

Die Marimalgefchwinpigfeit des Waſſers kommt immer etwas unterhalb ber 
Oberfläche des Waflers vor, was jedenfalls feinen Grund in dem Wiberflande der 
Luft hat. Bon der Stelle der Marimalgefchwindigfeit an nimmt die Gefchwindig- 
feit mit dem Quadrate der Tiefe ab, wonach alfo die Gefchwindigkeitsfcala einer 
Parabel entſpricht. Ebenfo foll nach Boileau (f. vefien Traite sur la mesure 
des eaux) vom Stromftrihe aus die Gefchwindigfeit mit dem Quadrate bes Ab⸗ 
flandes von biefer Stelle abnehmen. Bezeichnet c, die Geſchwindigkeit im Strom: 
ftriche, fo ift hiernach die Geſchwindigkeit im Horizontalabftande x: 

G=0o— um, 
wobei u eine allervings bei verfchiebenen Flüſſen verfchievene Erfahrungszahl 
bezeichnet. | 


Vortheilhafteste Querprofile. Der Widerftand, welchen das Bette 8. 47% 
ber Bewegung des Waflerd in Folge der Adhäfion, Klebrigkeit oder Reibung 
entgegenjegt, wächſt mit der Berührungsfläche zwifchen dem Bette und dem 
Wafler, und alfo aud) mit dem Umfange p des Waſſerprofiles oder im Bette 
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liegenden Theile8 vom Duerprofile. Da aber durd) ein Querprofil um Io 
mehr Waflerfäden hindurchgehen, je größer der Inhalt eines ſolchen ift, jo 
wächſt der Widerftand eines Wafferfadens auch umgelehrt wie der Inhalt, und 
daher im Ganzen wie der Quotient * aus dem Umfange des Waſſerprofiles 
und dem Inhalte F’ bes ganzen Querprofiles. 

Damit nım diefer Reibungswiderftand eines fliegenden Waflers möglich 
Hein ausfalle, hat man dem Querprofile diejenige Geftalt zu geben, bei 


welcher = möglichſt Fein ift, für welche aljo der Umfang p bei gegebenem 


Inhalte ein Minimum, oder der Inhalt bei gegebenem Umfange ein Maxi— 
mum werde. Bei ringsunfchloffenen Waflerleitungen, wie 3. B. bei Röhren, 
ift p der ganze Umfang der vom Duerprofile gebildeten Figur. Num hat 
aber unter allen Figuren von gleicher Seitenzahl allemal die regelmäßige, 
und unter allen regelmäßigen Figuren wieber diejenige, deren Seitenzahl 
die größere ift, bei gleichem Inhalte den Heinften Umfang, daher fällt 
auch bei ringsumfchloffenen Waflerleitungen der Reibungswiderftand um io 
Heiner aus, je mehr ihr Duerprofil einer regelmäßigen Figur ſich nähert, 
und je größer die Seitenzahl derſelben ift, und es ift ber Kreis, als eine 
regelmäßige Figur von unendlich vielen Seiten, in dieſem Yalle das dem 
Heinften Reibungswiderftande entiprechende Querprofil. Bei dem oben 
offenen Waflerleitungen ift das Verhältniß ein anderes, weil die obere Seite 
des Querprofiles frei oder vielmehr nur mit Luft in Berührung ift, die, fo 
lange fie ic in Ruhe befindet, dem Waſſer feinen oder nur einen jehr Hei 
nen Widerftand entgegenfegt. Wir müſſen alfo auch Bei Beurtheilung diefes 


Reibungswiderftandes in dem Quotienten * die obere Seite oder das ſoge⸗ 


nannte Luftprofil außer Acht laſſen. 

Bei Anwendung von Canälen, Gräben und Gerinnen kommen in der 
Regel nur rectanguläre und trapezoidale Querprofile vor. Eine durch 
den Mittelpunkt MM des Quadrates AC gehende Horizontale EF, Fig. 801, 

Fig. 801. theilt fowohl den Inhalt als auch den Umfang in 
zwei gleiche Theile, daher bleibt dann das, was für 
das Quadrat gilt, aud) für diefe Hälfte richtig, und 
ed entipricht ſonach unter allen rectangulären Duer: 
profilen da8 halbe Duadrat A E, ober dasjenige, 
welches doppelt fo breit als hoch ift, dem Hleinften 
Reibungswiberftande. 

Ebenjo wird das regelmäßige Schsed ACH 
Fig. 802, durd) eine Horizontale CF in zwei gleiche Trapeze zertheilt, wo 
bon jedes, wie das ganze Sechseck, den größten relativen Inhalt hat, und 
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es ift folglich unter allen trapezoidalen Ouerprofilen das halbe regelmäßige 
Sechseck oder das Trapez ABCF mit Böoſchungswinkeln AFM— BOCH, 
von 60° dasjenige, bei deſſen Anwendung der kleinſte Reibungswiderſtand 
eintritt. 

Ebenfo liefern das halbe regelmäßige Achteck ADE, Fig. 803, das 
halbe regelmäßige Zehned u. f. w. und enblich der Halbfreis ADB, 
Fig. 804, unter gegebenen Umftänden die vortheilhafteften Ouerprofile fir 


Fig. 802. Fig. 808. Fig. 804. 





Die SE 
Beet‘ 


Canäle. Das trapezoidale oder halbe regelmäßige Sechseck giebt noch einen 
Heineren Wiberftand als das halbe Quadrat oder Rechte mit dem Seiten 
verhältniß 1: 2, weil das Sechsed einen Heineren relativen Umfang hat 
als das Duadrat. Das halbe regelmäßige Zehneck führt auf eine noch 
fleinere Reibung, und dem Halbfreife entfpricht allerdings dag Minimum 
der Reibung. Nach dem Halbfreife und nach dem Rechtecke werden nur die 
Profile von Gerinnen ans Holz, Stein oder Eifen gebildet, nad) Trapezen 
hingegen conftruirt man die Duerprofile von ausgegrabenen und gentauerten 
Canälen. Andere Formen werden wegen Schwierigkeiten in der Ausführung 
nicht leicht angewendet. 


In den Fällen, wenn Canäle nicht ausgemauert, fondern in der loderen 8. 473 
Erde oder in Sand ausgegraben werden, tft der Böſchungswinkel von 60° 
zu groß oder die relative Böſchung cotang. 60° — 0,57735 zu Hein, weil 
die Ufer noch nicht hinreichende Stabilität erhalten; man wird daher gend- 
thigt, trapezoidale Querprofile anzuwenden, bei welchen die Neigung der Sei⸗ 
ten gegen bie Baſis noch Heiner als 60°, vielleicht nur 459 oder fogar noch 
Heiner ift. Bei einem trapezoibalen Querprofile ABCD, Fig. 805 (a.f.©.), wel 
ches mit bem halben Duadrate gleichen Umfang und Inhalt hat, ift die rela⸗ 
tive Böſchung — */, und der Böſchungswinkel nur 36% 52’. Theilt man die 
Höhe B M diejes Profiles in drei gleiche Theile, jo hat die Baſis BC deren 2, die 
Parallele AD, 10, und jede der Seiten AB —= CD, —=5 Theile In 
vielen Fällen macht man die Böſchung — 2, deren Winfel 269 34’ beträgt, 
und zuweilen macht man fie noch größer. 

Jedenfalls läßt fi) der Böſchungswinkel BAE — IH, Fig. 806, 


der die Böſchung SE — cotung. d ald eine gegebene und von ber 
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Natur des Erreichen, worin der Canal ausgegraben wird, abhängige Gröge 
anfehen, unb es find daher nur noch die Dimenfionen des den Fleinften 


ig. 805. Fig. 806. 
E 





Widerftand gebenden Duerprofiles zu beftimmen. Seen wir die unter 
Breite BO — b, die Tiefe BE a und die Böfchung >= —v,fe 


balten wir fiir den Umfang des Profiles: 
AB+BC-+H CD=p—b+2V a: +v2a—=b+t2a Vı + v2, 
für den Inhalt defielben: 
F=ab+vaa=a(b + va), 
und daher umgekehrt: 


b= Fr va, 
und das Berhältniß: 
= +$@V®"+1-) 
Führt man ftatt a,a + x ein, wo x eine Heine Zahl bezeichnet, fo läßt ſich 


bejjrs 





»___|1 (a + ©) ; 
F Fr WVrtıoe) 
1 2 —_ 
-1(1-2+% +2F*(aVm Fi-) 


1 — 2Vr +1 — 1 ı 
— ——— 
ſetzen. 

Damit nun dieſer Werth nicht allein für einen poſitiven, ſondern auch 


für einen negativen Werth von © größer ausfalle, als der erſte Werth | 

1 a — 

+z(@Vr +1») 
damit alfo 5 zum Minimum werbe, ift nöthig, daß das Glied mit dem | 
Factor x verſchwinde, daß alfo 

2 yv:- 1 —v l__ , 

— — - 7* 0 ſei, 
wonach fiir die geſuchte Canaltiefe a folgt: 

F 


a? — — ——, 
2Vr 1 —v 
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oder, da v = cotang.d und Vv? 1 = 5 iſt: 


Fsin. 6 
2 — c0s.0 
Hiernach iſt alfo die in einem gegebenen Böſchungswinkel d und einem 
gegebenen Inhalte entprechende zweckmäßigſte Form des Querprofiles 
beftimmt durch die Formel 
a— Vz — und b — _ — a.cotang. 6. 
Es ift folglich die obere Breite A D des Duerprofiles: 


bb =b + 2va —- + acotang. 6, 


und das Verhältniß: | 
pr _b, 2a _1,(@2—csl)a 2 
FF tm + Fsin. 0 — 


a? = 


Beifpiel. Welche Dimenflonen find dem Querprofile eines Canales zu geben, 
deflen Ufer 409 Böfchung erhalten follen, und ver beftimmt ift, bei einer mittleren 
Geſchwindigkeit von 3 Buß ein Waflerquantum Q von 75 Eubiffug fortzuführen? 
Ge ift 


— x = 2 — 25 Duabratfuß, daher die erforderkiche Tiefe: 


25 sin. 40° 0,64279 , 
-) 2 I _ 08.1000 s Yes 25596 7 — 8,609 Fuß, Die untere Breite: 


b — 508 — 3,609 cotang. 40° = 6,%27 — 4,3901 = 2,626 Fuß, 
die Böfchung oder Auslabung der Ufer, 
va —= a cotang. 6 — 3,609 .cotang. 40° — 4,301, die obere Breite 
db, =b + 2a cotang. 0 = 6,%27 + 4,801 = 11,228 Fuß, 
der Umfang: 
2a 7 ‚18 


Pebt 26 + a = 13,855 Buß, 


und das den Reibungswiderſtand beftimmenbe "Berhältnig: 








Bei dem Duerprofile in Form eines halben regelmäßigen Rechteckes, wo 6 = 60° 
if, fällt a— 3,80 Fuß, b=4,39, db, = 8,78 und p= 13,16 Fuß aus, daher ift 


» _ 1316 _ 0,596. 


— 
— 


F 26 


Tabelle der vortheilhaftesten Querprofile. Die Dimenflonen $. 47: 
der, verfchiedenen Böſchungswinkeln und einem gegebenen Querſchnitte ent- 
iprechenben, zwedmäßigften Querprofile giebt folgende Tabelle an. 


Welsbach't Lehrbuch der Mechanik. 7. 59 
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Dimenfionen der DQuerprofile. 





Boſchunge Relative Quotient 
öſchunge⸗ 
inet 6 Boͤſchung Untere | Mbfolute | Obere | p m 
v Tiefe a. n Böfhung | Breite F— 
Breite b. 





b+2rva. 





| 





0,707 velia VF 0 1,414 vr! 








90 — vr 
| _ —| 2,632 

60° 0,577 0,760 VF 0,877 VF |0,439 VF |1,755 vr YR 

Io. | 

| u — —ı 2,70 

450 1,000 070 VF'osı3 VF |o,720 VF [2,092 vr) vr 
= — — — 21 

400 1,192 0,722 VF''0,525 V’F 0,860 V’F |2,246 vr! vr 
| —| — — 1 2828 

36052’ | 1,333 10,707 VF oari VF 0,943 VF |2,367 vr| VF 
— — — — 237 

850 1,402 0,697 VF |0,439 V F |0,995 V F |2,430 v Yr 
_ — —_| 3,012 

800 1,732 |0,664 VF 0,3856 VF 1,160 VF |2,656 VF VE 
— — —| 83,144 

26034 | 2,000 |0,636 VF |0,300 VF |1,272 VF 2,844 VF VE 
_ 2,507 

Halbkreis — [078 VYF| — _ 1,596 VF 152 


| 


Man erfieht aus diefer Tafel, bag allerdings beim Halbkreife der Quotient 
* am kleinſten, nämlid) = Tr ift, daß er beim halben Sechseck größer, 
beim halben Quadrate und beim Trapeze von 36052’ Böſchung aber noch 
größer ausfällt u. ſ. w. 


Beifpiel. Welde Dimenflonen find einem Querprofile zu geben, welches bei 40 
Duabratfuß Inhalt eine Uferböfhung von 359% hat? Mach der vorftehenven Tafel 
ift die Tiefe: 

a — 0,697 VY0 — 4,408, die untere Breite 
b — 0439 V 0 — 2,777 Fuß, die abfelute Böfhung 


va — 095 V 10 — 6,293 Fuß, die obere Breite 
b, = 15,363, 
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und der Quotient: 
B 2,870 


— 0,4538. 
=yn 


Gleichförmige Bewegung. ‘Die Bewegung bed Waſſers in Betten 
ift auf einer gewiſſen Etrede entweder gleichförmig oder ungleihförmig, 
gleichförmig, wenn die mittlere Geſchwindigkeit in allen Querſchnitten diefer 
Strede ſich gleichbleibt, und alfo auch bie Inhalte der Querſchnitte gleich 
find; ungleihförmig hingegen, wenn die mittleren Geſchwindigkeiten und alfo 
auch die Inhalte der Querſchnitte fich beränbern. Zunächſt ift von der gleich- 
fürmigen Bewegung die Rede. 

Bei der gleichfürmigen Bewegung des Waflerd auf einer Strede AD 
— 1, Fig. 807, wird das ganze Gefälle HD h nur auf die Ueber- 
windung der Reibung des Waflers im Bette 
verwendet, weil das Waſſer mit berfelben Ge- 
ſchwindigkeit fortfließt, mit welcher es zuftrömt, 
aljo eine Gefchwindigfeitshöhe weder gebunden 
noch frei wird. Meilen wir num dieſe Reibung 
dur die Höhe jener Wäſſerſäule, fo können 
wir folglich) das Gefälle diefer Höhe gleich 
jegen. Die Neibungswiderftandshöhe wächſt aber mit dem Quotienten 
* , mit 2 und mit dem Quadrate der mittleren Geſchwindigkeit c ($. 427), 
daher gilt denn die Formel: 


)h=t. 


worin & eine Erfahrungszahl uhr wel der Coefficient des Rei— 
bungswiberftandes zu nennen ift. 
Durch Umfehrung folgt 


2)c= 


Big. 807. 





2. —, 


F 
6.1p 

Es kommt alfo bei der Beitimmung des Gefälle aus der Länge, dem 
Querprofile und der Gefchtwindigfeit, fowie umgelehrt, bei der Ermittelung 
der Gejchwindigfeit aus dem Gefälle, der Länge und dem Duerprofile, auf 
die Kenntniß des Reibungscoeffictenten & an. Nach den Eytelmein’ichen 
Berechnungen der 91 Beobadjtungen von du Buat, Brünings, Funk 
und Woltmann ift & — 0,007565, und daher: 


N 
h= 0,007565. 5, 


Set man 9 — 9,809 Meter oder 31,25 Fuß ein, fo erhält man flir 
Metermaß: 


-2gh. 


b9*® 


8. 47 
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Fh 


Ip 
. 2 d — 50 9 — 


dagegen für das Fußmaß: 
J 
h = 0,00012103 2. c? und ce — 90,9 VE 


pl 
. a8 Ip __ rd -% 
Bei Röhrenleitungen ift FT man” , daher giebt diefe For 
mel für Röhren: 
I 
h = 0,03026 — 7 5 
- während wir richtiger (8. u für diefe bei mittleren Gefchwindigteiten: 
h = 0,025 — 
d 37 


gefunden haben. Es ift alfo, wie zu erwarten fland, die Reibung in Fluß⸗ 
betten größer, als in metallenen Röhrenleitungen. 


Beiſpiele. 1) Welches Gefälle if einem Canale von ber Länge ! — 26 
Fuß, unteren Breite b — 3 Buß, oberen Breite d, —= 7 Ruß, und ber Tieie 
a=3 Fuß zu geben, wenn er ein Waflerquantum Q= 40 Eubiffuß pr. Serunte 
fortführen fol? Es ift: 


p=3+2VY2+ 3 10211, F = EFD_ 5, udc—=Yy,—% 


daher das geſuchte Gefälle: 


1 = 0.000121. 2600. 10211. ua = 03146 .10211.64 


2) Welches Waflerquantum liefert ein Canal von 5800 Fuß Länge bei 3 Auf 
Gefälle, 5 Fuß ik 4 Fuß unterer und 12 Fuß oberer Breite? Hier ift: 
4+2V52 +42 _ 16,806 _ 
—— = —56040016, 
daher die Geſchwindigkeit: 


— 152 Fuß. 


ce = 909 Vom n — — —— 
Y 0,42015.5800 Y 0,14005.5800 Yv 812,29 
9 __ 
= 28.5 = 3,19 Ruß, 
und das Waflerquantum: 
Q= Fc = 40.3119 = 127,6 Eubiffuf. 


476 Reibungscoefflcienten. Auch bei Flüſſen, Bächen u. ſ. w. zeigt ſich 
der Widerſtandscoefficient, wofllr wir im vorigen Paragraphen den mittleren 
Werth 0,007565 angegeben haben, nicht conftant, fondern, wie bei Röhren, 
bei Meinen Gefchwindigfeiten etwas zu⸗ und bei großen etwas abnehmend. 
Man hat alfo zu fegen: 


$=dı (1 + ) oder &, (1 + 72) oder dergl. 
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Der Berfaffer der ſchon in der Anmerkung zu $. 471 angeführten Schrift 
findet aus 255 zum großen Theil von ihm angeftellten Verſuchen fir das 
preuß. Maß: 


&£ — 0,007409 (1 + 9186), 
und es folgt hiernad) für das Metermaß: 
£ — 0,007409 (i + 205857). 


Man fieht, daß diefe Formeln bei einer Geſchwindigkeit c — 81/, Fuß 
den oben angegebenen mittleren Wiberftandscoefficienten & — 0,007565 
wiedergeben. Zur Erleichterung der Rechnung dient folgende für da8 Meter⸗ 
maß zunächſt brauchbare Tabelle der Widerftandscoefficienten: 








9,4 


— 


Geſchwindigkeit c Meter. 





0,1 





0,2 





0,3 0,5 





0,6 


0,7 


0,809 


























Widerſtandscoef⸗ 
ficient £ = 0,0 |117510958[0885/0849|0828|0813|0803|0795|0789 














4 | 5 Meter. 






























































Widerſtandscoef⸗ 
ficient © = 0,0 | 0784 | 0777 | 0771 | 0763 | 0755 | 0752 | 0750 

Für das preuß. Fußmaß gilt folgende Tabelle: 
Sefchwin- 1 15 
Bigfeit c [03 104105 J06 Jar Joa [oo | ı [1] 2 | 315 | 7 J 101.5 
Wider⸗ ie 
landscoef⸗ 
ficient 





c0,0 |1202|1096|1017|097110938|091410894|0879|0833|081010787|0769| 0761 |0755[07501 


Diefe Tabellen finden eine unmittelbare Anwendung in allen den Yällen, 
wenn die Geſchwindigkeit c gegeben ift und das Gefälle gefucht wird, und 
wenn die Formel Nr. 1 des vorigen Paragraphen in Anwendung fommt. 
Iſt aber die Gefchwindigkeit c unbefannt oder die zu fuchende Größe, fo 
geftattet diefe Tabelle nur danı eine unmittelbare Anwendung, wenn man 
fhon einen Näherungswerth von c Bat. Am einfachfte® geht man zu 
Werke, wenn man erft annähernd c durch eine der Yormeln 
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Fh Fh 
ce = 50 Ve Meter oder ce — 90 — Fuß, 


beſtimmt, dann hieraus, mittel der Tabelle, & ermittelt, und den fo erhal 
tenen Werth in ber Formel: 


Eh. oder 
29 6 Ip 
F 
= Tip .2gh einſetzt. 


Aus der Geſchwindigkeit c folgt dann auch noch das Waſſerquantum mit 
tels der Formel Q = Fe. 

Iſt endlich das Waſſerquantum und Gefälle gegeben und, wie es bei An 
fegung von Copilen oft vorkommt, das Querprofil zu beſtimmen, fo ſetze 


2— — 81 
man 7 = 75 (f. Tabelle 8. 474) und c — F in die Formel: 





c? 
h —= 0,007565 — 2 37 jchreibe alfo: 

mi! Q? 
h = 0,007565 — und beſtimme hiernach: 
F = ( 0,007565 or X d. i. für Metermaß: 


F— 0,0431 (” ey „ oder für Fußmaß: 


03\% 
F— 0.0271 (* =) 


Hieraus folgt nun annähernd: 





= pi 


nimmt man biefem Werth entjprechend, & aus einer der Tabellen, fo läßt fid 
_ mi Q2\ 9 
f= (i "3 gh ) 
genauer berechnen, und es ergeben fid) Hieraus aud) fchärfere Werthe für 


= mp—=mVF, 
fowie für a, b u. f. mw. 


Beifpiele 1) Welches Gefälle erfordert ein Canal von 1500 Fuß Länge, 
2 Buß unterer, 8 Buß oberer Breite und 4 Fuß Tiefe, zur Kortleitung einer Waſ⸗ 
fermenge von 70 Gubiffuß pr. Serunde? Gs ift 


»=2+2V# +9 =, F=5.41=9,c0—= Y, = 35, 
daher: 





& = 0,00784 und 
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3 
h = 0,07% . m. Sr — 7,056 . 0,196 — 1,38 Fuß. 
2) Welche Waflermenge liefert ein Bach von 40 Fuß Breite, 41/, Fuß mittlerer 
Tiefe und 46 Fuß Waflerprofil, wenn er auf einer Länge von 750 Fuß, 10 Soll 
Gefälle hat? Es ift ungefähr 


40.45.10 %,9 
= 00. Van = = 6 Fuß, 


s 


V230 
und hiernad Ü —= 0,00765 
anzunehmen. Dan erhält baher genauer: 
c3 Fh 4,5.40.10 


39 — Tip — 000765.46. 750.12 — 1,7595 0688 und c =5,86 Fuß. 

Die entſprechende Waflermenge ift endlich: 

Q=45.40.596 — 10,73 Cubikfuß. 

3) Man will einen Graben von 3650 Fuß Länge anlegen, welcher bei einem 
Totalgefälle von 1 Fuß eine Waffermenge von 12 Eubiffuß pr. Secunde fortführt. 
Welche Dimenfionen find dem Querprofile veffelben zu geben, wenn es bie Form 
eines halben regelmäßigen Sechseckes erhalten foll? Hier iſt m — 2,632 (f. Ta⸗ 
belle $. 474), daher annähernd: 

F = 0,0271 (2,632 . 3650 . 144)% = 7,75 Quadratfuß und 


12 
= 77 = 1,548 Fuß. 
Hiernach iſt Ü = 0,0083, und daher: 
F = (0,0088 . 2,632 nn * — 8,22 Quadratfuß 


zu nehmen. 6 if hiernach zu ſetzen: 
die Tiefe: a — 0,760 VF — 2,18 Fuß, 
die untere Breite: b = 0,877 VF = 351, 
und bie obere Breite: 5, = 2. 2,51 — 5,02 Fuß. 
Anmerkung 1. Nah Saint-Venant laäßt fih mit ziemlicher Genauigkeit 
ſetzen: 
h 0,000401 5 . 0 — 0,000401.29.0ı . . 7 Meter; 


F 
es ift daher der Widerftandscoefficient: 

t = 0,000401 .2g . v1 — 0,000401 . 19,62 . v1 = 0,007887 oh, 
alſo z. B. für v = 1 Meter: 
t —= 0,007837, 

und für v = Y, Meter: _ 
t = 0.007887 . / 4 — 0,007887 . 1,134 = 0,008946. 
(Bergl. oben $. 428, Anmerkung 3). 
Anmerfung 2. Eine Tabelle zur Abkürzung biefer Rechnungen theilt ver 
„Ingenieur“ Seite 460 und 461 mit. 


Ungleichförmige Bewegung. Die Theorie der ungleihförmi- 8, 47 
gen Bewegung des Waſſers in Flußbetten läßt ſich infofern auf die Theo⸗ 
rie der gleihförmigen Bewegung zurüdführen, als man den Reibungswider- 
ftand auf einer kurzen Flußſtrecke als conftant und die entprechende Höhe 
ebenfalls 
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vs 
=$- = 27 
fegen kann. Außerdem ift aber noch auf die ber Geſchwindigkeitsveründerung 
entfprechende lebendige Kraft des Waſſers Rüdficht zu nehmen. 

Es ji ABCD, ig. 808, eine kurze Flußftrede, von der Yänge AD 
— 1, dem Gefälle DH A, und e8 fei v. bie Geſchwindigkeit des am 
fommenben, v, die des fortgehenden Waſſers. Wenden wir die Regeln dei 

Fig. 808. Ausflufles auf ein Element D im Waſſer⸗ 
ſpiegel an, fo erhalten wir für deſſen Ge 
ſchwindigkeit en: 

Ki W. 

* FE =h+ 5 
was aber ein Element E unter Waſſer be⸗ 
teifft, jo bat baffelbe zwar von der einen 
Seite her eine größere Druckhöhe AG —= EH, allein da das Unterwaſſer 
mit der Druckhöhe DE entgegenwirkt, fo bleibt fiir bafjelbe ebenfalls nur 
das Gefälle DH — EH— ED als Bewegung erzeugende Trudhöbe 
übrig, und es gilt alfo auch file diefes und fllr jedes andere Element die 
Vormel: 











_y—_% 
h= Sg ' 
- und nimmt man hierzu nod) den De ungenand, fo erhält man: 
2 
— — U, — u; — %; . C. 
5 4 8 5 


worin p, F und v Mittelmerthe bes Bafferpofis, Duerfchnittes und der 
Gefchwindigkeit find. Iſt Fo der Inhalt des oberen und F der des unteren 
uerprofiles, jo läßt ſich ſetzen: 





F= FA mg=Hn = An, 
weshalb nun 
ul) - = mE 
29 Fb F 29 


ſowie 
v2 _» + u+tv — - (4 )) 5 
Fur \mtR KEH 
folgt und fich ergiebt: 


1 1 l 1 ı\1 9 .. 
MT i mt Fi)| a; we 
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Mit Hilfe der Formel 1) läßt fi) aus dem Waflerguantum, dev Ränge 
und den Querfchnitten einer Fluß- oder Ganalftrede das entfprechende Ge- 
fälle % berechnen, mit Hilfe. der Formel 2) aber umgefehrt aus dem Gefälle, 
der Länge und den Duerjchnitten das Waflerguantum. Um mehr Genauig- 
feit zu erzielen, fan man die Rechnung fiir mehrere kurze Flußſtrecken durch⸗ 
führen und zulegt das arithmetifche Meittel nehmen. Iſt nur das Total: 
gefälle befannt, fo jege man gleich diefes ftatt A in die letzte Formel, führe ftatt 

1 1 1 1 
Hp RM 
wo F, den Inhalt des legten Querprofiles bezeichnet, und ftatt 
pr (I =) 
m + PR \F: r Fi 
die Summe aller ähnlichen Werthe der einzelnen Flußftreden ein. 

Beifpiel. Ein Bah hat auf einer Strede von 300 Fuß Länge 9,6 Zoll 

Gefälle, der mittlere Umfang feines Waflerprofiles ift 40 Ruß, der Inhalt des 


oberen Querprofiles mißt 70 und der des unteren 60 Quadratfuß. Welche Waſſer⸗ 
menge liefert dieſer Bach? Es iſt: 





= — BAT) nl 
BE 300.40/1 , 1 
Var = 7 TOT -ʒ in (nt zo) 
—— M — Gabi 
= Y/0,0000731 f 0,0008366 Voss — > Cubitfuß. 


Die mitilere Gefhwindigfeit beträgt F, Ti FT —B — 5,37 Ruß, daher iſt 
richtiger 
£ = 0,00768 ftatt 0,007565 
zu fegen, und es folgt nun Ichärfer: 
— 947 Cubi 
S = oooDOrBL + oo O Gubituß 
Wenn derſelbe Bach bei demſelben Waflerftande auf einer anveren Strede von 
450 Fuß Länge 11 Zoll Gefälle bat, und wenn auf tiefer Strecke fein oberes 
Querprofil 50 und fein unteres 60 Quadratfuß beträgt, wobei ver mittlere 
Brofilumfang 36 Fuß mißt, fo Hat man: 


7,906 V 0,9167 


a 


508 505 + 000768 5 (608 + 508 


| / 0,9167 
— 0,0001222 + 0,0007549 fuß 


Aus beiden Werthen folgt der mittlere: 
= I — 324 &ubiffuß. 















Um eine Formel für die Waffertiefe zu erhalten, fegen wir die obere $. 178 
Ziefe = a und bie untere —= a,, ferner den Abhang des Flußbettes, 
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— «, folglid) das Gefälle bes Grundbettes, — ? sin.a. Dann erhalten 
wir das Waſſergefälle: 

= — u + sine, 
und es folgt nun die Gleichung: 








— 4 —— ——A — +— ie — $i AL 
HTTP R+R\R m ST Baal I 
daher: 

1 9: 
un (4-4) 
i= ee. 
p a)“ 
rt). ee 


1 

Mit Hilfe diefer Formel kann man die Strede I beftimmen, welche einer 
gegebenen Veränderung a, — u, ber Waflertiefe entjpricht. Iſt aber die 
umgefehrte Aufgabe zu Löfen, fo hat man den Weg der Näherung zu betreten, 
indem man erft die den angenommenen Senkungen a, — a, und a, — 6, 
entjprechenben Entfernungen I, und I; ermittelt, und hieraus durd) eine Pro 
portion bie der gegebenen Entfernung 7 entfprechende Senkung beredinet ( 
„Ingenieur“, Arithmetif, $. 16, V. Seite 76). 

Die Formel ift noch einer Vereinfachung fähig, wenn die Breite b bei 
fließenden Waſſers conftant ift, oder al8 conftant angejehen werden fann. 
Wir Ieten | in a Falle: 

(* 5)8 ®_R-HR,.@®_Kk-AAKR+R), ne 

Fi Fi — F? F? 92 9 F} 20 

_@ — 2 —— 4 2.) # annähernd — 2 (9 — aı) „u 


und ebenfo: 
“(5 eK +F) m 
R+HF Fr * = (AR+R) IF 29 
p 


FÜ 
‚annähernd — 52 29’ erhalten daber: 


9 3 
® P_ o ) 
& 5* — 9 sin. & 
- and folglich: 


o— a __ ab 2g 
I ı_2.% 
do 29 


Mit Hülfe diefer Formel läßt fich direct die einer gegebenen Strede I 
entfprechende Veränderung (a, — a) ber, Waflertiefe berechnen. 
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Beifpiel. Man will in einem horizontalen Graben von 5 Fuß Breite und 
800 Fuß Länge eine Waflermenge von 20 Eubiffuß fortführen und biefelbe 2 Zuß 
hoch eintreten laflen, weldhe Höhe wird das Waller am Ende des Banales haben? 
Theilen wir die ganze Länge in zwei gleiche Theile und beflimmen wir nad der 
legten Formel das Befälle für jeden diefer Theile. 


Allemal ft ıina—=0,l = = — 40, nd b = 5; für den erſten Theil 
iſt vo — — — 2, daher £ = 0,00810, ferner a, = 2; da nun p = 8), 
fo folgt: 








85 4 
0,00810 . — « — 
! 10 29 0,1762 
a — qi — — — 400 = Ds 18 Bup. 
1-73, 
Nun ift für die zweite Hälfte a, = 2 — 0,188 — 1,812, ferner p, etwa 
= 82, = —. — 2,207, und die Senfung des zweiten Theiles: 
2 
0,00810 - 8,2 , 2,207 
9,106 29 0,2285 
al or 0 = gr = 0250 Bub, 
1 1812 ° 29 


daher folgt die ganze Senfung 
— 0,188 + 0,250 = 0,438, 
und die Maffertiefe am unteren Ende 
= 2 — 0,433 = 1,562 Fuß = 18%, Zoll. 


Anschwellungen. Wenn Slüffe ober Canäle ihren Wafferftand 
ändern, fo treten auch Gefchwindigfeitsveränderungen und Veränderungen 
in den Wafjermengen ein. Einem höheren Waflerftande entfpricht nicht nur 
ein größerer Duerfchnitt, fondern auch eine größere Gefchwindigfeit, und da⸗ 
her aus doppelten Gritnden ein größeres Waflerquantum, und ebenfo giebt 
eine Abnahme der Waflertiefe eine Verminderung im Querſchnitt und in 
der Geſchwindigkeit, und daher aud) eine Abnahme der Waffermenge in zwei⸗ 
facher Beziehung. Iſt die anfängliche Tiefe — a, und die fpätere Tiefe 
— a,, ſowie die obere Breite des Canales, — b, fo läßt fich die Vergröße⸗ 
rung des Duerjchnittes, — b (a, — a), und daher der Querſchnitt nad) 
der Anjchwellung (a, — a): 

FR=F+tb(a — 4) 
fegen, auch folgt hiernach: 
b(aı — a) 


F_ 
F 1777 


Fı . — b (a, — a) 
V& annähernd — 1 + — —. 


und: 


5. 479 
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Iſt ferner p der anfängliche, p, der fpätere Umfang des Waſſerproñles, 
jowie 4 der Böihungewintel der Ufer, fo läßt fich fegen: 


pp + FU, veher 





sin. O 
pı 2 (a, a) 
1 - - nd: 

r + Psin.d u 

— 

⸗ Ppı dı — [73 } 

—_-] ‚ſowie: 
J + p sin. 0 ſowie 





Pr 
V p m —u 
— — 1 
Pi p sin. 
Nun ift aber die ie Geſchwindigkeit beim erften Waflerftande, 


h 
ce = 90,9 v& Fh ‚ und beim mweiten ci = 90 —V es läg 
ſich daher: 


— — 


b 
=1+a- (5 - 5) 
alfo die relative Geiäwinbigteiteneränderung, 


a —e__ db 
1) — (a, — a) (5 - p sin. — 6) ſetzen. 
Dagegen folgt das Verhältniß der Waſſermengen: 


F FA. — ( + b(a — a2) I: + (a, — u) (> GG —)) 


=1-+(a —a) (Gr) 


und der relative Waſſermengenzuwachs: 
La _ (> — —. 
2) Q = (u — @) 2F 8) 

Weniger genau, aber in vielen Fällen, namentlich bei heiten Canälen 








mit wenig Boſchuug genügend, iſt eg, F—= ab zu ſetzen un — » sin. 8 zu ver 
nachläffigen, weneten De dann einfacher 


cGı —=—ec I — d 4 —% _, ‚a4 —_4 
— — —* 7 und IQ = /a nn 





folgt. 

Hternad) ift alfo die relative Geſchwindigkeitsveränderung halb 
fo groß, und die velative Beränderung im Wafferquantum gleid 
/amal fo groß, als bie relative Veränderung im Wafferftande. 

Die vorftehenden Formelu gelten nur für bie permanente Bewegung 
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des Waflers in Flußbetten, wo die Waflerftände conftant find, nicht 
aber in den Fällen, wo die Höhe des fließenden Waſſers veränderlic) ift. 
Die mittlere Geſchwindigkeit in einem und demielben Querprofile ift wäh: 
rend des Steigens der Waflerhöhe größer und während des Fallens 
fleiner als bei conftantem Waſſerſtande, es fließt alfo auch im erften Falle 
mehr und im zweiten Falle weniger Waſſer durd) als bei der permanenten 
Bewegung des Waſſers. 

Beifpiele. 1) Wenn der Warlerfland um 1/,. feiner anfänglichen Größe zu: 
nimmt, fo wird die Geichwinbigfeit um Y,, und das Waflerquantum um 3/,, fei: 
nes anfängliden Werthes größer. 

2) Wenn die Tiefe um 8 Procent abnimmt, fo vermindert ſich die Gefchwindig- 
feit um 4 Procent, und das Waflerquantum um 12 PBrocent. 

3) Mit Hülfe der genaueren formel 

AR _a_ nl 
= (a — a) 2F  Dpsin. ;) 
läßt ſich eine Waflerftandsfcala KM, Fig. 809, conftruiren, woran man Die jeder 
Waſſertiefe KL entiprechende Waflermenge eines Sanales ablefen kann, wenn man 
fig. 809. nur einmal das Waflerquantum für eine gewiſſe mitt: 
tere Tiefe fennt. b=9I Fuß, =I, a — 3 
und 4 = 450, fo hut man: 


_ 0 u 3)3 —= 18 Duadratfuß, 


2342. 8 VS 11,485, und 
sin. y- VN, = 0,707, 





daher: 
— 1 
0% 4 G _ nn z - 8 0) (a — a) = (0,70 — 0,128) (a —a) 
= 0,627 (a), — a). 


Beirägt das dem mittleren Waſſerſtande entfprechende Waflerquantum Q — 40 
Cubikfuß, fo hat man: 


Q, = 40 + 40.0827 (a, — a) = 40 +25 (a, — a). 


Iſt a. —a—=0,04 Fuß — 5,76 Rinien, fo folgt Q, —=41; iſt a, — a=0,08 
duß = 11,52 Linien, fo hat man Q, = 42 Eubiffug; ift ferner a, — a = — 0,04, 
fo folgt Q, = 39 Eubiffuß u. f. w. Es giebt alfo eine Scala, deren Intervalle 
LM = LN = 5,76 Linien betragen, die Waflermenge bis auf einen Cubikfuß 
genau an. Natürlich wird die Genauigfeit um fo Feiner, je mehr fih ver Wal: 
terftand von dem mittleren entfernt. 


Anmerfung. Weber die Zu: und Abführung des Waflers in Canaͤlen, fowie 
über die Anlage der Wehre und Teiche wird im zweiten Theile gehandelt. 

Schlußanmerkung. Ausführlich über die Bewegung des Waflers in Kanälen 
und Slüffen Handelt der Verfafler in ver allgemeinen Encyklopädie, Bd. IL, Ar- 
tifel „Bewegung des Waflers in Canaͤlen und Flüſſen“; auch wird daſelbſt eine 
rollftändige Literatur (bie 1844) über diefen Gegenſtand mitgetheilt. Rittinger’s 
tabellarifche Zufammenftellung der Verſuche über die Bewegung des Waflers in 
Canaͤlen iſt in der Zeitfchrift des öfterreichifchen Ingenieurvereins 7. Jahrgang 
1855, enthalten. 
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Achtes Capitel. 
Sydrometrie oder Lehre vom Waſſermeſſen. 


$. 480 Aichen. Das Waſſerquantum, welches ein fließende® Waſſer innerhalb 
einer gewiſſen Zeit Tiefert, wird entweder durch Aichmaße, oder durch 
Ausflußapparate oder durch Hydrometer gefunden. Das einjadjte 
Waſſermeſſen beſteht allerdings in dem Aichen (franz. jaugeage; engl 
gauging), d. t. in der Anwendung eines Aichgefäßes, doc) ift dieſes nur bei 
Heineren Waflermengen, wie fie etwa in Röhren oder kleinen Bächen und 
Gräben zugeführt werden, anwendbar. Das Aichgefäß wird meift aus Bret- 

tern zufammengefegt, und befommt beshalb eine parallelepipediiche Yorm; 

um feine Haltbarkeit zu erhöhen, wird e8 wohl nod) mit eifernen Reifen 
ungeben. Wie der genaue Inhalt biefes Gefäßes zu ermitteln iſt, wird im 
„Ingenieur“, ©. 208, angezeigt. Das Wafler wird dieſem Gefäße durch ein Gr- 

rinne EF, Fig. 810, zugeführt, an deſſen Ende ſich eine ‘Doppelflappe GH be 

findet, durd) weldje man das Walter 
nach Belieben neben dem Gefäße Al 
oder in daſſelbe ausfliegen laſſen kann 
Um die Höhe des Waflerförpers im 
Gefüge recht genau zu erhalten, wer 
det man wohl noch eine Waſſerſtande⸗ 
fcala KL an. Wenn man vor der 
Meilung die Zeigeripige Z bis auf 
die Oberfläche bes jchon im Gefähe 
befindlichen und wenn aucd) vielleidt 
nur den Boden bededenden Waſſers 
berabgelafien und den Waſſerſtand 
an der Scala abgelefen hat, jo erhält man die Höhe ZZ, des genichten 
Waſſers durch Subtraction diejes Waflerftandes von demjenigen Stand, 
welchen die Scala anzeigt, wenn man die Zeigerfpige Z am Ende de 
Beobachtung mit dem Waflerfpiegel in Berührung gebracht hat. Vor der 
Meſſung ift natürlich die Klappe fo zu ftellen, daß das Wafler neben dem 

. Kaften ausfließt. Hat man fid) überzeugt, daß der Zufluß im Gerinne in 
Beharrung übergegangen ift, und hat man an der in der Hand befindlichen 
Uhr einen Zeitpunkt beobachtet, jo dreht man die Klappe um, damit des 
Waſſer in das Aichgefäß fließt; und ift nachher ba8 Gefäß ganz ober zum 
Theil gefüllt, jo lieſt man auf der Uhr einen zweiten‘ Zeitpunkt ab und bringt 


Fig. 810. 
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die Klappe wieder in die erſte Stellung. Aus dem mittleren Querſchnitte 
F des Gefäßes und der Höhe ZZ — s des Waſſerkörpers ergiebt ſich das 
ganze Waſſerquantum 9 — F's, und hieraus wieder mittels der durch bie 
Differenz der beobachteten Zeiten gegebenen Billlungezeit t das Wafjer- 
quantum pr. Secunde: 
_fs 
v7, 


Anmerkung. Um ein veränberlihes Zuflußwaflerquantum zu jeder Tageszeit 
angeben zu fönnen, fann man den in ig. 811 abgebildeten Eubir-Apparat, wie 
Fig. 811. er vorzüglih auf Salinen vorfommt, an: 
wenden. Hier giebt es zwei Nichgefüße 
A und B, die fih abwechſelnd füllen 
und leeren, und das durch eine Röhre 
F zugeführte Wafler gebt durch eine 
furze Röhre C G, welche mit einem um 
C vrehbaren Hebel DE feft verbunden 
it. Hat fi das eine Gefäß, z. B. A, 
gefüllt, fo fließt das Wafler durch ein 
fleines Gerinne ZI in das Gimerden 
M, tiefes zieht nun ven Hebel auf ber 
einen Seite nieder, und es kommt tie 
Röhre C GE in eine Lage, woburd das 
Waſſer nad) B geleitet wird. Das Aufs 
ziehen der Klappen O und P erfolgt durch über Rollen weggehende Schnüre, deren 
Enden mit dem Hebel verbunden find, und wird vorzüglich durch eiferne Kugeln 
unterftußt, die beim Niedergehen des Hebels den legten Impuls ertheilen. Die 
Eimer M und N enthalten noch Feine Ausflußöffnungen, damit fie fich nach jedes⸗ 
maligem Kippen leeren fönnen. Uebrigens ift noch ein Zählapparat angebracht, 
an welchem die Zahl der Spiele zu jever Zeit abgelefen werden kann. Andere 
Apparate diefer Art von Brown befchreibt Dingler’s polyt. Journal Bd. 115. 
Ueber einen neuen Waflermeßapparat von Noeggerath fiehe „Bolyt. Central⸗ 
blatt 1856. Heft 5.” DBergleiche ferner die angeführten Werfe von Brancis, 
Lesbros u. ſ. w. Siehe auch weiter unten $. 506. 





Ausflussregulatoren. Sehr häufig werben Fleinere und mittlere $. 481 
Waflermengen mit Hilfe ihres Ausfluffes durd eine beftimmte 
Mündung und unter einem befannten Drude gefunden. Aus dem Inhalte 
F' der Mündung, aus der Drudhöhe A und mit Hülfe eines Ausflußcoeffi- 
cienten gu ergiebt ic die Waſſermenge pr. Secunde: 

Am beften eignen fich Hierzu die Poncelet’fchen Mündungen, weil für 
diefe bei ſehr verjchiedenen Drudhöhen die Ausflußcoefficienten mit großer 
Genauigfeit befannt find ($. 410); jedoch find biefelben nur bei gewiſſen mitt 
leren Waflermengen anwendbar. Der Verfaſſer bedient fid) bei feinen Waf- 
fermeffungen vier folder Mindungen, eine von 5, eine von 10, eine von 15 
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und eine von 20 Gentimeter Höhe, alle aber von 20 Gentimeter Bette. 
Diefe Mündungen find in Mefjingtafeln ausgefchnitten, welche auf hölzernen 
Rahmen AC, Fig. 812, auffigen, die man mittel® vier ftarfer eijerner 
Schrauben an jeber Wand befeftigen fan. In vielen Fällen muß man ſich 

Fig. 812. freilich größerer Mündungen bedienen, für welche die 
Ausflugcoefficienten nicht fo ficher beſtimmt find, ja oft 
laflen ſich nur Ueberfälle anbringen, welche meift nod 
weniger Genauigkeit gewähren. Jedenfalls gilt aber die 
Hegel, dag man .bei dem Ausflufje jo viel wie möglich 
vollftändige und vollkommene Contraction zu erzielen 
ſuchen und deshalb der Mündung, wenn fie in einer dickeren Wand befind- 
(ih ift, nad) außen eine Abjchrägung ertheilen muß. Welche Correctionen 
bei unvollfommener und partieller Contraction anzubringen find, ift in den 
88. 416, 417 u. ſ. w. hinreichend auseinandergefegt worden. 

Um das Waſſer eines Gerinnes zu mefien, hat ınan das Mündungsſtüd 
einzufegen und den Moment abzuwarten, warn der Waſſerſtand in Behar— 
rung gelommen ift. Zur Meſſung der Drudhöhe fann man jid) der jeiten 
Waſſerſtandsſcala KL mit Zeiger, Fig. 313, oder der beweglichen Waller 
ftandsfcala EF, Fig. 314, bedienen. Will man den Ausfluß unmittelbar 


Fig. 814. 








. an Schugöffnungen beobachten, fo ift e8 gut, vorher ein Paar mefjingene 
Schügenftandsjcalen BC und DE, Fig. 815, nebft ihren Zeigen F 
Fig. 815. und G auf die Führung und auf das Schutzbrett A zu 
befeftigen, um die Deffnungshöhe ficherer ablejen zu 
können. Uebrigens ift e8 meift beffer, zu dem Zwecke der 
Waſſermeſſung gleich ein neues Schutzbrett nebſt einer 
Führung mit der erforderlichen Abſchrägung nach außen 
einzuſetzen. 3 
Das einfachſte Mittel, das Waller in einen Gerinn 
zu meſſen, befteht allerdings in dem Einfegen eines an 
der oberen Kante abgefhrägten Brettes CH, 
dig. 701, und in der Ausmeſſung des dadurch gebildeten Ueberfalles Iſt 


. 
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der Graben ober das Gerinne lang und wenig anfteigend, fo dauert e8 aller: 
dings ziemlich lange, ehe der Beharrungszuftand eintritt, und es ift deshalb 
gut, bier vor der Meflung noch ein zweites Brett einzufegen, welches ben 
Ausflug des Waſſers auf eine längere Zeit verhindert, um das Steigen 
des Waſſers auf die dem Beharrungszuftande entjprechende Höhe zu bes 
ſchleunigen. 

Um das Waſſerquantum eines Bades zu meſſen, kann man den⸗ 

Fig. 816. . jelben durch einen aus Pfählen und 

— Brettern beſtehenden Einbau AB, Fig, 

— 816, eindämmen und das Waſſer durch 

eine in demſelben angebrachte Oeffnung 

C abfließen laſſen, oder man kann ſich 

auch eines einfachen Ueberfalles oder 

Ueberfallwehres (hiervon im zweiten 
Theile) bedienen. 

Anmerkung. Das einfachſte Mittel, um die Druckhöhe zu beſtimmen, iſt, den 
Stand des Zeigers zu beobachten, wenn deſſen Spitze erſtens die Oberfläche des 
im Beharrungszuftande abfliegenden Waflers und zweitens den Spiegel bes ftill- 
ftehenden und nur bie Schwelle C aufgeftauten Waflers berührt. Die Differenz 
diefer beiden Scalenjtände ift die Druckhöhe oder der Stand des Waflers über ber 
Schmelle. Bei Beobachtung des legten Zeigerſtandes ift die Gapillarität nicht außer 
Acht zu laflen, vermöge welcher ver Waflerfpiegel noch um 1,87 Linien über ober 
unter der Schwelle ftehen kann, ehe der Abfluß des Waſſers über derſelben beginnt 
oder aufhört. (Siehe $. 380.) 





Sehr einfach wird auch das Waffer in einem rectangulären Canale oder $. 482 
Serinne AB, Fig. 817 und 818, gemeffen, wenn man ein unten abge- 


Fig. 818. 


Fig. 817. 





Ichrägte8 Brett CD fo einfegt, daß unter demfelben eine Ausflugöffnung 

CE übrig bleibt, durch welche das Waſſer abfliegen kann. Diefe Methode 

hat vor der Anwendung eines Ueberfalles den Vorzug, daß bei ihr das ger 

fpannte Waſſer mehr zur Ruhe kommt, und deshalb die Meflung der Drud- 

höhe ſchärfer zu vollziehen if. Wenn e8 möglich ift, fuche man einen freien 

Ausfluß, wie Fig. 817, herbeizuführen, weil hierbei eine größere Ge 
Welebach'e Lehrbuch d. Medanif. L 60 
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nanigfeit zu erlangen ift; bei einer großen Waflermenge ift e8 jeboch nid 
möglich, das Zurückſtauen des Unterwaſſers zu verhindern, und man maf 
fih daher mit einem Ausfluffe unter Wafler, Fig. 818, begnügen. Endigt 
fih das Gerinne kurz Hinter der Mündung, bildet e8 alfe ein ſogenanntes 
kurzes Anſatzgerinne, fo fließt das Waſſer durch daſſelbe faft Frei ab, 
und man hat ed dann mit einem Falle der Lesbros'ſchen Verfuche (8. 418) 
zu thun. Bezeichnet a die Mundungshöhe, b die Mindungsbreite, ferner A 
die Drudhöhe, bi8 Mitte der Mündung gemeflen, und u ben aus Tab. II, 
8.418, zu nehmenden Ausflußcoefficienten, jo hat man das Ausflußguantum 
Q = vab V2gh. 

Iſt Hingegen ba8 Gerinne lang, oder das abfließende Waſſer geftaut, fo 
daß e8 eine horizontale Oberfläche hat, fo fließt das Waſſer in allen Stellen 
des Mündungsquerjchnittes mit einer und derjelben, dem Niveauabſtande 
zwifchen der Oberfläche A des Oberwaſſers und der Oberfläche B des Unter⸗ 
waſſers entjprechenden Geichwindigfeit ab, es ift daher dann in der legten 
Formel fir Q, ftatt A dieſer Niveauabftand einzuführen. 

Fließt das Waller in die freie Luft, oder fteht der Unterwaſſerſpiegel 
nicht über der oberen Münbungsfante, wie ig. 817 vor Augen führt, fo bat 
man ſowohl für eine ſcharfe als auch für eine abgerundete Mündungstante, 

u — 0,965 
einzufegen, und folglich bei der Strahldide a und Breite b, 
Q —= 0,965 ab V2gR, 
oder genanter, wenn a, die Tiefe des zu⸗ und a die des abfließenden Waſſert 
bezeichnet, nach 8. 398: 


Q = 0,965 AAVZEETLEEE 
1 (2) 
a, 

Dei dem Ausfluß unter Waffer, wobei der Unterwaflerfpiegel über 
der oberen Mündungskante fteht (j. Fig. 818), bildet ſich Hinter der Mun⸗ 
dungswand ein Waflerwirbel, wobei der Ausflug weſentlich geftört wird, und 
es ift hier, einigen Verſuchen bes Verfaſſers zufolge, für eine Mündung mit 
Iharfer Mündungstante im Mittel, 

u = 0,462, 
und dagegen fitr eine foldhe mit nach einem Quadranten abgerunbeter 
Kante, | " 
- a = 0,717 
zu ſetzen. 

Beifpiel. Um die Waflermenge zu finden, welche ein Gerinne A B, Fig. 818, 

fortführt, Hat man ein jcharffantiges Brett CD in baffelbe eingefept, und dadurch 


einen Ausflug unter Waſſer hergeftellt, übrigens aber Folgendes gefunden. Weit, 
der Mündung oder bes Gerinnes, 5 — 3 Fuß, Deffnungshöhe oder Abſtand CE 
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der Breitfante C vom Gerinnboden, a — 6 Zoll, Stand des Zeigers Z auf ber 

Seite des DOberwaflers, A, — 0,445 Fuß, und Stan des Zeigere Z, über dem 

Unterwafler, Ag —= 1,073. Cs ift hiernach der Niveauabftand 

h—=Rh, — h, = 1,073 — 0,445 — 0,628 Fuß und die geſuchte Waffermenge: 
Q = 0,462..7.%06.3.0,5Vh, — h, — 5,48 V0,628 — 4,34 Gubiffuß. 


Wäre der Ausflußcoefficient bei ähnlichen Mundungsquerſchnitten immer $. 483 
derfelbe, jo witrde der trianguläre Ueberfall ober zweifeitige Wanb- 
einfhnitt ABC, Fig. 819, einen bejonderen Vorzug vor dem Ueberfall 

Fig. 819. mit horizontaler Schwelle haben, dies ift jeboch, 
wie ſchon an Kreismlndungen wahrgenommen 
werden kann, bei einen Mündungen nicht, und 
bei großen Mündungen nım annähernd richtig. 
Solche Wandeinſchnitte empfiehlt Herr Profeflor 
Thomfon in Belfaft als Hülfsmittel zum Waſ⸗ 
ſermeſſen. Aus der Breite AB = b, und ber 
Höhe CD — h, folgt hier da8 Wafferquantum 

= Y&5- Vaoh (8402), 

und wenn man nad) Thomfon, den Ausflußcoefficienten u — 0,619 ſetzt, 


Q = 0,33 1 V2gh = 0,18 dh% Cubitfuß. 


Zum Waſſermeſſen eignen ſich auch folche Mundungen, bei welchen bie 
Waffermenge ber Mündungshöhe proportional ift. Iſt diefelbe mit 
einem Schußbrete verjehen, jo giebt dann bie Größe des Schligenzuges das Maß 
der Ausflußmenge an. Es fei die Drucdhöhe über der oberen Kante einer 
folhen Mündung ABCD, Fig. 820, OA — Ah, die Länge biefer Kante, 

AB=b, die ber unteren Kante, CD=Db,, 
Big. 820.  amb die Höhe der Mündung, AD = a, 


Horizontale Linien im Abſtande _ von ein⸗ 
ander theilen die Mündung in gleichhohe 
Streifen, wovon jeder eine und diefelbe 


Waflermenge 8 geben fol. Für den oberen 
Spalt oder Streifen, welcher die Breite b 
und Drudhöhe Ar hat, ift 


eg = ba v2 gh, 

n n 
und dagegen für einen Streifen, welcher um OM — x unter dem Wafler- 
fpiegel liegt, ımd die Breite MN — y hat, iſt 











60” 
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N 


folglich Hat man, wenn man diele beiden Ausdrücke für © einander gleich jekt, 
y Vz —bVh, ober 


y h 


b x 
Die Curve BNC, welche die Mundung an ber Seite begrenzt, gehört 


einem aus Artilel 9 der analytiſchen Hülfslehren bekannten Curvenſyftene 


an, welches die Horizontale O Y und bie Verticale OX zu Aſymptoten het: 
Aus Q, hund a folgt: 
® . Q 
1) die obere Mundungsbreite — ——, 
) die obere 98 = Varı 


2) Miündınıgsbreite in der Tiefe x, y —b V: ,‚ und 


3) die untere Mundungsbreite db, — b: ra 
Ferner tft der Inhalt der Mündung: 


F—=2b(Vr(k +0) —h), 


und daher die mittlere Druckhöhe: 


8. 484 


— (2— 5 
‚=,.(8) Ve 2 
Iſt diefe Mündung mit einer Schüge A E verjehen, fo giebt der Schäüter 
ug DM = a, eine Ausflugöffnung MC, durch welde die Waflermeng 


9, —- @ fücht. 


Prony’s Methode. Da e8 oft lange dauert, ehe ber Beharrungszuftan? 
von dem durch einen Einbau aufgeftauten Waffer eintritt, fo kann wan fl: 
gendes von Prony vorgefchlagene Berfahren mit Vortheil anwenden. 
Zuerft verfchliege man die Mündung durch ein Schugbrett ganz und lafı 
dadurch das Waſſer ziemlich hoch, oder fo weit. es bie Umftände erlauben 
aufftanen; jegt ziehe man das Schugbrett fo weit auf, baß mehr Waſſer ab- 
als zufließt, und meſſe nun die Waflerftände in gleichen und möglichft Meinen 
Zeitabftänden; endlic, verſchließe man die Schuköffnung wieder völlig un 
beobachte noch die Zeit £ , innerhalb welcher da8 Wafler auf die erfte Hök 
fteigt. ebenfalls ift dann im Laufe der ganzen Beobachtungszeit t + fı 
ebenfo viel Waſſer zu⸗ als abgefloffen, und es läßt fich daher durch das Aus 
flußquantum in der Zeit t das Zuflußguantum in der Zeit + d, aut 
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dritden. Sind die Drudhöhen während bes Sinkens h,, h,, h, ha und h,, 
jo er man die mittlere Ausflußgefchwindigfeit: 


vo — — 4VMASaVMAä AVB +VA,) (1. 8. 453), 


und ift num der Inhalt der Schugöffnung, = F, fo hat man das Ausfluß- 
quantum in der Zeit t: 


— (Yu + aVm+2Vn+4Vin+VR) 
und daher ba a pr. Secunde: 


7 urtV 
Q=;7, = ar (VI + AV +2Vn +4V+Vn,). 


Beifpiel. Um das zum Umtriebe eines Waflerrades zu. benutzende Waſſer 
eines Baches zu meflen, hat man baflelbe durch eine Spundwand, Fig. 816, eins ’ 
gevämmt und nad Eröffnung der rectangulären Mündung in verfelben Kolgendes 
beobadtet: anfüngliche Drudhöhe, 2 Fuß, nach 30”, 1,8 Ruß, nad 60”, 1,55 Fuß, 
nad 90”, 1,3 Fuß, nah 120”, 1,15 Fuß, nach 150”, 1,05 Fuß, und nach 180”, 
0,9 Buß; Breite der Deffnung. — 2 Fuß, Höhe der Deffnung, = Y, Fuß, Zeit 
zum Zurüditeigen auf bie erfle Höhe bei verfchlofiener Deffnung, — 110”. Zu: 
nächſt beträgt die mittlere Ausflußgefchwindigfert 
v — u (v2+4V1,8+2V1,55+4V1,3+2V1,15 + 4V1,05 + V0,9) 

-- 0,4392 (1,414 + 5,364 + 2,490 + 4,561 4 2,145 + 4,099 + 0,949) 

— 0,4392. 21,022 — 9,233 Ruß; 
nun if aber F 2. — 1 Duadraifuß, daher folgt die theoretifche Ausfluß- 
menge — 9,233 Eubiffug. Nimmt man den Ausflußeoefficienten —= 0,61 an, fo 
erhält man endlich das geſuchte Waflerquantum: 


0,61. 180 
— — — = 5 7 
=; 0 I 110 9,233 = 3,495 Eubiffuß. 


Wasserzoll. Um Feine Waffermengen zu meffen, bedient man $. 485 
ſich auch wohl des Ausfluſſes durch Freisrunde, 1 Zoll weite Mündungen in 
einer dünnen Wand unter einem gegebenen Drude. Man nennt die Waffer- 
menge, welche eine foldhe Deffnung unter dem Heinften Drude, oder dann, 
wenn der Wafferipiegel nur eine Linie Über der oberften Stelle der Mun⸗ 
dung fteht, einen Waſſer- oder Brunnenzoll (franz. pouce d’eau; engl. 
water-inch). Die Franzoſen nehmen an, daß einem Waflerzolle (alt Parif. 
Mag) in 24 Stunden 15 Binten oder 19,1953 Cubikmeter Waffer, alfo 

in 1 Stunde 0,7998 Cubikmeter und 

"in 1 Minute 0,01333 „ 
entfpriht, doch weichen ältere Angaben von Mariotte, Couplet und 
Boſſut hiervon nicht unbedeutend ab. Nach Hagen liefert ein Wafferzoll 
(für das preuß. Maß) in 24 Stunden 520 Eubiffuß, alfo in der Minute 
0,3611 Eubitfuß. Der Brony’iche doppelte Waſſermodul, welcher einer 
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Mündung von 2 Centimeter Durchmeffer bei 5 Centimeter Drud entipridt 
und in 24 Stunden 20 Cubikmeter Wafler Tiefert, hat feine allgemeine Ari: 
nahme gefunden. 

Die Beobachtungen Laffen ſich ficherer anftellen, wenn man eine größer 
Drudhöhe hat; am einfachften ift es, wenn man diefe Höhe, wie den Durd- 
mefjer der Mundung, 1 Zol annimmt. Nach den Herren Bornemanı 
und Röting giebt ein folher Wafferzoll täglich 642,8 Cubiffug Waſſe 
(f. den Ingenieur Seite 463). 

Der Apparat, an dem man mit Hülfe von Waflergollen das Waſſer mit 
ift in Fig 821 abgebildet. Das zu mieflende Wafler fließt durch die Röhre 

Fig. 821. A in einen Kaften B, au 

—— dieſem tritt es durch unten 
in der Scheidewand (D 
angebrachte Löcher in ta 
Kaſten E, und ans diden 
fließt e8 durch eine kr 
zontale Reihe von gem 
1 Zoll weiten und in Zieh 
ausgejchnittenen kreierw 
den Mündungen F in dt 
Refervoir G. Damit ie 
aber ber Waſſerſpiegel nur eine Linie über den Köpfen dieſer Münbunge 
ftellt, ift e8 nöthig, daß diefe in himreichender Zahl vorhanden feien, und bs 
man einen Theil derfelben durch Stöpfel verfchliege. Zur genaueren Anger 
bringt man noch Mundungen Fi an, welche !/,, 1/4 Waflerzoll dur 
laſſen. Bei großen Waffermengen theilt man wohl erft da8 ganze Kae. 
und migt auf biefe Weiſe nur einen Theil, z. B. den zehnten. Tirie 
Theilen ift leicht dadurch zu bewirken, daß man das Waſſer erft in ein X 
fervoir mit einer gewiffen Anzahl, in gleichem Niveau befindlicher Münter- 
gen leitet, und nur das von der einen Mündung gelieferte Waffer in da 
oben abgebildeten Apparate auffängt. 





Anmerkung Dan kann aud die Hähne und andere Regulirungsaprersi 
zur Waflermeflung anwenden, wenn man ben jeder Stellung entfprechenden Bir 
flandscoefficienten kennt. If A die Drudhöhe, F ver Querſchnitt des Reh 
und u ber Ausflußcoefficient bei völlig geöffnetem Hahne, jo bat man bie I 
flußmenge: 

=uF V29 h, 
fowie umgefehrt: 


— | EIER: 1 _(FN\? 
sr dr En (7) agh. 
Sept man nun den einer beflimmten Hahnftellung entfprechenden und aus ven ec 
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mitgetheilten Tabellen zu entnehmenden Wiverftandscoefficienten, — L, fo bat man 
bie entſprechende Ausflußmenge: 


sry Zr 29h _uFV2g___Q 
at Vıruz Vıt ur 





Bere 
VIrsa) zo 


Zur Bequemlichkeit fann man fi hiernach eine Tabelle conftruiren, fo daß es 
nur eines Blides auf dieſe bedarf, um bie einer gewiſſen Hahnftellung entfpre- 
chende Ausflußmenge, oder um die einem gegebenen Ausflußquantum entfprechenve 
Stellung des Hahnes zu finden. Iſt z. B. « = 0,7 un F = 4 Duadratzoll, 
jo hat man: 


0,7.4.12.7906Vh . V R 
8 V1ı+ 04.7 1+ 0495 = 


oder, wenn A conftant 1 Fuß mißt: 
0 
"TVı+ 087 
Wenn nun den Hahnftellungen 50, 10%, 150, 20°, 25° u. f. w. die Widerſtands⸗ 
coefficienien 0,057; 0,293; 0,758; 1,559; 3,095 zufommen, fo entfprechen denſelben 
die Ausflußmengen: 262,1; 248,4; 226,8; 200,0; 166,4 Cubikzoll. 


Um den Ausflug durch eine Mündung F, Fig. 822, zu reguliren, wendet $. 486 
man auch einen Hahn oder eine Klappe A, Fig. 822 an, welche durch einen 


Fig. 822. Fig. 828, 





Schwimmer K mittel8 eines Hebels regulirt wird, jo daß durd) 3 immer 
nur fo viel Waffer zu⸗-, als durd) F' abfließt. 

Sehr einfach läßt ſich auch der Abflug des Waſſers aus einem Reſervoir 
BDE, Fig. 823, durd) eine tiefere Mündung oder Nöhre N, mittel eines 
breiten Ueberfalles B reguliren, da hier eine mäßige Beränderung des Wafs 
ferzuflufies durch A, eine mäßige Vergrößerung des Waflerftandes über ber 
Schwelle B, und eine verhältnigmäßig unbedeutende Vergrößerung der Drud- 
höhe der Ausflußmündung zur Folge hat. 

Bezeichnet F die Größe der Ausmilndung D, Ah die Höhe der Ueberfall» 
fchwelle über der Mitte diefer Mündung, h, die Höhe des Waſſerſpiegels 
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über der gedachten Schwelle, fo hat man bei dem Ausflußcoefficienten gs das 
Abflußquantum durd) D: 
Q=uFV2g(h+hı). 
Sept man die Drudhöhe hr des Ueberfalles, welche fich aus dem Abflup- 
quantum Q, der Breite db, und dem Ausflußcoefficienten g,, mittels der 
Gleichung 


9, — / u bi V 29h 8, ober durch die Formel 


1,0): 


beftimmen läßt, in diefen Austen ein, fo erhält man die Formel 


= ur — — 65. 


woraus zu erſehen iſt, daß ſich Q mit Q, um fo weniger verändert, je größer 
die Schwellenhöhe h und je größer die Breite db, des Ueberfalles ift. 
Die Ueberfallbreite db, läßt ſich dadurch, leicht vergrößern, daß man den 
Ueberfall einer Bogenform, wie BOB, Fig. 824, giebt. Die Ausmündung 
Fig. 824. D giebt dann ein ziemlich 
_ conftante® Waflerquantum, 
obgleich der Zufluß bei A 
jehr variabel ift,weildie Höhe 
des Waller über der lan- 
gen bogenfürmigen Schwelle 
immer Hein bleibt gegen bie 
Höhe diefer Schwelle über 
der Mitte der Ausflußöff- 
nung. 


Anmerfung. Ginen folden Waflertheiler aus Gifenbleh hat ter Herr Ober 





funftmeifter Shwamfrug für den Wernergraben bei Freiberg cenftruirt. Der: 


felbe führt durch die rectanguläre Mündung D von 5 Fuß Breite und I Auf 
Höhe faft conftant 40 Cubikfuß Waller pr. Secunde ab, während das übrige Waſſer 
durch den Weberfall, deſſen Schwelle 2 Fuß über der oberen Mündungsfante Liegt, 
in den Graben fließt, weldher es nad dem Punfte des Bedarfs fertführt. 


8. 487 Hydrometrischer Becher. Zur Ausmefjung Hleiner fließen- 


den Waffermengen kann man fi) eines Kleinen in Fig. 825 abgebildeten 
Gefäßes bedienen, welchem ic) den Namen hydrometrifcher Becher gegeben 
babe. Diefes Inftrument befteht aus einer 3 Zoll weiten und 12 Zoll langen 
Röhre B mit einem tridhterförmigen Einmündungsſtücke A und einem 6 Zoll 
weiten und ebenfo hohen Gefäße D, welches durch ein conifches Zwifchenftüd 
C mit B feſt verbunden if. Dieſes Gefäß ift mit emem Seitenloch LL 
verjehen, im welches verjchiedene, kreisförmige Mündungen in der blinnen 
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Wand bildende Mundſtücke eingefegt werben können. Man hält diefes 
Inſtrument mittel® der Henkel 7, H unter das z. B. durch eine Röhre R 
Fig. 828. ausfließende Waller S und läßt das auf dieſe 
Weile abgefangene Waſſer wieder durch das 
Mundftüd Z L abfliegen. Um das eingeflofiene 
Waſſer zu beruhigen, ift nod) in dem Reſervoir D 
ein feines Sieb angebradht, und um bie Druckhöhe 
des Waſſers beobachten zu können, ift eine Glass 
röhre O P angelegt, welche an einer Mejjingfcala 
auffteigt und fi unten, '/, Zoll über dem Boden 
des Gefäßes D endigt. Aus der beobachteten 
Druchöhe A, dem befannten Duerfchnitt des Mund⸗ 
ſtückes und dem entfprechenden Ausflugcoefficienten 
läßt ji) dann die Ausflugmenge mittels der Formel 
9— uFV2gh 

berechnen. 

Wenn man fid) eine Heine Tabelle anfertigt, fo 
fann man natürlich die Berechnung nach diefer 
Formel ganz eriparen, und es iſt höchſtens nur 
eine einfache Interpolation zu den Zabellenwerthen 
erforderlich. Iſt d der Durchmeſſer ber Mündung, 
fo hat- man 





r dd 
F= und daher: 


— dıVY2gh = V29.dVn. 


Die Ausflugmenge Q wird ſowohl das ‘Doppelte bei dem doppelten 
Querſchnitte oder doppelten d? als aud) bei der vierfachen Drudhöhe. Rich⸗ 
tet man daher das Inftrument fo ein, daß die Marimaldrudhöhe das Vier⸗ 
fache der Minimaldrudhöhe, 3. B. jene 12 und diefe 3 Zoll beträgt, und 
bedient man fid) einer Sammlung von Mundftüden, deren Durchmeffer die 
geometrifche Reihe 

d, V2d, 24, 2V2d,4du.f.m. 

d. i. d; 1,414d; 2d; 2,828 d, 4d u. |. w. 
bilden, jo erhält man dadurch ein Mittel, zur Beſtimmung aller Waſſer⸗ 
mengen innerhalb des Minimums, welches die Heinfte Mündung mit dem 
Durchmeſſer d bei der Heinften Drudhöhe giebt, und des Marimums, welches 
der größten Mündung mit dem Durcmeffer V n.d und ber größten Druck⸗ 
höhe 4 entſpricht. 
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| | J. | IL. | II. | IV. | v. | VI. | vn 
a=| V yv2| y 14,V2 | 1 3ch 
—0,1250|— 0, 1768| — _ 0/8500 N 5535 — 0,5000 rom — 1,0000 





















0,660 0,647 


0,635 


0,627 0,620 


u 











0,690 | 0,675 











an, fo läßt fich folgende zum Gebrauch nützliche Tabelle zufammenftellen. 


| Tabelle 
über die ftündliche Waflermenge in Eubiffußen für folgende Mündungen: 
Drudhöhe h 
in Zollen. I. | 1. | III. | IV. V. VI. VII. 














3 084 | 1,64 | 3820 | 628 | 1292 | 2435 | 48,12 
4 097 | 190 | 3,70 | 726 | 14.28 | 28,12 | 35,56 
5 108 | 2311 | #138 | 811 | 1591 | 314 | 8212 
6 118 | 251 | 4,53 | 888 | 1742 | 3443 | 68,05 
7 128 | 250 | 489 | 959 | 1882 | 3721 | 73,57 
8 1,37 | 268 | 528 | 10,26 | 20,12 | 39,76 | 78,58 
9 145 | 284 | 5,55 | 10,88 | 21,34 | 2,18 | 8335 


10 1,53 2,99 5,85 11,48 | 22,50 | 44,46 87,86 
11 1,60 3,13 6,13 12,03 | 23,59 | 46,62 92,14 
12 1,67 3.27 6,40 12,56 | 24,64 | 48,70 96,23 
13 * 1,74 3,40 6,66 13,07 | 25,65 | 50,69 | 100,17 


Der Gebrauch diefer Tabelle ift aus folgendem Beifpiele zu erjehen. 


Beifpiel. Um die Ergiebigkeit eines Brunnens zu ermitteln, hat man dae 
Waſſer veflelben durch einen hydrometriſchen Becher fließen laſſen, und gefunden, 
daß beim Nusfluffe dur die Mündung V. (von Y/, Zoll Durchmefler) ver Behar: 
rungszuftand dann eintrat, als die Drudhöhe 10,4 Zell war. Der Tabelle zufolge 
ift fir a = 10 Boll: 

Q — 22,50 Eubiffug ftünblich, 
und für = 11 Zoll: 

Q = 23,59 Eubiffug, 
folglich die Differenz für 1 Zoll, 1,09 Eubiffuß, und für 0,4 Zoll, 0,4.1,09 
— 0,436 Eubiffuß. Hieraus ergiebt ſich das MWaflerquantum für A —= 10,4 Zell 
Drudhöhe: 

Q = 22,50 + 0,486 — 22,94 Cubikfuß. 
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Schwimmer. Die Baffermengen von größeren Bächen, Canälen $. 48 
und von Flüffen lafien ſich nur mittels die Geſchwindigkeit angebender Hydro» 
meter beftimmen. Unter diefen Inftrumenten find aber die Schwimmer 
(franz. flotteurs; engl. floating-bodies) die- einfachften. Man kann zwar 
hierzu jeden ſchwimmenden Körper gebrauchen, doch ift e8 ficherer, Körper von 
mittlerer Größe, welche nur wenig fpecifiich leichter als Waſſer find, hierzu 
zu verivenden. Körper von ungefähr 1/,, Cubikfuß Inhalt find hinreichend 
groß. Sehr große Körper nehmen nicht leicht die Geſchwindigkeit bes 
Waſſers an, und fehr Heine Körper laſſen fich wieder, namentlich wenn fie 
viel aus dem Waffer hervorragen, leicht durch zufällige Umftände, zumal 
durch die Luft Aber dem Wafferfpiegel, in ihrer Bewegung flören. Oft 
wendet man einfache Holzſtücke an, gut ift e8 aber, wenn biefelben mit einer 
hellen Firnißfarbe überftrichen find, und noch beſſer find die hohlen Schwim- 
mer, wie Glasflafchen, Blechkugeln u. f. w., weil man diefe nad) Belieben 
mit Waffer füllen Tann. Am häufigften wendet man aber die Schwimm- 
fugeln an. Diejelben werden von 4 bis 12 Zoll Durchmeſſer aus Meffing- 
blech verfertigt, fie befommen, um fie nicht leicht aus dem Auge zu verlie- 
ren, einen Anſtrich von lichter Oelfarbe, und erhalten auch nod) eine Deff- 
nung mit einem Halfe, um fie mit Wafler anfüllen und verftöpfeln zu fön- 
nen. Eine folde Schwimmkugel A, Fig. 826, giebt allerdings nur die 
Geſchwindigkeit an der Oberfläche und fogar oft nur bie im Stromſtriche an, 
allein man Tann durch das Aneinanderhängen zweier Kugeln A und B, 
Fig. 827, aud) die Gefchwindigkeiten in verfchiedenen Tiefen beftimmen. In 

Fig. 826. Fig. 827. diefem Falle wird die eine 

. 8... Kugel B, welde unter 

Ex -—_ Baffer ſchwimmen fol, ganz 

- == mit Waffer, die andere aber, 

"=> welhe im Waſſerſpiegel zu 

ſchwimmen beftimmt ift, nur 

=. fo viel mit Waffer anges 

— — filllt, daß fie nur wenig 

aus dem Waſſer bervor- 

ragt. Beide Kugeln werden durch einen Faden oder durch einen Draht 

oder durch eine dünne Drahtkette mit einander verbunden. Zuerſt beftimmt 

man durch die einfache Kugel die Oberflächengefchwindigfeit c,, und dann 

beobachtet man durch die Kugelverbindung die mittlere Geſchwindigkeit c 

beider; bezeichnet man nun die Gefchwindigfeit in ber Tiefe der zweiten Ku⸗ 
gel durch ci, jo läßt fich fegen: 


_ ‘tra 
2 





c ‚ und daher umgekehrt: ch = 20 — co. 


Wenn man nun beide Kugeln durch längere und längere Drähte mit ein- 
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ander verbindet, jo kann man auf diefe Weife nad) und nad) die Geſchwin⸗ 
digkeiten in größeren umb größeren Tiefen finden. Uebrigens ergiebt ſich 
auch die mittlere Gefchwindigkeit c eines Perpendikels, wenn man die zweite 
Kugel nahe über dem Boden ſchwimmen läßt und ebenfalls 

’ _ + a 

— 2 

jet; genauer aber noch, wenn man das Mittel aus allen beobachteten Ge- 
Ihwindigfeiten in einem Berpendifel nimmt. 

Um die mittlere Gefchwindigfeit in einem Perpendilel anzugeben, wendet 

man auch oft den in Fig. 828 abgebildeten Schwimmſtab A, B, au, na 

Fig. 828, mentlich ift diefer bei Mefiungen in Canälen 
und Gräben bequem, zumal wenn er aus kurzen 
Stüden zufammengefchraubt werden kann. Der 
Schwimmftab, welchen der Berfaffer anwendet, 
ift aus 15 ausgehöhlten Theilen, jeder von 1 
Decimeter Länge, zufammengefegt. Damit der: 
jelbe ziemlich aufrecht ſchwimme, wird ſtets dat 
unterjte Stüd jo ftarf mit Schrot angefüllt, da 
der Topf bein Schwimmen nur wenig aus dem 
Waſſer hervorragt. Die Anzahl der zufanmenzufchraubenden Stücke hängt 
natürlic) von der Tiefe des Ganales ab. 

An dem Schwimmpftabe, fowie an der Schwimmkugelverbindung läßt ſich 
aud) wahrnehmen, daß bei ungehinderter Bewegung des Waſſers im Betten 
die Geſchwindigkeit am Waſſerſpiegel größer ift als am Boden, weil der 
Kopf des Stabes dem Fuße und die obere Kugel der unteren ewas voran 
Ihwimmt. Nur bei durch Verengungen, 3. B. durch Brückenpfeiler gebilde 
ten Aufftauungen, findet das Gegentheil ftatt. 

Anmerfung. In ver Regel ift, namentlih bei großen Schwimmern, wie 
Schiffen u f.w., die Gefchwindigfeit der fhmimmenden Körper etwas größer als tie 
des Waflers, weniger deshalb, weil diefe Körper beim Schwimmen von einer burd 
die Oberfläche des Waflers gebildeten fchiefen Ebene herabgleiten, als deshalb, weit 
fie nicht oder nur zum Theil an der unregelmäßigen inneren Bewegung des Wal 
fers Theil nehmen; doch ift die Abweichung bei Heinen Schwimmern Flein genug, 
um fie vernachläffigen zu Fünnen. 


c 





‚489 Geschwindigkeits- und Querschnittsbestimmung. Die Ge 
ihwindigkeit einer Schwimmfugel findet man, indem man mit einer guten Se- 
cundenuhr oder an einem halbe Secunden fchlagenden Lothe oder Pendel ($. 327) 
die Zeit £ beobachtet, welche diefe auf dem Waffer ſchwimmend braucht, um eine 
an einem Ufer abgeftecte und ausgemeffene Strede AB — s, Fig. 829, zurück⸗ 


zulegen. Es ift dann die gefuchte Gefchwindigkeit der Kugel, c — re Damit die 
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Zeit t genau dem am Ufer abgemefjenen Wege ent|prechenb gefunden werde, ift es 
nöthig, mit Hülfe eines Winkelkreuzes oder Winkelſpiegels am jenfeitigen Ufer 

Fig. 829. zwei, Berpenbifelauf AB bezeichnende Signal- 
ftangen C und .D einzufteden. Stellt man fid) 
hinter A, jo kann man den Zeitpunkt beobach⸗ 
ten, wenn der etwas oberhalb A eingefebte 
Schwimmer K in das Alignement 40 kommt, 
und begiebt man fich hinter B, jo kann man 
ebenfall® an der in der Hand gehaltenen 
Uhr beobadjten, warn der Schwimmer in das Alignement BD gelangt, und 
man findet dann durd) Subtraction der Beobadhtungszeiten die geſuchte und 
der Durdjlaufung von s entfprechende Zeit t. 

Außer der mittleren Geſchwindigkeit c des Waffers ift auch noch der Inhalt 
F des Duerprofiles erforderlich, um das Wafferquantum Q— Fe zu beftim. 
men. Um diefen Inhalt angeben zu können, ift e8 aber nöthig, dag man bie 
Dreite und mittlere Tiefe des Waflers kenne. Die Tiefe migt man mit 
einer eingetheilten Sondirftange AB, Fig. 830, mit Tänglichem 
Querſchnitte und einem Brettchen B am Fuße; bei größeren Tiefen kann 
man ſich auch einer Sondirfette bedienen, an deren Ende eine eiferne 
Platte hängt, die fi) beim Einfenfen auf da8 Grundbette aufjegt. Die 
Breite und die den gemefjenen Tiefen entjprechenden Abfciffen oder Abftände 





Fig. 880. Fig. 831. 
AA 





von ben Ufern ergeben fich bei Canälen und ſchma⸗ 
len Bächen EFG, Fig. 831, durch Ausſpannen 
einer Meßlette AB oder Legen einer Stange u. |. w. 
quer Über das fließende Wafler. Bei breiten Flüſſen 
beftimmt man fie mit Hülfe eines Meßtiſches M, den 
man in ſchicklicher Entfernung AO vom zu mefjenden 
Duerprofile EF, Fig. 832 (a. f. S), aufftellt. Iſt 
ao auf der Menfel die verjüngte Entfernung AO der Standpunfte A und 
O von einander, und hat man ao in ber Richtung von AO und dadurch 
auch die vorher beim Aufftellen des Meßtiſches aufgetragene Breitenrichtung 
af mit der abgeitedten Breitenlinie AF parallel geftellt, jo fchneidet 
jede Bifirlinie nah den Punkten E, F, @ u. f. w. im Querprofile, 
entjprechende Punkte e, f, g auf ber Menfel ab, und es find ae, af, ag 
u. ſ. w. die Entfernungn AE, AF, AG u. ſ. w. im verjüngten Maße. 
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Dean hat alfo beim Einfegen der Sondirftange und dem daburd) bewirkten 
Tiefenmeflen nicht erft nöthig, die Entfermmgen der entfprechenden Punkte 





Fig. 882. von den Ufern zu meſſen, wenn der am 

E Meßtiſche ftehende Ingenieur bie Sondir- 

> —— IT ftange beim Einfegen in der Linie EF 
Gl | anvifirt. 


| — — | Befteht nun die Breite EF, Fig. 831, 
— — eines Querprofiles aus den Theilen bi. 
a Na Sell be, d; u. ſ. w. und find die mittleren 
Ä ee Tiefen innerhalb dieſer ‘Theile a, as, @;, 
fowie die mittleren Gejchwindigfeiten cı, 
c2, c; u. ſ. w., fo hat man den Inhalt des Duerprofiles: 
F=ab t.b +9%b,+--,, 
die Wafjermenge: 
=abataboa tabu +; 
und endlich die mittlere Gefchwindigleit: 
Q — ubicı +aba+''. 
F ab + ab +. 


Beifpiel. An einer ziemlich geraden und, unveränderlichen Flußſtrecke bat man 
Folgendes gefunden: 





I 2 4 


ec = 





In den Mittelpunften der Breitentheile:| 5 12 20 15 7 
die Tiefen - - > > 2 ne. 3 6 11 8 4 
die mittleren Gefchwindigkfeiten . .| 1,9 2,3 2,8 2,4 21 


Es läßt fich daher ſetzen, der Inhalt des Querprofiles: 
F=5.3 + 12.6 + 22.11 + 15.8 + 7.4 = 455 Duabratfuß, 
das Waflerquantum: 
Q = 15.19-+72.2,3 +220.2,8+120.2,4 + 28.21 — 1156,9 Chir. 
Die mittlere Geſchwindigkeit ift: 
__.1156,9 


= 55 == 2,54 Fuß. 


8. 490 Hydrometrischer Flügel. Das vorzüglichite Hydrometer ift bet 
bydrometrifche Flügelrad von Woltmann (franz. Moulinet de Wolt- 
mann; engl. Tachometer of Woltmann), Fig. 333. Es beſteht aus einer 
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horizontalen Welle AB mit 2 bis 5 fchief gegen bie Arenrichtung ftehenden 
Fleichen oder Flügeln F, und giebt, unter das Wafler getaucht nnd ber 


Fig. 833. 





Bewegungsrichtung defjelben entgegengehalten, durch die Anzahl feiner Um⸗ 
Drehungen innerhalb einer gewiffen Zeit die Geſchwindigkeit des fließenden 
Waſſers an. Um die Anzahl diefer Umdrehungen ablefen zu Tönnen, erhält 
die Welle ein paar Schraubengänge C, und läßt man biefe zwifchen bie 
Zähne eines Rades D greifen, auf deſſen Seitenflächen Ziffern eingravirt 
find, welche an einem feiten Zeiger die Anzahl der Umdrehungen der Flügel- 
welle angeben. Um aber eine große Anzahl von Umdrehungen beobachten zu 
können, wird auf die Welle diefes Zahnrades noch ein Getriebe aufgeſetzt, das 
in ein zweite Zahnrad Z eingreift, an dem ſich, gleihjam wie am Stunden» 
weifer einer Uhr, vielfache, 3. B. fünf- oder zehnfache der Flügelumdrehungen 
ablejen laffen. Hat 3. B. jedes der beiden Zahnräder 50 Zähne, und das 
Getriebe deren 10, fo dreht fi) da8 zweite Rad um einen Zahn, während 
das erfte um fünf Zähne forträdt, oder das Flügelrad fünf Umdrehungen 
macht. Wenn der Zeiger bes erften Rabes auf 27 — 25 + 2 und der 
des zweiten auf 32 fteht, ſo ift hiernach die entſprechende Umdrehungszahl 
des Flügels: 





— 32.5 + 2 = 162, 
Das ganze Inſtrument wird mit einer Blechfahne an einen Stab gejchraubt, 
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um es bequem ind Wafler eintauchen und dem Strome entgegenhalten zu 
können. Damit aber das Räderwerk nur während der Beobachtungkzet 
umlaufe, läßt man feine Axen in Pfannen umgehen, weldye auf einem Hebel 
@ O fiten, der durch eine Feder niedergebrüdt wird, fo daß ein Eingreifen 
der Zähne des erften Rades in die Schraubengänge nur fo Lange fatt hat, 
al8 man den Hebel mittel8 einer Schnur & E emponzieht. 

Die Umdrehungszahl eines Flügels in einer gewiffen Zeit, 3. B. in einer 
Secunde, ift nicht genau der Geſchwindigkeit des Waſſers proportional, & 
(äßt fi) daher auch nicht — «.u, wo w die Umdrehungszahl, v die Ce 
ſchwindigkeit und & die Erfahrungszahl bezeichnen, fegen; es ift vielmehr 
zu jegen: 

vu + ou, 
oder genauer: 


v=u+taut pm: 
oder noch genauer: 


v=ou+YVv+ Bu, 

wo ©, diejenige Gejäimindigei bezeichnet, bei welcher das Waſſer nicht mehr 
im Stande ift, den Flügel in Umdrehung zu fegen, « und B aber Erjab⸗ 
rungscoefficienten ausdrüden. Die Conftanten v,, &, B find fitr jedes Im 
ftrument befonderd zu ermitteln. Mit Hülfe derfelben ergiebt ſich durch em 
einzige Beobachtung die Gefchwindigfeit, doch ift es ficherer, deren immer 
wenigftens zwei anzuftellen, und den mittleren Werth als den richtigen ein 
zuführen. 


Beifpiel. Wenn bei einem Zlügelrade vo — 0,110 Fuß, «a — 0,480, m 
=, alfov = 0,11 + 0,48 u ift, und man hat bei einer Beobadytung mit 
diefem Inftrumente in einer Zeit von 80 Secunden eine Umbrehungszahl von 210 
gefunden, fo ift die entfprechende Geſchwindigkeit des Waflere: 

= 011 +08: = 0114 196 = 1,87 guß 

Anmerkung 1. Die Eonitanten vo, « und 4 hängen vorzüglich von der 
Größe des Stoßwinfels, d. i. von dem Winfel ab, welchen vie Flügelfläche mi 
der Bewegungsrichtung des Woſſers und alſo aud mit ber Arenridytung ter 
Flügels einſchließt. Um bei Heinen Geſchwindigkeiten noch ziemlich genau kb 
achten zu Fönnen, ift es gut, den Stoßwinkel groß, d. i. gegen 70% zu maden. 
Uebrigens ift es zwedmäßig, Flügel von verfchievener Größe und verſchiedenen 
Stoßwinfeln zu Haben, um, je nachdem die Tiefe ober die Geſchwindigkeit ter 
fließenden Waſſers größer oder Feiner if, den einen ober den anderen anmenten 
zu fönnen. 


Anmerfung 2. Hätte ver hydrometriſche Flügel bei feiner Umdrehung fein 
Hinderniffe zu überwinden, fo würde ber Klügel AB, Fig. 934, den Bi 
CC, = CD.tang. C DC, yurüdlegen, während das Waſſer um CD fertiäuft, 
bezeichnet daher v die Gefchwinpigfeit des Waſſers und d den Stopminfl 
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OCB=CDC, veilelben, fo hat man unter diefer Vorausfegung, die mittlere 

Umprehungsgefchwindigfeit des Ylügels: 
Fig. 834. ig. 835. 8 v tang.d; ers 

es ift hiernacdh zu ermeflen, daß bei dem 

mittleren Flügelradius r die Umdrehungs⸗ 

zahl des Flügelrades 

vd, __ vtang.d 

nr  2nr 

ausfällt, und folglich direct wie die Ge⸗ 

ſchwindigkeit u des Waflers und wie bie 

Tangente des Stoßwinfele der Flügel, 

ſowie umgefehrt wie der mittlere Flügel⸗ 

halbmeſſer wädlt. 


Anmerfung 3. Um die Oberflaͤchengeſchwindigkeit des Waſſers zu finden, 
wendet man auch wohl ein kleines Blechrädchen, wie Fig. 835 repräfentirt, an, 
indem man nur beflen Untertgeil ing Wafler eintaudt. Die Anzahl der Umdre⸗ 
hungen veflelben läßt ich durch ein Raͤderwerk genau wie beim hydrauliſchen Flü⸗ 
gel angeben. 


u 





Um die Conftanten ober Eoefficienten eines hydrometriſchen 8. 491 
Tlitgelrades zu finden, ift e8 nöthig, diefes Inftrument in fließende Wafler ein- 
zuhalten, deren Geſchwindigkeiten befannt find, und bie entfprechenden Umbre- 
bungszahlen zu beobachten. Wiewohl man eigentlich nur fo viel Beobad)- 
tungen braucht, al8 Conftanten vorhanden find, fo ift es doc) viel ficherer, 
fo viel Beobachtungen wie möglich, und namentlic, auch bei fehr verfchiedenen 
Geſchwindigkeiten anzuftellen, weil man dann die Methode der Meinften 
Duadrate (f. analyt. Hulfslehren Art. 36) anwenden und dadurch den 
Einfluß der zufälligen Beobachtungsfehler herabziehen kann. Uebrigens läßt 
fich die Gefchtwindigkeit des Waſſers entweder durch eine Schwimmfugel ober 
auch dadurch, finden, dag man das Wafler in einem Aichgefäße auffängt, und 
die darin gemeffene Wafjermenge durd) das Duerprofil dividirt. Bei Anwen- 
dung der Schwimmkugeln ift ruhige Luft und eine gerade und gleichförmig 
fließende Waflerftredte nöthig. ‘Der Flügel ift an mehreren Stellen des von 
dem Schwimmer durrchlaufenen Weges einzuhalten, und es ift auch die Ge⸗ 
nauigfeit befördernd, wenn der Durchmeſſer der Schwimmkugel ungefähr gleich 
ift dem Durchmeſſer des Flügelrades. 

Biele Vortheile gewährt die zweite Beftimmungsweife, wo man das Wafler, 
in welches der Flügel eingetaucht wird, in einem Aichkaſten auffängt. Zu 
biefem Zwecke, und zum Yuftiren der Hhdrometer Überhaupt, ift es ſehr gut, 
wenn ber Öydraulifer über ein beſonderes, aus einen Ausflußfaften, einem 
AHichrefervoir und einem zwiſchen beiden befindlichen Gerinne beftehendes 
hydrauliſches Obfervatorium verfügen kann. Dei einem folchen ift 
ohne Umftände dem Waſſer jede beliebige Gefchwindigfeit zu ertheilen, ins 
bem man nicht nur den Eintritt in das Gerinne, fondern auch die Bewegung 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. 1. 61 
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in demſelben durch Einſatzbretter nach Willlür reguliren kann. Bei den 
Beobachtungen hat man den Flügel an verjchiedenen Stellen eines Dur: 
profiles im Gerinne einzuhalten, die Tiefe dieſes Profiles durch Waſſerſtande 
fcalen zu meſſen, und endlich das in irgend einer Zeit durchgelaufene Walter 
im unteren Refervoiv zu aichen ($. 480). Den Inhalt F’ des Querprofiles 
erhält man durch Multiplication der mittleren Waſſertiefe mit der mittleren 
Breite, und das Waſſerquantum Q erhält man aus dem mittleren Querſchnitte 
G des Aichmaßes und der Höhe s des in der Zeit zugeflofienen Waſſerquan⸗ 
tums durch die Formel 


@G8 
Ä -n 
aus Q und F folgt zulegt die mittlere Waflergefchwindigfeit: 
„2. 
FT Ft 


Die entfprechende Umdrehungezahl u des Flügels ift das Mittel aus allen 
Umdrehungen, welche man erhält, wenn man das Inftrument in verfchiedenen 
Breiten und Tiefen des ausgemefjenen Duerprofiles einhält. 

Hat man nun bei einer Verſuchsreihe die mittleren Geſchwindigkeiten ı', 
9, da u. f. w. und die entfpredhenden Umdrehungszahlen gefunden, jo erhält 
man durch Subftitution in der Formel: 

v=ı + oau, 
oder in der genaueren: 

v=au+ Ve + Pu 
fo viel Beſtimmungsgleichungen für die Conftanten vo, &, 6, als Beobach⸗ 
tungen angeftellt worden find, und man kann num hieraus die Conftanten 
felbft finden, indem man entweder das Art. 36 der analyt. Hülfelehren ange 
gebene Verfahren anwendet, oder indem man diefe Gleichungen in jo wid 
Gruppen theilt, als unbefannte Conftanten vorhanden find, und dieſe durd 
Addition zu fo viel Beftimmungsgleichungen vereinigt, als zur Ermittelung 
von 29, & und nad) Befinden P, nöthig find. 

Unter der Vorausfegung, daß die paffiven Widerftände des Inſtrumentes 
flein genug find, um fie außer Acht laſſen zu können, läßt fi) »— au fegen 
und & dadurch finden, dag man das Flügelrad im ftiftehenden Waſſer fort 
bewegt und hierbei die Anzahl n — ut der Umdrehungen beobachtet, weld« 
es bei Durchlaufung eines Weges s — vt mad. Es ift dann: 

® vi 8 
az — m „oo 
U ul n 

Anmerfung 1. Wenn man die einfachere Formel mit zwei GSonftanten zu 
Grunde legt, fo Fann man nad) der Methode ver fleinften Quadrate feßen: 

_ ZHIED-EZRNEYN) _ Z(EIEY)— :(ey)E@) 


% = Fa) - FR "77ER - FEN 
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u. 1 u . m 
wobei x = 5 und y = 7 und das Zeichen S die Summe von allen ihm fols 


genden gleichnamigen Werthen, 3. 2. 
1 1 1 
ea=-,tr,.tr,.tr 
x — 1% 1, 1 ,% 
ent 
bezeichnet. 


Beifpiel. Man hat mit einem feinen hydrometriſchen Klügel bei den Ger 
Ychwinbigfeiten: 
0,163; 0,205; 0,298; 0,366; 0,610 Meter, 
vie Umprehunaszahlen pr. Secunde: 
0,600; 0,835; 1,467; 1,805; 3,142 
beobachtet, und foll nun die diefem Flügel entfprehenden Gonftanten beflimmen. 
Mit Hülfe der in der Anmerfung gegebenen Formel folgt, da 


1 „ 
P3 (2) = 0,168 + 0.205 + ... = 18,740, 
0,600 , 0,885 
P3 (V) — 0.163 + 0205 + ... 22,759, 
1 \2 1 12 
= (@) = (8) + (0555) +2 = 82,846, 
z (y?) = 105,223, und ss 
0,600 _ 
ent at S0661 
ist, 
„„ — 105.223. 18,740 — 80,961.22,759 _ 1295 _ 069 und 
0 = 752,846. 105,228 — OU em 
368,8 _ 
ad — 3163 = 0,1703, 


daher gilt für diefes Infteument die Formel: 

v —= 0,060 + 0,1708 u. 

Setzt man hierin u —= 0,6, fo befommt man: 

v —= 0,060 + 0,102 = 0,162; 
ferner u — 0,835 giebt: 

v = 0,060 + 0,142 = 0,202; 
ferner % = 1,467: 

v — 0,060 + 0,249 = 0,309; 
ferner « = 1,805: 

v = 0,060 -+ 0,307 = 0,367; 
endlich u —= 3,142: 

v = 0,060 + 0,535 — 0,595; 
es findet alfo eine fehr gute Uebereinftimmung diefer berechneten Werthe mit den 
beobachteten ftatt. . 


Anmerfung 2. Man kann auch nad Lapointe das hydrauliſche Flügelrad in 
eine cylindriſche Nöhre einſetzen, und fi von demſelben die Geſchwindigkeit bes 
durchfließenden Waflers angeben laffen. Der Zählapparat kann dann außerhalb 
des Waſſers flehen und mit dem Rade durch eine ſtehende Welle in Berbindung 
gefeßt werden. Lapointe nennt dieſes Inftrument une tube jaugeur (j. Comptes 


61* 
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rendues T. XXV, 1848; aud Polytechn. Centralblatt 1847. Yig. 836 führt 
Fig. 836. eine iveelle Darftellung des hydrometriſchen Alügel: 
rades in einer Röhre vor Augen. Das Ylügelra 
ACB fett auch hier mittels Schraube ohne Ende 
eine Welle DE in Umdrehung; die leßtere if aber 
mittels einer Stopfbüchfe F' aus der Röhre RR. 
in welder das zu meflende Wafler fliegt, in das 
Gehäufe G H des Zählapparates geführt, beiten 
innere Ginrihtung fehr verſchieden fein kann. 
Anmerfung 3. In Franfreih fängt man er 
feit Kurzem an, dem bypraulifchen Flügelrade die 
nöthige Aufmerffamfeit zu fchenfen. Wir finten 
eine ausführliche Abhandlung über dieſes Inüre: 
ment in den Annales des ponts et chaussees, T. XIV, 1847, von Baumgar— 
ten, und einen Auszug hiervon im Polytechnifhen Gentralblatte, 1849. Hen 
Baumgarten empfiehlt befonvers die Schraubenflügel, und madt hierzu ned 
manche Bemerfungen, die mit den von uns allerdings fchon längit gemachten Gr: 
fahrungen ganz im Ginflange flehen. Ein neues hydrometriſches Flügelrad mt 
einer langen Schraube und ohne Räder befchreibt Boileau in feinem Traite de 
la mesure des eaux courantes. " 





8. 492 Pitot'sche Röhre. Die übrigen Hhdrometer find unvollfommener als 
ber hydraulische Flügel, denn fie gewähren entweder weniger Genauigkeit, oder 
fie find umftändlicher im Gebrauche. Das einfachfte Inftrument diefer Art it 
die Pitot’fche Röhre (franz. la tube de Pitot; engl. Pitot’s tube). In 
feiner einfachften Geftalt befteht e8 in einer gläfernen Knieröhre ABC. 

Fig. 837. dig. 837, weldye fo ins Wafler gehalten wird, bat 
der untere ‘Theil derfelben horizontal und dem Waileı 
entgegen zu ftehen kommt. Durch den Waſſerſtoß 
wird nun in diefer Röhre eine Waflerfäule zurüd: 
gehalten, die iiber das Niveau des äußeren Waſſer⸗ 
jpiegel8 zu ftehen kommt, und die Erhebung DE 
diefer Waflerfäule fällt um fo größer aus, je größe 
der Stoß oder die ihm erzeugende Geſchwindigkeit dei 

Waſſers ift; es kann daher auch umgekehrt, diefe Er⸗ 

bebung oder Niveaudifferenz als Maß der Geſchwindigkeit des Waflers dienen. 

Segen wir diefe Erhebung DE über den äußeren Wafferfpiegel, — A, m 

die Gejchwindigfeit de8 Waflers, — v, fo fünnen wir, wenn u eine Erfah 

rungszahl bezeichnet, 





c? — 
Rh = —— 
2 gu? 
jegen, und daher umgekehrt 


v—=uV2 9 h ober einfacher 
v— du Vh. 
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Um die Conftante d zu finden, hält man das Inftrument an einer 
Stelle ind Wafler, wo die Gefchwindigkeit v, bekannt ift; zeigt ſich hier. die 


Erhebung — h,, fo hat man für die Conſtante Y — . welche nun in 
Vh ‘ 


anderen Fällen, wo die Gefchwindigfeit mit diefem Inftrumente gefucht wer- 
den foll, zu gebrauchen ift. 

Um das Ablefen der Höhe Ah zu erleichtern, läßt man das Inftrunent aus 
zwei Röhren AB und CD beftehen, und wie Fig. 838 zeigt, aus ber 
einen ein Röhrchen Z in der Stromrichtung, aus der anderen aber zwei Röhr- 
hen F und F, rechtwinkelig gegen die Stromrichtung, durch beide Röhren 
aber einen einzigen Hahn FI gehen, womit man die Waflerfäulen in beiden 

Big. 888. Röhren abfperren Tann. Zieht man das Inftrument 
aus dem Wafler heraus, fo Tann man bequem an 
‚einer zwiſchen beiden Röhren befindlichen Scala bie 
Differenz XL — h ber beiden Waſſerſäulen ablefen. 
Damit das Wafler in der Röhre Feine großen Schwan⸗ 
fungen annehnte, ift es nöthig, den Röhren enge Ein» 
mündungen zu geben, und damit das Abfperren der 
Röhren ſchnell und ficher vor fich gehen könne, ver⸗ 
fieht man den Hahn mit einem Arme und einer in 
der Figur größtentheild punktirten Zugftange US, 
welche oben nahe an der Handhabe des Inftrumentes 
ſich endigt. 

Anmerkung 1. Wenn aub die Pitot’fche Röhre 
nicht die Genauigfeit gewährt wie das hydrometriſche Klü- 
gelrad, fo ift fie doch wegen ihres einfachen Gebrauches 
ein fehr zu empfehlendes Inftrument. Der Berfafler han- 
delt im Polytechnifchen Gentralblatte, 1847, etwas fpes 
cieller von dieſem Inftrumente, und theilt auch daſelbſt 
eine Reihe von Erfahrungszahlen und die daraufgegründete 
Beftimmung des Coefficienten y mit. Bei feinem In⸗ 
firumente find die Gefchwinpigfeiten zwifchen 0,32 und 
1,24 Meter, v = 3,545 Vh Meter zu feßen. 

Anmerfung 2. Duhemin empfiehlt eine Pitot'ſche 
Nöhre mit Schwimmer. Da diefelbe ziemlich weit fein 
muß, fo giebt fie eine nicht unbetraͤchtliche Stauung, wes⸗ 
halb fle in engen Canaͤlen nicht zu gebrauden ift (f. 
Ducdhemin: Recherches experim. sur les lois de la resistance des fluides). 
Boileau befchreibt in dem oben ($. 412) citirten Werke eine neue Pitot'ſche 
Nöhre mit einem feinen Aichgefäße, wodurch bie Geſchwindigkeit des fließenden 


Waſſers mittels der Waſſermenge, welche das Iehtere über den Waſſerſpiegel drückt, 
gemeflen wird. 


SET TEE TEL em. nn 
LEITETE: 
4 


W 
'B 
‚Eh 

A 

u 


FERELTRUFE INES: ZEBAT 
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. 493 Stromqusdrant. Der Stromquadrant oder das hydrometriſche 
Pendel (franz. pendule hydromötrique; engl. hydrometrical-pendulum' 
ift vorzäglid) von Zimenes, Michelotti, Gerftner und Eytelwein zum 
Meſſen der Geſchwindigkeit fließender Waller angewendet worden. Ziejes 

Fig. 839. Inſtrument befteht aus einem in Grade und feiner 
C L_ p Theile eingetheilten Duadranten AB, Fig. 839, und 
aus einer im Mittelpunkte C deſſelben mittel3 eine 

Fadens aufgehängten Metall: oder Elfenbeinfugel Xvon 

2 bi8 3 Zoll Durchmeſſer; es giebt die Geſchwindig 

> keit de8 Waflers durch den Winkel ACE an, um welden 

Fu j _ F der von der Kugel geſpannte Faden von der Verticalen 

— — —COA abweicht, wenn man die Ebene des Inſtrumemes 

in die Richtung des Stromes bringt, und die Kugel unter das Wafler tauchen läft 
Da der Winkel nicht leicht 40 und mehr Grade beträgt, fo giebt man dieſem 
Inftrumente oft nur die Form eines rechtwinfeligen Dreieckes und bringt die 
Gradtheilung auf der horizontalen Kathete deffelben an. Zum Einfteler 
der Inder» oder Nulllinie in die Verticale wendet man am beften cine oben 
auffigende Röhrenlibelle an, oder man bedient ſich dazu der Kugel jelbit, inden 
man diefelbe außerhalb des Waſſers hängen läßt und das Inftrument fo lange 
dreht, bis der Faden in die Nulllinie der Eintheilung fällt. Wei Geſchwin. 
digfeiten unter 4 Fuß kann man fid) einer Elfenbeinfugel, bei größeren Ge 
ſchwindigkeiten muß man ſich aber ſchwerer Metalltugeln bedienen. Wegen der 
fteten Schwankungen der Kugel in der Bewegungsrichtung des Waſſers fo 
wohl al8 auch rechtwinkelig gegen die Stromrichtung ift das Ablefen ziemlich 
befchwerlich und läßt viel Unficherheit zurlid;; es ift daher dieſes Inſtrument 
nicht zu den vollfonımmeren zu zählen. 


Die Abhängigkeit zwifchen dem Ablentungswintel und der Gefchwindigteu 
des Waſſers läßt fich bei einer nicht fehr tief eingetauchten Kugel auf folgende 
Weiſe ermitteln. Aus dem Gewichte G der Kugel und aus dem mit dem 
Quadrate der Gefchwindigkeit » und dem Querſchnitte F der Kugel glei; 
mäßig wachſenden Waſſerſtoße P = u Fr”, folgt eine Mittelfraft R, derer 
Richtung auch der Faden anninmt, und welche beſtimmt ift durch den Ablen- 
fungswinfel d, für den man hat: 








2,2 
tang. o —f = ur: ; 
es ift daher auch umgekehrt: 


6 G 
v2 = G —— d, und v — V& . V tang. 6, 





d. i.— 


v VVtang. o, 
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wenn » einen Erfahrungscoefficienten bezeichnet, den man vor dem Gebrauche 
auf dem oben angegebenen Wege ($. 491) zu ermitteln hat. 


Rheometer. Die übrigen Hybrometer, ald: Lorgna's Wafferhebel, $ 494 
Kimenes’ Wafferfahne, Michelotti’8 hydrauliſche Schnellwage, 
Brünning’8 Tachometer, Poletti’8 Rheometer u. f. w., find im 
Gebrauche umftändlicher und zum Theil auch unficher. Das Princip ift bei 
allen diefen Inftrumenten daſſelbe; diefe Inftrumente find aus einer Stoß- 
fläche und einer Wage zufanumengefegt, und es dient die Iegtere dazu, ben 
Stoß P des Waffers gegen die erftere anzugeben; da biefer aber — u F’v? 
ift, jo hat man umgekehrt: 


VER 


wo » eine von der Größe ber Stoßfluche F abhängige Erfahrungsconftante 
bezeichnet. 

Das Aheometer, welches in der neueren Zeit von Poletti vorgefchlagen 
wurde, und int Wefentlichen nicht von Michelotti’8 hybrometrifcher Schnell- 
wage abweicht, befteht aus einem um eine fefte Are C drehbaren Hebel AB, 
Fig. 840, und einem zweiten Arm: CD, an welchen die Stofßfläche ober, 

Fig. 810. nad) Poletti, ein bloßer Stoßftab angefchraubt wird. 
Um dem Stoße des Waſſers gegen biefe Fläche das 
Gleichgewicht zu halten, werden in die am Hebelende 
A hängende Blechbüchſe Gewichte oder Schrotförner 
eingelegt, und um die leere Wage im ftillftehenden 
Waſſer ind Gleichgewicht zu fegen, ift bei B ein Ge: 
gengewicht angeſetzt, welches das äufßerfte Ende des 
Armes CB ausmadit. Aus dem aufgelegten Gewichte 
G folgt die Stoßfraft P mittel® der Hebelarme 
CA=aumd CF= b, durd) die Formel Pb= Ga, | 
weshalb nun 


a P Vet - 
— li — — _ G 
P=zGun: V& SF vV@ 


ift, wo % wieder cine Erfahrungsconftante bezeichnet. 

Ein nad) demſelben Principe conftruivtes Hydrometer, wo dem Waſſer⸗ 
ftoß durch die Kraft einer Feder das Gfeichgewicht gehalten wird (hydro- 
metre dynamometrique), befchreibt Boileau in feiner Abhandlung über 
das Waſſermeſſen. 

Anmerkung 1. Weber die letzteren Hybremeter wird ausführlicher gehandelt 
in Eytelwein's Handbuch der Mechanik fefter Körper und ber Hybraulif, ferner 
in Gerfiner’s Handbuch der Mechanif, Bd. IL, in Brünning’e Abhandlung 
über die Geſchwindigkeit des fließenden Waflers, in Benturoli’s Elementi di 





4 
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Meccanica e d’Idraulica, Vol. II. Wegen Poletti's Nheometer it in Ding: 
ler's Polytechn. Iournal, Bd. XX., 1826, nachzuſehen. Stevenfon’s Hydre⸗ 
meter ift der Woltmann’fche Flügel, f. Dingler’s Journal, Br. LXV. 1822, 
Die nach Art der Reactionsräder conftruirten Hydrometer und Gasuhren werten 
im folgenden Gapitel abgehanbelt. 


Anmerkung 2. Gin befonders au zum praftifchen Gebrauch zu empfeblentes 
Werk if die Hydrometrie ober praftifhe Anleitung zum Waffermeflen, ver 
Bornemann, Freiberg 1849. Der Schrift ven Boileau ift fchon mieberbelt 
gedacht worden (f. $. 412 u. f. w.). 


Neuntes Capitel. 
Bon der Kraft und dem Widerftande der Flüffigkeiten. 


. 495 Beaction des Wassers. Der Gefanmtdrud des in einem Gefäß 
ſtillſtehenden Waſſers reducirt fid) nad) F. 362 auf eine dem Gewichte diefer 
Waſſermaſſe gleiche Berticallraft; wenn aber das Gefüß AF, Fig. 841, 

Big. 84. eine Oeffnung F’ bat, durd) welde 
das Waſſer ausfließen kann, fo erla: 
det diefe Kraft eine Veränderung, umd 
zwar nicht allein, weil in F ein Theil 
der Gefäßiwand ausfällt, fondern auch 
deöhalb, weil das der Mündung zu 
fließende Wafler wie jeder andere Kör⸗ 
per, der feinen Bewegungszuſtand 
ändert, vermöge feiner Trägheit rea: 
girt. Die Bewegungsänderung eines 

Körpers kann ſich fowohl auf ein 

Veränderung ber Gefchwindigfeit alt 

auch auf eine Veränderung der Bewegungsrichtung erjtreden; und daher kann 

aud) die Reaction (franz. röaction; engl. reaction) des ausfliefenden 

Waſſers ſowohl aus einer Beichleunigung als aud) aus einer ftetigen Rich 

tungsänderung des der Mündung zuftrömenden Waſſers entipringen. 

Auf folgendem Wege gelangen wir fogleich zur Kenntniß der vollftändigen 

Reaction des Waflers in einem Ausflußgefäße. 

Es fei c die Geſchwindigkeit des durch die Mündung F fließenden Wai- 

ſers, cı die relative Gefchwindigfeit des Waſſers an der Oberfläche bei A, 
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G ber Inhalt diefer Fläche und A die Drudgöhe AD in ber Ausmündung. 
Dann haben wir: 


2 ce} 

Ti 77 
und das Ausflußguantum: 

Q — Fec= GC. 


Denken wir das Gefäß AF, Fig. 841, mit einer Gefchwindigkeit v 
horizontal fortgehend, fo müſſen wir für die abjolute Gefchwindigfeit cz 
des eintretenden Waſſers: 

g=ec+ %, 
und bei dem Neigungswintel ER— — a ber Strahlare gegen ben Horizont, 
für die abfolute Geſchwindigkeit 20 des austretenden Strahles: 
w? = c? + v? — 2cv cos. 


fegen. 
Nun ift da8 Arbeitsvermögen des Waſſers vor dem Ausfluffe: 


2 
1=( +) 9,= (d@ +1) 97, 
Dagegen das Arbeitsvermögen defjelben nad; dem Ausfluffe: 


0? c? ve — 2cv cos. a 


F ) 9. 


daher folgt das dem Waller entzogene und auf das Gefäß übergetragene Ar⸗ 
beitsguantum: 


L=-hL—-L= (A — c— en cos. &£ + r) 07, 
der, da ori 
oder, 5— 5* iſt: 
cv COS. & 
L= —— Or; 
und hiernach der horizontale Component der Reaction bes Waffers: 
L C 008.0 
H= ı" 7 Q9>7. 


Da Q = Fe iſt, fo haben wir aud): 
2 2 
H= 7 Fy cos. « =2.,, Fy cos. —= 2hF'y cos. u 
und daher bei einem horizontal gerichteten Strahle, wie Fig. 842: 
H=2hf). 
Es ift alfo die Reaction eines horizontalen Strahles gleid 
dem Gewichte einer Wafferfäule, weldhe den Querfähnitt bes 


Strahles zur Bafis und. die doppelte Geſchwindigkeits— 
höhe (2%) zur Länge hat. 
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Anmerkung Eın Engländer, Peter Ewart, bat in der neueren Zeit tie 
Nichtigkeit dieſes Geſetzes durch Verfuche zu beitätigen gefucht (ſ. Memoirs of the 
Manchester Philosophical Society, Vol. II., ever den „Ingenieur, Zeitichrrit 
für das gefammte Ingenieurwefen“, Bd. I.). Hierbei wurde das Gefäß HRF, 

fig. 812. Fig. 842, an eine horigentale Are C aufgeben: 
gen, und die Reaction durch eine Winfelbebel: 
wage ADB gemeflen, auf welde dad Skiir 
mittels eines herizontalen Stabes AG wirkte, 
ver fih genau der Mündung F’ gegenuber, an 
das Gefäß anitemmte. Beim Ausflufle durd 
eine Mündung in der dünnen Wand ergab rd: 
— — 
t Bir 
Sept man den Strahlquerfchnitt 
.F, = 0,64.F 
und die effective Ausflußgeſchwindigkeit 
v = 0,% v 
(1. $. 405), fo erhält man nah der tbecrett: 
ihen Formel: 
r=2:%.74=2.08.04.2 = 118 F 
ur ıy = #.V, .O, 29 y=Jh 2g Yı 
alfe ziemlich vaffelbe, was die Verfuche gegeben haben. Bei einer nach tem cen- 
x 
trahirten Waflerftrahle geformten Mündung wurde P = 1,73 I, F'y, der Aus 


fluß: oder Gefchwinpigfeitscoefficient aber —= 0,94 gefunden Da ber }} = F 
und v, — 0,94 ift, fo hat man theoretiſch: 
8 


—X 
I 42 — — — 
P = 2.094 5 Fy= 1717 29 





F'y, 


alſo wieder eine gute Webereinftimmung. 


. 496 Denkt nıan fi) das Ausflußgefiß AF, Fig. 843, mit einer Geſchwin 
digkeit © vertical aufwärts bewegt, fo hat man für die abfolute Ge— 
Fig. 848. Ichwindigfeit des eintretenden Waſſers 
g=v— co, 
und dagegen für die des ausfließen- 
den, bei ber im vorigen Paragraphen 
gebrauchten Bezeichnung: 
02 — c? + v2? + 2cvcos.(90°+ «) 
=0?+ v0? — 2crsin.e. 
Es ift hiernad) das ganze ei 
ftungsvermögen der Waſſermenge 0 
pr. Secunde: 


2 = (+) er 


dagegen das bes obfliehenben Waſſers: 
ILa — (0 + v2 — 2cv Sin. ) QY, 
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und folglid) die mechanifche Arbeit, welche das Waſſer dent Gefäße mitge- 
theilt hat: 


rc c? — c? Lersin.a 
L=h- „= (Herten) QY, 
c? c2 
_ et _. ;0. 
oder,dah = 29 27 ift: 


L— (ce sin. « — c)r 


9 
und die entſprechende Verticalkraft: 
rl) rn line 59 


= (ine 7) 5 Fr = (ine G) 
— (sin. - 993 Fy = \sin.a — G .2hFy. 
It die Ausflußmündung Hein gegen die Oberfläche G, jo bat man 
re 0, und daher den verticalen Conponenten der Reaction: 
V=2hFy sine. 
Nach dem vorigen Paragraphen hat man aber den horizontalen Compo— 
nenten diefer Kraft: 


QY, 


H= 2hFy cos.e, 
daher ift die vollftändige Reaction des Waſſers: 
R=Vr+ı M=2hry, 
und die Richtung derfelben der Bewegung des ausfliegenden Waflerd genau 
entgegengejegt. 
Iſt FG, fließt 3. B. das Waffer durch eine Überall gleichweite Röhre, 
fo hat man — — 1 und daher: 
V=(sin.a — 1). 2hAFy= — (1 — sino).2h Fy; 
dann wirft alfo V nicht nad) oben, fondern nad) unten, und es ift die voll- 
ftändige Reaction: 


R=VV:+ H—=V eos. a? + (1 — sin. 0)2.2hFYy 


Big. 84. — V2 (1 — sin.e).2h Fy 
— 4AhFY sin. (45° — 2). 
Für = — 90°, d. i. wenn die Nöhre einen 


Halbfreis bildet, iſt = 4hFY. - 

Iſt « — + 90, fo hat man es alfo im Allge- 
meinen mit dem Ausfluſſe, wie Fig. 844, zu thun, 
und ee ift Z = 0 umd 


— 9 7 2 ar=(1 — 5) 2hFy, 








‚497 
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folglich fir = = 


V—=R—2hFY. 
Um diefe Kraft wird da8 ganze Gewicht des im Ausflußapparate befind- 
lichen Waflers vermindert, wenn das Iegtere zum Ausfluß gelangt. 


Stoss und Widerstand des Wassers. Das Wafler oder eine an- 
dere lüffigfeit Übt gegen einen feiten Körper einen Stoß aus, wenn fie 
mit diefem zufammentrifft, und dadurd) in ihrem Bewegungszuftande ver: 
ändert wird. Bon dem Stoße ift der Widerftand (franz. resistance: 
engl. resistence), welchen da8 Waſſer der Bewegung eined Körpers entges 
genjegt, nicht wefentlich verſchieden. Die Unterſuchung beider Kräfte bildet 
den dritten Haupttheil der Hydrauli. Man unterfcheidet zunächft von ein- 
ander: 1) den Stoß ifolirter Wafferftrahlen (franz. choc d’une reine 
de fluide; engl. impact of an isolated stream), 2)den Stoß im begren;- 
ten Waffer oder Gerinne (franz. choc d’un fluide defini; engl. im- 
pact ofa bounded stream), und 3) den Stoß im unbegrenzten Waſſer 
(franz. choc d’un fluide ind£fini; engl. impact of an unlimited stream). 
Ein Stoß der erften Art findet ftatt, wenn fi) dem aus einem Gefäße au 
fließenden Waſſerſtrahl ein Körper, 3. B. die Schaufel eines oberfchlägigen 
Waſſerrades, entgegenftellt; ein Stoß der zweiten Art tritt ein, wenn bas 
Waſſer in einem Canale oder Gerinne gegen einen, den Querfchnitt des Te 
teren ganz ausfüllenden Körper, 3. B. gegen die Schaufel eines unterjchlä- 
gigen Waflerrades trifft; die dritte Art kommt eudlid) vor, wenn ein fließen 
des Wafler gegen einen in daffelbe eingetauchten Körper trifft, deſſen Ouer- 
ſchnitt nur ein fehr Feiner Theil ift vom Querſchnitte des Waflerftromes, wie 
3. B. wenn e8 gegen die Schaufeln eines Schiffmithlenrades ftößt. 

Uebrigens ift zu unterfcheiden, der Waflerftoß gegen ruhende und ber 
gegen bewegte Körper, ferner der Stoß gegen frumme Flächen md 

Fig. 845. der gegen ebene Flächen, und bei 
legterem wieder, der ſenkrechte und 
der ſchiefe Stoß. 

Wir betradjten gleich einen allge 
meineren Fall, nämlic) den Stoß einee 
iſolirten Strahle8 gegen eine Rota- 
tionsfläche, welche ſich in ihrer eige- 
nen, mit der der Bewegungsrichtung 
des Strahles zufanmenfallenden Ar 
bewegt. 


Stoss isolirter Strahlen. Es 
fi BAB, Big. 845, eine Rota— 
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tionsflädhe, AP ihre Are, und FA ein in der Richtung diefer Are an- 
treffender Waſſerſtrahl; fegen wir die Geſchwindigkeit des Waflers, — c, die 
der Fläche, = v und den Winfel BT P, welchen die Tangente DT am 
Ende B der Erzeugungscurve ober jeder die Fläche verlaflende Waſſer⸗ 
faden BD mit der Arenrihtung B einſchließt, — «, nehmen wir endlich 
noch an, daß das Waſſer beim Hinlaufen ar®ber Fläche durch Reibung an 
Lebendiger Kraft nichts verliere. Das Waſſer trifft die Fläche mit der rela- 
tiven Gefchwindigfeit c — r und geht daher auch mit diefer an der Fläche 
bin, entfernt ſich alfo auch mit derfelben in den Tangentialrichtungen TB, 
T B. ſ. w. von der Fläche. Aus der Tangentialgefhwindigket BD—=c — v 
und der Arengefhwindigkeit BE — v ergiebt ſich aber die abſolute Ge- 
ſchwindigleit BC — cı des Waflers nah dem Zuſammenſtoße mit der 
Fläche durd) die bekannte Formel: 
g= Ve — v)? +2(ce— r)vco.a + ?, 
Nun Tann aber Waflerguantum Q durch feine lebendige Kraft die 


mechanifche Arbeit > — + 9% verrichten, wenn es hierbei feine Geſchwindig⸗ 

feit c volltommen uuft: ed ift demnach auch das im Waſſer zurüchleibende 
2 

Arbeitsvermögen — En - 9Y, folglich die auf die Fläche ütbergetragene 

Arbeit: 





_ da c’ _ed—qg 
Pr=,,973,9= 2, 97 
ce? — (ce — v2? — 2 (ce — v)v cos. — v? 
— ——— 
— 92 — — 
—2w—2rt—2le—o)von® gi. 
29 
Pv= (1 — cos. e) zn: QY, 


und die Kraft oder der Wafferftoß in der Arenrichtung: 
P= (on) ® ) g9y. 


Geht die Fläche dem Wafler mit ber Sewindigfeit v entgegen, fo 
hat man: 


P=(1 — cos.e) en 97, 


und ift biefelbe ohne Bewegung, alfo v — 0, fo ftellt fich der Stoß 
ober hydrauliſche — 


— (I1 — cos. 93 0 
heraus. 
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Es folgt hieraus, daß der Stoß einer und derfelben Waffermaji: 
unter übrigens gleihen Umftänden der relativen Geſchwin— 
digfeit ce Tr des Waffers proportional ift. 

Aus dem Inhalte F' des Qucrfchnittes von Waflerftrahle folgt das zum 
Stoße gelangende Waſſerquantum Q — F(c+r); daber: 

@ (e Fe)? 
P=(1-— cose) ‘- ei Fy; 
und für © —= 0: 
2 
P=(1 — cos.«) 2 Fy. 


Bei gleihem Querſchnitte bes Strahles wächſt alfo hier: 
nad der Stoß gegen eine vuhende Fläche wie dag Quadrat 
der Gefhwindigfeit des Waffers. 


499 Stoss gegen ebene Flächen. Ter Stoß eines und deſſelben Wai- 
ferftrahles hängt vorziiglich au) nod) von dem Winfel «@ ab, unter welchem 
das Wafler nach dem Stoße ſich von der Are entfernt; er ift Null, wenn 
diefer Winkel — Null ift, und dagegen ein Maximum, nämlich 


CE 
— 2 N QY, 
wenn diefer Winkel 180°, alfo deſſen Coſinus — — 1 ausfällt, wo das Waſſer, 
Big. 846. Fig. 847. Wie Fig. 846 vepräfentirt, im de 


entgegengefegten Richtung die Fläche 


— B verläßt, in welcher es diefelbe trifft. 
N Veberhaupt ift derfelbe bei concaven 
u — p Flächen größer als bei converen, 


weildort der Winkel ſtumpf, alfo der Go: 
finus negativ ausfällt und 1 — cus.a 
in 1 + cos. @ übergeht. 

Am häufigften ift die Fläche, wie Fig. 847 vorftellt, eben, und daher 
a = 90°, alfo cos. « — 0 und der Stoß 


ME) 
Marge 07; 





bei einer ruhenden Fläche: 
RL, ER N, 
— = r = —— 


Der Normalſtoß des Waffers-gegen eine ebene Fläche iſt 
alfogleihdem Gewichte einer Wafferfänle,weldezur Bafis 
ben Querſchnitt F des Strahles und zur Höhe die zweifache 


— c? 
Geſchwindigkeitshöhe (2 h=%. 2) bat. 
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Die hierüber angeftellten Berfuche von Michelotti, Vince, Langsdorf, 
Doffut, Morofi und Bidone 
haben ziemlich zu den nämlichen Er- 

E gebniffe geflihrt, wenn der Querſchnitt 
der geftogenen Fläche mindeftens 6mal 
fo groß war, als der des Strahles, 
und wenn biefe Fläche wenigſtens 
zweimal fo weit von der Ebene ber 
Ausflußmündung abjtand, als bie 
Strahldide maß. Der Apparat, 
welcher Hierbei in Anwendung ge- 
fonımen ift, beftand in einem Hebel, 

ähnfich wie Poletti's Rheometer (3.494), welcher auf der einen Seite den Waf- 

ferftoß aufnahm, dem durch Gewichte auf der anderen Seite das Gleichge- 
wicht gehalten wurde. Das Inftrument, welches Bidone angewendet hat, 
ift in Fig. 848 abgebildet. BC ift die von Strahle FA geftoßene Fläche, 

G die Wagfchale zur Aufnahme von Gewichten, ferner D die Drehungsare 

und K und L find Gegengewidhte. 

Anmerfung Die ausführlihiten Verſuche über den Waſſerſtoß find von 
Bivone ©. Memoire de la Reale Accademia delle Scienze di Torino. 
T. XL. 1838. So wurden bei einer Geichwinbigfeit von minbeftene 27 Fuß und 
an Meffingplatten von 2 bis 9 Zoll Durchmeſſer angeftellt. Im Allgemeinen 
fand Bidone ben Normalftoß gegen eine ebene Fläche etwas größer ale 2 Fhy, 
doch ift tiefe Abweichung wohl einer Bergrößerung bes Hebelarmes beizumeflen, 
welche durch das zurüdfullende Wafler erzeugt wurde. S. Duchemin: Recher- 
ches experimentales sur les lois de la resistance des fluides (ins Deutfche 
überfegt von Schnufe). Wenn die geftogene Fläche der Mündung ganz nahe 
war, fo fiel bei Bipone P nur 1,5 Frhy aus. Wenn ferner die Fläche mit 
dem Strahle gleihen Duerfchnitt hat, in welhem Falle das Wafler nur um einen 
fpigen Winkel « abgelenkt wird, fo it nah du Buat und Langsdorf, P nur 
—=Fhy. Endlich bat fih auch bei Bidone und Anderen ergeben, baß der Stoß 
im erften Augenblicke beinahe noch einmal fo groß if, als der permanente Stoß. 
Bergleihende Berfuche über den Stoß und die Reaction des Waſſers mit Hülfe 
eines Reactionsrades find von dem Berfufler angeftellt worden, fiehe deſſen 
„Srrerimentalhybraulif”, fowie den „Civilingenieur“ Bd. I. 1854. 

Durch neuere Verſuche über ven Stoß ifolirter Luft: und Waflerftrahlen (fiche 
„Givilingenieur”, Bb. VII. Heft 5, und Bd. VIII. Heft 1) hat der Verfaſſer ge- 
funden, daß der effective Stoß eines ifolirten Luft- oder Waflerftrahles gegen eine 


normale Ebene, 92 bis 96 Procent der theoretifchen Kraft P— er it, daß 


dagegen der Stoß eines ſolchen Strahles gegen eine hohle Motationsfläche, welche 
vie Richtung des aufichlagenden Strahles um d = 134 Grad abändert, nur 83 


bis 88 Procent der theoretifchen Kraft P= c(l — cos. d) vr ausfällt. 
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Maximalarbeit des Stosses. Die mehanifdhe Arbeit 


Pvr=(1 — sin. c) (e — Qr7 
des Stoßes hängt vorzüglich auch von der Geſchwindigkeit = der geftopenen 
Fläche ab; fie ift z.8. Null, nit nur fir ec, fondern aud für #—0; 
e8 muß daher aud eine Gefchwindigfeit geben, bei welcher die Arbeit des 
Stoßes ein Marimum if. Offenbar kommt es hierbei nur darauf an, 
daß (c — v)v zu einem folchen wird. Sehen wir c als den halben Um— 
fang eines Rechteckes und z als die Grundlinie deffelden an, jo haben wir 
für deflen Höhe — c — * und für deffen Inhalt = (c — Wr; mun het 
aber unter allen Rechteden ba8 Quadrat bei gegebenem Umfange 2 den 
größten Inhalt, e8 ift daher auch (c — v) v ein Maximum, wene — r=1t, 


.i.v — 5 gemacht wird, und wir erhalten fo ben Marimalmwerth 


der Arbeit des Wafferftoßes, wenn bie Fläche mit der halben 
Geſchwindigkeit des Baffers ausweicht, und zwar: 


Pv=(1-— cos «).!/- rue). 1, Qhy. 


Iſt nun & — 180°, wird aljo die Bewegung des Waſſers durch den 
Anftoß die entgegengefegte, fo hat man allerdings bie Arbeit 


= 2.13 Qhy= Qhy; 
ift aber & — 90°, wie beim Stoße gegen eine ebene Fläche, fo ftellt fich 
diefe Arbeit nur !/;, Qhy heraus, es wird alfo im legteren Galle von der 
ganzen disponiblen oder ber lebendigen Kraft des Waſſers entfprechenden 
Arbeit nur die Hälfte gewormen oder auf die Fläche übergetragen. 


Beifpiele. 1) Wenn ein Wailerftrahl von 40 Quadratzoll Duerfchnitt eine 
Waflermenge von 5 Eubiffuß pr. Secunde liefert, und gegen eine ebene Fläd« 
normal ftößt, welche mit 12 Fuß Gefchwindigfeit ausweicht, jo iR die Stoßfraft: 


_ (@-0),.__ (5.14 u 
P= 7 9r= (FT 12). 0,092 .5.66 = 6. 0,082 . 330 


— 63,36 Pfund, 
und die auf die Fläche übergetragene mechanifche Arbeit: 
Pv = 63,36 . 12 = 760,32 Fußpfund. 
Die größte Leiſtung iſt für 
* 





o duß 
erwarten und zwar: 

2577 * - Qy=Yg.182.0,016.5.66 = 81.0,16.65—= 855,36 Zufet.: 
ber entſprechende Stoß oder hybraulifche Drud beträgt: 


855,3 
P= ze — 95,04 Pfund. 





% 
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2) Wenn ein Strahl FA, Kig. 349, von 64 Quadratzoll Querfchnitt und 
40 Fuß Geſchwindigkeit gegen einen unbemeglichen Kegel von dem Gonvergenz: 
Fig. 349, winfel BAB == 109 föpt, fe iſt der hydrauliſche 

Druck in der Richtung des Strahles: 


P=(1 — c08.«) 7 Qy 


= (1 — «08. 500). 40.0,032- ern 40.61,74 


— (1 — 0,64279) .1,28 - Se 


—= 0,35721 . 1405 = 501,9 Pfund. 





Stoss des begrenzten und unbegrenzten Wassers. Beſetzt man 
den Umfang einer ebenen Fläche BB, Fig. 850, mit Peiften BD, BD (franz. 


Fig. 850. rebords; engl. borders), weldye iiber der von Waſſer 


getroffenen Seite hervorragen, fo wird das Waffer, ähn- 
lich wie bei concaven Flächen, um einen ſtumpfen Winkel 
von feiner anfänglichen Richtung abgelenkt, und es 
fällt daher der Stoß größer aus, als bei der ein« 
fachen ebenen Fläche. Die Wirkung dieſes Stoßes 
hängt vorzüiglid) von der Höhe der Einfaſſung und 
von dem Duerfchnittsverhältuiffe zwifchen dem Strahle und dem eingefaßten 
Theile ab. Bei einem Berfuche, wo der Strahl 1 Zoll Dide, die cylindri- 
ſche Einfaſſung aber 3 Zoll Weite und 3':, Yinien Höhe hatte, floß daß 
Waſſer beinahe in ungefehrter wann, und es betrug der Stoß: 


3,93 — Fr 





\.D 


in jedem anderen alle war biefe —— eine kleinere. Wegen der Reibung 
des Waſſers an der Fläche und Einfaſſung iſt der theoretiſche Maximal⸗ 


2 
werth 4 5 F'y nie ganz zu erreichen. 


Auch bei dent Stoße des begrenzten Waſſers FAB, Fig. 851, findet 

sig. 851. zwar auch eine Einfaffung ftatt, es ninımt 

| aber diefe Einfaffung nur einen Theil des 

Umfanges ein, und erftredt ſich dagegen 

auf die geftoßene Fläche und den Waſſer⸗ 

ſtrahl zugleich. Das ſtoßende Waſſer 

ninunt die Richtung nad) dem uneinge—⸗ 

faßten Theil des Umfanges hinein, wird 

alfo auch hier um den Rechtwinkel abgelenft, werhalb hier auch die oben ges 
fundene Formel für den iſolirten Strahl 


pr 2 ,=(7 ) :Fy. 


Weiebach e Lebribuch Der Mechanik. 1. 62 





$. 501 
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ihre Giltigkeit hat. Weicht die Fläche BB, ig. 847, gegen weldie ber 

Waſſerſtrahl normal auftößt, mit der Geſchwindigkeit in einer Richtung 

aus, welche um den Winkel Ö von dev urfprünglichen Richtung des Strahles 

abweicht, fo ift die Gefchwindigfeit der Fläche in ber Richtung des Stoßes, 
vr =, c08. Ö, 

daher die Stoßkraft 


pP— (Ce — v cos. 6) 


Qr 
und die Leiſtuug berjelben pro Secunde: 


— Pi, _ (€ — v 008. 6) v vos. Ö 


Ur. 


9 
Dieſe Formel findet vorzüglich ihre Anwendung beim Stoße eines unbt 
grenzten Stromes ſtatt, wo 
C FP(c —- v cos. O) 
zu ſetzen iſt, ſo daß 


(Cc —.v vos. 6)* 


P F'y ausfällt. 


j. 502 Schiefer Stoss. Bei ben ſchiefen Stoße gegen ebene Flächen ni. 
fen wir unterfcheiden, ob das Waffer nur nad) einer oder nad) zwei oder 
nach allen Richtungen in der Ebene abfliegt. Iſt wie bein Stoße des he: 
grenzten Waffers die Fläche AB, Fig. 852, von drei Seiten eingefaft, 
jo daß es nur nad) einer Richtung abftrönen kann, fo hat man den hydrauli⸗ 
chen Drud des Waflers gegen die Fläche in der Nichtung des Strahles: 

P=(1 — cos.«) —— Cꝑy. 
Fig. 852. Fig. 853. 





Iſt aber die geſtoßene Ebene BC, Fig. 853, nur auf zwei gegenliber: 
liegenden Seiten cingefaßt, fo theilt jich der Strahl in zwei ungleidye Theile, 
der größere Theil Q, nimmt die kleinere Ablenkung c und der Heinere Theil 
Q. die größere Ablenkung — 180 — a an, es ift daher ber Geſammtſtoß 
in der Richtung des Strahles: 

e— c—v 


7 . Yıy (1 + wso)- — 


P=(l— cos.) · 








— 
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— ( * ) [CI — cos.a) Ci + (1 + cos. c) Q.] y. 
Nun fordert aber das Gleichgewicht der beiden Strahltheile, daß die Drücke 
e — EN: _ cos. 2) 9 y m EN 2) da + cos.0) Q, Y 
zwiſche denſelben einander gleich ſeien, es iR daher aud): 
(1 — cos.a) Qı = (1 + cos.c) Qs, 


oder da Qı + 9 =. 
(1 — cos. c) Qı = (1 + cos.a) (Q — Qı), d. i.: 


4 =(* Te, u = (? Zee)g 


zu ſetzen, fo daß enblich der geſammte Stoß in ber Richtung des Strahles: 


P= — .2(1 — cos.o) armmd, 


— un — 008.02) Qy, di: 


P=°T— sSin. as. 2 ausfällt. 
Dividirt man die Stoßleiſtung 
L=Pı = ev 
9 








vsın.a?.Qy 


durch die Geſchwindigkeit Adı — vı — vsin.a, mit welcher bie Fläche in 
normaler Richtung ausreicht, jo erhält man den Normalftoß: 
__(e — v)vsin.a® _(e—v) . 

N=— ma 0y= 7 sin.a.Qy, 
und diefer befteht außer dem bekannten Barallelftoße 
(—v) 

9 





„P=Nsne= 





sin.a?2.Qy 


noch aus einem Seitenftoße 
S—Ncos.a— e =) 

Es wählt alfo der Normalftoß wie ber Sinus, der Parallelftog 
wie das Duadrat bes Sinus des Einfallswintels und der Sei— 
tenftoß wie der Sinus vom Doppelten diefes Winkels. 

Hat endlich die fchiefgeftopene Fläche gar Feine Einfaſſung, fo daß ſich 
das Waſſer nach allen Richtungen auf ihr ausbreiten kann, fo fällt der Stoß 
nod) größer aus, weil unter allen Winkeln, um welche die Waſſerfäden ab» 
gelentt werden, gerade « ber Heinfte ift, und daher jeder Faden, welcher 
ſich nicht in der Normalebene bewegt, einen größeren Drud ausübt, als ber 
Baden in der Normalebene. Nehmen wir an, daß ein den Sectoren A OB 

62* 


Sin. cos. . y = sin. 2 . Cy. 


( — v) 
29 
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und DOE, Fig. 854, entfprechender Theil Q, um die Winkel COF=« 
ud COG — 180 — a, ımd ein anderer, den Secoren AO E und 

Rig. 854. BOD entiprecdhender Theil Q, um 
COK= COH = 90° abgelatfı 
werde, und daß beide Theile einen 
gleichen Parallelftog ausüben, fo fon: 
nen wir jeßen: 


P — — Oi ysin.a? 





% Yı 


— Q, sin. — Q, und 
Qı + 9 = 9; es folgt daher: 
Qı (1 + sin.a?) = Q, 





und der gelammte Parallelſtoß: 
— tr 2 Qysin.a® 2sin.a! c—r 
P= (I I + smeo It smar "Or. 
Wiewohl ei Borausfegung nur eine annähernd cihfige ift, fo ſtimmt 
diefe Formel doch ziemlich mit den neueften Berfuchen von Bibone überein. 


Anmerfung. Herr Prof. Broch findet in feiner Mechanik, Seite 614, für 
den fchiefen Waflerftoß gegen eine Kreisfläche 


*6 — «)tang. « ( 


N = tang.a Im. cotg. 5 








Qy, und 





1.503 Stoss des Wassers ins Wasser. Wenn da8 Waflerquantınn Q 
mit einer gewiſſen Geſchwindigkeit Ac — c in ein mit der Gefchwindigfeit 
Ar —r fortbewegtes Gefäß DE, Fig. 855, firömt, fo wird von dem 


2 
Fig. 855. Arbeitsvermögen I, — 5 y beflelben 


ein Theil L, — gs Ay auf bie Bildung 


und Erhaltung - Waſſerwirbels AB 
verwendet, welcher aus dem Berlufte der 
Geſchwindigkeit ec, hervorgeht. Bezeichnet 
a den Winkel » Ac, um welchen die 
Richtung des Waflerftrahles von der Be: 
wegungsrichtung des Gefäßes abweicht, 
jo ift 


 =c! +7? — 2cv cos.a, 
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und daher bie durch den Waflerwirbel verloren gehende mechanifche Arbeit 


Q(c? + v? — 2cv cos. «) 
L = —-—— — — ——« 
29 
Nun behält aber das Wafferguantum Q noch das Arbeitsverniögen L, — n y 


in ſich, da es die Geſchwindigkeit » des Gefäßes behält, daher folgt bie 
mechaniſche Arbeit, welche auf das Gefäß übergeht, und auf die Fort- 
bewegung befielben verwendet wird: 

L=-L-uL-DL 


0? — (c? + v? — 2cv.cos. &) — v? 2 mezar 
I 0 
9 
c cos. — v)v 
Ccos. e — v)ı QyY, 


9 
und die Kraft, mit welcher das Gefäß in feiner Bewegungsrichtung durch 
das einftrömende Wafler fortgetrieben wird: 

L c cos. — v 
= vv” ( g ) er 
Noch ift das ftoßende Wafferguantum pr. Secunde, Q = Fe, wenn F 
den Querſchnitt des Strahles bei feinem Eintritt bezeichnet, daher hat 
man aud) 
(ce cos. — v)c 


P= F'y, 
und für den Fall, daß das Gefäß fl fteht, alfo v = 0 ift, 
2 
P— — Fr=,, Tale cos. a =-2 Fhy cos. &, 


wobei % die Geſchwindigkeitshöhe = bezeichnet. 
Die mechanische Arbeit ift ein Marimum für v — !/zc cos. a, und zwar 
c? je «)? 
Lu = Ns a = I/g QOhy (co8. @)2. 


Fährt man den Strahl in ver Bewegungsrichtung des Gefäßes ein, macht 
man alfo « = 0, fo erhält man: 


nn» 
9 
In = N\aQh Y- 


Es wird daher in diefem Falle nur die Hälfte des ganzen mechanifchen 
Arbeitövermögens QAyY bed Waſſers gewonnen (vergl. $. 500). 


Qy und 


Reactionsrad zu Versuchen. Zur Prüfung ber vorftehenden Theorie $. 304 
des Stoßes umb der Reaction bes Waſſers bedient man fich am beften eines 
Heinen Reactionsrades AAB, Fig. 856 (a. f. S.), mit verticaler Um⸗ 
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drehungsare CD (f. des Verfaſſers Erperimental-Hydraufif $.48 u. |. w.). ‘Dot 
Waſſer, welches zum Umtriebe dieſes Rades dient, wird oben durch zwei Seiten: 
canäle E, E nahe tangential in den Behälter A A des Rades eingeführt, umd 


ig. 856. 





ſtrömt unten, durch zwei Seitenmündungen F, F in den Enden der Schwung: 
röhren R, R aus. Zur Erzielung eines conftanten Waflerzuflufies und einer 
conftanten Umtriebsfraft dient der Hahn ZZ in der Röhre, welche da8 Betrieb? 
wafjer zunächft dem Behälter G zuführt, aus dem es wieder durch eine Köhre 
KL in die Kammer E E mit den Eintrittscanälen Z, E geleitet wird. Während 
des Ganges der Mafchine ift der Hahn U fo zu ftellen, daß die Oberfläche W des 
Waſſers im Refervoir G immer von der Spige des Zeiger Z berührt wird. 
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Um die Reaction des ausfließenden Waſſers zu finden, befeftigt man noch 
an der Mittelröhre B des Rades eine dünne Schnur S, welche das vom 
Rade zu hebende Gewicht trägt und mittel einer Leitrolle nad) dem Rode 
geführt wird. Das Auffchlagwaflerguantum wird in dem Reſervoir, aus 
welchem das Wafler in die Röhre mit dem Hahne fließt, dadurch gemefien, 
daß man den Inhalt A und die Tiefe a der Senkung des Waflerfpiegels 
während der Verſuchszeit ausmittelt. Iſt dann die Ausfluß- oder Beobad)- 
tungszeit — £, fo hat man das Aufſchlagwaſſerquantum pr. Secunde, 


Aa 
= 


und ift da8 Gefälle, d. i. die fenkrechte Tiefe der Ausmilndungen des Rades 
unter dem Waflerjpiegel im Reſervoir @, — h, fo läßt fid) da8 ganze 
Arbeitsvermögen des Aufſchlagwaſſers pr. Secunde 


L—= O0 — u fegen. 


Wird nun in der Zeit £ von der Maſchine das Gewicht G auf die ſenk⸗ 
rechte Höhe 3 gehoben, fo ift dagegen die wirklich verrichtete mechaniſche Arbeit 
bes Reactionsrabes: 

G 
Li = * 
und es laſſen ſich nun beide Arbeitswerthe, von welchen der letztere ſtets der 
kleinere iſt, mit einander vergleichen. 


Theorie des Reactionsrades. ‘Das ganze Gefälle A eines folchen 8. 50: 
Waflerrades befteht aus der Höhe A, vom Waflerjpiegel bis an die Eintritts- 
ftelle E gemeſſen, und aus der Höhe A,, von dem letzteren Punkte aus bis 
zu den Ausflugöffnungen des Rades gerechnet. Aus A, beftimmt fich bie 
Eintrittögefchrwindigfeit cı des Waflers durch die Formel c, — V2gh, 
und aus Ah, läßt fich die relative Ausflußgefchwindigfeit des Waſſers beim 
Austritt aus dem Rabe nad) $. 304 mitteld der Formel 


c= V294 + — v 
berechnen, wenn die Umbrehungsgefchwindigfeiten v, und v bes Rades an ber 
Ein- und an der Austrittöftelle befannt find. Da die als Umdrehungstraft 
dienende Reaction des Waſſers der Ausflußgefchwindigkeit entgegengejegt wirkt, 
fo ıft die abjolute Gefchwindigkeit des Waſſers, beim Austritt aus dem 
Rabe: 
v=c—ı», 
und deren Quadrat: 


"= — 2er +? —29, —2cır +2? —v), 
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und folglich das mechaniſqhe Arbeitsvermögen des fortfließenden Waſſers: 
2 
L, = 07:7 _= 97 (m - EZ2 _ er). 


Das mit der relativen —8 © ECi — vı in das Rad einſtromende 
Waſſer verliert außerdem durch den Stoß (nach $.436) Das Arbeitövermögen 


nz mn 


folglich geht von dem yangen Kcbeitsvermögen des Baffers aut Yas Rad 


Qhy=Qlı +)? 
nur die mechanifche Arbeit: 


L= gr + en) über. 


Un eine möglichſt große Arbeit des Rades zu erlangen, muß eo — Null, 
alov =, und ebenfo , = Null, alfo v, = cı fein, wonad) dann 
Tan — k,, der v, — V2gh, fowie 

[2 
29 

Es ift alfo in diefem Falle 4, —= hs = !/.h, und die entſprechende 
Marimalleiftung der Maſchine: 

In= 4 =er = 20hr= uhr, 
d. i. gleich dem ganzen Hebeitsvermögen des Waſſers. 

Bezeichnet », den Abftand des Eintrittspunftes und r den mittleren Ab: 

ftand der Ausflugöffnungen des Rades von der Are deffelben, jo hat man 

1—_4 daher 17 — 1. 

vr’ er 
und die Kadleiftung überhaupt 

r 

L= arle-v Ha)? 
jo daß nun die Undrhungetn a im Abftande gemeſſen: 

P=2 = 22 (e— + %c,) folgt 

Wenn die Laſt oder das angehangene Gewicht & amı Hebelarme « wirft, 
welcher 3. B. im abgebildeten Apparate, jehr nahe den Halbmefler der Mit 
telröhre B gleich ift, fo hat man Ga —= Pr, und daher das anzuhängende 
und während der Umdrehung I Rades emporzuhebende Gewidht: 


=, P=F lk—yr+an) 


alfo firc —= v und q= * 


— l, oder «— = V?gh folgt. 
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, _ 07 07 


= cr = — ri. 
90 9a 
Bezeichnet F den Inhalt der Ausflugmindungen, fowie F, den der Ein- 
trittsöffnungen des Rades zufammengenommen, fo ift 


= Fe= F,c, und daher 
Q R 
FR=- = , ſowie 
Cı j / 2gh, 
Q Q V 2yh, 
F= — IT I 0 F' — — G — * 
Vↄg— 29, HV? — vi 


Für vzG und vv =4,mwWwh=kh= U,h ift, hat man = Fr, 
Daher: 





P=&r — rn, 


dagegen fir c — U, ift 9 — F V 2gh,, daher 
— Fer ( N, 
P= g C + Pr a) 


Führt man noch das Wafler fehr langfam ins Rad ein, fo läßt fi c, — 0, 
jowie A, = 0 fegen, und es folgt im letteren alle die Reactionskraft: 
_Fey _2Fey 

y2g 
wie ſchon oben gefunden worden. ift. 

Da wir bei den vorftehenden Entwidelungen von den Nebenhindernifien 
abgefjehen haben, fo geben die Berfuche an der abgebildeten Mafchine nicht 
genau die gefundenen, fondern um einige Procent Kleinere Sraftwerthe. 
Uebrigens ftehen die Ergebniffe der Verſuche an einem folchen abe bei forg- 
fältiger Ausführung im beten Einklang mit der im Vorſtehenden entwidelten 
Theorie. ' 

Um diefe Maſchine zur Prüfung der Theorie des Wafferftoßes zu 
verwenden, befeftigt man Stoßplatten, O, O, Heine Gefäße u. |. w. fo an ben 
Schwungröhren des Rades, daß biefelben den Stoß des ausfließenden Waſ⸗ 
fer aufnehmen können. Es ift danı die Umdrehungskraft gleich der Differenz 
zwifchen der Reaction des Waflerd im Rade und der Stoßfraft deſſelben 
außerhalb des Rades. Ganz der Theorie entjprechend bleibt dann das Rab 
ftehen, wenn das ausjtrömende Waller winkelrecht gegen ebene Stoßplatten 
oder in mit Wafler angeflillte Gefäße ftrömt; es behält dagegen noch eine 
Umörehungsbewegung in der Richtung der Reaction, wenn es chief gegen 
ebene Stoßplatten oder gerade gegen convere Stoßplatten ftößt, und es dreht 
jich dagegen in der Richtung des ausfliegenden Waſſers um, wenn daflelbe 
von concaven Stoßplatten aufgefangen wird. 


pP =23Fk,y=2Fhy, 
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506  Wassermesser. In neuerer Zeit bedient man ſich aud) zum Meſſen des 
fließenden Waffers der Waſſermeſſer (franz. compteurs hydrauliques;; engl 
water-meters), welche durch die Reactionsfraft des ausfließenden Waflers in VBe⸗ 
wegung gefett werben, und im Wejentlichen die Einrichtung eines Reactionsrahes 
oder einer Turbine haben. Eine ideelle Darftellung eines ſolchen Waſſermeſſers 
führt Fig. 857 im Durchſchnitt vor Augen. Das zu mefjende Waſſer fließt 

Fig. 857. durch eine Röhre A in dad 

Innere des Rabe BB, 

und gelangt durch 4 Candle 

CB, CB... am äufem 

Umfang deffelben zum Aus 

fluß in das Gehäufe DE, 

aus welchen e8 mittels einer 

Köhre EF weiter geführt 

wird. Die Welle M diefes 

Rades trägt einen Zeiger 

Z, oder vielmehr einen 

ganzen Zeigermechanismut, 

welcher die Umdrehungszahl 
des Rades und dadurch auch 
das derſelben proportionale Quantum des durchgeflojfenen Waſſers zu jeder 

Zeit angiebt. Bezeichnet A den durch die Höhe einer Waſſerſäule gemeflenen 

Drudverluft beim Durchgang durd) da8 Rad, ferner Q das burchfließenie 

Waflerquantum pr. Secunde, c die Ausfluß- und v die in umgekehrter Kid: 

tung erfolgende Radgeſchwindigkeit am Umfange, fo hat man ® — — 244 

und die Leiſtung des Rades: 


L= — 07 (1. 8. 505). 


St R der Wibderftand des Rades, in Folge feiner Arenreibung u. ſ. w 
fo fann man L—= Rv m und erhält die Formel 


- (= or, 


oder, wenn noch F’ die Sunme der Ihaite ſämmtlicher Ausmündungen be⸗ 





zeichnet, fo daß Q — Fe, oder c — x gefetst werden farm, 


r=(%-» 7 ſo daß 


232 
=; folgt. 


Wäre R Null, oder wenigftens fehr — fo ließe ſich — x fegen. 
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alfo annehmen, daß die Umdrehimgsgefchwindigfeit v der Waflermenge Q 
proportional wäre, was allerdings auch zu fordern if. Wenn dagegen 
R = Yv wäre, aljo der Widerftand des Rades mit v gleichmäßig wüchſe, 
fo wihrde 


——— — 2, alſo 


2 FF 
——— — L(ı _% | 
v— . ( z 7 ) annähernd — F (i 22) zu ſetzen fein. 
07 


Wenn alfo der Widerftand R des Rades nicht fehr Hein ift, fo nimmt 
das Inſtrument eine Heinere Umdrehungsgeſchwindigkeit an als wenn derfelbe 
Null oder wenigftensd unbeträchtlich ift, und es giebt aud) dann das Inftru- 
ment ein zu Feines Wafferquantum an. 

Set man v — 0, fo erhält man bei der Ausflugmenge Q, die ent- 
fprechende Ausflußgejchtwindigkeit 
— 

7’ 
und es läßt fid) dann wenigftens annähernd 
v—cC — Co, fowie 
zFru 





Co 





O=Fe+ =" + Hunt % 


fegen, wenn r den Radhalbmefler, u die Umdrehungszahl des Rades und u 
einen durch Berfuche zu beftimmenden Coefficienten bezeichnen. 

Am meiften haben in der neueften Zeit die Waffermefler diefer Art von 
Siemens Anwendung gefunden, wovon Fig. 858 den Haupttheil im Durch⸗ 


Fig. 8b. 
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fchnitt darftellt. Das aus A zufließende Wafler tritt durch die Röhre BB im 
das Rad CC, und wird von da durch die Schwungröhren DD in das Ge 
häufe EE geführt, aus dem es die Röhre F' weiter leitet. Die Welle W 
des Rades ift oben durch eine Stopfbüchſe geführt, und fest mit ihrem 
Ichraubenförmigen Ende den Zählapparat in Bewegung. Die Flügel k. k 
auf dem Rade follen durch den Wiberftand, welchen fie im Waller erleiden, 
zum Reguliren der Umbdrehungsbewegung des Rades beitragen. 

Dan kann auch das Reactionsrab fo einrichten, daß es bei jeder Um⸗ 
drehung eine bejtimmte Waffermenge durchführt. In diefer Abficht 
taucht man das Rad BAB, Fig. 859, nur zum Theil ind Wafler, fo dag 

Fig. 859. fich bei Umdrehung defjelben, die Röhren 
oder Spiralgänge abwechjelnd mit Luft 
und Wafler füllen. Das Wafler wird 
auch bier durch eine Röhre ind Innere 
des Rades und von da durch die Spiral: 
gänge in den übrigen Raum des Ge 
häufes EF' geführt, aus dem es in ber 

Röhre F abläuf. Das Waſſer fteht 

bier im Innern des Rades um eine ge: 

wiſſe Höhe A über dem Waſſer im Ge 
fäße, und wenn daher bei der Umdrehung 
des Rades in ber angedeuteten Richtung 
eine Ausmündung D unter den Wafler: 
ſpiegel im Inneren gelangt, fo fängt bad 
Wafjer an durch diefelbe auszufließen, und übt dabei eine gewiſſe Reaction 
kraft 7° aus, wodurd) die Umdrehungsbewegung des Rades unterhalten wird. 
Iſt 9 die Waflermenge, welche ein Spiralgang faßt, und n die Anzahl diefer 
Canäle, fo fließt bei der Umdrehungszahl u des Rades pr. Mimute, bie 


a pr. Secunde durd) das Kad. 


Anmerkung. Lieber ren Siemen’fhen Waflermeiler ift nachzulefen: tie 
Zeitichrift des Vereines beutfcher Ingenieure, Bd. I, 1857, wo auch noch ein nad 
rem Principe des Aichens conftruirter Waflermefler von Sopling befchrieben wirt. 
Siche auch die Schrift: Siemens and Adamsons Patent-Water-Meter. 
Ein ganz eigenthümlich conftruirter Waſſermeſſer in Form eines Reactionsrades if 
im Genie industrielle Tome XXI, No. 126, 1861, unter dem Namen: Compteur 
hydraulique pour la mesure d’ecoulement des liquides, par Guyet be 
Ichrieben. Zwei Waſſermeſſer find auch in ver englifhen Schrift Hydraulia, by 
W. Matthews behandelt. Gin Compteur hydraulique, welder auf bem 
Bahnhofe zu Ehartres gebraucht wird, ift befchrieben im Bulletin de la Societe 
d’encouragement, 51. Jahrgang (1852). Ueber Uhler’s Mebapparat für Flair: 
figfeit handelt Dingler’s Journal, Bd. 161. Die Beſchreibung eines Gontrol- 
apparates zum Meſſen des in den Branutweinbrennereien gewonnenen Spiritus 








Waflermenge Q = 
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von Perels enthalten die Mitiheilungen des Gemerbevereines für Hannover, Neue 
Folge 1861. 


Gasmesser. Die fogenannten naſſen Gasmeffer oder Gasuhren $. 50 
(franz. compteurs à gaz; engl. gas-meters) find ebenfo wie gewiſſe Waſſermeſſer, 
Feine Räder mit Spiralgängen, welche zur größeren Hälfte ins Waſſer eintauchen, 
und durch die Reaction des durchſtrömenden Gaſes in Umdrehung geſetzt werden, 
wobei jeder Spiralgang eine gewiſſe Gasmenge von innen nad) außen führt. 
Die weſentliche Einrichtung eines ſolchen Gasmeſſers ift aus den beiden 
Durdfchnitten in Fig. 860 erfidhtlih. Das zuftrömende Gas wird durd) 

Fig. 860. eine Kropfröhre A in das 
Innere eines Rades BB 
geleitet, wo e8 den Waſſer⸗ 
jpiegel um die Höhe Fr tiefer 
drückt, welche den Span⸗ 
nungsverluft des Gaſes 
beim Durchgang durch das 
Inſtrument entſpricht. Aus 
demſelben tritt es nach und 
nach in die Einmündungen 
der Spiralgänge, fiillt die- 
jelben faft ganz aus, und 
ftrömt zulegt durd) die Mündungen am Rabumfang in das Gehäufe GG, 
aus welchem es durch eine Röhre H nad) dem Punkte des Bedarfes geführt 
wird. Damit durd einen Spiralgang des Rades eine beftimmte Gasmenge 
abgeführt werde, iſt die Anordnung jo zu treffen, daß fi von den beiden 
Mündungen einer Windung immer mindeftens eine unter Wafler befindet, 
weil dann während des Anfüllens eines Ganges fein Abflug ftatthat, und wäh⸗ 
rend des Abflufjes nicht noch Gas von innen nachſtrömt. Es iſt dann die 
Sasmenge 9, welche ein Spiralgang durchläßt, eine beftinnmte, und daher 
das Gasquantıım 





zu jegen, wenn da8 Rad mit n Spiralgängen pr. Minute u Umdrehungen 
macht. DBezeichnet b den Barometerftand des abftrömenden Gaſes, fo ift 
b + h der Barometerftand des zuftrömenden Gaſes, daher, nad) dem Ma- 
riotte’fchen Geſetze, das Luftquantum eines Spiralganges, gemefien unter 
dem Drude außerhalb des Rades: 


= ( y, 


und folglich die Yuftmenge, welche zunächſt beim Austritt einer Außenmün⸗ 
dung aus dem Wafler, aus dem ade in den librigen Gefäßraum ſtrömt, 
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h 
hn—- V/=zV7V. 


Bei dieſem Ausftrönen wird die mechanifche Arbeit 
A— Vp Log.nat. ( +) 





fri (8.388), welche, ba wegen ber Kleinheit von *. annäßernd 


Log. nat. (+) — Log.nal. (1 + +) : 


und bei der Dichtigfeit y ber Manometerfüllung, p = (b+h)y—=byr fi, 
aud) A — V hy gefegt werden kann. 

Bon diefer Arbeit wird ein Theil auf die Umbrehungsbewegung des Rades 
verwendet, und ein Theil von der Wirbelbilbung aufgezehrt. “Der erfiere 
Theil ift durd) den Ausdrud 

4 = Zn v vy. 
in welchem A ben mittleren Manometerftand, c die mittlere Ausfluß 
geichwindigkeit, v die äußere Radgeſchwindigkeit und Y, die Didhtigfeit 
des ausftrömenben Cafes bezeichnet, beftimmt. Iſt R der auf den Rob 


umfang reducirte Widerfland des Rades, ſowie r der Halbmeſſer befielben, 
fo hat man die von demſelben beanfpruchte Arbeit: 


Aı =R er, und daher zu fegen: 





an = EUR, oder dba 2 zr — =. ift, 
c—vh 60 R 
751 TT 


und es folgt daher die dem Abſtande % zwifchen den beiden Waſſerſpiegel⸗ 
entfprechende Umdrehungsgeichwindigfeit 





_ gb 60R 
PT nu 
forwie die Umdrehungszahl der Gasuhr pro Minute: 
u 30 FE 60 nr). 
zr nuVhyı 


Annäbernd fällt c -V: g Ira aus, wenn y die Dichtigteit der Danometer- 
1 


füllung bezeichnet. Das Gasquantum pro Minute ift natürlich 


nu 
mn’: 


alſo der Umdrehungszahl u proportional, 
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Neuere Gasuhren. Anſtatt die Spiralgänge einer Gasuhr in einer Ebene 8. 508 
um die Welle zu legen, kann man diefelben auch ſchraubenförmig um diefelbe herum- 
führen Die Art und Weife der Wirkung eines ſolchen Gasmeflers ift aus den 
Durchſchnitten in I. und IL, Fig. 361, zu erfehen, wo D.D den Wafferfpiegel 
an der vorderen und EE ben Waflerfpiegel an der hinteren Stirnfläche des 

Ki 861. 


. Ser AN ENT; RERETSER. TEE, ..n mr: — rs —— 5— * 8 
7 PERS en : *. —— 
en in Ey . . 2,8 — * 


Er GR —— 
— * 


Par 38 
















JJ 
LEN 


—t — 


eine liegende Trommel bildenden Rades bosfteift Die Mitndung A des 

Spiralgange® AOB mündet in der Kammer an der vorderen Fläche aus 

und nimmt das zuftrömende Gas auf, die Mündung B hingegen führt das 

Gas in die Kammer an der hinteren Stienfläche, von welcher aus e8 mittels 

einer Röhre weiter geführt wird. Im Fig. 861, I. find die verfchiedenen 

Stellungen eines Spiralganges von der vorderen Stirnflähe aus gejehen, 

abgebildet. Fig. 861, II. dagegen ftellt verſchiedene Stellungen biefes Ganges 

von ber hinteren Stirnfläche des Rades aus betrachtet, dar. Bei der durch 

einen Pfeil angedeuteten Richtung der Umdrehung des Rades um die hori- 

zontale Are C tritt in (I, 1) die Einmündung A eben aus dem vorderen 
Waſſer heraus, während die Ausmündung B in das hintere Waſſer zu treten 
beginnt; ferner find in (I, 2) und (L, 3) Gasbögen AO, AO durch bie 
Mündung A eingetreten, und es taucht in (I, 4) die Einmündung A wieder 
in dad Borderwafler, wobei nad) Aufnahme einer gewiffen Gasmenge V das 
weitere Einftrömen von Gas durch A aufhört. Kurz darauf gelangt aber 
die Ausmündung B wie (II., 1) darftellt, aus dem Hinterwafler, und es 
beginnt das Ausſtrömen des vorher eingenommenen Cafes, welches bei ben 
Stellungen (II, 2) und (II., 3) vollfommen im Gange ift. Bei einer neuen 
Umdrehung tritt B wieder in das Hinterwaffer, wie (II., 4) darftellt, und es 
beginnt nun eine neue Aufnahme von Gas. Es wird alfo bei der einen | 
Hälfte der Umdrehung von dem Spiralgange AOB ein Gasbogen AO 

(T., 4) von der größeren Preſſung -+ r aufgenommen, und bei der zweiten 
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Hälften von demfelben in den Raum mit der Fleineren Preſſung geführt. 
Bei dem Üebergange aus der größeren Preſſung in die Fleinere wird wieder 
das Arbeitsquantum A — Vhy frei, von welchem ein Theil die Um: 
drehung des Rades bewirkt, wie bereit im vorigen Paragraphen auge: 
geben worben if. Die allgemeine Einrichtung und Thätigfeit einer ſolchen 
Gasuhr ift aus einer ideellen Darftellung in Fig. 862 noch befter zu erken⸗ 
nen. Das Gas wird zunächft durd) ein Kropfrohr A in eine Kammer BB 
geführt, welche nur in der Mitte, um die Umdrehungsare C herum, mit dem 
Wafler im Gehäufe ZFG communicirt, am äußeren Umfange aber, wo die 
Spiralgänge HK und LM einmünden, luftdicht abgejchloflen if. Im der 
Abbildung ift dargeftellt, wie der Spiralgang 7 K aus BB Gas aufnimmt, 
und wie dagegen der Spiralgang LM das furz vorher aufgenommene Gas 
bei M in ben oberen Raum des Gehäufes ZFG führt, aus dem es durd 
eine Röhre F' weiter geleitet wird. "Bei diefer Einrichtung der Gasuhr iſt 
das Gas in der Vorkammer durd) da8 Waffer von dem in dem Gehänſe 
ganz abgefperrt, und daher eine Liderung, welche durch die Reibung viel Kraft 
verzehrt, nicht nöthig. Das andere Ende D der Axe CD des Rades ift mit 
einem Schraubengewinde verfehen, wodurd) der Rädermechanismus des Fähl- 
apparates in Bewegung gefeßt wird. 


Fig. 862. e dia. 863. 





Die Erosley’fchen Gasuhren, welche eine allgemeine Verbreitung erlangt 
haben, find nad) dem im Vorftehenden erklärten Principe conftruirt; nur find 
bier die Spiralgänge nicht röhrenförmig, fondern wirkliche Kammern mit 
fpiralförmigen Scheidewänden und durd) Ausbiegung der Stirnwände gebil: 
deten triangulären Ein- und Ausmündungscanälen. Yigur 863 ift eine per- 
fpectivifche Anficht eines ſolchen Rades bei abgenommenem Mantel, welche: 
fi) aus 4 Blecjftliden, wie Fig. 864 darftellt, zufammenfegen läßt. Man 
fieht in A,, Ag, As, As die Ein- und in Bi, Ba . . . die Ausmündungen, 
jowie in Ci, Co, C. ... die Schridewänbe des um die Axe DD umlaufen- 
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den Rades der Gasuhr. In Fig. 865 ift ein Längendurchſchnitt der Gas» 
uhr mit dem Aeußeren der Trommel abgebildet; man bemerkt bei K die Kropf- 
röhre, welche da8 Gas in die Vorkammer des Rades ober der Trommel ein- 


Fig. 864. führt, und in Z die Röhre, 

a “ melche da8 Gas and bem oberen 

a Raume AA des Uhrgehäuſes ab- 
* leitet. Das Gas ſtrömt nicht 
| unmittelbar aus der Gaslei⸗ 
— tung nad) X, ſondern die Röhre 

>; s F E führt erſt das Gas in eine 

| Kammer F, und von da durd) 


f 


die Bentilöffnung i in bie 
Fig. 865. Kammer GC, von wo aus e8 
durch den oberen Theil der ver⸗ 
ticalen Röhre H in die Kropf- 
röhre K gelangt. “Der äußere 
Waflerfpiegel reicht gerade bis 
zur Einmündung der Röhre H, 
durd) welche das überſchüſſige 
Waſſer nad) unten in einen 
Behälter Z abgeführt wird. 
Damit auf der anderen Seite 
das Waſſer nicht zu tief ſinke, 
ift ein Schwimmer S ange 
bradyt, welcher das Abmif- 
fionsventil © trägt, und dafjelbe 
verfchließt, wenn er bis auf eine 
gewifle Tiefe fintt. Der Gas— 
zufluß hört dann ganz auf und 
man wird dadurch benachrichtigt, 
daß eine Nachfüllung von Waſ⸗ 
fer durch eine Mündung M in 
einer nur unten mit dem Waſ⸗ 
jerraume in Communication ftehenden Kammer N nöthig ift. 

Die Abbildung in Fig. 866 (a.f.S.) führt die Gasuhr in einem vordern Durch" 
Ichnitt vor Augen, woran außer der Kammer N mit der Mündung M, vors 
züglich da8 Uhrwerk U des Zählapparates, welches mitteld eined Schrauben 
gewindes an der Are der Trommel, und durch eine ftehende Welle mit Zahn: 
rad P im Umtrieb gefegt wird, zu ſehen ift. 

Ein wefentlicher Widerftand bei dem Gange der Erosley’fchen Gas⸗ 
uhr geht ans dem Ein⸗ und Austritt des Waſſers durd) die verengten trian- 

Wersbach's Yehrbuch der Mechanik. 1. 63 
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gulären Mündungen hervor. Aus den Inhalte Feiner Ein, oder Ausmän- 

dung und der durchjirdinenden Waflermenge pr. Secunde, weldje ſich dem 

Gasquantun Q gleichjegen läßt, folgt die Ein: und Austrittsgeſchwindigleit 
Fig. 866. 





des Waflers — —, und daher der entfprechende Arbeitsverluft pr. Ze 


— 


cunde: 
—— u — Qr. 
In Zur = F 2 


Anmerfung. Näheres über Gasuhren ift nachzuleſen in Schifling’s Han 
buch der Steinfohlengasbeleudtung, ferner Heeren’s Auffaß: „die Ginrichtung der 
Gasuhren“ in ven Mittheilungen des Gewerbevereing für das R. Hannover, Jabt: 
gang 1859. Gine neue Gasuhr von Hanfen ift beichrieben im Sournal für Ga⸗— 
beleuchtung, 1861. 


Wirkungen unbegrenzter Flüssigkeiten. Wenn fid) ein Körper 
in einer unbegrenzten Flüſſigkeit progreſſiv fortbewegt, oder wenn ein 
Körper in eine bewegte Flüſſigkeit gebracht wird, fo erleidet derfelbe einen 
Drud, der von der Form und Größe diefes Körpers, ſowie von der Dichtig 
feit der Flüſſigkeit und von der Gefchwindigfeit der einen oder der anderen 
Maſſe abhängt, und in einem Falle Widerftand, im anderen aber Stoß 
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der Flüffigfeit genanmt wird. Diefer hydrauliſche Drud entipringt aber vor- 
zuglich aus der Trägheit des Waſſers, deſſen Bewegungszuftand durch das 
Zufammentreffen mit dem feiten Körper verändert wird, dann aber auch noch 
aus der Kraft des Zufammenhängens ber Waſſertheilchen, die Hierbei theil- 
weife von einander getrennt oder an einander verfchoben werben. Bewegt ſich 
ein Körper AC, Fig. 867, dem ftillftiehenden Waſſer entgegen, fo fchiebt 
er eine gewiſſe Waſſermaſſe mit erhöhtem Drude vor fi her. Während 
diefe Waflermaffe beim weiteren Fortrücken des Körpers auf ber einen Seite 
immer mehr Zuwachs erhält, findet auf einer anderen Seite, nahe am Kör⸗ 
per ein fteter Abfluß ftatt, indem die der Vorderfläche AB zunächſt liegenden 


Fig. 867. Fig. 868. 





Theilden eine Bewegung in der Richtung diefer Fläche annehmen. Trifft 

das bewegte Waffer einen in Ruhe befindlichen Körper 40, Fig. 868, 

jo erzeugt ſich vor demſelben ebenfall ein erhöhter Waflerdrud und macht, 

daß die Waflertheilchen vor dem Körper von ihrer urſprünglichen Richtung 
abgelenkt werden und ſich an der Vorderfläche AB hinbewegen. Haben dieſe 
Waſſertheilchen die Grenzen der Vorderfläche erreicht, fo machen diefelben eine 
Wendung, und laufen nachher an den Seitenflächen bes Körpers bin, bis fie 

an die Hinterfläche kommen, wo fie fich nicht fogleich wieder vereinigen, fon: 

dern zunächſt wirbelnde Bewegungen annehmen. Dan fieht, dag die allge 
meinen Bewegungsverhältniffe der ben Körper umgebenden Wafferelemente 
bein Stoße des bewegten Waſſers diefelben find, wie beim Widerſtande eines 
im Wafler bewegten Körper; nur findet bei den Wirbeln eine Verſchiedenheit 
imfofern ftatt, als bei kurzen Körpern die Wirbel im letzteren Falle einen 
Heineren Raum einnehnten als im erjteren. Die Geſchwindigkeit der Waſſer⸗ 
elemente nimmt in beiden Fällen von der Mitte der Vorderfliche an nad 
ben Grenzen berfelben immer mehr und mehr zu, erreicht am Anfange der 
Seitenfläcdhen, wo in der Regel noch eine Eontraction eintritt, ihr Marimum, 
nimmt nun bei dem an ben Seitenflächen bingehenden Wafler allmälig ab, 
und erreicht endlich ihr Minimum bei dem Wafler, welches die Hinterfläche 
erlangt und in wirbelnde Bewegung übergeht. 





Theorie des Stosses und Widerstandes. Der Normaldrud des $. DIN 
ruhenden oder bewegten Waſſers gegen einen in demjelben bewegten oder in 


3” 
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Ruhe befindlichen Körper ift an verſchiedenen Punkten biefes Körpers ſehr 
verfchieden. . Er ift in der Mitte ber Vorderfläche defielben am größten, unb 
in der Mitte der Hinterfläche und nüchſtdem am Anfange der Seitenfläcen 
am Heinften, weil dort mehr ein Zu⸗, Gier aber mehr ein Entfirömen des 
Waſſers in Hinfiht auf den Körper ftatt hat. Iſt ber Körper, wie wir in 
der Folge vorausfegen wollen, in Hinficht auf die Bewegungsrichtung fyan- 
metriſch, To heben fich die ſämmtlichen Preſſungen rechtwinkelig gegen dieſe 
Richtung auf, und es fommen daher nur die Preffungen in der Bewegungs 
richtung in Betracht. Nun find aber die Preflungen auf der Hinterfläche 
des Körpers den Preflungen auf der Borderfläche entgegengefett, es läßt fich 
daher der refultirende Stoß oder Widerftand des Waſſers gleich— 
fegen der Differenz zwifhen dem Drude gegen die Border- und 
dem gegen die Hinterfläche. 

Wenn wir aud) die Größe diefer Drücke a priori nit angeben können, 
jo fönnen wir doch wegen der großen Aehnlichkeit der Verhältniſſe mit dem 
Stoße ifolirter Strahlen annehmen, daß wenigftens das allgemeine Ge 
für den Stoß des unbegrenzten Waſſers von dem für den Stoß iſolirter 
Strahlen nicht abweiche. Iſt alfo F' der Inhalt einer Fläche, welche von 
einem unbegrenzten Strome, befjen “Dichtigfeit Y fein möges mit der Ge— 
ſchwindigkeit © getroffen wird, fo läßt fichder entfprechende Stoß ober hydrau 
liſche Drud: 

v? 
P=%$ 29 FYy 
jegen, wobei & noch eine von der Form der Fläche abhängige Erfahrumgs- 
zahl bezeichnet. Diefer Ansdrud läßt ſich aber nicht iur auf die Wirfung 
gegen bie Vorderfläche, fondern auch auf bie gegen die Hinterfläde anwen⸗ 
den, nm befteht fie hier, two das Waſſer ein Beftreben hat, fich zu entfernen, 
in einem Zuge oder einem Negativdrude. Iſt nun F’hy der hydroſtatiſche 
Drud ($. 690) gegen die Border: und gegen die Hinterfläche eines Körpers, 
jo folgt der Gefammtdrud gegen bie Vorderfläche: 


P=Fhy+b3 Fr 
und der gegen die Hinterfläche: 
P,=Fly—ß&- 27 Fy, 
und es ergiebt fid) fo der rejultivende zu oder Widerſtand des Waſſers 
PF P-PG +) > „Fres 2, Fr 


wenn $ + & = & gelegt wird. 
Diefe allgemeine Formel für den Stoß und Widerftand des unbe 
grenzten Waſſers findet auch ihre Anwendung auf den Stoß des Bin- 
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des und auf den Widerfland der Luft. Allerdings findet Hier außer der 
Berichiedenheit des asrodynamiſchen Drudes an ber Vorder- und Hinterfläche 
auch noch eine Verſchiedenheit des aöroftatifchen Drudes ftatt, indem die Luft 
vor der Vorderfläche bei ihrer größeren Spannung aud eine größere Dich— 


tigfeit (Y) bat, als an der Hinterfläche. Deshalb fallen wenigftens bei großen. 


Geſchwindigkeiten, wie fie 3. 3. bei Geſchützkugeln vorkommen, die Wider⸗ 
ftandecoefficienten der Luft größer aus, als die des Waſſers. 


Anmerkung. Gine eigenthümliche Erfcheinung beim Stoße und Widerſtande 
unbegrenzter Mittel (Wafler oder Luft) ift das Anhängen einer gewiſſen Wafler: 
oder Luftmaſſe an dem Körper, deſſen Ginfluß ſich bei der ungleichformigen Be: 
wegung der Körper, wie z. B. bei Benvelfhwingungen, beſonders bemerkbar macht. 
Bei einer Kugel hat die dem bewegten Körper anhängende Luft: oder Waſſermaſſe 
ein Bolumen von 0,6 des Volumens der Kugel. Bei einem in der Arenrichtung 
bewegten prismatifhen Rörper ift das Verhältniß diefer Volumina 

— 0,18 + 0,705 7 
wo 3 bie Länge und F'den Querſchnitt des Körpers bezeichnet. Diele ſchon von 
du Buat aufgefundenen Berhältniffe haben durch die neueren Beobachtungen von 
Beffel, Sabine und Baily volllommene Betätigung gefunden. 





Stoss und Widerstand gegen Flächen. Der Widerſtands⸗ 
»3 
coefficient & ober die Zahl, womit die Gefchwindigfeitshöhe 37 zu mul⸗ 


tiplieiren ift, um die Höhe einer den hydrauliſchen Drud meflenden Waffer- 
fäule zu erhalten, ift bei Körpern von verichiedenen Formen fehr verfchieden, 
und nur bei Platten, welche rechtwinkelig gegen die Bewegungsrichtung ftehen, 
von beinahe beftimmter Größe. Nach den Berfuchen von du Buat, und 
nach denen von Thibault läßt fich für den Luft und Waflerftog gegen eine 
ruhende ebene fläche, & — 1,86 fegen, wogegen, jedoch mit weniger Sicher: 
heit, für den Widerftand der Yuft und des Waſſers gegen eine bewegte ebene 
Fläche, & — 1,25 anzunehmen fein möchte. In beiden Fällen kommen auf 
die Vorderfläche ungefähr zwei, und auf die Hinterfläche ein ‘Drittel der gan- 
zen Wirkung. Der Widerftand, welden die Luft einer im Kreife umlau- 
fenden Fläche entgegenfegt, ift von Borda, Hutton und Thibault ſehr 
verfchieden gefunden worden. ‘Der Legtere fand mitteld einer rotirenden ebenen 
Fläche von 0,1 Quadratmeter Inhalt den Widerftand: 
P = 0,108 Fv?, wonad) 
29 __ 19,62 
&£ — 0,108. = 108 
Diefer Widerftand bleibt, diefen Verſuchen zufolge, faft unverändert, fo 
lange der Winkel &, um welchen die Zläche von der Bewegungsrichtung ab- 
weicht, nicht unter 45 Grad herabgeht. Bon 45 Grad an nimmt er mit 
dem Stoßwintel & ab, fo daß bei « = 10 Grab, E nur — 0,53 ausfällt. 





= 1,70 iſt. 


6. 511 
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Nach den Berfuchen von Didion u. f. w. ift für den Widerftand rotiren- 
der ebener Flächen von 0,2.0,2 —= 0,04 Quadratmeter Inhalt: 


& = (0,1002 + 0,0434v-2) . > — 1,573 + 0,681 9-2, 
wo v in Metern zu geben ifl. 
An einer ebenen Fläche von 1 Quadratmeter Inhalt fand dagegen 


Didion u. ſ. w. bei einer fenkrechten Bewegung berfelben, den Widerftande- 
coefficienten: 


E =: (0,084 + 0,036 0-2). 7 — 1,318 + 0,565 0-, 


wogegen Thibault an folden Tläden von 0,1 und 0,2 Duadratmeter 
Inhalt den Coefficienten 


£ = (0,1188 + 0,036v-°)- Zr. — 1,865 + 0,565 v2 findet. 


Vorſtehende Formeln gelten nur für eine gleichförmige Bewegung der 
Fläche; erfolgt die Bewegung derfelben ungleihförmig, fo erfordern die 
jelden noch eine Ergänzung. Aendert ſich die Gefchwindigfeit eines in einem 
widerftehenden Mittel bewegten Körpers, fo wird auch die von dem Körper 
in Bewegung gefegte, oder von demfelben mit fortgenommene Ylüffigkeits- 
maffe eine andere, und deshalb läßt fich der Widerftand auch noch von ber 
Acceleration p des Körpers abhängig darftellen. Nach den Verſuchen von 
Didion u. |. w. an ciner Fläche von 1 und an einer foldhen von !/, Qua⸗ 
dratmeter Inhalt, welche in einer verticalen Linie bewegt wurde, ift ber 
Widerftand : 

P = (0,084v?2 + 0,036 4 0,164p)F, und hiernach: 
£ — [0,084 + (0,036 + 0,164 p)v-2]- 2 
— 1,318 + (0,565 + 2,574 p) v2, 

Uebrigens ift zu beachten, daß bei der ungleichjörmigen Bewegung das 
mittlere Quadrat der Gejchwindigleit von dem Duadrate ber mittleren Ge 
ſchwindigkeit verſchieden ift. 

Stoß und Widerſtand unbegrenzter Mittel werden auch erhöht, wenn 
man die Flächen aushöhlt oder am Umfange mit vorſtehenden Rändern ver- 
ſieht; doch ift man hierüber zu allgemeinen Ergebniffen noch nicht gelangt. 

An einem Fallſchirm von 1,2 Quadratmeter Querſchnitt, 1,27 Meter 
mittlerem Durcchmefler und 0,430 Meter Tiefe fand Didion m. f. w. bei 
einer accelerirten Bewegung, wobei die hohle Seite vorausging: 

P —= (0,1630? + 0,070 + 0,142p) F, 
wonad) alfo 
& = 2,559 + (1,099 + 2,229 p)v? ifl. 
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Stoss und Widerstand gegen Körper. Der Stoß und Wider⸗ $. 5 


ftand des Waſſers gegen prismatifche Körper, deren Are mit der Bes 
wegungsrichtung zufammenfällt, nimmt ab, wenn die Yänge der Körper eine 
größere wird. Nach den Berfuchen von du Buat und Duchemin ift der 
Stoß von der Borderfläche unveränderlih, und nur die Wirkung gegen die 
Hinterfläche veränderlih. Jenem entfpricht der Coefficient 5, — 1,186, 
fr die Gefemmtwirtung aber ift bei den relativen Längen 


— — 0, 1, 2, 3: 


VF 
£—= 1,86; 147; 1,35; 1,33. 

Bei noch größeren Berhältniffe zwilchen der Länge Z und der mittleren 
Breite V F des Körpers nimmt & in Folge der Reibung des Waſſers an 
den Seitenflächen des Körpers wieder zu. Bei dem Widerftande des Waf- 
ſers treten umgekehrte Verhältniffe ein. Hier ift nah du Buat für bie 
Wirkung gegen die Vorderflache unveränderlih &, — 1, für die Geſammt⸗ 


wirfung aber bei —— = 0, 1, 2, 3: 


€ = 1,25; 1,28; 1,31; 1,33, 
fo daß alfo bei einem Prisma, welches dreimal fo lang als did ift, der Stoß 
mit dem Widerftande des Waſſers gleich groß ausfällt. 

Die von Newton, Borda, Hutton, Bince, Dofaguilliers u. A. 
angeftellten Berfuche tiber den Widerftand von edigen und runden Körpern 
laſſen noch viel Unficherheit zurid. Was die Kugeln betrifft, jo ſcheint 
bei mäßigen Geſchwindigkeiten der Wiberftandecoefficient fr die Bewegung 
in Luft oder Wafler 0,5 bis 0,6 gefeßt werden zu können. Bei großer Öe- 
fhwindigfeit und für die Bewegung in der Luft ift aber nad) Robins und 
Hutton zu fegen für die Gefchwindigfeiten 
v=1l 5, 25, 100, 200, 300, 400, 500, 600 Meter: 
& = 0,59; 0,63; 0,67; 0,71; 0,77; 0,88; 0,99; 1,04; 1,01. 

Duchemin und Piobert haben befondere Formeln filr das Wachſen 
diefer Widerftandscoefficienten angegeben. Nach Piobert ift der Wider: 
ftand der Geſchützkugeln in der Luft: 

P = 0,029 (1 + 0,0023v) Fv? Kilogramm, wonad) 

6 = 0,451 (1 + 0,0023) folgt. 

Für den Stoß des Waſſers gegen eine Kugel findet Eytelwein: 

& = 0,7886, 
wogegen nad) den Berfuchen Piobert's u. |. w., angeftellt mit Geſchütz⸗ 
fugeln von 0,10 bi8 0,22 Meter Durchmeſſer, der Widerftand der Kugeln 
im Waſſer: 

P — 23,8 Fv? Kilogramm; und daher 

& —= 0,467 zu Segen ift. 


—312 
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Die Widerftanbscoefficienten fallen auch bei nur zum Theil einge: 
tauchten Körpern anders aus, als bei ganz vom Waſſer umgebenen Kör⸗ 
pern. Für einen ſchwimmenden prismatifchen Körper, welder 5 
bis 6 mal fo lang als breit ift, und in der Arenrichtung beivegt wird, foll 
& = 1,10 gejegt werden. Iſt ber Körper burd) zwei VBerticalebenen vorz 
zugefchärft, wie ABC, Fig. 869, fo nimmt & mit dem Zufhärfunge 
wintel ACA = ß ab, und es tft 


rß = | 1800 | 1560 | 1320 | 1080 | 84° | 60° | 36° | 12° 














t=| 110 0,84 | 0,59 | 0,48 








| 1,06 | 0,93 
I . 














0,45 | 044 


Iſt da8 Hintertheil des Körpers ACB, Fig. 870, zugefchärft, und B 
der Zufchärfungswintel, fo hat man dagegen 








fürß = | 180° 138° 





960 | 480 | 


{=| 10 | 1,08 | 0,98 | 0,95 0,9 


1 





Dei zugefpigten Vorder- und Hintertheilen des ſchwimmenden Körpers 
fällt natürlich & noch Heiner aus; für Flußdampfſchiffe ift & = 0,12 is 
0,20, und für große Seedampfidiffe & — 0,05 bis 0,10. 

Anmerkung. Sehr ausführlich über viefe Verhältniffe Handeln Poncelen 
in feiner oben citirten Introduction, und Duch emin fowie Thibault in ihren 
Recherches experimentales etc. Ueber den Widerſtand gegen ſchwimmendt 
Körper, namentlih gegen Schiffe, fowie auch vom Stoße bes Windes gegen Räter, 
wirb im zweiten und britten Theile gehanbelt. 

Beifpiel. Wenn man nah Borda den Wiberitand und Stoß rechiwinfelu 
gegen die Are eines Eylinders Yymal fo groß febt, ale den gegen ein Barallete 
piped, welches mit ihm gleiche Dimenflonen hat, fe erhält man für ten Wire: 
ftand ven Eoefflcienten: 

14 = Y . 1,28 = 0,64, 


und für den Stoß, denſelben 
— Y, . 147 = 0,735. 

Wendet man nun dieſe Werthe auf den menfchlichen Körper an, deſſen Quer⸗ 
ſchnitt etwa 7 Quadratfuß Inhalt bat, fo findet man für den Wiverſtand umt 
Stoß der Euft gegen venfelben die Werthe: 

P = 0,64 . 0,016 .7 . 0,086 02 —= 0,00616 v? 


P = 0,735..0,016 . 7 . 0,086 02 = 0,00708 v3. 


und 
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Bei einer Gefchwinvigfeit von 5 Buß if daher ver Widerſtand ber Luft nur 
0,00616 . 25 = 0,154 Pfund; und die entſprechende Leiftung pr. Secunde 
— 5.0,154 = 0,77 $ußpfund; bei einer Geſchwindigkeit von 10 Fuß fällt biefer 
Widerftand fhon Amal und der Arbeitsaufwand 8mal fo groß aus, und bei einer 
Geſchwindigkeit von 15 Fuß ift der Widerſtand das 9- und bie Arbeit fogar das 
27fache. Bewegt fih ein Menſch mit 5 Fuß Geſchwindigkeit dem Winde von 50 
Fuß Geſchwindigkeit entgegen, fo hat er einen ber relativen Geſchwindigkeit 50 
+ 5 = 55 #uß entiprehenden Widerſtand 0,00708 . 552 — 21,42 Pfund zu 
überwinden, und dabei die übermäßige Arbeit von 21,42 . 5 = 107,1 Fußpfund 
zu verrichten. 

Bewegung in widerstehenden Mitteln. Die Gefege der Be- $. öl 
wegung eines Körpers in widerftehenden Mitteln find nicht fehr ein- 
fach, weil man e8 hier mit einer veränderlichen, d. h. mit dem Quadrate der 
Geſchwindigkeit wachjenden Kraft zu thun hat. Aus der Kraft P, die einen 


Körper forttreibt, und aus den Wiberftande P= 8 - 27 Fy, welchen das 
Mittel der Bewegung entgegenfett, folgt die bew uende Kraft: 
DEE a Fr 


da aber die Maſſe des Körpers, M — * iſt, ergiebt ſich die Beſchleuni⸗ 
gung des Körpers: 


v2 

P-it-—Fy 
= =( _ ): _\___ 29 
r=uyr\F 6, Fr | G ).; 


$Fy, 1, 2? _ | 
oder, wenn wir 5 durch 7 bezeichnen, alſo im, © fegen: 


 f[ı - au PB 
PT | (4 Fu 

Die größte Geſchwindigkeit, welche der Körper annehmen kann, ift 
20P,, 
FYy 

Iſt die bewegende Kraft P, conftant, fo nähert fi) die Beweguug nad) 
und nad) der Gleichförmigkeit, denn die Ucceleration p fällt immer Tleiner 
und fleiner aus, je größer v wird. 

Nun nimmt aber bei der Xcceleration p die Geſchwindigkeit v in dem 
fleinen Zeittheilchen um x = pr zu, aber läßt fich ſetzen: 


x — — Dir gr, und umgelehrt: 


v=w=— 
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Um nun die einer gegebenen Geſchwindigkeitsveränderung entfprechende 
Zeit zu finden, theilen wir die Differenz 2, — ©, zwiſchen ber End⸗ und 
Anfangsgefchwindigleit in n Theile, fegen einen ſolchen Theil: 

Un — vo 
berechnen hiernach die Geſchwindigkeiten: 
v=-u+tr%u=u+ 2% =% + 3x u ſ. w., 
und führen diefe Werthe in die Stmpfon’fche Formel ein Auf diefe 
Weiſe erhalten wir die geſuchte Zeit, bei Annahme von vier Teilen: 


= r—m 


2 4 1 
"ZEeJ ie) iZ@)) 
w  \»  \o 
Es ift ferner der in einem Yeittheilcden r zurlicgelegte Raumtheil ($. 19): 
= vr, oder da ſich 7 =7 jegen läßt: 


— x, 





v x 
6 — —, alſo bier: 
jo 5 
v% G 
0= —— oo: 
(6) 
w 
Durd) Anwendung der Simpfon’fchen Kegel findet man nun den Raum, 
welcher zurückgelegt wird, während die Geſchwindigleit u, in u, übergeht. 


GG —u Yo 4vı 
2) = Zt —— + —; + 
w w 
20 j Av 


% 
—)— 
w w 17) 

Natürlich wird die Genauigfeit größer, wenn man 6, 8 oder noch mehr 
Theile annimmt. Uebrigens geftattet diefe Formel auch eine Berüdfidhtigung 
der Veränderlichkeit des Widerftandscoefficienten, welches bei bedeutenden Ge- 
ſchwindigleiten nothwendig if. Beim freien Fall der Körper in der Luft 
oder im Wafler ift P — G das fcheinbare Gewicht des Körpers, und bei 
der Bewegung auf der Horizontalebene P = 0, oder richtiger, gleich der 


Reibung fG. Da diefe ein Widerftand ift, fo hat man fie negativ in Red 
nung zu bringen, weshalb hier 
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PR, =-—-IP+P)w 


»--[+(2)]4 


zu jegen if. Da ferner Hier nicht von einer Zu⸗, fondern nur von einer 
Abnahme dev Gefchwindigfeit die Rede fein kann, fo haben wir hier ftatt - 
In — 2 do — d, In den obigen Formeln zu feßen. 

In dem Falle, wenn der Körper durch eine Kraft, z. B. durch fein Ge- 
wicht getrieben wird, nähert fich die Bewegung immer mehr und mehr einer 
gleihförmigen, fo daß fie fchon nach einer gewiflen Zeit als eine ſolche an- 
gejchen werden kann, wiewohl fie e8 in Wahrheit nie wird. Es fällt die 


3 
Ücceleration p = Nul aus, wenn & - 37 Fy — P,, wenn alfo 


= vi = wit. 


Dieſem Ziele nähert fich aljo die Gefchwinbigkeit eines fallenden Körpers 
inmer mehr und mehr, ohne eö je volllommen zum erreichen. 

Beifpiel. Piobert, Morin und Didion fanden für einen Fallſchirm, 
vefien Tiefe 0,81 des Oeffnungsdurchmeſſers beitrug, den Widerftandscoefficienten 
C —= 194 . 1,37 = 2,66. Bon welcher Höhe wird -fih hiernach ein 150 Pfr. 
ſchwerer Menſch mit einem ähnlichen Fallſchirme von 10 Pfund Gewicht und 60 
Duadratfug Duerfchnitt herablaflen fönnen, ohne eine größere Geſchwindigkeit an- 
zunehmen, al6 viejenige, welche er erlangt, wenn er ohne Fallſchirm 10 Fuß hoch 
herabſpringt? Die letzte Geſchwindigkeit it v — 7,906 V10 — 25 Fuß, ferner 
die Kraft P= G = 150 + 10 = 160 Pfo., die Flaͤche FE’ = 60 Duabratfuß, 
die Dichtigfeit y — 0,0859 und der Widerſtandscoefficient Z = 2,66, daher: 


1 _60.0,0859 _ 
= 695. 100 > 9000515 und 


2 
z. 5 — 2,66 . 0,000515 . 262 — 0,85625. 
Nehmen wir nun 6 Theile an, fo erhalten wir für biefe: 
q2 
1—t 35 — 0,97621; 0,9486; 0,78693; 0,61944; 0,40637; 0,14375, 


und für 
v 








= 0; 4,268; 9,210; 15,905; 26,910; 51,398 und 173,913, 


1l—iIi— 
Per) 
daher nach der Simpfon?’fchen Regel ven mittleren Werth hiervon 
—(1.044.4,2684+2.9,210-44.15,905-+ 2.26,910+ 4.51,893+1.173,913): (3.6) 








— 
= m — 29,58; und hieraus den geſuchten Kallraum : 
s = = — mal Mittel von —— — . 9958 — 28,6 Fuß. 
1258. Ka 31,25 
w 


Die entſprechende allzeit it, da der mittlere Werth von —_, 
1-I— 
03 
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— (1.0 +4.1,024 + 2.1,105 + 4.1,272 + 2.1,614+ 4. 2,467 + 1.6,957):18 
— 1,747 beträgt: 


26 
t= 3125 - 1,747 = 1,4 Secunben. 
Anmerfung. Für einen conitanten Widerftandscoefficienten ergiebt fh fur 


den freien Fall durch den höheren Calcül: 
eut_ı eu! _1ı A 6 
a)" - (5) V®s "IFy 
‚= are Ye _ zn. (+ 1)? 
"NT Tot — ) ER &Fy 


* 
= Im. => v2 25 


u = V20.:&2, 


e die Grundzahl des natürlichen Logarithmenſyſtemes und Zn. den natürlicen 
Logarithmen bezeichnen. 








und 


wobei 


514 Geworfene Körper. Wir haben fchon früher die Wurfbewegung 
im Iuftleeren Raume fennen gelernt und $. 39 gefunden, daß berfelben 

fig. 871. eine Parabel entſpricht. Test Fönnen wir uns 
auch über diefe Bewegung in einem wider: 
ftehenden Mittel, z. B. über die eines ab: 
geſchoſſenen Körper in ber Luft nähere Kennt 
niß verfchaffen. 

Jedenfalls ift die Bahn eines die Luft durch⸗ 
ſchneidenden Körpers keine Parabel wie im 
(uftleeren Raume, fondern eine unſymme— 
trifhe Curve, mit einem ſchwächer auf- und 
ſtärker niederfteigenden Schenkel, wie aus Fol⸗ 
gendem hervorgeht. Während der Heinen Zeit T durchläuft der mit der 
Gefhwindigkeit v in der Richtung AT, Fig. 871, auffteigende Körper 
in Folge feiner Trägheit einen Weg 





Ad=s =vr, 
ſowie i in Folge ſeiner Schwere den ſenkrechten Weg: 
gr? 
0oP=h= — 


2 
und e8 wird der erftere Weg durch den Widerftand & 37 F'y der Luft no 
um eine Größe vermindert, welche ſich durch den Ausdrud 

Yo? 
25°? gm 
G 2 


0 = — Tr 2. er —— beitinmen läßt. 
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Sest man 5 =’ — u, jo hat man einfach: 

Der vierte Eckpunkt R de aus OP und OQ conftruirten Parallelo- 
grammes O PRQ giebt den Ort an, wo ſich der Körper am Ende der Zeit 
r befindet, während P der Ort ift, welchen der Körper in biefem Augen⸗ 
blide einnähme, wenn der Widerftand der Luft Null wäre. 8 zieht ſich 
folglich) die Bahn AR des geworfenen Körpers unter der Parabel A P hin, 
welche der Körper im Iuftleeren Raume durchlaufen würde. 

Ebenfo find für einen in der Richtung AT, Fig. 872, mit der Anfangs- 
gefchwindigfeit v niederfteigenden Körper bie in der Zeit 7 gleichzeitig 
zurlidgelegten Wege 


AO=vr, 

0P—=g. md 
2273 

0=u— 


und e8 ergiebt ſich aus denfelben wieder der Ort R, welchen der Körper am 
Ende diefer Zeit einnimmt, fowie der Ort P, welchen er einnehmen wilrde, 
wenn die Bewegung im Iuftleeren Raume erfolgte. Es Täuft alfo aud in 
diefem Falle die Bahr A R des Körpers unter der parabolifchen Bahn AP 
bin, welche der Körper verfolgen würde, wenn bie Luft fein widerftehendes 
Mittel wäre. 

Iſt der Neigungswinkel, unter welchem der Körper von A aus mit ber 

Fig. 873. 


dig. 872. 





Anfangsgeichwinbigkeit v emporfteigt, TAX = «, Fig. 873, find folglich) 
die anfänglichen Coordinaten⸗ oder Arengefchrwindigfeiten: 
, 4 = 0C08.0 


und 
w = USING, 
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fo hat man nach Verlauf der Heinen Zeit r für den Ort R des bewegten 
Körpers die Abfcifie: 


272 
AM=xr2=—= A0Qcos.a —=|vr — Er) oo. 


= (1 — ker) v TCOS. 0, 


und die Ordinate: 
ll . — _ per re I 
MR=y=AQsina — QR= (1 SE) prsin.e > 


ferner die Abſciſſengeſchwindigkeit: 
Ru, = 4% = vcos.a — uvIrcos.a — (l — urt) vcoos.e, 
und die Ordinatengefchwindigteit: 
Rw, = w, =vsin.a — uvV?rsin.a— gr—=(l —prr)vsu.a—gr. 
Aus beiden Gefchwindigfeiten folgt nun für den Neigungswinfel 7, RX, 
— 0, ber Bahn in R: 





2 
3 








Wi gT 
tang.a, = — = _ ———— — 
"1. v tang. a (1 — Bor) voos.«’ 


und die Curvengefchwindigfeit: 


Ru=v= uw +w2—V (1— uvi)!v? —2(1— prer)egrsin.a + gt. 

Durch wiederholte Anwendung dieſer Formeln läßt fi) der ganze Lat 
der Wurflinie finden. Setzt man z. B. in die obigen Formeln für x und y 
ftatt & und © die durch die legten Ausdrüde beftimmten Werthe für a, mn) 
ven, jo erhält man durch diefelben die Coordinaten 7, und yı eines neue 
Punktes in Beziehung auf R u. ſ. w. 


Beifpiel. Eine maffive gußeiferne Kugel von 2r — 4 Zoll Durdmelkr 
werde unter bem Glevationswinfel «a —= 25 Grad mit der Gefchiwinvigfeit 
v — 1000 Fuß abgefchoflen, man foll ven Ort berfelben nad Berlauf ven 1. 
Yo, Yo Secunde u. f. w. angeben. 

Da die Dichtigfeit der Luft 7 — 0,0859, und die des Gußeiſens y, — 40 
Pfund if, fo hat man: 

Fr. - "tr: -y, 0,0859 , _ 
az! Han, = = 6 MOM, 
und —* für v = 1000 Fuß, wo Z = 0,9 iſt (ſ. $. 512): 

u = 0,0003701. 

Nimmt man nun 7 — 0,1 Secunden an, fo erhält man: 

x = (1 —.0,0008701.1000.0,05) 100 cos. 25° = 0,9815. 90,63 = 88,95 Zuf, 





y = 0,9815 . 100 sin. 250 — 31,35 - N =0,816. 42,26 — 0,156— 41,32 Fuf, 
31,25.0,1 3,125 

— RO — —⏑ — — u 

sang. a, = fang. 25° — 7 9,03701).90,08 — sl — zu650 0 


— 0,46631 — 0,00858 — 0,46273, 
hiernach ift der Steigwinkel ſelbſt: 
a =_— 249 50’, 











$. 514.] Bon der Kraft und dem Widerſtande ıc. 1007 


und bie Eurvengefchwinbigfeit: 
v, = V(0,9630.. 1000)? — 2.0,9630. 1000. 31,25. 0,04226 + (3,126)? 
— 927369 — 2543 + 10 — V924836 — 961,68 Fuß. 

Nimmt man von Neuem r — 0,1 Secunde an, fo erhält man, da für u = 962 
Buß, C = 0,88 und folglich = 0,88. 0,00041122 — 0,0003619 zu fegen if: 
&, = (1 — 0,0008619. 961,7. 0,05). 96,17 . cos. 249 50’ 

— 0,9825 . 96,17.0,9076 = 85,75 Fuß, 
Yyı = 0,9825 .9%6,17 . sin. 24050’ — 0,156 = 39,53, 


ferner: 
8,125 
— 0 — — —— 
tang. 0; = bang. 24° 50 — 5555 .96,17. cos. 24050 
— 0,46277 — 0,0071 — 0,15906, 
hiernad: 


9 = 24039’ und 
v = V(0,9652..961,7)? - 2.0,9652. 961,7 . 31,25 . 0,04200 + (3,125)2 
— V861590 — 2347 + 10 — V 859163 — 926,92 Fuf. 

Nohmals zT — 0,1 Secunve angenommen und v — 927 Fuß entiprecdhend, 

£ = 0,87 gefest, folgt: 
u = 0,87.0,00041122 — 0,0008678, 
und daher: 
&; = (1 - 0,0003578 .926,9. 0,05). 92,69. cos. 240 3% — 0,9834 . 92,69 .0,9089 
— 82,85 Fuß, fowie 

2 — 0,9834 . 92,69 sin. 24039’ — 0,156 — 37,86 Fuß. 

Es ift hiernach der Ort des abgefchoffenen Körpers nad 0,3 Secunden in Hins 
ficht auf den Anfangspunft durch die Coordinaten 
z +2 + x = 88,95 + 85,75 + 82,85 — 257,55 Fuß und 
y-+ Yyı + ya = 4132 + 39,538 + 37,86 —= 118,71 Fuß beflimmt. 

Ohne Luftwiderſtand und ohne Schwere wäre 
z + x + 2% =ctcos. «= 1000.0,3. cos. 25° = 300 . 0,9063 — 271,89 Zuß, 
fowie: 
y+tYyı + C ctsin.a — 800. Sin. 260 — 300.0,4226 — 126,78 Fuß, 
und bloß ohne Rückſicht auf den Wiberfland der Luft: 
z + x, + x, = 271,89 $uß, fowie 

0,09 


2 
yvtyty = 12678 — Z = 126,78 — 81,26. = 126,78 — 1,41 
— 125,97 Fuß. 


$D 


Anbang. 


Die Theorie der Shwingungen. 


Schwingungstheorie. Ein Körper hat eine ſchwingende Bewe- 
gung (franz. mouvement oscillatoire; engl. oscillatory motion) oder if 


in Schwingung (franz. und engl. oscillation), wenn er wiederholt in glei⸗ 


chen Zeiten denfelben Weg hin⸗ und zurüdlänft. Die Natur bietet ume 
außer der Bewegung eines Pendels noch viele andere Schwingungsbewegungen 
dar. Die vorzüglichite Urſache einer folchen Bewegung ift eine Kraft, melde den 
ſchwingenden Körper nad) einem und demfelben Punkte binzieht ober hin⸗ 
treibt. So ift es 3. B. die Schwerkraft, welche ein Pendel in ſchwingende 
Bewegung jest. Wenn ein vorher in Ruhe befindlicher Körper ungeftört 
der Kraft folgen kann, welche denfelben nach einem gewiflen Punkte Hintreibt, 
fo erfolgt die Schwingung beflelben in einer geraden Linie; außerdem aber 
nimmt er Schwingungen in einer Curve an, wie 3. B. ein Pendel, wo die 
Wirkung der Schwerkraft durch die Verbindung des Körpers mit einen feften 
Punkte fortwährend geftürt wird. Ebenſo erfolgen oft Schwingungen in 
krummen Linien, wenn die Anfangsgefchwwindigfeit de bewegten Körpers eime 
andere Richtung Hat als die Kraft. 
Der einfachfte und am häuftgften vorkommende Fall ift der, wenn die Kraft 
der Entfernung von einem gewiſſen Punkte C proportional iſt 
Fig. 874. E8 fei A, Fig. 874, ber Anfangspunft 
der Bewegung, C der Sig der Kraft, 
d. i. der Drt des Körpers, wo die Kraft 
Null ift, und M der veränberliche Ort 
des Körpers. DBezeichnen wir mun den 
Abftand CM durch z und bedeutet u 
eine conftante Erfahrungszahl, jo fönnen 
wir die Acceleration des Körpers in M, 
p=ur 
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fegen, und erhalten fonad) fiir die Gefchwindigkeit v des Körpers (f. 8. 20, IIL.), 
da z um MN = 9% abnimmt, wenn der Weg AM um ebenfoviel wächſt, 


2 
= — [po = — u 0. = — + Con. 


Nun ift aber in A, — 0 und x eine beftimmte Größe CA = a, 
daher hat man: 


= + Con., und 


v2 = u (a — 2’), 
alfo die Geſchwindigkeit ſelbſt, 
= Vu @ =) 

Kommt der Körper in C an, ift alfo x == 0, fo wird v ein Marimum, 

und zwar: 
e= c= Vuar = aVyu. 

Senjeitd von C nimmt v wieder -allmälig ab, und ift die Entfernung x 
von C, CB= — a, fo fällt wieder » — O aus, und es kehrt nachher 
der Körper mit wachſender Geſchwindigkeit nach C zurlid. Dieſe rückgängige 
Bewegung erfolgt genau nach demſelben Geſetze, wie die hingehende; es iſt in 
C, » — — c und in A, v—=0. Auf dieſe Weiſe wiederholt ſich die 
Bewegung ohne Ende in dem Raume AB — 2a, die man deshalb Die 


boppelte Schwingungsweite (franz. amplitude des oseillations; engl. 
amplitude of oscillations) nennt. 


Die Zeit, während welcher der fchwingende Körper einen gewiflen Weg (8. 2) 
AM= z,, #ig. 875, zurüdlegt, läßt ſich, wie folgt, beftimmen. Wird in 


dem Zeitelemente Ot das Wegelement MN —= 9x, — — 9x zurldgelegt, 
fo hat man nad) ($. 20, 1.): 
O2 = vdt,d.i.oOr— — Va (a! — 29) dt; 
und daher umgekehrt: 
ot = — — — 
Vu (u* — æ) 


Beſchreiben wir über A B mit dem daltmeſſer CA=(CB=a einen 
Kreis ADB, fo erſcheint in demſelben Va? — 2? als Ordinate MO =y, 
und es ift daher: 


.o0o=— 0% 


Ve.y 


Seten wir ferner den der Abſciſſe CM = x entjpredhenden Bogen 





DO= s, und das Element O Q deflelden — — Os, fo giebt und bie 
Aehntichkeit gewiffer Dreiede OQR und OCM, in welhen OR—= — 0x, 
Weißbbach's Lehrbuch der Wedhanit. I 64 
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090= —-0s, MO — und OC = a if, die Proportion: 
Fig. . 0% __yY 
Os a ‚ daher: 
Or .. 


— — —, und & folgt fonadı: 


N Vu 
os 
MNPC r.a 


+ Con. 








t= — — 

er a  Vea.a 

Nun ift aber für den Anfangspunft A, £ = 0 und s der Quadram 
DA = !hrza, daher hat man: 


x 
oo _ıh u 


Vu.a 
und die Schwingungsdauer ober die Zeit, innerhalb welcher A nad M 
fommt: 


+ Con., 





— Ihra s_ + (@ ) 
Vu.a Vu.a Vu\ a) 
Für die halbe Schwingungsdauer, d. i. für die Zeit, innerhalb wel⸗ 
her der Körper nad) dem Ruhe⸗ ober Mittelpunft C fommt, ift s== 0, daher. | 
Tr 


t— — — 


2Va' 
ferner die Zeit einer ganzen Schwingung oder zum Durchlaufen dee 
Weges AB — 2a, 


EL. 
Ve 
endlich die Zeit, innerhalb welcher der Körper nad) A zurüdtehrt, iſt 
= 2#. 
Va 


Eben fo groß ift auch die Schwingungsbauer, oder die Zeit zum Durch 
laufen eines Weges 2 AB = 4a, wenn diefelbe an einem anderen Orte 
M zu zählen angefangen wird; denn die Zeit für den Weg MB hin un 
zurüd ift | 


2. Bogen O0 B OB 
— — ns 
und die für den Weg AT A hin und zuriid: | 
9. Bogen OA 94 
Vu 


folglich die Zeit für den Weg 2MB+2MA, | 
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9. Bogen (OB+ 0A) _2.na 2n 
aVu  aVn Va 
Es hängt alfo die Schwingungsdauer gar nit von der Amplitude ab. 
Sehen wir von dem Ruhepunfte C aus, fo können wir einfacher die Zeit, 
welche der Elongation C M — x entipridt, ſetzen 
8 
Va.’ 
ober, da s — a arc. (sin. — =) ift: 





t= 





1 
t—= —= are. (sin. — 7), und umgelehrt: 


x = asin. (Vu), 
fowie: 


—VrVer—ar[sin. ("Ve = Va.aVı — [en (Vo)? 
= Vu . 0. C08. (t Ve). 


Anmerkung. Die vorfiehende Schwingungstheorie läßt fih fogar auf das 
Kreispendel CM, Fig. 876, anwenden, wenn man Fleine Edhwingungsbögen vor: 
ausfept. Es ift die Beichleunigung des im Bogen 


&ig. 876. AM B ſchwingenden Punktes an der Stelle A: 
DA 
N p=gsn ACD= TG 9, 
oder da bei Fleinen Elongationen DA —= MA geſetzt 
⸗ werden kann: 
⸗ 224. 
p P=77TI 
A - -7—2B Bezeichnet man nun CA mit run MA mi, 
jo erhält man: 
g= 
— r 
und daher durch Vergleihung mit ver Formel p= u x des vorigen Paragraphen: 
=. 


Folglich ift die aningungaei: 


r . 
t ge I — nn V: (ver: l. &. 321). 
Va 9 — 


Längenschwingungen. Die vorzüglichſte Urſache ſchwingender Bewe- ($. 3) 
gungen ift die Elafticität der Körper. Den einfachften Fall bietet ein 
Faden ober eine Stange (Draht) O C, Fig. 877 (a.f.©.), dar, wenn derfelbe durch 
ein Gewicht G gejpannt wird. Flihrt man dieſes Gewicht von den Ruhe— 
punkte C in der Arenrihtung des Fadens um einen Weg CA — a fort, 
und überläßt man es num fich felbft, fo wird es in Folge der Elafticität des 

64” 
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Fadens wieder bis C gehoben, kommt bafelbft mit einer gewifien Geſchwin⸗ 
digfeit c an, und fteigt durch feine lebendige Kraft bis zu einem Puntıe B. 


Fig. 877. 


\A/ 
P=G— 





A—ı 





von wo aus es wieder zuriidfällt u. ſ. w. In dem Ruhe⸗ 
punkte wird das Gewicht F von der Elafticität . FE 


(f. 8.204) der Stange aufgehoben, es tft folglich Bier die 
bewegende Kraft: 
P=7FE- G=0, de  FE— G. 
ft aber das Gewicht in einem tieferen Punkte N, 
welcher um.C N — x von C abſteht, fo fällt die bewe 
gende Kraft 
P— A + x 
FE 
== 7 T 
aus, und befindet es ſich in einem höheren Punkte Q, fo 
ift diefe Kraft: 





FE-G=3FE+HTFE-6 





FE=G-SFE+TrE FE 


I I 


Bernachläffigen wir die Maſſe der Stange, jo ift folglich die Acceleration, 
mit welcher ſich das Gewicht G nach C zurückbewegt: 


pP FE 
P= GI = 9% und daher: 
FEyg 
N 7 u 


wenn p — geſetzt wird, F den Querfchnitt, I die Lunge und E ben 
Elaſticitätsmodul der Stange bezeichnen. Da diefes Gefeg mit dem im den 
vorigen Paragraphen behandelten Fall übereinftimmt, fo haben wir auf 
hier die Schwingungszeit: 


_ Vr 


Gl 7 
— %T — 


FEg YVgeYFE 


Set man ftatt F das Gewiht GC, — Fly ber Stange und flatt E 


den Elafticitätsinodul Z — m nach Länge (f. $. 204, Anmerf. 1) ein, io 


erhält man aud): 


— al @G 


Vı’aL 


Wenn man umgekehrt, die Schwingungdgeit t beobachtet, fo kann man die 
Elafticititömodeln berechnen, indem man fett: 
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2? @l ml 6 
7 F er Fr . m . 

Diefe Formeln gelten auch dann, wenn die Schwingung der Stange nur 
durch bloßes Anhängen des Gewichtes (in B) hervorgebracht wird; es ift hier 
die Amplitude zu beiden Seiten von C: 

G 
a — — FE I, 
wogegen wir oben a <A angenommen haben. 

Beiſpiel. Wenn ein Gifendraht von 20 Fuß Länge und 0,1 Zoll Dicke 
burh ein Gewiht & — 100 Pfund in Rängenfchwingungen verfeßt wird, deren 
Zeitdauer Y, Secunde if, fo hat man t = 1." und den Tlaſticilaismodul 


deſſelben: 
E = 0,082.n2.182. 10.20. 0082. 8000. 1823 
(0,1)2.r 


— 25600 .324 n = 26’000000 Pfund. 


Die vorftehenden Formeln laſſen fich auch anwenden, wenn dag Gewicht ($. 4) 
G zufammendrüdend auf eine fteife prismatifche Stange wirkt. Ebenſo 
finden diefelben noch ihre Anwendung, wenn das an das untere Stangenende 
angehängte Gewicht gleich anfangs mit einer gegebenen Geſchwindigkeit 
v miebergeht. Nach dem Principe der mechanischen Arbeiten ift in diefem 
Galle fir die Fallhöhe A von G: 


y2 E 

Gh-+ ———— h?, daher: 
ze v2 
h=: ,.vayı a8 FE, 29 


Nach Durtleufm Dies Weges * das — @ feine Geſchwindigkeit 
verloren und fteigt nun in Folge der Elafticität bis 4 zurild, wo es wieder mit 
der Geſchwindigkeit v ankommt. Endlich aber erhebt es fich in Folge feiner 


lebendigen Kraft G ri indem ed die Stange comprimirt, noch um eine 


Höhe Aı, ehe e8 wieder zuriidfehrt und eine neue Schwingung beginnt. Für 
dieje zweite Höhe ıft 


v? FE,, 
un Gh, + 7 21 h?, und daher: 


al 2Gl v2 
M=pE Et VE) FrFEDI 


Durch Addition von . and h, erhält man nun die ganze Schwingungs- 
ampfitude: 
//@G1I\ 2GI 
anna (FE)t 
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und daher die einfache Elongation: 


-V (& *4 —V v8 
a FE FE 29 


Da aud) hier p —= Tr 9x — ux ift, fo hat man wie oben, die Jat 





einer Schwingung: 
‚___\/ #t, 
Var’ FE 
Nenn die Anfangsgefchwindigfeit v des Gewichtes GC, durch ein nieder: 
fallendes Gewicht G@ erzeugt wird, fo hat man es mit dem in $. 343 
abgehandelten Falle (Fig. 878) zu thun. Laſſen wir da8 Gewicht G mit ber 
Geſchwindigkeit ce auficdjlagen, und fegen wir einen unelaſtiſchen 





nis BR Stoß voraus, fo haben wir die Anfangsgefchwindigfeit von 
4 G 461: 
— Ge 
+6 


daher die größte Schwingungselongation : 
VE, SEE 
FE (G+G)FE 29 
h und die Schwingungszeit: 


_ x \/@+HDi 
— FE 


Die Elemente der Stange nehmen an den Schwingungen 
von G oder @ + (Gr ebenfalls Antheil, nur ift die Amplitude um 
fo Heiner, je näher da8 Element dem Aufhängepunkte liegt. Für ein Element C.. 
Fig. 877, im Abftande O C, — x vom Aufhängepunfte ift die Amplitude: 





37 
yaTrß 


wogegen die Schwingungszeit, da dieſe gar nicht von y oder a abhängt, 
biefelbe ift wie fir G. Es ſchwingen alſo alle Elemente der Stange in von 
C nad) O ftetig abnehmenden Amplituden iſochron. 


' 8.5 Querschwingungen. Auch bie Biegungs- fowie die Torfiont: 
| elafticität bietet Gelegenheiten zu foldyen Schwingungen dar, wie wir im 
BVorhergehenden kennen gelernt haben. Für eine an einem Ende O fe: 
gehaltene und am anderen Ende C durch ein Gewicht F geipannte Stange 
oder Feder O C (Fig. 879) haben wir nad) $. 217 die Einbiegung: 


Ppıs 
HOzae= 
= zaWwE 
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gefunden; e8 folgt daher umgekehrt, die Kraft P, mit welcher die Stange 
gebogen ift, 

Fig. 879. 3WkEa 

13 

Wird nun bdiefe Kraft durch ein 

angehängtes Gewicht G erfekt, und 
aım CA=CB=x ver 
größert oder verkleinert, fo hat 
man die Kraft, mit welcher das 
Stangenende nad) der Ruhelage durch die Efafticität der Stange zurüd- 
getrieben wird: 





3WE(a+x 3WE(a+x) 3WE 3W 
— g_3WElet)_IWE,_IWE, 
daher die Acceleration, wenn wir bloß die Maffe von G in Betracht ziehen: 
= z 9 — ir 9%, und, da hiernad) p = x zu feßen ift: 
__3WE 
Gm I 


Die Proportionalität zwiſchen p und x geftattet die Anwendung der For⸗ 
mel in 8. 2 (Anhang), weshalb nun die Schwingungszeit 
r Ra @12 
Vu Vs Y 3WwE 
folgt. 


Für eine an beiden Enden frei aufliegende und in der Mitte C mit einem 
Gewichte @ belaftete Stange H O, Fig. 880, ift nad) $. 217: 


Fig. 880. „_ pe 
48 WE 
daher bie Schwingungsdauer: 
7 @33 





= vV #wE 
Bei Beriidfichtigung des Stangengewichtes G, hat man im erften Falle, 
Fig. 879, ftatt @, @ + 1/4 Gi, und im zweiten Falle, Fig. 880, ftatt, 
G,@ + !1/, Gı einzufegen. 
Aus der beobachteten Schwingungszeit t, läßt fi nun der Elafticitäts- 
mobul berechnen, und zwar für den erften Fall, mittel® dev Formel 


ee)" 


oder, wenn n — - die Anzahl der Doppelihwingungen pro Secunde 


bezeichnet, 
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@ + ! 6ı 
E = (ann)? | ——) 2, 
(x) 397 W 

Beifpiel. Ein Fichtenholzftab von 1 Gentimeter Breite und Höhe wurbe in 
zwei von einander 100 Gentimeter abftehenven Punkten unterfiupt, umb in ter 
Mitte von dem Gewichte G —= 1,37 Kilogramm, um a — 3,2 Eentimeter niever: 
gezogen. Deshalb ift hiernach der Claſticitaͤtsmodul des Fichtenhelzes: 


während in der Tabelle auf Seite 870, E — 110000 Kilogramm angegeben wirt. 
Ferner wurde biefer Stab an einem Ende eingeflemmt, am anderen Ente mü 
dem Gewichte @ —= 0,31 belaftet und in Schwingungen verfeht, wobei die Anzahl 
der Schwingungen in 35 Secunden, — 100 ausfiel. Das Gewicht des Stabes 
war G, = 0,044 Kilogramm, folglich it @ + Y,G, = 0,321 Kilogramm, unt 

_fa\ (G+Y6\,, _ (3.141\? 821000 

E=(7) 39W ) —\035/ 81.% 

— 80,57. 1281000 = 106260 Kilogramm, 


alfo nahe glei) dem durch die Biegungsverfuche gefundenen Werthe von E. 





8.6 Torsionsschwingungen. ‘Die Formel t — 1m findet endlich auch 
bei dem Torjionspendel (franz. balance de torsion: engl. torsion-rod), 
d. i. bei einem Faden oder einer Stange DO, Fig. 881, ftatt, welche ver- 
möge ihrer Torfion um ihre eigene Are ſchwingt. In der Regel verfieht man 
Fig. 881. diefes Pendel mit einem belafteten Quer: 
arme CC}, mittels deſſen die anfängliche 
Drehung des Fadens hervorgebradjt wird, 
indem man diefen Arm aus der Ruhelage 
CC, in die Tage AA, bringt. Die Tor- 
fion dreht dann den Arm nah) CC, zu⸗ 
rüd, und vermöge der Trägheit geht der: 
jelbe auch noch weiter bi8 BBi, von wo 
aus er nah CC, und AA, u. ſ. w. zu⸗ 
rückkehrt. Wir haben oben ($. 262) da? 
Torfionsmoment eines  prismatiichen 
Körpers 





Pı = aWwc 
gefunden; und willen hiernach, daß daflelbe umgekehrt wie die Länge 
OD=! des Stabes und direct wie der Torfionswintel MDC — « 


wüchſt; ift nun G@%? das Trägheitsmoment des Armes CDO,, folglid 
kK?G,. 
7 bie auf die Armenden C und C, reducirte träge Maſſe MM deflelben, 


jo folgt die Wcceleration diefer Bunkte: 
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pP aWC r!G eaWCg 


PM TIiOTa ag 
Bezeichnen wir noch den Bogen CM = «a, weldier der Armlänge 
DA= DC = a und dem veränderlicien Elongationswinkel CDM — «a 
entfpricht, durch x, jo erhalten wir den Ausdruck: 
= — x, und können wieder p — wx ſetzen, alſo: 
VC 
77T 
Es ift folglich aud die Schwingungsdauer, der Schwingungsbogen 
ACB = 4A,Cı, B, mag groß oder Hein fein: 
a 1.4 G k?l 


Va Ver wc 


annehmen. 








Umgelehrt folgt 
2 
wc—= I @mı, 
gt” 
und daher das Torſionsmoment 


2 
Pa= hu -aGk, 
ge 
Anmerkung. Vorftehende Formeln für die Schwingungen, welche durch bie 
Elafticität fefter Körper hervorgebracht werben, gelten natürlih nur fo lange, als 
mit den Schwingungselongationen die Glafticitätsgrenze nicht erreicht wird. Bei 
allen Maſchinentheilen find die Schwingungen möglihit zu vermeiden, weil dus 
Arbeitsquantum, welches auf diefelben verwendet wird, für die Mufchinen verloren 
geht, deshalb find dieſe Theile höchſt forgfältig mit einander zu verbinden, und es 
ift zumal ein fogenannter tauber Gang zu vermeiden, der zu Stößen und Schwin- 
gungen Beranlaflung giebt. 


Fig. 882. Dichtigkeit der Erde. Die Theorie des $. 7 
Torfionspendel8 findet ihre unmittelbare Ans 
wendung bei ber Beftimmung der mittleren 
Dichtigfeit oder des fpecifilchen Gewichtes e 
unferer Erde, Nähert man dem einen Gewichte 
G am Urmente ADA,, Fig. 882, eined Tor⸗ 
fionspenbel8 eine fchwere Kugel X, fo rüdt 
daffelbe in Folge der Anziehung um einen Weg 
AM = x näher; e8 fegt ſich in diefem neuen 
Drte M von @ die Anziehungskraft R von X 
mit der Torfionsfraft P ing Gleichgewicht, und 
es läßt fich daher auch die eine durch die andere 
beftimmen. Laflen wir nun nad) Entfernung 
der Kugel K das Torfionspendel ſchwingen, fo 
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können wir die Schwingungsdauer deſſelben ermitteln und hieraus die Torfion® 
Fraft berechnen. Nach dem vorigen Paragraphen ift die Schwingungsdauer 
vn Torſionskraft _ Pa? 
Va Maſſe des pendels Gm 
wenn @*? das Trägheitsmoment und a die Armlänge des Pendels bezeichnen; 
daher hat man umgefehrt, die Torfiond- oder Anziehungskraft: 


per _rCbe_ m Chr m Gwe 


— 2? — 
‚a——Zup= 





ga? ga? ge a? — gt? a 
und das dem Drehungswinkel & entſprechende Torſionsmoment: 
72 
Pa — ge aGk?, 


Wenn num die Anziehungsträfte der Körper wie die Maſſen derjelben 
und umgefehrt wie die Quadrate der Entfernungen wachſen (f. $. 302, 
Beilpiel 3), To fünnen wir die von X hervorgebradhte Anziehungskraft P 
mit dem der Anziehungsfraft der Erbe entfprechenden Gerichte Q des Meinen 
Körpers an ber Torfionswage wie folgt vergleichen: 

P K:s? | 

0” E:r?' 
wobei s die Entfernung M K der Mittelpunfte » beider Maſſen @ und X 
von einander, r den Halbmefler der Erde und E ba8 Gewicht derſelben 
bezeichnen. Wir erhalten uun das 'letztere: 


__KQr? 
= Ps? ' 
und wenn wir ftatt it, m rd. Ey feßen, die mittlere Dichtigkeit der Erbe: 
3E: 3KQr 3KQ _3KQR gta? 





— Ey = — —- — — — — nt Trra 
Yı Y 4 7 738 4PrZBa 82 dr Prs? Anrs? x? Gk?r 


oder, wenn mir ftatt - die Länge 7 des Secundenpendel® (ſ. $. 323) ein 


führen: 
3Kle Qa: 
NT gras Gh’ 
und daher das mittlere fpecifiiche Gewicht der Exbe: 
— 3Klt ga? 
—Anrest Gy 
Setzt man annähernd Gk? — Qald, fo erhält man einfacher: 
Kli? 








Mitteld des einfachen Torſionspendels oder der fogenannten Coulomb’- 
jchen Drehwage fand zuerft Gavendifh: & — 5,48; 
oder nad) Hutt on's KRevifion: e — 5,32; 
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fpäter bei Zuhilfenahme des Gauß-⸗-Poggendorff'ſchen Spiegelapparates, 
Reid: & = 5,43, 
dagegen Baily, durch Verfuche in größerem Maßftabe: &e = 5,675. 


Dei Wiederholung der Berfuche wurde von Reich: — 5,583 
gefunden. (S. „Neue Verſuche mit ber Drehwage, Leipzig 1852.°) Es ift 
hiernach die mittlere Dichtigfeit der Erde ungefähr gleich der Dichtigfeit des 
Eiſenglanzes. x 

Anmerfung. Ueber die Ausführung der Verfuche zur Beſtimmung der Dic- 
tigfeit der Erde ift nachzufehen: Gehler's phyſikal. Wörterbuch, Bo. III.; ferner 
die Abhandlung von Neich „Verſuche über die mittlere Dichtigfeit ber Erde, 


Freiberg 1838,” und die von Baily, Experiments with the torsion rod for 
determining the mean density of the Earth, London 1843. 


Magnetnadel. Die Zorfionswage wird aud) angewandt, um bie $. 8 
Directionstraft oder dad Drehungsmoment eined Magneten ober einer 
Moagnetnadel (franz. aiguille aimantee; engl. magnetic-needle) zu fin» 
den. Erjegen wir den Duerarm einer folchen Wage durd) eine Magnet- 
nabdel oder einen Magnetftab MD M,, Big. 883, fo ftellt ſich derſelbe fo, 

Fig. 883. dag feine Directionskraft von der Torſionskraft aufgeho- 
ben wird. Weicht der unmagnetifche Arm in der Ruhe⸗ 
loge A A, um den Winkel ADN = « vom magneti- 
ſchen Meridiane NS ab, und ftellt fi) der Magnetftab 
MM, So, daß feine Are um den Winkel MDN — Ö 
von dem Meridiane N S abfteht, jo haben wir denjenigen 
Somponenten R, der parallel NS wirkenden Directione- 
fraft Z, welcher die Umdrehung der Nadel bewirkt und 
von der ZLorfionsfraft aufgehoben wird: R, —= Rsin.d. 

Die Torſionskraft P ift hingegen dem Torfionswintel 
MDA = « — Ö proportional, läßt fid) daher 

P=P, (e — 0) 
fegen; man hat daher: Rsin.d — P, (@ — 6), und folglich: 


e—6 a — 6 
-( Fr lee =(75 ) Fi 
wenn die Declination oder ber bentungenint ö Hein ift. 


Nun läßt fich nach dem vorigen Paragraphen die Torfionstraft P mittels 
der Formel 











_m Ghz _m! GMa(a—d) _ nm: Ga — d) 
daR gr a? ge a 


ausdrüden, daher kann man aus ber Schwingungsdauer € u. ſ. w. bes 
unmagnetifchen Torſionspendels auch die Directionstraft bes Dlagnetftabes 
durch die Formel 





8.9 
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e—6 P a —ö 2°? GR 
R=("7-)A=37=- 5 











berechnen. 

Das Moment dieſer Kraft iſt bei der Declination MDN = 6 be 
Nadel, wenn wir annehmen, daß biefelbe ihren Sig in dem Abſtande 
DM = a von der Drehungsare habe: 

R,a = Rasin.Ö annähernd, bei Kleiner Declination 


ö 3,.U.0m 
— Reöo =(a — m . 


Dieſes Moment (Ra sin. 6) ift für sin.dö — 1, d. h. wenn die Magnet: 
nadel rechtwinfelig gegen die Magnetrichtung fteht, am größten, und zwar 
— Ra, und dagegen für 6 — 0, d. h. wenn die Are der Magnetnadel in 
den magnetifchen Meridian fällt, am kleinſten, nämlich — Null. 


Magnetismus. Da die Directionsfraft R der Magnetnadel Teinen 
Drud auf die Drehare verurſacht, alfo die Nadel Tein Beftreben zum Fort⸗ 
fchreiten, fondern nur ein Beftreben zur Drehung hat, wenn fie außerhalb 
des magnetifchen Meridians fteht, jo folgt, daß die ganze Wirkung des Erb» 
magnetismus auf einen Magnet aus einem Kräftepaaret, — = mit dem 
größten Momente Ra beftehen müſſe. Da fich ferner jedes Kräftepaar 
= — = durch) unendlich viele andere Paare (2 » a), (®, — =) 
u. |. w erjegen läßt, deren Momente Ra, Rıa,, Ra u. |. w. alle ein 
anber gleich find, fo folgt, daß weder R noch a, aljo weder die Directions 
kraft noch ihr Angriffspunft, jondern nur ihr Moment Ra beftimmt if. 
Diefe8 Drehungsmonent Ra ift Überdies noch von zwei Factoren u 
und S, wovon u, dem Erd» und S dem Stabs ober Nabelmagnetismus 
entfpricht, abhängig, weshalb wir 

R=wSud Ra — M 84 

ſetzen können. Was endlich noch das Maß u, des Erdmagnetiemus an- 
langt, ſo iſt dieſes bei einer horizontalſchwingenden Nadel, wie wir ſeither 
angenommen haben, nur ber horizontale Component der Intenfität des 
ganzen Erbmagnetismus, denn der verticale Component u, wird durch bie 
Unterftigung oder Aufhängung der Nadel aufgehoben. If ı die Incli— 
nation oder die Abweichung ber magnetifchen Erbare von bem Horizonte, fo 
haben wir den horizontalen Componenten: 

Kı == M C08. 1, 
dagegen ben verticalen: 

U = usin. ı, 
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und endlich da8 Drehungsmoment einer Magnetnabdel: 
Rasin.ö —= ucos.ı.Sasin. 6, 

aljo den größten Werth befjelben: 
Ra = uSacos.ı. 


Schwingungen einer Magnetnadel. Man Tann auch das Dre- $. 10 
hungsmoment einer Magnetnadel aus ber Schwingungszeit derfelben felbft 
berechnen. Bringt man die aufgehängte Magnetnadel MD M,. ig. 884, aus 
ihrer durd) das Gleichgewicht zwifchen der Zorfiond- und der Magnetkraft 

Fig. 884. bedingten Ruhelage, fo daß fie von diefer um ben 
Heinen Winfel MDC — 9 abweicht, fo nimmt ent- 
"zn weder die magnetifche Directionskraft 2 um Rp zu 
4 und die Torſionskraft um PL @ ab, oder es tritt das 
Ä Umgefehrte ein, in jedem Falle erwächſt alfo aus beis 

den eine Kraft: 
(R + P 1) P, 
Bu oder ein Moment: 
/ (R+P)yga=(R+P) 
Mm; J welches den Magneten nach der Ruhelage zurücktreibt. 

Iſt nun G %k? das Trägheismoment der Nadel, fo haben 

wir folglich die Beichleunigung, welche dieſer Kraft entfpricht: 
_(R+P ı) ax 
m TR 9: 
und fegen wir diefelbe — u x, fo erhalten wir: 
R+P 
= + Pr ) a9, 
fowie die Schwingungsbauer: 


_ m _ Vrt— GR 
Vu R+Pı)ag 
7 Vo / am —— 
oder, wenn v das Verhaltniß Z 2 =; 
tifchen Kraft bezeichnet: 


—— Van. 
Vs fü +mw)Ra 
Hat man t durch Beobachtungen gefunden, jo kann man hiernach ums 
gefehrt, das magnetifche Umdrehungsmoment finden, e8 ift nämlich 











z ber Torſionskraft zur magne⸗ 
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Iſt die Torfionskraft Hein, fällt namentlich die Ruhelage MM, nahe in 
den magnetijchen Meridian, fo kann man v vernachläffigen und 


N G k? 
= Vs — ‚ jowte 


R gr 
Ga — ge ſetzen. 


Noch können wir ſtatt Ra den oben angegebenen Werth einführen und 
daher das Drehungsmoment durd) die Formel 


2 
uSacos.ı — FL G xꝰ ausdrucken. 


Für eine im magnetiſchen Meridiane ſchwingende Inclinationsnadel 
iſt dagegen: 


— —— 


und für eine Nadel, deren Umdrehungsaxe in dem magnetiſchen Meridiane 
liegt, die fid) daher felbfi vertical zu ftellen fucht: 


1? 
Sasın = —- @K. 
u in. 6 0 G 


2 
Die Formel u Sacos.ı — or @k? giebt un in p Sa cos. ı ein Pro 


duct von vier Yactoren; da fich aber die Inclination durch Beobachtungen 
an einer Magnetnadel beftimmen und fi Sa auf eine beftimmte Weile 
nicht in feine Wactoren zerlegen läßt, jo bleibt nur eine Zerlegung der 
befannten Producte® u Sa in die Factoren u und Sa zu vollziehen übrig. 
Wie ſich diefe Zerlegung mittels Declinationsbeobachtungen ermöglichen läßt, 
wird aus Folgendem hervorgehen. 


$. 11 Magnetische Anziehungsgesetze. Die Kräfte, mit welchen ſich die 
ungleichnamigen Pole zweier Magnete anziehen und bie gleichnamigen Pole 
derjelben abftoßen, ftehen im umgefehrten Berhältniffe der Quadrate 
der Entfernungen zu einander. Man überzeugt ſich hiervon am ein 
fachften durch die Beobachtungen an einer kleinen Magnetnadel, welche man 
in ber Nähe eines größeren Magnetftabes ſchwingen läßt. Zu diefem Zwede 
legt man den Magnetftab horizontal und parallel dem magnetischen Meridian, 
jo daß fein Nordpol gegen Nord, alfo fein Südpol gegen Süd gelehrt ift, und 
bringt eine Kleine Declinationsnadel in die Verlängerung der Are des Magie: 
jtabes. Iſt der Abftand s des Stiftes diefer Nadel von dem einen Pole ri 
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Mangnetftabes viel Meiner als der Abftand von den anderen, jo kann man 
die Wirkung des legteren auf die Nadel Null fegen, und annehmen, daß durd) 
die Wirkung des näheren Poles der Coefficient wu ber erdmagnetifchen Kraft 
noch um einen gewilfen Werth x, oder x, vergrößert werde. Iſt num die 
Schwingungszeit der Nadel, — t, wenn der Magnetftab fi) gar nicht in der 
Nähe derfelben befindet, dagegen — f,, wenn ber nähere Bol diejes Stabes um 
$; von dem Stifte ber Nadel abfteht, und — t,, wenn diefer Pol um s, von 
dem Nadelſtifte abfteht, fo haben wir: 
7? 772 72 
& Sa= — : Gk2, (u, +%) Sa= —,Gk?und(u, +%)Sa=—, : @ Kk? 
9% gt; gt; 
daher folgt durch Dion: 











bkı Tr % . % — und I 72 uı + a__ ? , Ti 
uı 
— — * 
= u, und % — ) u. endlich ; 
— t? t — t 
%,:ı — F {2 ’ 
oder, wenn ftatt t, t, und tz die Schwingungszahlen 
60" 60” 60” 
u = DM Tun 


eingeführt werden, 

4: mn)! — ntın! —n“ 

Wenn nun die Wirkung de8 Magnetſtabes auf die Nadel dem umgekehr⸗ 

ten Ouadrate der Entfernung proportional ift, jo muß auch 

%,:% — 8,:5j, und folglich aud) 

Nm 8% 

n:—n 98 
fein, welches durch die Beobachtungen bejtätigt wird. 





Die Wirkungen eines Magnetjtabes N S auf eine Dlagnetnadel n s fallen 8. 12 
am einfachften aus, wenn der Magnetitab rechtwinkelig gegen den magne- 
tiſchen Meridian gelegt wird, und zwar entweder fo, daß ſich der Stift d der 
Nadel ns, Yig. 885 (a. f. ©.), in der Verlängerung von N S, oder fo, daß 

er fi in dem durch die Mitte C gehenden Perpendifel von N S, Fig. 886 
(a. f. S.), befindet. Seen wir vor der Hand die Kraft, welche ein Bol von 
N S auf einen Bol von x s in ber Entfernung Eins ausübt, — .K, jo haben 
wir fir den erften Fall, Fig. S85, wenn a die Yänge NS und e die Ent- 
fernung C d der Mittelpunfte C und d der Körper NS und ns von cin- 
ander bezeichnen, die Kraft, mit welcher der Nordpol n von S angezogen wird, 
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— — 
(e — Ya)? 
umb die Kraft, mit welcher n von N abgeftoßen wird, 
Fig. 885. Big. 886. 


P= Eu annähernd — 
Ns? 


menuaeruın Termin mn TOT 


.. 
... 
-. 
—E 
·. 





— — 
(e + Ya)? 
daher die Mittellraft aus P und Pı: 


1 1 

al Zu 5 er Br en) 

_(e +42 a)’ — (e— !/z a)? 

— (e+ aa)? (e — za)’ 

_ 2aeK 

(ee +! a)? (e —!/, a)? 
oder, wenn 1/, a gegen e Hein ift, 

0 2aeK__2aK 
med 0 e& 

Ebenfo ift die Mittelkraft aus der Anziehungs- und Abſtoßungskraft dei 

Südpoles s: 


R=— = 
Ss? 











24K 
= 


und daher das Moment des von biefen Mittelfräften gebildeten Kräftepaares, 
wenn I die Entfernung der Pole der Nadel von einander bezeichnet, 
g— 2a . 


Für den zweiten Fall (Fig. 380) find Hingegen die Anziehungs- umd 
Abftogungsfräfte in s: 





Pe ——, m die in n: 
Ns? Ss? 

= &—-%, 
Sn? Nn’ 


folgfich die refultivenden Mittelträfte: 
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CN ap aK K 
0=2 7, 'F FF, *und . 


Wenn nun Ya und 1,7 anſehnlich kleiner find al als e, ſo können wir 
ſtatt Ns — Ss und Nn = Sn den Mittelwerth Nd — Sd und dafür 
den Näherungswerth Cd — e einführen, erhalten demnach: 

u K 
2 * 7 
und daher das Moment des von Q und Q, gebildeten Kräftepaares: 
gl al K 
d. i. halb fo groß als im vorigen Sale, was auch durch die Beobachtungen 
vollkommen beftätigt wird. 1 

Uebrigens iſt aber die Kraft X ſelbſt noch ein Product von der Intenſität x 
des Magnetismus in ns und von ber Intenfität S in NS, aljo K = x8 
zu fegen, weshalb nun fir den erjten Fall 

= 2% zü a 





‚ und für den zweiten: Q — — refultirt. 


Bestimmung des Erdmagnetismus. Weberlaffen wir in beiben ber 8. 13 
vorher betrachteten Fälle die Magnetnadel n s der Einwirkung bes größeren 
Magneten, jo nimmt diefelbe eine neue Stellung n s, Fig. 887, ein, wobei 

Big. 887. ſich die Kraft Q, mit welcher der Mag⸗ 
netftab auf die Nadel einwirft, mit ber 
Kraft R, die der Erbmagnetismus auf 
fie ausübt, ins Gleichgewicht ſetzt. Iſt 
nu nun Ö ber Ablenkungswinkel Ndn — Sds 
” der Nabel von den magnetifchen Meridian, 
N, fo haben wir die fid) da8 Gleichgewicht 

Qt haltenden Seitenträfte von Q und R: 

4 0 Qı = 0cos. ô 
und R, = Rsin.d, 
folglich ift Gcos. — Rsin. Ö, und fonad) 










—! 
tang.ö = RB 
oder, wenn wir nach dem vorigen Paragraphen entweder 
0 2 3 @ ober = ne, 


und nad) $. 9 Anhang, RB = uı % jeßen, 
Bels bach's Lehrbud der Mechanik. 1. 65 
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28a 28a __ Sa 
entiveber tag Im = me oder tang. d ⸗ 


Hiernach läßt ſich nun umgekehrt, das Verhältniß des magnetiſchen Mo- 
mentes des Stabes zu der Intenſität des Erdmagnetismus finden, 
denn es ift in dem einen Yalle 
= — N, es tang. d und im anderen Yale * — e!tang.d. 

1 1 

Die Beobachtung der Schwingungsdauer des Magnetſtabes giebt uns aber 

(nad) $. 10) das Product: 


u Sa = 








3 

— 2. 

zu GR?; 

daher folgt durch Kombination beider Gleichungen mit einander das magne- 
tifde Moment bes Stabes 


c 
ntwederr Sa—= —— V!/, Gk? es tanq. 6 
e Ja 9 


x 
oder Sa= —— VGRC es tanq. ô, 
tVo ⸗ 
und das Maß der horizontalen Componenten des Erdmagnetismus: 
m 2 G k2 cotang. 6 — 7 xꝛ cotang.d 
entweder = VER u — — r — , 





{Vo er 
je nachdem man Ö auf die eine oder die andere Weiſe beobachtet hat. 
Durch Divifion mit dem Coſinus ber Inclination (1) befommt man 
die ganze Stärke des Erbmagnetismus: 


—E— 


c08.1° 
Um fid) einen Maren Begriff von dem Coefficienten oder dem Maße u 
des Erdmagnetismus zur verfchaffen, muß man in der Formel 
#Sla 


ed ’ 


=il=e=l, 


Ra=uSawdQil= 





fowie aud) x = S—1 fegen; dann erhält man Ra=u und Qi]; 

es ift hiernad): 

1) da8 Maß u ber Intenfität bes Erbmagnetismus dasjenige Mo 
ment, mit welchen durch den Erbmagnetismus eine Magnetnadel umge⸗ 
dreht wird, deren magnetijches Moment — Eins ift; und es iſt 

2) da8 magnetifche Moment einer Magnetnadel — Eins, wenn biefe 
Nadel einer anderen ihr gleichen und mit ihr gleich ftarten Magnetnadel 
bei der zweiten, in Fig. 886 abgebildeten Stellung, in der Entfernung 
Eins ein Moment Eins (1 Millimetermilligramm) ertheilt. 
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Nach Weber’8 Angaben ift, wenn die Acceleration der Schwere 1 Milli- 
meter wäre: 
in Oöttingen u — 1,774 Millimetermilligramm, 
in Münden u = 1,905 n n 
in Mailand u — 2,018 n n 
für die Ucceleration der Schwere von 9810 Millimeter im mittleren Europa 
find aber diefe Werthe V9810 — 99mal fo Hein. 


Anmerfung. Zum tieferen Studium des Magnetismus find außer Müller: 
Pouillet's Lehrbuch ver Phyfif, vorzüglich noh Lamont’s Handbuch des Erdmagne⸗ 
tismus (Berlin 1849) und Gauß und Weber’s Nefultate aus den Beobachtungen 
des magnetifhen Vereins, Göttingen und Leipzig 1837 his 1843, zu empfehlen. 
Ferner: die Erperimentalphyfit von Duintus Scilius, fowie die Phyſik auf 
Grundlage der Erfahrung, von Mouffon u. f. w. 


Wellen. Wir haben bei den Rängen und Duerfhwingungen pris- 
matifcher Körper im Obigen ($. 3, 4 und 5) gar nicht auf die Maffe diefer 
Körper Rüdficht genommen, jondern nur die Maſſe des den Körper ſpannen⸗ 
den Gewichtes in Betracht gezogen. Im Folgenden wollen wir Hingegen von 
einem fpannenben Gewichte ganz abfehen, und vorausfegen, daß der Körper 
durch einen momentanen Impuls, ober durch eine nur eine kurze Zeit lang 
wirkende Kraft in eine ſchwingende Bewegung geſetzt worden fei, und daher 
ben ſchwingenden Körper allein als träge Maſſe behandeln. Den einfachften 
Tall bieten auch hier die Längenſchwingungen bar; betrachten wir daher 
auch diefe zunächſt. 

Wir willen aus dem Obigen, daß ſämmtliche Theile einer prismatifchen 
Stange B M,, Fig. 888, in Schwingungen verfegt werden, wenn man diefe 


Big. 888. 


M M, \ Mo Mn M M 


- — — —— TE Tai ga 






Stange durch eine in ihrer Axenrichtung wirkende Kraft P ausgebehnt oder 
comprimirt hat. Nicht allein das Endelement M, fondern auch jede andere 
66* 


8. 14 


| B; sDy | B.c.n. 
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Element Mı, Ms... . der Stange ſchwingt dann innerhalb eines gewiſſen 
Raumes BD, Bi Di, BD, ... hin und ber, den man die Schwin» 
gungsanıplitude nennt; auch läßt fi), wenn die Stange ſehr lang it, 
annehmen, daß diefer Raum bei allen Elementen einer und berfelbe fa. 
Wenn num auch die Zeit, innerhalb welcher ein Stangenelement eine Schwin 
gung vollendet, an allen Stellen der Stange eine und diefelbe ift, fo können 
wir doch nicht vorausfegen, daß ſich alle dieſe Elemente A, Mi, M. u. |. w. 
gleichzeitig in berjelben Bewegungsphaje, 3. B. gleichzeitig in der 
Mitte ihrer Schwingung befinden, fondern wir müfjen vichnehr annehmen, 
daß die Mittheilung der von M ausgehenden Bewegung Zeit erfordere und 
berfelbe Bewegungszuſtand eines Elenientes um fo fpäter eintrete, je entfernter 
dieſes Element von der Bewegungsquelle P entfernt if. Es ift hiernach 
möglich, daß in dem Augenblide, wenn M einen Schwung BD hin umd 
zurück gemacht hat, das Element M, nod) auf dem Rückwege begriffen, 3.2. 
erſt in C, ei, daß ferner das Element M, erft einen einfachen Schwung ge 
macht habe, alfo den Ort D, einnehme, daß das Element M, erſt die Hälfte 
des Hinweges zurüdgelegt habe, daher in C, ftehe, daß endlich ein Element 
M, erft eine Schwingung beginne, alſo mit AZ gleichzeitig ſchwinge. Die 
Sefchwindigfeit, mit welcher eine und dieſelbe Bewegungsphafe von M aus 
nad) und nad) in dem Körper fortfchreitet, heißt die Fortpflanzunge— 
geſchwindigkeit (franz. vitesse de propagation; engl. velocity of pro- 
pagation) der Schwingungen bes Körpers. Ferner bezeichnet mar den In⸗ 
begriff aller derjenigen Elemente von M bis M, des Körpers, welche fich in 
den jämmtlichen Bewegungsphafen einer Schwingung befinden, aljo zwiſchen 
zwei Elementen M und M, von gleichem Bewegungszuftande enthalten find, 
mit dem Namen einer Welle (franz. ondulation; engl. undulation, waving) 
des ſchwingenden Körpers, und nennt den Abftand MM, jelbft die Fänge 
der Welle. Eine Welle befteht aus einem Hintertheile BD,, innerhalb 
deſſen fi) die rückfehrenden Elemente, wie M,, Mr . . . befinden, und aus 
einem Bordertheile D, B,, welcher die noch vorwärtögehenden Elemente 
M;, M, .. . einjhließt; man nennt aud) wohl B.D, den verbünnten und 
D; B, ben verdidyteten Theil der Welle, weil alle rüdfehrenden Elemente 
innerhalb BD, in Ausdehnung, und alle Hingehenden Elemente D, B, noch 
im Yufanımendrüden begriffen find. 


8.15 Die Bewegungs- und Gefhmwindigfeitsphafen innerhalb einer 
Welle laſſen fic) recht gut durch die Ordinaten von Schlangenlinien (I. und 
IL) wie FC, @, C,H, und BM,D,N,B, darftellen. In dem Augenblide, 
wenn M in B eine neue Schwingung beginnt, und die größte Elongation 
und Null Geſchwindigkeit hat, befindet fi) A, in ber Ruhelage, hat alſo 
die Elongation Null und die größte Gefchwindigkeit; beides wird auch durch 
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die genannten Eurven angezeigt, denn die erfte oder Elongationdcurve (I.) geht 
in B um die Amplitude BF = CB über bie Axe BD, hin und durch⸗ 
fchneibet in C, diefe Are, wogegen die zweite oder Geſchwindigkeitscurve (IT.) 
in B durch die Are Hindurchgeht und in C, um die Morimalgefchrwindigfeit 
Cı Mı über der Are hinläuft. In demfelben Augenblide befindet jic ferner 
das Element M, auf der anderen Seite im größten Abftande von feiner 
Ruhelage C, und es ift feine Gefchwindigfeit wie bei AM gleich Null; aud) 
dies iſt aus beiden Curven zu erjehen, denn die eine läuft in D, um die 
Amplitude D, G, unterhalb der Are hin, und die andere fchneidet die Are 
Dajelbft, Hat alfo die der Geſchwindigkeit entjprechende Ordinate Null. Ebenfo 
werden durch diefe Eurven die Bewegungs⸗ und Gefchwindigfeitsphafen ber 
Elemente M;, M, u. f. w. angegeben. Da 3. B. die erfte Curve bie Are 
in C, fchneidet und die zweite dafelbft um den Maximalwerth C5 N, unter 
der Are hinläuft, fo wird dadurch angezeigt, daß in diefem Augenblide das 
Element 2; durch feine Ruhelage mit der Marimalgefchwindigfeit in pofitiver 
Richtung Hindurch gehe. Will man die Bewegungsphaſe irgend eines anderen 
Elemente M, zwifchen A, M;, M, u. f. w. im Augenblicke kennen lernen, 
wo das erjte Element M eine neue Schwingung beginnt, fo darf man nur 
bon demfelben ein Perpendifel auf die befprochenen Curven herablaffen. Das 
Stüd RS dieſes Perpendifeld zwifchen der erften Curve und ihrer Are ent- 
fpricht der Elongation diefes Elementes, und das Stil TU zwiſchen ber 
zweiten Curve und ihrer Are giebt die Geſchwindigkeit deffelben an. Da beide 
Drdinaten abwärt3 gerichtet find, fo deuten fie auch an, daß ſowohl die Elon= 
gation als auch die Geſchwindigkeit pofitio fei, d. i. die Richtung der Fort- 
pflanzungsgefchwindigfeit Habe. 

Defände fid) das Element M in D, träte e8 alfo eine rückgängige Be- 
mwegung an, jo würden fich bie verſchiedenen Elongationen der übrigen 
Elemente einer Welle durch die Ordinaten der punktirten Curve JC, RK, C. L,, 





Fig 889. 
pP — Ms „nn __Mg — Mi 
Bic:D BaCaDy BoD Bid, 


16 


— 
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und bie Gejchwinbigkeiten berfelben durch die Orbinaten ber punttirten Curve 
DO, Ba Q; D. vepräfentiren lafjen. Die doppelte Schwingungsdaner eines 
Elementes, d. i. bie Zeit f, innerhalb welcher baffelbe den Weg BD-+ DB 
zurücklegt, ift auch gleich der Zeit, innerhalb welcher die Schwingungsbeiwes 
gung um bie ganze Länge MM, — L einer Welle fortgepflanzt wird; ift 
daher c die Fortpflanzungsgeſchwindigkeit, fo hat man bie ganze Länge der 
Welle: 
BR, =1=c.2t= 2ct. 
Die Länge des Hintertheils der Welle ift aber 
BD), =4h4=BB +BD=ct+\, 
und die des Vordertheiles: 
DB =L,h=DD — BD =ct—4, 
wo 4 die ganze Schwingungsampfitube eines Elementes bezeichnet. 
Anmerkung Mit Hülfe der Schwingungscurven laſſen ſich auch bie Erſchei⸗ 
nungen vor Augen führen, welche mit der Interferenz der Wellen begleitet Ant. 


Ziehen wir nurZaiei gleiche und entgegengefeht laufende Wellenzüge in Betradt, 
und hiervon wieder in ABCDE und FGHIK, $ig. 890, nur biejenigen 





Euren, deren Orbinaten die Schwingungselongationen abfchneiven. Aus ten 
Schwingungselongationen eines zwei Wellen angehörenden Glementes entipringt 
eine mittlere Glongation, welche genau fo gefunden wird, wie jebe mittlere Bere 
gung aus zwei Seitenbewegungen (f. $. 28), und zwar hier burdh die algebraiide 
Addition der einfachen Elongationen. Hiernach werden in den Punkten M und 
N, wo fi beide Wellencurven begegnen, bie Orbinaten verboppelt, und dagegen 
in den Punkten O und Q, wo beide Eurven auf entgegengefehten Seiten von ver 
Are AE gleichviel abftehen, die Ordinaten vernullt, und es refultirt aus beiten 
Wellencurven eine dritte FRBOHSDOK, veren Ordinaten die Clongationen 
aller Elemente in der Are AE angeben. Während die Wellenzüge ABC und 
F GH einander entgegenrüden, ändert ſich natürlich auch die refultirende Wellen 
eure FRBO u. f. w.; es tft inbeflen leicht zu ermeflen, daß hierbei bie Rube: 
punfte O und Q ihren Ort nicht ändern, da hier die Orbinaten der einfachen 
MWellenzüge auch während der fortgefepten Bewegung berfelben glei groß und ent 
gegengefegt bleiben. Diefe Punkte find die fogenannten Shwingungsfnoten 


Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Die Fortpflanzungsgeſchwin— 
digfeit der Wellen läßt fich auf folgende Weife ausmitteln. Denken wir ımt 
ben jhwingenden Körper BO, Fig. 891, aus unendlichen Elementen, jedes 
vom Duerjchnitte A und von der Länge BO —= CD— 9x beftchent, 





Ss.16)] Die Theorie der Schwingungen. 1031 


und nehmen wir an, daß der Bewegungszuftand des einen Clementes 
BC—= Ada in einem ZBeitelemente 9 volllommen auf das folgende 
Fig. 891. Element OD AO Übergehe, daß 

alfo die Bewegungsphaſen in der 

N,NNy_ O Arxenrichtung des Körpers mit ber 


Bi _ _D M 
— ” Geſchwindigkeit ce — = fortfchrei= 


ten. Segen wir voraus, daß die Elemente BC und CD in der Zeit £ 
von C nad) N ſchwingen und dadurch in die Lagen MN — 0x, und 
NO = 092, fommen, und bezeichnen wir die entfprechende Elongation CN 
durch y. War num die Trennungsfläche zwifchen beiden Elementen vor Ot 
Secunden in N, und gelangt diefe 0 Secunden fpäter nad) N,, fo haben 
wir die entfprechenden Wege der Elemente: 
NN =0y und NN =0y, 

ferner die Geſchwindigkeiten: 

0%ı 


v7, un U = 


oyı 
08 
und daher die Netarbation: 
_ Au _O— Oys_ 
Er TE T; 

Da 94 Secunden vor dem Zeitpunfte, wo bie Elemente BC und CD 
die Stellen MN und NO einnahmen, N, genau in berfelben Phaſe war 
wie jest O, fo Bat man aud) ON, —= DO; und da 98 Secunden nad 
dieſem Zeitpunkte N, mit M in einerlei Bhafe ift, fo folgt au) CN; —=BM. 
Aus beiden Gleichungen ergiebt fi) nun: 

N0=DO—- DM =DO-—-(CM—-CD=-CDwb: 
MN =CN — CUMU= CN — (BM— BC) = BC, und daher: 
NN — OM =NO—- NO=CD—- NO=09z — 0%, fowie: 
NN =0 = MN — MN=BC—- MN =d0x — 9n2.. 

Es ift aljo da8 Wegelement 9y, zugleich bie Zufammendritdung 
ox — 9x3 be Elemente N O, und das Wegelement OY, die Zufammen- 
drädung 92 — 9x, des Elemente® MN. Bezeihnet nun noch Z den 
Elaftieitätemobul des ſchwingenden Stabes, fo hat man die aus diefen Zuſam⸗ 
mendritdungen bervorgehenden Spannungen der Elemente MN und N O: 


Ss, = (FR) AE= O%%,4E und 
0x x 


_ [02 — 9% 2 
8, - A) 1r= AE. 
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Durch Subtraction diefer beiden Spannungen von einander erhält man 
nun die verzögernde Kraft: 


5 — 5 - (Ho 
P=&—-8=(#) AR 
und ift num noch Y die Dichtigfeit der Stangenelemente BC, CD, alſo 
Ad2.y das Gewicht um 2 die Maſſe M eines Stangenelementes, 
fo hat man nn Beichleunigung deſſelben in * auch 


— Oyı — OYı _9E oyı — OYa_ 
Pe yn = x )4 Boa m y 0x? 
Durch Stifeten beider Werthe für p erhält man nun die Gleichung 


OYyı — 9% — gE oyı — oO 





ot .ı’y 0 ' 
woraus 
022 gE gE 
— — —, oder c? — 
u y' 


alfo die Fortpflanzungsgefhwindigfeit der Wellen (Schallgefchwin- 
digfeit), 


wo L den Elafticitätsmodul nach Ränge bezeichnet, folgt. 


Beifpiel. Nimmt man ven Elafticitätsmobul bes Tannenholzes Z == 1’800000 
Pfund und das Gericht eines Eubiffußes deſſelben, —= 30 Pfund an, fo erhält 
man die Fortpflanzungsgefchwindigfeit deſſelben 

eo VE — V144.60000.9 — 16432 Fuß, 
d. 1. ungefähr 15 mal fo groß ale die der Luft. 

Anmerkung. Diefe Formel für die Yortpflanzungsgefhtwindigfeit gilt aud 
für eine gefpannte Saite, und fogar für das Wafler und für die Luft. IR p ber 
Drud der Luft auf die Flächeneinheit, fo hat man die ven VBerbichtungsverhältuifier 
u und Een entfprechenden Spannungen nad dem Mariotte’fchen Geſetze: 

g, _ Pdz _ _p?8 _ Piz _ _p?z 
2 Ir  dm— dyı 30 32 dy’ 
und daher bie beioegenbe Kraft auf ein Glement vom ueriianiite A: 
C. — ?Yy) Apdx 
Pr = AI) = a rg) QE— a" 


ober, ba nur ein Heiner Bruch if, alfo (dx — d51) (d= — dy,) = dx? 


gefeßt werben Tann, 
P= (dYı — — Ap. 
dx 
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Diefer Ausdruck ſtimmt mit dem obigen, wenn man flatt p, E einfeht, voll- 
tommen überein, es ift folglich die Schallgeſchwindigkeit in der Luft: 


e=Vs-2. 

Bei der Lehre von der Wärme wird im zweiten Bande gezeigt, daß wegen ber 
Märmeveränderung, welche mit der Dichtigfeitsveränderung ber Luft nothwendig 
verbunden tft, an biefer Formel nod ein Coefficient anzubringen iſt. Da die Dich⸗ 
tigfeit y der Luft ihrer Spannung p proportional ift, fo fällt auch pP .aus ver 
Formel Heraus, und es bleibt nur noch die Temperatur 7 in derſelben zurüd. 
Gewöhnlich nimmt man für Luft 


c = 333 Yı + 0,00367.7 Meter = 1061 Vı + 0,00367. Fuß an. 


Beifpiel. Wenn nad der Anmerkung, des $. 351, eine Waflerfäule durch 
14 Pfund Kraft um 0,000050 ihres Volumens zufammengebrüdt wird, und bier 
nad) der Glafticitätsmobul dieſer Flüſſigkeit 
14 


zu ſetzen ift, fo hat man hiernach die Schallgefhwinvigfeit im Wafler: 
81,95- an _ 81,25 m — 4369 Fuß, 





alfo ungefähr 4,3mal fo groß als die Schallgefchtwinbigfeit in der Luft ſetzen. 


Schwingungsseit. Wir fünnen num auch die Zeit einer Schwin- ($. 17 
gung finden, indem wir zunächft die Gleichung fuchen, welche die Abhängig- 
feit der Schwingungselongation von der Zeit und von ber die Ruhelage des 
ſchwingenden Elementes beſtimmenden Abſeiſſe x ausdrüuckt. Sicherlich ift y 
ſowohl eine Function von € als aud) eine folche von x, es läßt ſich folglich 
y=_() und and) y = % (x) ſetzen. 

Aus der erften diefer beiden Functionen folgt durch Differenziiren die 
variable Schwingungsgeichtwindigfeit: 


0) 
v— 3 = 91 (), 
und ebenfo die entſprechende Acceleration: 
0% 
1,7 — 9; (), 


wo 9 () und 9, (f) andere Functionen von 2 auödritden (vergl. S. 1” 
Die zweite Function giebt da8 Spannungsverhältniß 
0Y 


27 Vi (2), alfo die Spannung - 


S— AE- I = AR.) 


daher die bewegende Kraft des Mafjenelementes 0 M — AO x- ri 
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d S— Au mel _ _4 E V⸗ (z) 


0x 
und bie entfprechende —— 
os E 
= 71 7 * Vs (2); 


wobei natuͤrlich Y, (x) und V⸗ a) andere Functionen von © anzeigen. 
Segen wir die beiden Ausdrüde fir » einander gleich, fo erhalten wir 
folgende Endgleihung: 
= E gE 
P⸗ (£) = — V⸗ (2), oder, da r = cdAil, 
Gi (Ü) = c?.%r (). 
Diefer Differenzialgleichung wird durch folgende Integralgleichung : 
y=yW=Vv@)=Flt+mM)+rf(t— zn), 
wo F und f unbeitimmte Sunctionen von den in den Parenthejen enihal- 
tenen Größen bezeichnen, entfprochen, benn es ift 


9) = ol —=cRh(t+D)+ef(t—o) 


P(t) = Ip 01 =cR(lt+2)+edf(t— x) 
=A[BRlt+)+rrR(lt— m) 


ferner: 
U, (&) #9 — Fi (et +) — fı (et — 2) uw 


0 [dı (@)] 
0x 


dr(e) = =Rlt+)+hlt—a) 


alfo wirklich: 

9 (t) = c?.Y (8). 

Obgleich die Function 

y=Flt+»)+/(t— a) | 

eine unbeftimmte ift, jo läßt fie fich doc), wenn man noch nähere Beſtim⸗ 
mungen bes fchwingenden Körpers giebt, dazu benugen, um die Schwin- 
gungszeit des fchwingenden Körpers zu finden. Wie dies in einigen Fällen 
möglich ift, wird aus Folgendem erhellen. 

Anmerfung Wenn man aus den Formeln dy = vdt und x — edt, Ä 
d2 eliminirt, fo erhält man den Ausdruck >Y = —, oder, da > die Berbichtung 


o des ſchwingenden Elementes ausprüdt, co =; es ift alfo bie Verdichtung an 
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jeder Stelle des fhwingenden Stabes in einem und bemfelben Augenblide ver 
Schwingungsgeſchwindigkeit diefer Stelle proportional. 


Bestimmung der Elastieitätsmodul. Nehmen wir zunädft an ($. 18 
ber fchwingende Körper habe bie Länge J und fei an beiden Enden feftge- 
Memmt Im dieſem Balle ift fowohl für x — 0, ald auch für = = |, 
y— 0, folglid: 

Fl) + fCcCH=0O0wFlti +) +flt— d=0. 

Aus der erften Gleichung folgt = — F, und bringen wir diefe Be 
ziehung in ber zweiten Gleichung an, fo erhält man: 

Set -) — fletdD=ddbiflet +Yy=flt —), 
oder, wenn man ct — 1 = ct; ſetzt, 

Sch +29=f (ch). 

Es nimmt alfo die Function f ftetS denfelben Werth wieder an, wenn 


ct, um 27, alfo die Zeit ti, — - größer wird, und es tft folglich auch 


_a_ Vz 
h=——2l 75 


die Zeit eines Doppelſchwunges. 

Setzen wir zweitens voraus, daß der ſchwingende Körper an beiden 
Enden frei fei, fo haben wir für z = 0 und z = 1, S, und alfo aud) 
Vi (2), = 0, daher: 

Fe) — M () — o und (et - ) — fjlt-)=0. 

Hiernach iſt: 
j=FRwf(lt+)=fi(t — D, oder fi (ch 2)2i (ti 
und folglich wieder die Schwingungsdauer: 

21 


t; = — 


c 
It ferner der Körper an einem Ende frei und an dem anderen 


feft, fo at man fir x = 0, y = 0, und für x = 1, S = 0, baher: 
Fl) + fle)=-0 mw Alt +) — f (et——dD=0, 

es folgt sun f= — F, fowie auh fi, = — Fi, und daher: 

Alt +d+Alt—d—=09, oder (ct) +21= — A (ch). 
Hiernad) nimmt alfo der Körper nad) der Zeit d, — = jtet8 den umge 

fehrten Bewegungszuftand an, und es ift folglich erft in der doppelten Zeit 

2h = * eine Schwingung vollendet. Man hat alſo hier die Schwin⸗ 


gungsdauer: 
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„= H=ar) I 
c 9 


alſo doppelt ſo groß als in den beiden erſten Fällen. 

Mittels der gefundenen Formeln kann man aus der beobachteten Schwin⸗ 
gungszeitet, oder vielmehr aus ber Anzahl n ber Längenfchwingungen, welche 
ein prismatifcher Körper in einer gewillen Zeit macht, den Elafticitäte: 


modul E= (T ”, ri und die Fortpflanzungs= oder Schallgefchwindig- 


. I 
feit in bemfelben, c — * berechnen. 


Beiſpiel. Ein ganz an beiden Enden eingeklemmier Eifendraht von 60 Zell 
Länge wurde buch Reibung nad) feiner Arenrichtung in Longitubinalfchwingungen 
verfeßt, deren 1589 auf eine Secunbe gingen. Wie groß iſt hiernach der Glaſtici⸗ 
tätsmodul und die Bortpflanzungsgefchwindigfeit des Drahteifens? Nach einer ver 
obigen Formeln hat man den Glafticitätsmobul nad Länge oder Höhe 

12m _ 1 __ 589.120)2 _ an 
L=- (7) = — an = "rag — 99950000 Zoll, 
und wenn nun ein Gubifzoll diefes Eifens 0,2733 Pfund wiegt, der Glaficitäts 
modul nad Gewidt: 
E = %'950000 . 0,2733 = 26’500000 Pfund (vergl. Tabelle 6. 212). 
Die Fortpflanzungs⸗- oder Schallgefhwindigkeit iſt: 

c = VoL = V31,25 . 96950000. Y; = V31,25 . 8080000 — 15890 Fuf, 

oder, die Schallgefchwinbigfeit c, — 1060 Fuß der Luft als Ginheit angenommen: 
_ 15890 _ 15 
= ao = 

Anmerfung. Sind die ſchwingenden Säulen fehr lang, fo hängt die Schwin⸗ 

gungszeit von der Wellenlänge ober, nad Befinden, von dem Abitand J zwiſchen 


zwei Schwingungsfnoten ab; es ift dann aber ftets t, — Z . Diefe Zeit beftimmt 


auch die Höhe des mit den Schwingungen verbundenen Tones; je größer oder flei- 
ner t, ift, deſto tiefer oder höher füllt auch der Ton aus. Die Stärke des Schalles 
hingegen wählt und nimmt ab mit ven Schwingungselongationen. Bei den Irhi 
rifhen Wellen, in welchen fih der Schall in der Luft und im Waſſer ausbreitet. 
bleibt ce und 4 unverändert, und es nimmt nur die Schwingungselongation, alic 
die Stärke des Schalles allmälig ab. 





. 19) Querschwingungen einer Saite. Die Duerfhwingungen ber 
Saiten und elaftiihen Stäbe laſſen fich auf ähnliche Weife ausmitteln, 
wie die Longitubinalfchwingungen. Die gefpannten Saiten (franz. cordes; 
engl. strings) bieten den einfacheren Fall bar, daher fei auch von diefen 
zunüchſt die Rede Es ſei ADB, Big. 892, irgend eine Pofition der 
ſchwingenden Saite, A der eine, B der andere Feftpunft, = AB ihre 
Länge, G ihr Gewicht und S ihre als conftant anzufehende Spanmung. 
Faſſen wir einen den Coordinaten AN — x und NO —= entſprechenden 
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Punkt O der Saite ins Auge, zerlegen wir befien Spannkraft S parallel zu 
AB un rechtwinkelig gegen AB in die Seitenkräfte X und P, ſo können 


Fig. 892. 





wir die letztere al8 die bewegende Kraft an einem Ende O des Elementes 
OQ anfehen. Läßt man den Bogen AO s um dag Element OQ=9s, 
und eben badurd auch die Ordinate y um ein Element Q T=09y wachſen, 
fo erhalten wir in P, S, Oy und Os bie gleichliegenden Geitenpaare von 
zwei ahnlichenm rechtwinkeligen Dreieden OPS und QTO, und es iſt: 


= 2 Ey, alſo 3. S. 
Auf daffelbe Element OQ ir aber auch ek eine aus ber Zerlegung 
ber Gegenſpannung hervorgehende Kraft P, = Sr 8* 8 in ent⸗ 


gegengeſetzter Richtung, daher bleibt die bewegende, das Element OQ nad) 
der Are AB zurüdführende Kraft: 


9 — dyı\ . 
pP n= (FI #)s 
übrig. 


Die Mafle M des Elementes ift zwar der Länge OQ — 9 deſſelben 
proportional, jegen wir indeffen nur Kleine Schwingungselongationen y_vors 
aus, jo können wir aud) diefelbe dem Elemente OT —= QU = 0x ba 
Abfciffe proportional wachjend annehmen, alſo M = = 2 feßen. Dies 
vorausgefegt, erhalten wir nun die Acceleration, mit welcher das Element 
O0 fid der Ruhelage in AB nähert: 

P—P. oy — Oyı gSI 


| — in — — — — 
— —— 


M 08.002 @ 
oder O5 — 0x geſetzt, 
_ 09 — Oyı 981 
0 GG 


Nun ift y irgend eine Function von ©, 3. B. V (x), daher auch — eine 
09 — Oyı __ 90% __Olyı (@)) 


02 0 08 
Function %, (x) von diefer Größe, forte 


andere Yunction %, (x) und eine britte 
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I 
»P= va) 


Da aber auch y eine Function der Zeit £, alfo etwa y — 9 (I) ift, ſo 
hat man ebenfo die Gejchtoindigfeit, mit welcher O Q zur Ruhelage zurüdkehtt: 


v— 2] = 9, (t), und die entiprechende Acceleration: 


ot 
9 9ı(t 
p = 20 — 93 (t). 
Wenn man num beide Ausdrücke fir ꝓ einander gleich fett, fo erhält man 
ganz wie im Anhang $. 17, die Differenzialgleichung: 


93 () = Y; (X): en = c?Y%r(r), 


und es läßt fich daher aud) wie bort 
y=9yÜ=Y@)=Fli +2) +FS(et — 2) ſowie 
o=c [Alt +2) +fı(et — a)] fen. 
Da auch hier für z — 0 und x — 1, yımb v — 0 find, fo haben wir 
wieder ı = — Fı und (ct +D=f(et—)), oder f(ch +2D=/f(ch); 
e8 ift daher die Zeit einer ganzen Schwingung: 


21 V- _ 
h=T = 2] 781° oder, wenn man & — Aly jet, 


ti — 21 Ay, 

Es wächſt alfo die Schtwingungsdauer einer Saite direct wie die Ränge 
L, wie die Duabratwurzel aus dem Gewichte Ay der Längeneinheit und 
umgefehrt wie die Duadratwurgel aus der Spannung S ber Saite 

Beifpiel. Da ded halben Schwingungszeit der nächſte Octaventon entſpricht, 
fo wird nad diefer Negel eine Saite die Ortave zu dem anfänglichen Grundten 
geben, wenn man fie bis zur Hälfte abfürzt, ober in ihrer Mitte unterflügt, cher 
wenn man fie viermal fo flarf fpannt, oder wenn man fie bei gleicher Spannung 
dur eine Saite erfeht, von der die laufende Längeneinheit viermal fo leicht ik 
als bei der erften Saite. 


Querschwingungen eines Stabes. Die Beitimmung ber Schwin- 

Fig. 893. gungsdauer eines elaftifchen 
Stabes AB (franz. lame; engl 
spring), Fig. 893, welcher an einem 
Ende B feftgehalten wird, läßt fid 
auf folgendem, allerdings etwas um- 
ftändlichem Wege finden. Nach $. 216 
ift, wenn r den Krimmungshalbmeſſer 
bes Stabes an einer durch die Coordi⸗ 
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naten ON —=z und NO = y, beftimmten Stelle O bezeichnet, das 
Diegungsmoment des Bogend AO = 5: 

Seten wir nun bie Kraft, mit welcher fich ein den Coordinaten OR—=x 
und RQ = y entfprechendes Element Q der Are oder Ruhelage CB nähert, 
— POz, alfo deſſen Moment: 


— NR.Pdz —= (m — 2) Poa, fo haben wir: 


—— = /"@ — x) POx. 
Nun ift aber j 


/ (&ı — x) POx =" Px,0x - /” PxOöx 
=m/” Poa— |" Pxodxz, 


oder wenn man IM POx = P, und hiernach 


/ Pxdx = /" Pox.xz = Pırı — /* Pı9x ſetzt, 
/ (x — x) Por = /” P,9x, daher hat man auch 
WE = “D O2. 


T 0 


9) s3 . 
Jar öltang.e) (f. Urt. 33 der analgtifchen Hülfs⸗ 


lehren), oder, da bei einer Heinen Biegung Os — 9% geſetzt werben Tann, 





Ferner iſt = — 


Ox 
r= — Fltang.a)' ; daher folgt: 
— wr°lenge) _ ("p9a, 
02 A 


und durch Differenziiren: 
— we. (Se) — Bid. 
Sekt men nun y = % (x), ferner 
o(t 
tang. Em en) 2 
fo erhält man bie einfache — 


— Ye) und? (ee Cang.)\_ y,(2), 


Pı — — WE.Y; (X), 
woraus durch nochmaliges Differenziiren 
oPL=— WEOY, (x), d. i. PPo = — WEOUY,; (x) ober 
P= — wet) _ _ wEyc) figt 
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Damit der Stab ſymmetriſch fhwinge, können wir nun noch ammehmen, 
daß P proportional mit y wachſe, alſo P= — Ky fei; und hiernad) 
halten wir: 


K 
WEVY,(z) = Ky, oder v. (x) = W537 kiy, 


K 
ir — 4 
wenn Wir Zr, mit %1 bezeichnen. 


Diefer Differenzialgleihung V. (x) — kty entfpricht die Gleichung: 

y=%(z) = Acos.(kx) + Bsin.(kx) + Cd + De, 
denn wenn man biefe ſucceſſiv differenziirt, jo erhält man: 

%ı(x) = k[— Asin.(kz) + Becos.(kx) + Cd* — De] 

da(z) = K?[— Acos.(kx) — Bsin.(kxz) + Cd + De#] 

Vs (x) = k’[Asin.(kz) — Becos.(kxz) + Ce* — De] ww 

Y,(z) = kt [Acos.(kz) + Bsin.(kx) + Cd: + De] 
alfo wirklich : 

Yu le) = kiy. 


8.21) Die Schwingungszeit t des elaftifhen Stabes finden wir mir 
Kraft 


der wie oben, wenn wir 9 = @ (tl) = Diaffe ſetzen. Nun ift aber Dr 
Kraft eines Elementes: 
= Pöx= — Kydz = — WEkyOz, 


und bei dem Querſchuitt 5 und der Dichtigkeit Y die Maſſe deſſelben: 
— Fd%x —, daher folgt die Gleichung: 





_ _ WER — _w 
wenn wir ben Ausbrud 
gWEk* he 
Fr durch u? bezeichnen. 


Diefer Differenzialgleihung entfpricht ſchon die einfache Formel 
y=op({f) = sin. (ut + v), 
wo r eine beliebige Anfangszeit ausdrückt, denn es ift 


v= °Y ‚=nQ=u. c08.(ut -+ z) und 


= ll) = — wsin.(ut + 7), d. i. 


P3 (tl) = — u?y. 
Nehmen wir nun in der Öleihung y —= sin. (ut + 7), r —= 0, for 
kommen wir y = sin.(wt), baber für ut = 0, m, 2 zn. w,y=!: 
und es ift folglich 


» = 
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= T die halbe, und 


I 07 


> 


_2n __ 
ı— - — — 
9 — die ganze Schwingungsdauer. 


Um hiernach Sie Zeit einer Schwingung berechnen zu können, muß nicht 
allein bie Größe k, fondern aud) das Verhältniß = befannt fein. 


Iſt der Stab cylindriſch und der Halbmeſſer deffelben, — r, fo hat man: 


F' ı{r? 4 u 
7 *7 68 280) 

und iſt er parallelepipediſch, ſeine Breite b und h, fo fällt 
F bh 12 


Hiernach folgt fr die erfte Stabform: 








‚te 
rk? gE' 
und für den Stab von der zweiten Form: 
‚_ 42 1/32. 
hr? yE 


Die Größe k wird aus der Gleichung: 
y= A4cos.(kz) + B sin.(kx) + Cd’ + Der 
auf folgende Weife gefunden. 
Segen wir in diefe Formel die zufainmengehörigen Werthe x — 1 und 
0, fo erhalten wir: 
) 0=4cos.(kD) + Bsin.(kÜ)) + Ce! + De. 
Thun wir ferner daſſelbe auch in der Gleichung 
tang. & = I m — Vr (x), fo erhalten wir: 
2) = — Asin.(kl) + B cos.(kl) + (et — De#. 
Da ferner das VBiegungsmoment am Ende A des Stabes — Null, und 
folglich der Krümmungshalbmelier r —= x, alfo Y.(x) —= 0 und ebenfo 
9 (2). 0 ift, fo folgt: 


0 — — Ac0s.0 — Bsin.O + Ce! + De", di. — A+C+D=0, 
und 

0 — Asin.0 — Be0s.0 + (et — De,d..— BHC— D=0, 
daher 3) A=C+Dw 


4) B=Ü0—D. 
Eliminirt man nun aus diefen vier Gleichungen, A und B, fo erhält man: 
(C + D) cos.(kl) + (C — D) sin (kl) + Ce! + De! — 0, 
und 
Weisbah's Lebiduh der Mechanik. 1. 66 
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— (C + D)sin.(k) + (C — D) cos.(kl) + Ct — De =; 
hieraus folgt durch Addition : 

C cos.(kT) — D sin.(kD) + Cd! = 0, 
und durch Subtraction: 

D cos.(kl) + Osin.(kl) + Dect — 0, oder: 


C ſcos. ) + et! = D sin.(kT) und 
D [cos.(kl) + ee] = — C sin. (kl); 
daher durch Divifion: 
cos. ) + ef Sin. (kl) endlich 


sin. (kl) 7 08. (kT) + ei’ 
2 + 00s.(kl) (et + e#) — 0, ober 
2 


Bon den verfchiedenen Werthen, entiprechend den verichiedenen Tönen, welche 
der Stab je nad) ber Anzahl feiner Schwingungefnoten geben kann, tft der 
fleinfte &7 — 1,87501, wogegen die größeren nahe 
3r 5x 1m 

9’ 9° 2 u. j w. 
ausfallen. Kommi es darauf an, aus ber beobachteten Schwingungsdauer 
t den Elafticitätsmodul Z zu finden, fo hat man in ber Hegel nur den 
Heinften Werth in Betracht zu ziehen, es ift daher 
‚516 
= ) nnd k? = — 
folglich für einen cylindriſchen Stab: 


y/an\? y ( 4nT? \? „tr 
g (Ari g \3,516rt Zu 9 
und für einen parallelepipediſchen: 
y [4n\? y ( 4nı? ) y 
E=--(—) = -— (——) = 4,2579 - -— — 
39 \hkt 39 \3,516ht 42578 g 
Anmerfung 1. Vergleicht man die Formeln 


-2V% — V* 
= m rt 35 


für die Quere und Längenfchwingungen eines und deſſelben Stabes mit einander, 
jo erhält man die Proportion: 
2 8, ® 
ch = 7: 3,516 ,dbı.tche=  :0,5596 I. 

Wertheim bat für Gußſtahl und Meſſing dieſes Verhältniß dur; Verſuche 
beitätigt gefunden. 
5 Anmerfung 2. Ueber die Querſchwingungen elaltifcher Stäbe Handelt aus 
rührlic Seebed in einer Abhandlung der Leipziger Sefellihaft ver Willenichaften, 
Leipzig 1849, fowie in dem Programme der tehniihen Bildungsanftalt in Dresden 
vom Jahre 1846. Wertheim’s Unterfuchungen über die Blafticität der Metalle 
und des Holzes mittels Läängen- und Duerfhwingungen werden in Poggendorff'e 
Annalen, Grgänzungsband II. 1845, ziemlich ausführlich abgehandelt. 


k= 














r2 t⁊ 
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Anmerfung 3. Die Schwingungsbauer, ober vielmehr bie Anzahl der Schwin- 
gungen eines Stabes in einer gewiflen Zeit läßt fi wegen ihrer Kürze in der 
Megel nicht unmittelbar beobachten, fondern man muß fich hierbei befonverer 
Hülfsmittel bedienen. Man benupt Hierzu, entweber nach Chladni, Savart 
u. f. w., die Höhe des von den Schwingungen erzeugten Tones, oder man wendet 
das zuerfi von Duhamel angegebene Berführen an, welches darin befteht, daß 
man von dem ſchwingenden Stab mittels eines feinen Häfchens auf eine ganz 
gleihförmig umlaufende und mit Kienruß überzogene Glastafel eine Wellenlinie 
aufreigen läßt. Zur Erzielung einer möglihit gleichförmigen Umbrehungsbewegung 
fann man’ fih eines dronometrifhen Apparates bedienen, welcher mit einem 
MWindfange, ähnlid wie ein Bratenwender oder das Schlagwerk einer Thurmuhr, 
ausgerüftet ift, und von Morin in der Abhandlung „Description des appareils 
dynamometriques etc., Paris 1838‘ fowie in deſſen Notions fondamentales 
de mecanique befihrieben wird. Wertheim fand die Anzahl der Schwingungen 
in einer gewiflen Zeit dadurch, daß er mit dem zu unterfuchenden Stabe noch einen 
anderen Körper, 3. B. eine Stimmgabel, jchwingen ließ, deſſen Schwingungszahl 
befanut war. Wenn man nun von beiden Körpern Wellencurven in die Rußſchicht 
der totirenden Glastafel einfragen läßt und die Wellen derſelben zähfi, welche 
einem und demfelben Centriwinkel entfpredhen, fo erhält man in dem Verhältnifie 
biefer Zahlen auch das Verhältniß ver Schwingungszahlen. Was die Longitudinal⸗ 
Ihwingungen anlangt, fo find diefe in ver Regel auch mit kleinen Querſchwingun⸗ 
gen verbunden, weshalb Hier die Stäbe zweifache Wellenlinien befchreiben, und die 
Anzahl der Laͤngenſchwingungen mit der der Querſchwingungen leicht verglichen 
werden fann, wenn man die Heinen Wellen innerhalb einer Welle ver großen 
Welleneurve auszählt. 


Schwingungshindernisse. Zu ben Kräften, weldje die Schwingun- 
gen eines Körpers erzeugen, gejellen fid) noch gewifie Bewegungshin- 
derniffe, deren Einfluß wir nun noch kennen lernen müſſen. Iſt ein ſol⸗ 
ches Hinderniß conftant, wie 3. B. die Reibung an der Drehare eines 
Pendels oder an dem Stifte einer Magnetnadel, fo Hat daffelbe auf die 
Schwingungsdauer gar feinen Einfluß, ſondern es wird nur durch daſſelbe 
die Schwingungsweite bei jedem Ausfchlag um eine gewifle Größe Kleiner. 
Wir haben oben in $. 1 (Anhang) in dem Falle, wem die bewegende Kraft 
der Entfernung x vom Ruhe» oder Mittelpunfte C der Bewegung AB, 
Fig. 894, proportional ift, 

p=ur=ula — &ı), 
Fig. 894. wo x; den burchlaufenen Weg 
AM bezeichnet, geſetzt. Bei Be⸗ 
ritfichtigung der Verminderung k 
OHR des Weges durch dieReibung ha- 
ben wir dagegen für das Durch⸗ 
laufen ber erften Weghälfte A C: 


D 


A MNP C B p=wla— k— a), 
und für das der zweiten Weg⸗ 
hälfte CB: 

66* 


8. 22 
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p= — ulm — (ea + k)] 

zu fchreiben; es befteht aljo der Einfluß der Reibung x nur darin, daß durch 
fie bei der einen Weghäffte, a in u — k und bei der andem, aina-+ k, 
alfo der ganze Schwingungsweg 2a, in 2a — 2% umgeändert, d. i. de 
Schwingungsweite bei jedem Ausſchlage um eine conftante Größe 2% abge 
kürzt wird. ‘Da endlic) in der vorm 

= — 

m 

die Schwingungsweite gar nicht vorkommt, fo fann folglich auch x keinen 
Einfluß auf dieſelbe ausüben. 

Anders iſt es dagegen mit dem Widerſtande der Luft. Dieſer wächft 
bei Heinen Geſchwindigkeiten, wie fie bei Bendelbewegungen vortommen, mehr 
nach der einfachen Geſchwindigkeit als nad dem Quadrate bderjelben, wie 
befonders aus Beſſel's Unterfuchungen (über die Yänge des einfachen Pen- 
dels, Abhandl. der Akademie der Wiſſenſch. zu Berlin, 1326) hervorgeht, 
und ſich auch dadurch erflären läßt, dag diefes Hinderniß vorzüglich aus der 
mit der Geſchwindigkeit v des fchwingenden Körpers wachjenden Verdichtung 
und Verdünnung der Luft vor und Hinter demfelben (ſ. $. 510, ſowie den 
Anhang $. 17, Anmerkung) erwächſt. Dies vorausgefett, können wir die 
Hcceleration des ſchwingenden Körpers, wenn wir benfelben im Auswärté 
ſchwingen begriffen annehmen, und feinen Weg vom Ruhepunkte aus meflen, 

p= — (ux + ve) oder + vv + ux = 0 amehmen. 


Seten wir num 
0x 2 
= hr. hl. 


jo können wir aud) (tl) + VA ld + uf(t) = 0 ſchreiben, und dieſen 
Ausdrud durch die Integralgleichung 


_ _.. 
x — [beos. (pt Vu) + bi sin. (eV u)]e ?®, 
wo b und 5, noch zu beftimmende Conftanten find und v— Vı + Fr 


ift, entfprechen. Nun ift aber fir * — 0, aud x —= 0, daher b — 0 
und einfacher 
_ —2* 
x — b, sin. (Vt Vu)e 2, 
Da dieſer Werth für Yt Vu = — 7x wieder Null wird, fo ift folglich die 
Zeit einer cinfa chen Schwingung 


WET ENTE 


mal jo groß, als wenn der Wiberftand der Luft nicht vorhanden wire. 
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Anmerfung. Es iſt leicht zu erflären, weshalb bie in Schwingungen vers 
fepten Körper nad und nad immer Kleinere und Fleinere Schwingungen machen 
und zulept in Ruhe übergehen. Die Urfache diefer Erfcheinung ift zwar zunächft 
der Widerſtand der Luft, dann aber auch noch vie Unvollfommenheit der Glafticität 
der fchwingenden Körper, vermöge welcher fih die Körper, namentlih innerhalb 
furzer Zeiten ven auf fie wirkenden Kräften nicht vollkommen proportional auss 
dehnen und zufammenprüden. 


Schwingungen des Wassers. Den einfachften Fall der Wellen« 8. 23 
bewegung des Waffers bieten die Schwingungen defjelben in 
zwei communicirenden Röhren ABCD, Fig. 895, dar. Nehmen 
wir zunächſt an, daß diefelben von gleichem Duerfchnitte A feien, und ben- 

Big. 895. fen wir uns das Wafler in dem einen Schen- 
tl um HA —= x über dem der Ruhelage 
entfprechenden Niveau ZR gehoben, unb 
im anderen um RD = x gefunfen. Wir 
haben bann die bewegende Kraft 

P = 4.2ry, 
ferner, wenn 7 die ganze Ränge ABCD 
— HBCR der Waſſermaſſe bezeichnet, 


die bewegte Maſſe M = 41. und daher 





die Beſchleunigung, mit welcher der eine Waſſerſpiegel ſinkt und der andere 


fteigt: 
_P __24Axy __2IE, 
ua, I! | 
Da diefe Formel ganz dem im Anhange $. 1 und 2 abgehandelten 
Schwingungsgefege » — ur entipricht, To Haben wir aud) hier die Zeit 
einer Schwingung: 


EEE. Vz 
Ver TV 2g' 


l 
Da ferner beim einfachen Kreispendel von der Länge 7’ ebenfalls 


I 

29 

ift, fo ſchwingt alfo das Waſſer in den communicirenden Röhren von glei» 
her Weite mit dieſem Pendel ifochron. 

Sind die beiden Schenkel der Röhre ABCD, Fig. 896 (a. f. ©.), 
gegen den Horizont geneigt, bildet z.B. die Are des einen den Win- 
fel «, und die des anderen den Winkel 4 mit dem Horizonte, jo entfpricht 
dem Wege AH = DR = x, welden ber Wafferfpiegel in dem einen 
Schenkel auf- und in dem anderen abwärts gemacht hat, der Niveauabſtand: 





1— 1 
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z—=xsin.a + xzsin.ß = x (sine + sin.ß), 
Fig. 896. daher ift die Kraft: 
P=Ayz(sina + sin.ß), 
ferner die Acceleration: 
g(sin.a + sin.ß).x 
v — — — 


und die Schwingungsdauer: 


l 

—_-@ V; (sin.e + sin.ß) 

Sind endlich die Röhren von ungleiher Weite, fo fällt die Yeftim- 
mung der Schwingungsdauer bedeutend complicirter aus. Es fei A ber 
Duerfchnitt und I die länge ber Mittelröhre, ferner &,, A, und 7, Neigumgt- 
winfel, Querfchnitt und Länge ber einen, ſowie az, A, und Z; Neigunge 
winkel, Querſchnitt und Länge dev anderen Seitenröhre; denfen wir und 
endlich, das Waffer in der Are des einen Schenkel um x, geftiegen und im 
anderen um x; gefunfen. Wir haben zunächit 





4, a = Äste, daher % = * Xi 
3 


und bie bewegende Kraft, auf A, reducirt: 
P= A, (zısin.a, + 2,5ina)Y = ar (A,sin.a, + A, sin.a,)n. 
2 
Die Waffermaffe in der Zwiſchenröhre ift conftant, und zwar — = 
und da ihre Gefchwindigfeit in dem Berhältniffe a zu der der Kraft fleht, 
diefelbe auf den Kraftpunkt rebucirt: 


(4 
=(#).A1y. 


Die Waſſermaſſe im erften Schentel ift: 
— 4, (lı 2) 
9 
— As (ly — *3) 


‚ und bie im zweiten 


oder auf ben Kraftpunft rebucirt: 
— — —* %)Y 
A, 9 
Endlich folgt die von 7’ zu bewegende Maſſe: 
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427 ıı ra a) u 
43 (4+ 0 +7 
— At. y (+ * * A _ ar) 
ar 4A; 4A! 
A! 1 
_ Zan +4 u Z) an} 
und die Acceleration: 
sin.t, sin.i,\ 
I EHE wahr vo LE 
Wr 


Wären die beiden Seitenröhren von gleichen Querſchnitte, jo hätte man 
A, — A4,, baher: 


__ (sin. + sin.ag)gxı __ (sin.c, + sin.a,)gaı 
I I I; Al nr 
(+ )4 —+tu+b 


und die Schwingungszeit : 
At+AlhH+b) 
gAl(sin.cı +4 sin.e;) 


Anmerkung. Dur die Reibung und durch den Krümmungswiverftand erlel- 
den natürlich diefe Formeln noch einige Modificationen (vergl. Anhang, $. 22). 


i= 


Elliptische Schwingungen. Wenn der Körper M, welder durch $. 24 

eine Kraft P nad; einem feften Punkte C, Fig. 897, mit einer Acceleration 

Big. 897. p=yus—u. CH hingetrieben wird, 
eine Anfangegefchwindigkeit c hat, deren 
Richtung von der Kraftrichtung abweicht, 
jo erfolgen feine Schwingungen nicht 
mehr in der geraden Linie, fondern in 
einer Cllipfe, wie aus Folgendem her⸗ 
vorgehen wird. Es fei m den Anfangs- 
punfte A der Bewegung die Bcwegungs- 
richtung rechtwinkelig auf dem Abftande 
CA = a und die entfprechende Gefchmwindigleit —c. Legen wir die Coor⸗ 
dinatenaren durd) C, und zwar die eine auf die andere vechtwinkelig gegen 
CA. Bezeichnen wir nun die Coordinaten CK und KM durd x und y, 
jo haben wir die mit den Aren parallel gehenden Componenten y und r von 





— — Sund LT it: 
p=munb 7 un. „it: | 
y=uzı md r = uy. 
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I 
»= MORE 


Da aber auch y eine Function der Zeit t, alſo etwa y— @ () ift, ſo 
hat man ebenfo die Gefchwindigfeit, mit welcher O Q zur Ruhelage zurildtehtt: 


2 — 9, (0), und die entfprechende Acceleration: 


0) 
o9( 
v — 240 = 9% (t). 
Wenn man nun beide Ausbrüde für 2 einander gleich fett, fo erhält man 
ganz wie im Anhang $. 17, die Differenzialgleichung: 


93 () = Ur (2): en = c?dr (er), 


und es läßt ſich daher auch wie dort 
y=9Ö=Y@Ö=Fli +2) +f(lt — 2) fowie 
v=e[lAlt +2) +fılt— a] ſehen. 

Da auch hier für z = 0 und x —= 1, y und v — 0 find, fo haben wir 
wieder fı = — Fı und fi (et +) =f(et— 1), oder (ct, +2D=f (ch); 
e8 ift daher die Zeit einer ganzen Schwingung: 

21 G 


h=T—=2y 75 Oder, wenn man G = Aly fest, 


e_ \&r. 
„= 21/5 


Es wählt alfo die Schwingungsdauer einer Saite direct wie die Ränge 
L, wie die Quadratwurzel aus bem Gewichte Ay ber Längeneinheit ımd 
umgelehrt wie die Duadratwurzel aus der Spannung S der Saite. 


Beifpiel. Da ded halben Schwingungsgzeit ver nächſte Octaventon entfpriät, 
fo wird nad) biefer Regel eine Satte die Octave zu dem anfänglichen Grundten 
geben, wenn man fie bis zur Hälfte abfürzt, oder in ihrer Mitte unterſtützt, cher 
wenn man fie viermal fo ſtark fpannt, oder wenn man fie bei gleicher Spannung 
durch eine Saite erfeht, von der die laufende Längeneinheit viermal fo leicht if 
als bei ver erften Saite. 


V — 


Querschwingungen eines Stabes. Die Beſtimmung ber Schwin⸗ 
Fig. 893. gungsdauer eines elaftijchen 

Stabes AB (franz. lame; engl. 
spring), Fig. 893, welcher an einem 
Ende B feftgehalten wird, läßt fi 
auf folgendem, allerdings etwas um⸗ 
ftändlichem Wege finden. Nach $. 216 
} — 5, tft, wen r den Krummungshalbmeſſer 
bes Stabes an einer durch die Coordi⸗ 
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naten CN = x, und NO — y, beftimmten Stelle O bezeichnet, das 
Biegungsmoment des Bogens AO — sı: 
u—_ WE 


r 
Segen wir nun die Kraft, mit welcher ſich ein ben Koordinaten OR— x 
und RQ = y entiprechendes Element Q der Are oder Ruhelage CB nähert, 
— Pd, alſo deſſen Moment: 
— NR.Poc = (&ı — x) Pdz, fo haben wir: 


WE — — x) POa. 











Nun ift aber 


Ne — ı) Pox =) pad — |" Pads 
-n/” Pox -/7 Pxdx, 


oder wenn man 7 Pox = P, und biernad) 


/ Pxdx = /* Pox.x = Pızı — /* P,ı0% ſetzt, 


Ss (& — x) Pdx =) Pi da, daher hat man auch 

WE — 
7 0 

05? 

Ferner iſt — — 322 0(tang.a) (f. Art. 33 der analytifchen Hülfs⸗ 

lehren), oder, da bei einer Kleinen Biegung Os — 9x gefett werben Tann, 
_ 08 da [ t: 
0 (tang. oe)’ her folgt: 
Oltang.c) _ 
0 


“D x. 





r=— 


— WE D dx, 


und dur Differenziiren: 
— WE.O Gm) O2. 
Setzt men nın y = % (x), ferner 
tang.a— I —y, (3), ang.) 0 ui 6) 
fo erhält man bie einfache Sleikung 
Pı = — WE.%Y; («), 


woraus durch nochmaliges Differenziiren 
oP =— WEOY, (x), d. i. POx —= — WEOY, (x) oder 


P=—- WE ——- % 2 — — WEY,(e) folgt. 


— vP. () undd Gr ang. c) ul), 
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Damit der Stab fyınmetrifch ſchwinge, können wir nun noch annehmen, 


daß P proportional mit y wachſe, alſo P=—= — Ky fei; und hiemad ev 
halten wir: 
K 
WEY,(z) = Ky, oder Yy,(r) = wEY/ = kiy, 


„X \: . 
—— 4 
wenn Wir zz, mit ki bezeichnen. 


Diefer Differenzialgleihung V. (x) — kty entipricht die Gleichung: 

y=%(z) = Acos.(kr) + Bsin.(kx) + Ce + Dertz, 
denn wenn man biefe fucceffiv differenziirt, jo erhält man: 

dl) = k[— Asin.(kz) + Becos.(kx) + Ce: — De=] 

Ya (x) = Kr[— Acos.(kx) — Bsin.(kx) + Ci + De*]), 

Vs (x) = k’[Asin.(kx) — Bcos.(kx) + Ce? — De-!:] und 

»,(2) = kt [Acos.(kz) + Bsin.(kx) + Ce= + Det*], 
alfo wirklich : 

Yu (a) = kty. 


8.21) Die Schwingungszeit tdes elaftifhen Stabes finden wir wie 


er ſetzen. Nun iſt aber bie 





der wie oben, wenn wir — 9; (f) = 


Kraft eines Elementes: 
= Por = — Kydz = — WEktyösz, 
und bei dem Querſchuitt F’ und der Dichtigkeit 7 die Maſſe deffelben: 


—= Fo9x ri daher folgt die Gleichung: 





WERK 
9(t) = Zu = — u’, 
wenn wir den Ausdrud 
4 
g er durch u? bezeichnen. 


Diefer Differenzialgleichung entjpricht ſchon die einfache Formel 
y=op(l) = sin.(ut + r), 
wo 7 eine beliebige Anfangszeit ausdrückt, denn es iſt 


v= J = Qt) = u.cos.(ut + z) md 
p ⸗ — U) — usin.(ut 47), b. i. 


pa ) = — WY. 
Nehmen wir num in der Gleihung y = sin. (ut + 7), 7 —= 0, fo fe 
kommen wir y = sin.(wi), daher für ut = 0, m, 2z2n.{.w,y=0; 
und es ift folglich 
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n 
hı=-— albe, und 
72 ie h Zu 
27 2 \, 
t — 7* Pr F 7 — die ganze Schwingungsbauer. 


Um hiernach die Zeit einer Schwingung berechnen zu können, muß nicht 
allein die Größe k, fondern aud) da8 Verhältniß 7 befannt fein. 
Iſt der Stab cylindrifch und der Halbmeſſer deſſelben, — r, fo hat man: 
F ar? 4 
wm r (1. $. 231), 
und ift er parallelepipedifch, feine Breite d und Höhe A, fo fällt 
F bh 12 an 
17 = 7,bM = 7 ans (ſ. S. 226). 
Hiernach folgt für die erfte Stabform : 





dar 
rk? yE' 
und flir den Stab von der pweiten von 
t— 37 
* qgE 


Die Größe x wird aus der Gleichung: 
y= 4A cos.(kxz) + B sin.(kz) + C* + Ne-t: 

auf folgende Weile gefunden. 

Segen wir in diefe Formel die zuſammengehsrigen Werthe x — 1 und 

y = 0, fo erhalten wir: 
| 1) 0=4A cos.(kl) + B sin.(kÜ)) + Ce! 4 Det, 

Thun wir ferner daffelbe auch in der Gleichung 

lang. & = 4 — %ı (2), fo erhalten wir: 
2) 0 = — Asin.(kl) + Beos.(kD) + Ce! — De. 

Da ferner dad Biegungsmoment am Ende A des Stabes — Null, und 
folglich der Krümmungshalbmefler r — ©, alfo Y.(r) = O und ebenfo 
Pa (2). — 0 ft, fo folgt: 


0 — — Acos.0 — Bsin.O + Ce! + De", di. — A+C+D=0, 
und 

0 — Asin.O — Beos0 + Ce — De dd... — BHC—D=0, 
daher 3)) A=C+Dw 


4, B=C—D. 
Eliminirt man nun aus diefen vier Öleichungen, A und B, fo erhält man: 
(C + D) cos.(kl) + (C — D) sin(kl) + Ce! + De* —0, 
und 
Weidbah's Lehrduh der Mechanik. 1. | 66 
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— (CO + D) sin.(k) + (C— D) cos.(kl) + Ce! — Det =; 
hieraus folgt durch Addition: 

C cos.(k) — D sin.(kD + CH! 0, 
md durch Subtraction: 

D cos.(kD) + Csin.(kl) + De! — 0, oder: 


C [cos.(kT) + e&'] = D sin.(kT) und 
D [cos.(kl) + et] = — C sin. (kl); 
daher durch Divifion: 


cos. ) + ef! sin. (kl) , 
sin) ws) Het endlich 
2 + cos.(kl) (et + ee) — 0, oder 

2 
c08.(kl) = Gr 


Bon den verfchiedenen Werthen, entſprechend den verfchiedenen Tönen, welde 
der Stab je nad der Anzahl feiner Schwingungsknoten geben kann, ift der 
kleinſte &7 — 1,87501, wogegen die größeren nahe 

x _ In 5x In ſ. w. 
=y 992" 
ausfallen. Kommt es darauf an, aus ber beobachteten Schwingung&auer 
t den Efafticitätsmobul E zu finden, fo hat man in ber Regel nur den 
kleinſten Werth in Betracht zu ziehen, es ift daher 











h —— ud i — Bi 
folglich fr einen chlindriſchen Stab: 
7420 -? 41? y 14 
=, (7) = — 3,6167t = 1m? r2 1° 
und I —— 
41? yı 
(er n) = 2 (rom m) = 42579 g hate 


Knmertun 1. N erteiät man die Formeln 
Ar 
io | /* — /L 
ra V gE und d, = 21, gE 
für die Quer⸗ und Längenfchwingungen eines und deſſelben Stabes mit einander, 
fo erhält man die Broportion: 
12 
th = 7: 8], ich *. :0,5596 7,. 
Wertheim hat für Gußftahl und Mefling biefes Verbältnig durch Beriude 
beitätigt gefunden. 
_ Anmerfung 2. Ueber die Querſchwingungen elaftiiher Stäbe handelt aus 
rührlic Seebed in einer Abhandlung der Leipziger Geſellſchaft der Willenichaften. 
Leipzig 1849, fowie in dem Programme der techniſchen Bildungsanflalt in Dresden 
vom Jahre 1846. Wertheim’s Unterfuchungen über die Glaflicität der Metalle 
und des Holzes mittel Längen: und Querſchwingungen werden in Boggendoril’s 
Annalen, Grgänzungsband II. 1845, ziemlich ausführlich abgehandelt. 








. 22.] Die Theorie der Schwingungen. 1043 


Anmerkung 3. Die Schwingungsdauer, oder vielmehr die Anzahl der Schwin- 
jungen eines Stabes in einer gewiflen Zeit läßt fih wegen ihrer Kürze in der 
Regel nit unmittelbar beobachten, fondern man muß fich hierbei befonberer 
>ulfsmittel bedienen. Man benupt hierzu, entweder nach Chladni, Savart 
1. ſ. w., die Höhe des von den Schwingungen erzeugten Tones, oder man wendet 
as zuerft von Duhamel angegebene Berfahren an, weldes darin befteht, daß 
nan von dem ſchwingenden Stab mittels eines feinen Häfchens auf eine ganz 
lleichföormig umlaufende und mit Kienruß überzogene Glastafel eine Wellenlinie 
wfreigen läßt. Zur Erzielung einer möglichit gleihförmigen Umbrehungsbewegung 
ann man'fih eines hronometrifhen Apparates bevienen, welcher mit einem 
Bindfange, ähnlich wie ein Bratenwender oder das Schlagwerk einer Thurmuhr, 
tusgerüftet ift, und von Morin in der Abhandlung „Description des appareils 
lynamometriques etc., Paris 1838“ fowie in veflen Notions fondamentales 
le mecanique befihrieben wird. Wertheim fund bie Anzahl der Schwingungen 
n einer gewiſſen Zeit dadurch, daß er mit dem zu unterfuchenden Stabe noch einen 
ınderen Körper, 3. B. eine Stimmgabel, ſchwingen ließ, deſſen Schwingungszahl 
sefanut war. Wenn man nun von beiden Körpern Wellencurven in die Rußfchicht 
er rotirenden Glastafel einfragen läßt und die Wellen derſelben zähli, welche 
:inem und demſelben Gentriminfel entfprechen, fo erhält man in dem Verhältniſſe 
iefer Zahlen aud das Verhältnig ver Schwingungszahlen. Was die Longitupinal- 
hwingungen anlangt, fo find diefe in der Negel auch mit Fleinen Querſchwingun⸗ 
jen verbunden, weshalb hier die Stäbe zweifache Wellenlinien befchreiben, und vie 
Anzahl ver Längenfchwingungen mit der der Duerfchwingungen leicht verglichen 
verden fann, wenn man die Ffleinen Wellen innerhalb einer Welle ver großen 
Wellencurve auszählt. 


Schwingungshindernisse. Zu den Kräften, welche die Schwingun- 8. 22 
gen eines Körpers erzeugen, gejellen ſich noch gewiſſe Bewegungshin- 
derniffe, deren Einfluß wir num noch Tennen lernen müflen. Iſt ein fols 
ches Hinderniß conftant, wie 3. B. die Reibung an der Drehare eines 
Pendels oder an dem Stifte einer Magnetnadel, jo Hat daffelbe auf bie 
Schwingungsdauer gar feinen Einfluß, fondern es wird mar durd) dafjelbe 
die Schwingungsweite bei jedem Ausſchlag um eine gewifle Größe Fleiner. 
Wir haben oben in $. 1 (Anhang) in dem Falle, wenn die bewegende Kraft 
der Entfernung = vom Ruhe- ober Mittelpunfte C der Bewegung AB, 
Fig. 894, proportional ift, 

yz=-ur = u(a — xi) 
Big. 894. wo x; den durchlaufenen Weg 
AM bezeichnet, gelegt. Bei Be 
rüdjichtigung der Verminderung A 
OKAÄR des Weges durd; die Reibung ha- 
ben wir dagegen für da8 Durch⸗ 
Saufen der erſten Weghälfte A C: 


«* MNPC B p=ula—k— am), 
und für das der zweiten Weg« 
hälfte CB: 


66* 
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p= —- ulm — (a + %)] 
zu fchreiben; es befteht aljo der Einfluß der Reibung x nur darin, dag durch 
fie bei der einen Weghälfte, a in a — x und bei der andern, aina + k, 
alfo der ganze Schwingungsweg 2a, in 2a — 2% umgeändert, d. i. bie 
Schwingungsweite bei jedem Ausichlage um eine conftante Größe 2% abge 
fürgt wird. Da endlich in der vorne 


= 
die Schwingungsweite gar nicht vorkommt, fo tann folglich auch k feinen 
Einfluß auf diefelbe ausüben. 

Anders ift es dagegen mit dem Wibderftande der Luft. Diejer wächn 
bei Heinen Gefchwindigfeiten, wie fie bei Bendelbewegungen vorfommen, meh 
nach der einfachen Gejchwindigfeit al® nad; dem Quadrate derfelben, wie 
bejonder8 aus Beſſel's Unterfuchungen (über die Ränge des einfachen Pen: 
dels, Abhandl. der Akademie ber Wiffenfch. zu Berlin, 1826) hervorgeht, 
und fich aud) dadurch erflären läßt, daß diefes Hinderniß vorzüglich aus der 
mit der Gefchwindigfeit v des ſchwingenden Körpers wachlenden Verdichtung 
und Verdünnung der Luft vor und hinter demfelben (ſ. 8. 510, fowie den 
Anhang $. 17, Anmerkung) erwähftl. Dies vorausgefegt, können wir bie 
Acceleration des ſchwingenden Körpers, wenn wir benfelben im Auswärte 
ſchwingen begriffen annehmen, und feinen Weg vom Ruhepunkte aus mefien, 

p = — (ux + vo) oder p + vo + ux = 0 annehmen. 

Seten wir nun 


ser Em = Ey, 
fo können wir aud) A(t) + en (Ü) + uf(t) = 0 ſchreiben, und biejem 
Ausdrud durch die Integralgleichung 

A [d cos. (vt Vu) + b, sin. (ytV u)] e ?, 


wo b und 1 noch zu beftinnmende Conftanten jind und Y—= 1/ 1 + — 

4p 
iſt, entſprechen. Nun ift aber fir £ — 0, aud x — 0, daher db = 0 
und einfacher 


_ —2* 
x — bı sin. (yt Vu)e ®. 


Da diefer Werth für Yt Vu — 7 wieder Null wird, fo ift folglich die 
Beit einer einfahen Schwingung 
1 


t=— I, Hi — — 


—1 
vV 2 u : 
r V. +7 Vi + 
mal ſo groß, als wenn ber Wiberftand der Luft nicht vorhanden wäre. 
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Anmerlung Es ift Teicht zu erflären, weshalb die in Schwingungen ver» 
ſetzten Körper nach und nad immer Kleinere und Fleinere Schwingungen machen 
und zulegt in Ruhe übergehen. Die Urfache dieſer Ericheinung ift zwar zunächft 
der Widerfland der Luft, dann aber auch noch die Unvollfommenheit der Elaſticität 
der ſchwingenden Körper, vermöge welcher fi die Körper, namentlih innerhalb 
furzer Zeiten den auf fie wirkenden Kräften nicht vollfommen proportional aus 
dehnen und zufammenbrüden. 


Schwingungen des Wassers. Den einfachften Fall der Wellen« 8.23 
bewegung des Waſſers bieten die Schwingungen deffelben in 
zwei communicirenden Röhren ABCD, Fig. 895, dar. Nehmen 
wir zunächft an, daß diefelben von gleichem Querſchnitte A feien, und den» 

Fig. 896. fen wir uns das Wafler in dem einen Schen« 
tel um HA — x über dem ber Ruhelage 
entjprechenden Niveau ZR gehoben, und 
im anderen um RD x gejunfen. Wir 
haben dann die bewegende Kraft 

P = 4.2ry, 
ferner, wenn 7 die ganze Lünge ABCD 
— HBCR der Waffermaffe bezeichnet, 


die bervegte Maſſe M — Aly 





‚und daher 


die Beſchleunigung, mit welcher der eine Wafferfpiegel finft und der andere 


fteigt: 
P 2Axy 29% 


= 





PTy Aly 
Da diefe Formel ganz dem im Anhange $. 1 und 2 abgehandelten 
Schwingungsgefege 2 — ur entipriht, fo haben wir auch hier die Zeit 
einer Schwingung : 
I 


I 
Vu 29° 


Da ferner beim einfachen Kreispenbel von der Yänge 2 ebenfall® 


I 
29 

ift, fo ſchwingt alfo da8 Waffer in den communicirenden Röhren von glei- 
cher Weite mit diefem Pendel ifochron. 

Sind die beiden Schenkel der Köfre ABCD, Fig. 896 (a. f. ©.), 
gegen den Horizont geneigt, bildet z. B. die Are des einen den Wins 
fel «, und die des anderen den Winkel 8 mit dem Horizonte, fo entjpricht 
dem Wege AH —= DR = x, welden der Wafferfpiegel in dem einen 
Schenkel aufs und in dem anderen abwärts gemacht hat, ber Niveauabitand: 


1— 7 
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z=zsin.a + xzsin.ßB —= x (sin.a + sin.f), 
Fig. 896. daher ıft die Kraft: 
P=Ayz(sina + sin.ß), 
ferner die Acceleration: 
g9(sin.a + sin.B).x 
Pr — ö— BEE 


und die Schwingungsdauer: 





I 

—_r V; (sin.e + sin.) 

Sind endlich, die Röhren von ungleiher Weite, fo fällt die Beitim- 
mung der Schwingungsdauer bedeutend conıplicitter aus. Es fei A der 
Querſchnitt und I die Länge der Mittelröhre, ferner &,, A, und !, Reigungs 
winfel, Querfchnitt und Länge der einen, fowie as, A, und 1, Neigung 
winkel, Querſchnitt und Länge der anderen Seitenröhre; denfen wir ımt 
endlich das Waſſer in der Are de einen Schenkel um x, geftiegen unb im 
anderen um x, gefunfen. Wir haben zunächft 


Ai ı = Agfa, daher I = 2 L%; 
2 
und die beivegende Kraft, auf A, reducitt: 
P= A, (usin.a + 2,5n&)Y = ar (A,sin.a, + A, sin.) 2. 
2 


Die Waflerniaffe in der Zwifchenröhre ift conftant, und zwar — — 
und da ihre Gejchwindigfeit in dem Berhältniffe * zu der der Kraft ſicht. 


dieſelbe auf den Kraftpunkt reducirt: 


— (Jı \? 
=(#).Aly. 


Die Waſſermaſſe int erften Schentel ift: 
— 4, (ı + 2) F 
9 
_ 4 (l, — 23) 7 


‚ umb bie im zweiten 


oder auf den Kraftpunft reducirt: 
— 2) = 2%)7 
Ar 9 

Endlich folgt die von 7’ zu bewegende Maſſe: 
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— 4, 24 h + a , — =) ‘ 
= 43 (gt a A, 
y Lu 3 a a) 
= A ‚(at A, 4% 4; 


4 1 | 
g Fran +4 +3 + (Zr 7 - 5) A, I) 
und die Acceleration: 
sin.Cı sin. ©, 
pP ( A, + A: ) I 


| — 0 





Wären die beiden Seitenröhren von gleichem Duerfchnitte, fo hätte man 
A, = A,, daher: 


_ (sin. + sin.a)gxı __ (sin.a, + sin.a;)g&ı 
La u + — Ai! 
(+ )a 0 Fruts 


und die Schwingungszeit : 
Al+AGb+b). 
gAl(sin.cı + sin.«;) 


Anmerkung. Durch die Reibung und durch den Krümmungewiderſtand erlei- 
den natürlich dieſe Formeln noch einige Modificationen (vergl. Anhang, $. 22). 


min 


Elliptische Schwingungen. Wenn der Körper M, welcher durch $. 24 

eine Kraft P nad) einem feften Punkte C, Fig. 897, mit einer Acceleration 

Big. 897. p = us — u. CM hingetrieben wird, 
eine Anfangegefchtwindigfeit c hat, deren 
Richtung von ber Kraftrichtung abweicht, 
fo erfolgen feine Schwingungen nicht 
nıehr in der geraden Linie, fondern im 
einer Cllipfe, wie aus Folgenden her- 
vorgehen wird. Es ſei m den Anfange- 
punfte A ber Bewegung die Bewegungs» 
richtung rechtwinkelig auf dem Abftande 
CA = a und die entiprechende Gefchwindigleit —=c. Legen wir die Coor⸗ 
dinatenaren durch C, und zwar die eine auf die andere rechtwinfelig gegen 
CA. Bezeichnen wir nun die Coordinaten CK und KM durch x und y, 
fo haben wir die mit den Axen parallel gehenden Componenten y und r von 





— — Sund Siſt: 
p=usb =, und =, 
y=yı und r—=uy. 
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Sind nun u und v die ebenfall® den Aren parallel gerichteten Compo 
nenten der Geſchwindigkeit w bed Körpers M, fo haben wir nad) S. 1, 


Anhang: i 
«= Vu(@a@— 2°); 
zugleich 
ar [vis — 2u [ vöy=un, und daher —Ve—pn. 
Rem für y=b, r — 0 if, fo folgt: 
0 = c? — ub?, daher c — Vu und v —Vu (b? — 9). 
Nun ift aber u — or und u = 3. daher folgt auch: 


ot 
\/e a ⸗ 
y ot b2 — y? Va? — rn ® — 


nd I 
(3) u (3 
Vi- (2) Vi - (3) 
und daher (nad) Art. 26, V. der analytischen Hülfslehren): 
arc. (sin = =) = arc. (sin. — 9 + Con., 
oder, da für x = u, y = 0 tft, 
a (sin. 0 , 
arc. (sin. = 2) = arc.|sin. = ;) + Con., oder 


N 


arc. (sin. = 1) = are. (sin. — 0) + Con, d. i. > = Com, md 


u Z\ — are (sin. — 3 ei 
arc. (sin. = ) = (rc. (sin. — ) 4 7 oder 
arc. (sin — ) — are. (sin = 9 = = 


Wenn aber die Differenz zweier Bögen — — > beträgt, jo iſte der Sinne 
des einen gleich dem Coſinus des anderen, d. i. 


2=Vı-( (3) we (5) +) =. 


Da dies die Gleichung einer Ellipse ift, fo folgt auch, daß der 
Punkt, welcher mit der Yeceleration uz nach C getrieben ober gezogen wird, 
in einer Ellipfe von den Halbaxren CA=aıumnd CR = bum C läft. 

Auch folgt nun: 

ey ey 
et = = — — ‚ daher die Zeit: 
Va — yy) 
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Et — „are (sin = 2) ferner umgelehrt: 
y=b sin. (Vu), fowie 2 = a.cos. (t Ve), 


und die Zeit zum Durdjlaufen eines elliptifchen Duadranten, wenn man 
y=b jet: 


„= arc. (sin. =7)- vi arc.(sin. — 1) = — 
2Vr' 


alfo die Zeit zum Durchlaufen der halben Ellipſe: 


A 
23h = ——, 
1 Vu 
und die Zeit einer ganzen Umbeung © oder Schwingung: 
Ab — 
vr 


alfo genau fo groß, al® wenn die Bewegung eine gerablinig wieberfehrenbe 
wäre. od) folgt: 


u —V ua? — x?) —Vu (a? — a? [eos. ((V u)]) — ua sin. (t Vu) 
und 


v—=V u.(b?— y2) — ub cos.(t Vu), 
und daher die Umdrehungsgeſchwindigkeit: 
w—= Vur + v3 — uV (a sin. tV a)? +(beos.tV a)”. 
Endlich kann man noch 
‚— ıı? cos. (tV u) + 


2 
y= ‚+? sin. (t Vu) — 
ſetzen, und da nun die erſten Glieder 
- = cos. (Vu) und - 


cos. (t Vu) und 


bbin. (t Vu ) 




















sin. (tVu) 


eıner gleichförmigen Bewegung in einem Kreiſe vom Halbmeſſer . 
und die beiden anderen Ölieder einer entgegengefegten gleichfürmigen in einem 
Kreife vom Halbmeſſe — 


men, daß die elliptifche Bewegung bed Punktes aus zwei kreisförmigen 
Bewegungen zufammengefeßt fei, daß nämlich der Punkt gleichförmig in 





b entfprecden, fo kann man auch anneh—⸗ 


1050 ._. [8 25 





einem Kreiſe vom Halbmeſſer — Ö umlaufe, während ” das Centrum 


bfortbewegi. 





dieſes Kreiſes gleichförmig in einem Kreiſe vom Halbmeſſer 


Iſt b = 0, fo erfolgt zwar die Schwingung in einer geraden Linit, 
allein man kann ſich auch denken, daß diefe Schwingung aus zwei gleichen 
und entgegengefegten Kreisbewegungen zuſammengeſetzt jei. 


$.25 Wasserwellen. Die elliptiihen Schwingungsbewegungei 
finden fid) den genauen Beobachtungen der Gebrüder Weber zufolge ba 
den Bewegungen der Wafferwellen (franz. ondes; engl. waves) vor. Nicht 
allein jedes Waflertheilhen in der Oberfläche, fondern aud) jedes Waſſertheil⸗ 
chen unter derjelben befchreibt während der Wellenbewegung des Waſſers eint 
Ellipfe. Wegen des Widerftandes am Boden find jedoch die Ellipfen unter 
dent Waſſer Meiner als die an der Oberflähe, und nehmen überhaupt mit 
dem Abftande von der Oberfläche ab. Die verfchiedenen Elemente im Waj⸗ 
ferfpiegel, fowie in jeder anderen Fläche parallel zu demfelben, befinden fid 
in demſelben Augenblide in den verfchiedenften Bewegungsphajen; währen 
ein Element A, Fig. 398, feine Bahır in (0) beginnt, ift ein Element B 
Fig. 898. 


u = 
a — — = - 
Er — 
ge — 
— 
a — 
= 





ſchon in (1), ein anderes C in (2), ein drittes D in (3), ein viertes E in 
(4) u. |. w.; es bildet alfo in diefem Augenblide der verticale Durchſchnin 
der Oberfläche des Waflers eine cykloiden- oder trochoidenförmige Gurte 
ABCDEFGHJ. Dor dem Eintritte der Wellenbewegung waren die 
Elemente in den Mittelpinkten X, L... N ihrer Bahnen und bildeten den 
horizontalen Waflerjpiegel X N, während der Wellenbewegung hingegen be: 
finden fie fich zum Theil über, zum Theil unter diefer Ebene, und haben 
natürlich ſtets ein Beſtreben, nad) ihren Ruhepunkten X, Z... N zurüd: 
zufehren. Die elliptifchen Schwingungen finden jedody nur fo lange ftatt, 
als die Wellen unverändert bleiben; nimmt aber die Größe derfelben allmälig 
ab, jo wird auch die Bahn eines Elementes nach und nad) eine engere und 
engere, und bildet daher Feine Eilipfe ınehr, fondern eine Spirallinie. Umge⸗ 
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kehrt bildet fich ficherlich bei der Entftehung und dem Wachſen ber Wellen 
die elliptifche Bahn erft allmälig aus einer Spirallinie heraus. 


Nach einem Zeittheilchen ift A in feiner Bahn nad) (1), B nad) (2), C 
nad) (3) u. f. w. gerückt, und dadurch die Welle un den Horizontalabftand 
KL zwiſchen je zwei Elementen fortgefchoben worden; nad) Verlauf eines 
zweiten Zeittheilchens befindet fich ferner A in (2), Bin (3), Cin (4), 
und e8 ift die Welle wieder um den Abftand KL —= LM fortgerüdt; 
und fo bewegt fich bei dem ferneren Umlaufe der Wafferelemente die Welle 
immer weiter und weiter fort, bis fie am Ende einer vollftändigen Umdrehung 
eines Elementes in feiner Bahn ihre eigene Yänge KN durdjlaufen hat. 
Nach einer halben Umdrehung eines Waſſerelementes ift wic Fig. 899 zeigt, 

Fig. 899. 





an die Stelle eines Wellenberges ein Wellenthal und an die des letz— 
teren ein Wellenberg gelommen. Diefes Fortichreiten der Welle befteht natlir- 
lich in Feiner befonderen Bewegung des Waflers, fondern nur in einem Yort- 
rüden einer und derjelben Bewegungsphafe, 3. B. in dein Fortrücken des 
Wellengipfel® I (Fig. 898) nad) O, Pu. ſ. w. Kennt man die Umlaufs- 
zeit & eines Wafferelementes und die Yänge AJ = s einer Welle, fo kann 
man die Fortpflanzungsgefhwindigfeit berjelben durch die For—⸗ 


nel ce = 7 berechnen. 


Die Höhe einer Welle, oder die Summe von der Höhe eines Wellenberges 
und der Tiefe eines Wellenthales ift der verticalen Are 25 der Ellipje gleid), 
in welcher die Waflerelemente an der Oberfläche umlaufen; die Länge CG 
des Wellenthales itbertrifft die halbe Wellenlänge um die horizontale Are 
2a jener Ellipfe, und die des Wellenberges ift natürlich um fo viel kürzer 
als die Halbe Yänge ber ganzen Welle. Hiernach wäre der Querfchnitt 
eine® Wellenthales größer als der eines Wellenberges ; da dies aber wegen 
der Unveränderlichkeit des Waſſervolumens nicht möglich ift, fo müſſen die 
Mittelpunfte der elliptifchen Bahnen nod) etwas über dem Niveau des ruhi- 
gen Waſſerſpiegels ftehen. 


8. 26 
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Webers Versuche. Rad Weber’s Berfuchen ift die Bahn, im welcher 
ſich jedes Wafferelement an der Oberfläche einer Welle beivegt, eine wenig ge 
drüdte Ellipfe, nad) Emy follen Hingegen bei den Meereswellen die Waſſer⸗ 
elemente aufrechtftehende Ellipſen durchlaufen. Mit ber Tiefe der Elemente unter 
der Oberfläche nehmen beide Aren ihrer elliptifchen Bahnen ab, jeboch, befonbers 
nad; Weber, die verticalen Aren mehr als die horizontalen Aren. Nach der 
Tiefe zu fcheint ein Yortfchreiten der Wellen nicht ftatt zu finden: ſenkrech 
unter einander befindliche Wafferelemente befinden fi), den Beobachtungen 
der Gebrüder Weber zufolge, gleichzeitig im einer unb derfelben Bene 
gungsphafe, wogegen die in einer horizontalen Linie liegenden Elemente eine 
ftetige Wolge der Bewegungsphafen bilden. Aus den erwähnten Beob: 
achtungen geht ferner noch hervor, daß die Umlaufszeit eines Elementes 
oder die Zeit, innerhalb welcher eine Welle um ihre eigene Länge fortfchreitet, 
vorzüglich von dem Berhältnifie der beiden Bahnaxen abhängt; je größer 
das Verhältniß ber horizontalen Are 2a zur verticalen Are 25 ber Bahn 
ift, defto größer ift auch die Umlaufgzeit. Die tiefer Tiegenden Waſſertheile 
durchlaufen ferner ihre Bahnen in Fürzerer Zeit, als die in der Oberflädk, 
woraus wieder gefolgert werden muß, daß auch die Wellenlängen nad} dem 
Boden zu abnehmen. 


Die Sortpflanzungsgeichwindigleit c — F einer Welle hängt, da die Um⸗ 


lauf8zeit t mit dem Verhältniſſe — wächſt, nicht allein von der Länge >, 


fondern auch von der Höhe db ab. Wenn eine Welle zwiſchen parallelen 
Wänden, 3. B. in einem Canale fortfchreitet, fo bleibt ihre Breite ımver- 
ändert; e8 nimmt aber ihre Höhe d allmälig ab und ihre Länge allmälig jo 
zu, daß in der Fortpflanzungsgefchwindigkeit nur diejenige Veränderung ein 
tritt, welde aus der Reibung des Waſſers an den Wänden refultir. Wenn 
hingegen eine Welle auf Feiner Seite in ihrem Fortſchreiten gehindert wird, 
und diefelbe einen in ſich felbft zurücklaufenden Wall bildet, fo vergrößert fich 
ihre Länge und Breite zugleich, und zwar auf Unkoſten ihrer Höhe, und 
fie wird allmälig jo flach, daß fie in kurzer Zeit von dem Auge nidjt mehr 
wahrgenommen werben Tann. Iſt eine folche Welle anfangs nicht kreisförmig, 
jo nähert fie ſich wenigftens der Kreisgeftalt immer mehr und mehr, je 
weiter fie fortfchreitet. Nach den Weber’fchen Verſuchen foll die Höhe in 
arithmetifcher Progreifion abnehmen, wenn die Welle in geometrifcher Pro: 
greſſion fortfchreitet. Die Gefchwindigfeit des Fortſchreitens einer folchen 
Welle nimmt allmälig ab, je weiter diefelbe fortichreitet. Wenn umgelehrt 
eine Welle von außen nad) innen fortfchreitet, und fich dabei immer mehr umd 
mehr zufammenzieht, fo nimmt diefelbe an Höhe und Länge, fowie and) an 
Geſchwindigkeit, allmälig zu. 
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Es findet hiernach ein großer Unterjchied zwiſchen den Wafjerwellen und 
en Schallwellen ftatt. Während bei biefen Wellen die Fortpflanzungs« 
eſchwindigkeit nur von der Elafticttät und Dichtigkeit des Mediums abhängt, 
ft diefelbe bei jenen Wellen nur eine Function der Wellenhöhe und Wellen- 
änge. Wenn die Wellenbewegung des Waſſers durch eine faft momentan 
virfende Kraft, 3.8. durch Eintauchen und fchnelles Herausziehen eines feften 
Rörpers aus dem Wafler, veranlaßt wird, fo beichreiben die Waflerelemente 
mmer Heiner und Heiner werdende elliptifche Bahnen, oder vielmehr im Gan- 
en fi) immer mehr und mehr zufammenziehende Spirallinien, und es fallen 
yierbei auch die Umdrehungszeiten immer Heiner und Heiner aus. Diefem 
Bewegungsverhältniffe ift die Entftehung einer ganzen Reihe immer Kleiner 
ind Meiner ausfallender Wellen beizumelien. Bei dem weiteren Fortſchreiten 
werben bie folgenden Wellen von ben vorhergehenden immer mehr und mehr 
verftärkt, während die vorderfte Welle fich in kurzer Zeit fo ſehr verflacht, daß 
te von dem Auge nicht mehr wahrgenommen wird. Dieſes Zufammenfliegen 
ver Wellen verurfacht die Entftehung Heiner Wellenſyſteme, welche befonbers 
auf den Borberflächen der Hauptwellen zahnfürmig auftreten. Dieſe Heineren 
Wellen oder Zähne fchreiten, nad) Poiffon und Cauchy, gleichförmig bes 
ſchleunigt fort. 


Hagen’s Versuche. Nach den neueften Forfchungen des Herin Geh. Ober, 8. 27 
bauraths Hagen (f. den Seeufers und Hafenbau von ©. Hagen, 1. Band, 
Berlin 1863, welcher den 3. Theil des Handbuches der Wafferbaukunft von dem 
jelben Berfaffer bildet, fowie auch defien Abhandlungen über Wellen auf Ge⸗ 
wäflern von gleichmäßiger Tiefe, Berlin 1862) befchreiben die Waffertheile bei 
Wellen iiber einem fehr tiefen Grunde, mit conftanter Wintelgefchwin- 
digkeit, Kreife, deren Durchmeſſer nad) unten zu allmälig abnehmen, fo 
dag ſie am Boden unendlich Hein ausfallen. Ein Waflerfaben, welcher in 
der Ruhelage ſenkrecht fteht, wird folglich hiernad) bei der Wellenbewegung, 
ähnlich wie ein Getreideſtengel beim Winde, um diefe Verticale fo hin⸗ und 
herichwingen, daß dabei der Fußpunkt unverändert bleibt. ‘Die MWellenlinie, 
oder die Curve, welche die in gleicher Ummbrehungsphafe befindlichen, in der 
Ruhelage eine horizontale Linie bildenden Punkte verbindet, ift deshalb eine 
geftredte Cyeloide, beren Stredung mit der Tiefe fo abnimmt, daß fie nahe 
über dem feiten Boben eine gerade Linie bildet, während fie an der Oberfläche einer 
gemeinen Cycloide am nächften kommt. Aus dem Halbmefler r der gemeinen 
Cyeloide, deſſen Größe fich bei Hohen Meereswellen auf 50 Fuß fteigert, 
folgt die Wellenlänge I=2r, die Fortpflanzungsgeſchwindigkeit derfelben: 

e= v2 g= ve ; 
die Periode einer Welle: 
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1 V* vr - 
— — — 7 — — —, 
e 9 9 
und die Winkelgeſchwindigkeit, mit der ſich die Waſſertheile in ihren von oben 


nach unten allmälig abnehmenden Kreisbahnen bewegen, co — — . 


Der Mittelpunft bes Kreifes, in welchem ein tieferes Waſſertheilchen um- 
läuft, beftimmt fich aus dem Halbmefjer e diefes Kreifes durch den Abftand 
y deflelben von dem Mittelpunkt bes erften Kreiſes vom Halbmeffer r. mittel? 


der Formel 
y=r Lan. (=). 
e 


Umgekehrt iſt e — re” 7, wo e — 2,71828 ..., die Grundzahl bes 
natürlichen Potenzenſyſtemes bezeichnet. Man kann hiernach Leicht ermeflen, 
daß die Schwingungskreiſe mit der Tiefe außerordentlich ſchnell abnehmen, 
z. 2. fürr = 10 Fuß, ift in der Tiefe y = 50 Fuß, z — 10.0" 
— 3,50 Fuß und in der Tiefe y— 200 Fuß, fällt ⸗— 10.09.68 —0,1i 
Fuß ans. 

Dei Wellen von geringer conftanter Tiefe find dagegen, wie auch ſchon 
Scott Ruffell angegeben Hat, die horizontalen Bewegungen der über 
einander befindlichen Waflertheile gleich groß; es behält daher der aufang: 
verticale Waflerfaden bei ber Wellenbewegung feine verticale Stellung, ver: 
ändert dagegen hierbei feine Länge und Dide. Die einzelnen Waſſertheilchen 
beichreiben Hier geichlofiene Curven von gleichem horizontalen, und ven 
einem veränderlichen mit der Tiefe allmälig abnehnenden verticalen Durd 
mefler; diefelben jind jedoch nur unter der Borausfegung, daß die Wellen⸗ 
höhe gegen die Waflertiefe unendlich Hein ift, Ellipfen. 

Dei enblicher Tiefe des Waſſers und großer Wellenhöhe find die Gelege 
der Wellenbewegung jehr complicirt. 


$. 23 Interferenz der Wasserwellen. Wenn fih zwei Waſſerwellen 
durchkreuzen, fo treten im Allgemeinen biefelben Erfcheinungen ein, wie bei den 
Luft⸗ und anderen Wellen; es jet auch hier jede Welle nad) dem Zuſammen⸗ 
treffen ihre Bewegung fort, als wenn es gar nicht ftattgefunden hätte; nur findet, 
nach Weber’s Beobachtungen, ein Heiner Zeitverluft ftatt, fo daß eine Welle 
ein wenig mehr Zeit braucht , einen gewiſſen Weg zu durchlaufen, wenn fie durch 
eine anbere Welle hindurchgeht, ald wenn fie frei fortichreitet. Kommen zwei 
Wellenbergezufammen, fo entfteht ein faft doppelt jo hoher Berg, und ebenſo 
geben zwei Wellenthäler bei ihrem Zuſammentreffen ein faſt boppelt io 
tiefe® Thal, als bei einer einfachen Welle. Die Weber'ſchen Verſuche führen 
auf das Verhältnig 1:1,79 zwifchen den Berghöhen der einfachen und der 
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pelwelle. Bei der Interferenz oder dem Zuſammenkommen eine® 
(enberges mit einem Wellenthale heben ſich beide gegenfeitig auf und es 
t die betreffende Stelle in Niveau des ruhigen Waſſerſpiegels. Was 
Bahnen der einzelnen Waflerelemente anlangt, fo gehen dieje bei dem 
amımentreffen von zwei gleichen Wellen in gerade Linien über, die im 
ggipfel ſenkrecht, entfernt von demfelben, aber chief, jedoch fo ftehen, daß 
ich oben gegen den Gipfel neigen. 

Benn ferner eine Mafferwelle gegen eine fefte Wand anftößt, fo wird 
on derfelben jo zuridgeworfen, als wenn fie von einen Orte herkäme, 
eben jo weit hinter der Wand abfteht, als der Ausgangspunft der Welle 
derjelben, und e8 geht die zurückgeworfene Welle ebenfo durch die ankom⸗ 
de hindurch wie zwei ſich freuzende Wellen überhaupt. 

In Fig. 900, J., II. bie V. find die Erfcheinungen, welche fich beim 

Fig. 900. 





wüdwerfen einer Welle ABCDE duch eine fejte Wand MN darbie- 
„vor Augen geführt. In I. kommt eben der Wellenberg CODE an der 
and MN an, und es beginnt das Reflectiren in Form einer umgekehrt 
ifenden Welle C, Di Ei; in IL. ift der Gipfel D des Wellenberges an der 
and angelommen, und e8 hat ſich mit demfelben die Hälfte D, Fi des zu⸗ 
ckgeworfenen Wellenbergcs vereinigt, folglid) entfteht ein halber Wellenberg 
4 von faft doppelter Höhe. In III. erreicht eben erjt das Wellenthal 
BC die feſte Wand, während der zurückgeworfene Wellenberg C, D, Eı 
er demfelben hinweggeht; e8 tritt daher eine Interferenz ein, wobei die 
‚elle einen Augenblid lang ganz verſchwindet. In IV. trifft die Thaljohle 
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B der antommenden Welle mit der Thalfohle B, der zurückgeworfenen 
Welle an der Wand zuſammen, es bildet ſich folglich ein halbes Thal AS 
von der doppelten Tiefe. In V. ift endlich die anfommende Welle ABCDE 
volljtändig durch die Wand MN zuriidgeworfen, und dadurch im die umge 
fehrt laufende Welle A, Bi C) D, Fı vertvandelt worden. 





Die Bahnen der Waflerelemente erleiden durch den Anſtoß am die feſie 
Wand diefelben Veränderungen, wie bei dem Durchfreuzen zweier Wellen; 
e8 wird auch Hier in der Nähe der Wand ber horizontale Theil diefer Be 
wegung immer mehr und mehr aufgehoben, und dagegen der verticale 
Component mehr und mehr verftärkt, fo daß nahe an der Wand diefe Bahn 
in eine verticale, und entfernter davon in eine fchiefe Linie übergeht. Stößt 
die Welle fchief gegen eine feſte Wand, jo wird fie, wie jeder elaſtiſche Kör- 
per, unter bemfelben Winfel zurückgeworfen, unter welchen, jie auftriitt. 
Trifft die Welle nur theilweiſe gegen ein Hinderniß, fo treten die Erfcheinun: 
gen der fogenannten Inflerion ein, wobei fich neue Wellen um die äußeriten 
Enden diefer Hinderniffe herum bilden. 

Endlich entftehen die ftehenden Wellen des Waſſers wie die einer 
Saite oder eines anderen feſten Körpers, wenn ſich zwei gleich lange Welten 
freuzen, deren Ausgangspunfte um das 1, 3,5,7 ... fache des Viertels 
einer Wellenlänge von einander abftehen. E& fi ABCDEFGAH, Fig. 902 
I. und II., die eine, und A, B, C, D, Er Fi Gı Hı die andere Welle. In 
den Punkten X, L, M, N, wo beide Wellenziige von der Mittellinie gleich 
weit abftehen, fich aljo die Bewegungen anfheben, bilden jich fefte Inter- 
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ferenzpunfte, dagegen Über und unter den Punkten O, P, Q, R, wo fid) 
beide Wellenlinien jchneiden und daher die Wege verdoppeln, entftehen abwed)- 
felnd Berggipfel und Thalſohlen. 


Fig. 902. 





Anmerfung. Den volltändigiten Unterricht über die Wellenbewegung ertheilt 
folgendes Werk: Wellenlehre auf Erperimente gegründet, u. f. w., von den Brüdern 
€. H. Weber und W. Weber, Leipzig 1825. Ginen guten Auszug hiervon 
findet man in dem Lehrbucdhe ver mechanifchen Naturlehre von Auguft. Auch ift 
hierüber nachzuleſen: Müller’s Lehrbuch der Phyſik und Meteorologie, Bo. I. 
Die Abhandlungen über die Wellen von Laplace, Lagrange, Flaugergues, 
Gerfiner und PBoiffon findet man in dem Weber’fhen Werke fehr vollftändig 
mitgetheilt und fritifirt. Weber Eauhy’s „Wellen Theorie" und Bidone’e 
„Verſuche“ findet man Ausführliheres in Gehler’s phnfifaliihem Wörterbuche, 
Art. Wellen. Emy’s „Wellentheorie” ift unter dem Titel „Ueber die Bewegung 
der Wellen und über ven Bau am Meere und im Meere” von Wiefenfeld 
überfegt, und 1839 in Wien erſchienen. Die Schriften von Hagen find oben 
F. 27 eitirt worden. Auch handelt Airy von der Theorie der Waflerwellen im 
Artifel „Tides and Waves“ ver Encyclopädia metropolitana Vol. V. 
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Alphabetifhes Sadregiiter. 


Die angegebenen Ziffern geben bie Seitenzahl an. 


U. 


Abbrechen, 418. 

Abvrüden, Abfcheeren (Widerſtand bei: 
jelben), 339. 372. 

Aberration des Sternenlichtes, 120. 

Abhängigvariable, 1. 

Abhang, 921. 

Abſciſſen, 2. 

Abfciflenacceleration, 114. 

Abſciſſengeſchwindigkeit, 113. 

Acceleration, 76. 81. 92. 

Adhaͤſionskraft, 131. 728. 

Anhäfionsplatten, 729. 

Aörodynamif, Neroftatif, 133. 

Aichen, Aichmaß, 942. 

Aggregatzuſtaͤnde, 130. 

Anfangsgeſchwindigkeit, 76. 608. 1047. 

Angriffspunft, 131. 159. 

Anfapgerinne, kurze (Ausfluß durch) 814. 
816. 

Anfapröhren, coniſch convergente, 827. 

Anfagröhren, conifch divergente, 828, 

Anfagröhren, kurze (Ausflug durch) 818. 
820. 

Anfagröhren, kurze conifche, 827. 867. 

Anfagröhren, furze cylindrifche, 819, 854. 

Anfagröhren, kurze innere, 821. 

Anfagröhren, kurze ſchiefe, 823. 

Anfagröhren, lange, 829. 

Anfchwellungen der Zlüfle, 939. 

Antifrictiongzapfen, 316. 


Anziehungsgefepe, magnetifche, 1022: 

Aräometer, Senfwagen, 724. 

Arbeit ver Sentrifugalfraft, 546. 

Arbeit der comprimirten Luft, 749. 902. 

Arkeit der Reibung, 280. 302. 

Arbeit der Trägheit, 139. 543. 

Arbeit ver Wärme, 902. 

Arbeit einer Kraft, mechaniſche Arbeit, 
136. 154. 176. 

Arbeitseinheit, 197. 

Arbeitsmodul der Glafticität und Ae- 
ftigfeit, 349. 419. 

Arbeitöverluft beim Stoß, 640. 849. 

Archimedes’ Princip, 723. 

Afymptote, 17. 19. 20. 

Atmofphäre, Atmofphärendrud, 743. 

Atwood'ſche Fallmaſchine, 566. 

Aufhaͤngepunkt, 216, 630. 

Auftrieb, 708, 763. 

Ausdehnung der Luft, 747. 

Ausdehnung durch Wärme, 759. 

Ausdehnung, elaſtiſche und permanenir. 
341. 360. 

Ausdehnungscoefficient, 759. 

Ausdehnungsfräfte, 340. 

Ausbehnungsverfuche, 359. 

Ausflug aus bewegten Gefäßen, 783. 

Ausflußcoefficient des Waflers, 790. 

Ausflußcoefficienten ber Luft, 910. 

Ausflug der Luft aus Gefäßen, 38. 
900. 905. 907. 

Ausflug des bewegten Waſſers, 308. 

Ausflug des Waflers aus Gefäßen, 766. 


Alphabetiſches Sachregifter. 


Ausflußgeſchwindigkeit, 766. 

Ausflußmenge, Ausflußgquantum , 766. 
89. ’ 

Ausflugmündung, Ausflußöffnung, 766. 

Ausflug unter veränderlidem Drude, 
876. 918. 

Ausflug unter Wafler, 772. 

Ausflug verfchievener Flüſſigkeiten, 771. 
896. 

Ausflug, voller, 819. 

Ausfchlag, Ausichlagswintel, 615. 

Are eines Kräftepaures, 172. 

Are, freie, 590. 

Are, Umdrehungsare, 172. 214. 539. 

Arendrud, 217. 

Arenfchicht, neutrale, 376. 


B 


Balken, 384. 388. 393. 396. 

Balken, gefpannte, 525. 

Balten, hohle, 403. 443. 

Ballitif, 108. 1004. 

Balliſtiſches Pendel, 659. 

Barometer, 742. 

Barometriſches Höhenmeflen, 754. 

Barycentriſche Methode, 208. 

Becher, hydrometriſcher, 962. 

Beharrungsvermögen, Traͤgheit, 126. 

Beharrungszuſtand des fließenden 
Waſſers, 923. 

Belaftung, ercentrifche, 446. 

Berührungslinie, 7. 

Beſchleunigung, 76. 

Beichleunigung der Schwere, 81. 127. 

Bette, Flußbette, 921. 

Bewegung, abfolut, relativ, 73. 117. 

Bewegung, beichleunigt, verzögert, 74. 

Bewegung der Luft in Röhren, 916. 

Bewegung des Waſſers in Flußbetten 
u. ſ. w., 921. 9385. 

Bewegung des Waflers in Röhren, 835. 

Dewegung, einfahe und zuſammen⸗ 
gefegte, 94. 

Bewegung, gerablinige und krumm⸗ 
(inige, 73. 

Bewegung, gleihförmige und ungleich: 
förmige, 74. 

Bewegung in wiberfiehenden Mitteln, 
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Dewegungsarten, 539. 

Bewegungshindernifle, 1043. 

Bervegungsmoment, 636. 

Bewegungsphafen, 1028. 

Biegung, 375. 

Biegungsfeftigfeit, 339. 416. 

Biegungsmoment, 378. 380. 398. 102. 

Binomialfuncion, 25. 

Binomifche Reihe, 25. 

Bodendrud, 687. 

Böihung, 235. 698. 927. 

Bogenlünge, 53. 

Brachyſtochronismus, 625. 

Brechungsebene, Brecdhungsquerfchnitt, 
461. 

Bricolwinfel, 861. 

Brunnenzull, 949. 


C. 


Calotte, 559. 

Capillaritaͤt, 728. 

Cataracte, 842. 

Centralſtoß, 633. 635. 

Gentrifugalfraft, 574. 

Gentrifugalfraft des Waflers, 685. 686. 

Gentripetalfraft, 574. 

Einematif, 122, 

Cohaͤſion, 337, 728. 

Gohäftonsfraft, 131. 

Gommunicirende Röhren, 689. 727. 

Componenten, 97. 142. 1045. 

Boncavität, 7. 28. 

Eonifche Röhren, 838. 

Conſtante Factoren, 9. 29. 

Eonftante Glieder, 9. 29. 

Gonftante Größen, 1. 9. 

Conſtante Kraft, 134. 

Gontraction , Gontractiongivefficient, 
788. 910, 

Contraction, volllommene und unvoll- 
fommene, 806. 824. 8583. 

Contraction, vollftändige und unvoll- 
ftändige (partielle), 8083. 

Bontractiongfcala, 802. 

Eontrahirte Waflerftrahlen, 787. 789. 

Gonverität, 7. 28. 

Eoordinaten, 2. 

Coſinus⸗ und Cotangensfunction, 39. 
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Curven, convere, concave, 7. 12. 22. 
Cycloide, Cycloidenpendel, 621. 622. 
Cylinder, hohler, 409. 


D. 


Dampf, Dichtigkeit deſſelben, 761. 

Dampf, Expanſivkraft deſſelben, 3. 

Daniel Bernoulli, 770. 

Dichtigkeit der Körper, 128. 

Dichtigkeit (mittlere) der Erde, 1017. 

Dichtigkeit der Luft, 761. 

Dichtigkeit des Waſſerdampfes, 761. 

Dichtigkeit des Waſſers, 128. 

Differenzial, 6. 

Differenzialverhaͤltniß, Differenzialquo⸗ 
tient, 7. 

Directionskraft der Magnetnadel, 1019. 

Drehklappe, 867. 869. 

Drehpunkt, 222. 

Drehung, 177. 178. 538. 

Drehungselaftieität, 339. 489. 

Drehungsieftigfeit, Torfiongfeftigfeit, 494. 

Drehungshalbmefler, 547. 575. 

Drehungsmoment, 490. 543. 1020. 

Drehwage, 1016. 

Droflelventil, 867. 

Drud der Luft, 742. 753. 

Drudfeftigkeit, 338. 339. 

Drucdhöhe, 688. 767. 775. 

Druck, hydrauliſcher, hydrodynamiſcher, 
774. 


Druck, hydroſtatiſcher, 679. 689. 690. 
Druck im Waſſer, 681. 

Druck und Zug, 124. 338. 

Druck⸗, Verlical⸗, Horizontal⸗, 698. 
Durchbiegung, Cinbiegung, 384. 485. 
Dynamik, 128. 133. 


E. 


Ebene, ſchiefe oder geneigte, 289. 241. 
605. 


Eigenthümlichese Gewicht, 129. 
Einfallsloth, Binfallswinkel, 650. 
Einheit der mechanifchen Arbeit, 137. 
Ginrammen, 664. 

Glafticität, 181. 337. 742. 1011. 
Elaſticitaͤtsgrenze, 337. 342, 


Alphabetiſches Sachregifier. 


(Slafticitätsmodul, 344. 373. 1015. 
Glaftifche Linien, 380. 488. 
Slaftifch-flüffige Körper, 678. 
Elemente, 6. 

G@levationswintel, 104. 

@ilipfe, 18. 251. 

Ellipſoid, 560. 

Elliptiſche Bewegung, 1047. 
Glongation, 615. 

Emporfteigen, fenfrechtes, 84- 
Enpgefhwind:gfeit, 76. 
Erdmagnetismus, 1020. 1025. 
Gyolute, 56. 

Excentriſcher Drud und Zug, 517. 
Ercentrifcher Stoß, 633. 661. 
Erpanfiofraft der Luft, 742. 759. 
Erpanfivfraft des Waflerdanıpfee, 3. 
Grponentialfunction, 31. 


F. 


Fall oder Fallen der Körper, 3. BI. 
605 625. 

Fullmafchine von Atwood, 566. 

Fallwinkel, Neigungswinfel, 281. 605. 

Federn, Federdynamometer, 472. 

Federkraft, 131. 

Geftigfeit, 338. 

Weftigfeitsmobul, 347. 418, 

Flaͤche, Erumme, 8. 

Kliehfraft, 574. 

Fließende Waller, 921. 

Flügelrad, hydrometriſcher Flügel , 958 

Flüfftgfeiten, flüffige Körper, 130. 678. 

Flußbetten, 921. 

Hortpflanzungsgefchwindigfeit, 1028. 
1051. 

Sortrollen, 571. 

Fortfchreitende Bewegung, 539. 

Friction, 276. 

Frictionsräder, 303. 565. 

Füllen und Leeren der Schleufen, 890. 

Functionen, 1. 


©. 


Baystuffaciches Belek, 759. 
Gaſe, Luftarten, 742, 
Gasmeſſer, Gasuhr, 989. 
Gefälle, 921. 











Alphabetiſches Eachregifter. 


efäßbarometer, 742. 

efüßmanometer, 745. 

reoftatif, Geodynamik, Geomechanik, 138. 

eſchmeidig, 338. 

jefchwinbigfeit, 74. 

jefchrwindigfeit des fliegenden Waſſers, 
922. 

Jefchwindigfeit des Schalles, 1032. 

jefchiwindigfeit, mittlere, 89, 92. 922. 

zeſchwindigkeit, virtuelle, 155. 

hefchwindigfeitscoefficient, 786. 910. 

defchwindigfeitshöhe, 83. 775. 

Beichwindigfeiteveränderung , plögliche, 
&51. 

Yefeh von Mariotte, 746. 

Yefeß von Gay⸗Luſſac, 759. 

Yewicht, abfolutes, 124. 137. 129. 

hewicht. fpecififches oder eigenthümliches, 
129. 721. 

Yewichtseinheit, 125. 

BHleichförmige Bewegung, 74. 
Bleichförmig befchleunigte, gleichförmig 
verzögerte Bewegung, 75. 77. 80, 
Sleichförmig veränderte Bewegung, 75. 

Bleichgewicht, 123. 124. 
Sleichgewichtsarten, 216. 217. 231. 
Hleichheit der Kräfte, 124. 
Bramm, Kilogramnı, 125. 

Bleiten, 277. 605. 

Graphiſche Darftellung, 2. 90. 
Srößen, conflante und variable, 1. 
Brundbette, 921. 

Guldinifche Regel, 208. 


H. 
Haarroͤhrchen, 788. 
Haͤhne, 866. 869. 
Haͤrte, 338. 643. 
Halszapfen, 314. 
Hauptaxen, 590. 
Hebei, Hebelarten, 222. 228. 310. 
Hebelarm, 161. 
Hebermanometer, 744. 
Herabgleiten, 600. 
Herabrollen, 612. 
Horizontal⸗ und Verticaldruck, 698. 702. 
708, 
Hoyer, Rammbär, 664. 
Hydrodynamik, Hydroftatif, 138. 766. 
Hybraulif, 138, 
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Hydrometer, Hydrometrie, 942. 955. 
Hyprometrifches Flũgelrad, 958. 
Hybrometrifches Pendel, 966. 
Öpperbel, 19. 48. 

Hyperboliſche Logarithmen, 32. 48. 
Hydroſtatiſche Mage, 722. 


I. 


Inflerion der Wellen, 1056. 
Snfleriong: oder Wendepunkt, 22. 
Interferen, ver Wellen, 1030. 1055. 
Integral, Integraltechnung, 28. 
ntegralformeln, 41. 

Intenfität einer Kraft, 132. 
Intenfität des Erdmagnetismus, 1026. 
Sinterpolation, 66. 

Iſochronismus, 606, 624. 625. 


N. 


Kegelventile, 871. 

Keil, 244. 296. 462. 

Kettenbrüde, 259. 

Keitenlinie, 260, gemeine Rettenlinie, 266. 

Kettenreibung, 325. 328. 

Klappenventile, 866. 871. 

Kloftergewölbe, 210. 

Kniehebel, 224. 

Knieröhren, 860. 

Knoten, 248. 

Körnerfpigen, 316. 

Körper, materielle over phyſiſche, 122. 

Körper, flarre, biegfame und elaftifche, 
247. 

Körper von gleihem Widerſtande, 356. 
464- 470. 6085. 

Kolbenflange, 504. 539. 

Kraft, Kräfte, 122. 128, 131. 174. 

Kraft, lebendige, 141. 

Kräftepaar, 167. 378. 

Kräftemaß, 126. 

Kraftmoment, 162. 380. 

Kraftrihtung, 131. 

Kreis, 2. 

Kreisbogen, Schwerpunft deflelben, 183. 

Kreisfunctionen, 38. 

Kreifel, 576. 

Kreispenpel, 614. 

Kropfröhren, gefrümmte Röhren, 862. 

Krümmungshalbmefier, Krümmungss 
freie, 55. 110. 879. 
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Krummlinige Bewegung, 109. 113. 156. 
Kugel, 194. 208.554. 571. 612.713. 884. 
Kurbel, 89. 539. 

Kurbelftange, 503. 539. 


L. 


Labiles Gleichgewicht, 217. 238. 

Länge einer Welle, 1024. 1051. 

Längenfchwingungen, 1011, 1027. 

kalt, 223. 271. 

Lebendige Kraft, Brincip derfelben, 139. 
141. 

Leeren der Ausflußgefäße, 876. 

Lesbros’ Verſuche, 812. 

Leiftung, Arbeit einer Kraft, 136. 

Leiftung der Gentrifugalfraft, 576. 

Leiftungsvermögen des fließenden Waſ⸗ 
fers, 767. 

Linie, elaftifche, 380. 383. 

Linie, gerade, 17. 

Logarithmen, 32. 

Luft, Ausfluß verfelben, 898. 900. 905. 

Luftballon, 764. 

Luft, Dichtigkeit derfelben, 761. 

Luft, Luftdruck, 743. 

Luftmanometer, 762. 

Luftpumpe, 756. 

Luftfchichten, 753. 


M. 


Mac Laurin’s Meihe, 25. 

Magnetismus, 1020. 

Magnetifche Kraft, 131. 1022. 

Magnetnabel, 1019. 

Manometer, 742. 744. 

Mariotte’fches Geſetz, 5. 746. 

Maffe, 127. 

Maflenmoment, 548. 

Materie, 124. 

Materieller Bunt, 138. 

Materielles Pendel, 614. 

Marimal- und Minimal» Eontraction, 
800 


Marimal: und Minimal: Spannungen, 
481. 

Marimum und Minimum, 21. 

Mechanik, 122. 

Mechanifche Arbeit, 186. 176, 

Metacentrum, 717. 


- Alpbabetifches Sachregifter. 


Metallfevern, 472. 

Methode der kleinſten Quadrate, 63. 

Mittel, arithmetiſches 65. 

Mittelkraft, 145. 

Mittelpunkt ver Maſſe, 180. 540. 

Mittelpunkt des Schwunges, 627. 

Mittelpunft des Stoßes, 603. 658. 

Mittelpunkt des Waflerdrudes, 691. 

Mittelpunkt paralleler Kräfte, 174. 

Modul der Glafticität und Feſtigkeu, 
344. 346. 

Mopul der Kogarithmen, 33. 

Molecularwirkungen, 728. 

Molerule, Molecularfraft, 131. 728. 

Moment eines Kräftepaares, 167. 162. 

Moment, magnetifches, 1020. 1026. 

Moment paralleler Kräfte, 174. 

Moment, flatifches oder Kraftmoment 
162. 

Moment, Trägheitsmoment, 548. 

Munditüde, in: und Ausmũndungoſtück 
841. 846. 

Mündung in der dünnen Wand, 707. 
896. 910. 

Mündungen, rectanguläre, 778. 79. 
808. 812. 

Musfelkraft, animalifhe Kraft, 131. 

N. 

Maturgefeke, . . 

Natürliche Kogarithmen. 32. 48. 

Naturlehre, 122. 

Neil'ſche Parabel, 53. 

Nicholfon’fhe Senkwage, 725. 

Normale, 55. 

Normalacreleration, 111. 573. 

Normalkraft, 156. 573. 


D. 


Dbelist, Ausflug aus demfelben, 885. 
Obelisk, Schwerpuntt deſſelben, 201. 
Oberflaͤche des Waſſers, 688. 
Obſervatorium, hydrauliſches, 961. 
Obturatoren, 866. 

Oel, Ausfluß deſſelben, 896. 
Ordinaten, 2. 

Ordinatenacceleration, 114. 
Ordinatengeſchwindigkeit, 113. 

Ort, 73. 118. 

Oſcillation, 614. 1008. 





Alphabetifches 


P. 


Parabel, 3. 55. 101. 258. 269. 

Parabolifche Bewegung, 102. 109. 

Paraboloid, 556. 686. 

Barallelepiped der Gefchwindigfeiten, 100. 

Barallelfräfte, 166. 

Barallelogramm der Accelerationen, 100. 

Barallelogramm der Bewegungen, 95. 

Barallelogramm ver Gefchwindigfeiten, 
96. 

PBarallelogramm ter Kräfte, 145. 

Varalleltafeln, 736. 

Parameter, 17. 

Pendel, balliftifches, 659. 

Pendel, einfaches mathematifches und 
materielles, 614. 627. 

Pendel, hydrometriſches, 966. 

Pendellinſe, 557. 

Pendelſchlag, 615. 

Periode, periopifche Bewegung , 74. 89. 

Pfähle, Einrammen berfelben, 664. 

Pfund, Zollpfund, Neupfund, 126. 

Phoronomie, 122. 

Phoronometrifhe Bormeln, 87. 

Piegometer, 745. 847. 

Pitot'ſche Röhre, 964. 

PBneumatif, 1383. 

Polyeder, Schwerpunft berfelben, 198. 

Boncelet’fhe Ausflußmündungen, 79. 

Boncelet’s Theorem, 308. 

Botenzfunction (x*), 12. 

Potenzreihe, natürliche, 32. 

PBrineip des gleichen Drudes, 679. 

Profil, Längen: und Querprofil, 921. 

Progreifive Bewegung, 139. 

Prony’s Waſſermeßmethode, 948. 

Profaphie und Synaphie, 729. 


Q. 


Quadratur der Curven, 46. 
Queckfilber, Ausfluß deſſelben, 896. 
Querprofil der fließenden Waſſer, 921. 
925. 
Querſchwingungen, 1014. 1086. 
Querſchnitt, 842. 642. 767. 921. 
Querſchnitt, ſchwacher, gefährlicher, 461. 
Duerfchnitteveränderungen, plößliche, 
849. 


Sachregiſter. 


Quotient 2, 61. 
Duotient, Differenzial defielben, 11. 


N. 


NMabwelle, 272. 6533. 561. 

Hammbär, Rammklog, 664. 

Reaction des ausfließenden Waflers, 968. 

Reactionsrad, 981. 

Nectification der Eurven, 53. 

Neduction der Biegungsmomente, 398. 

Reduction der Maflen, 545. 

Mebuction der Trägheitömomente, 546. 

Meduction einer Kraft, 222. 

Neductionsformel 44. 

Meflerionswinfel, Austrittswinfel, 660. 

Reibung, Neibungswiberitand, 276. 

Meibung auf der fhiefen Ebene, 290. 

Reibungsarten, 277. 

Reibungscoefficient, 280. 

Neibungscoefficient der Luft in Röhren, 
915. 

Meibungscoefficient 
Flüſſen, 931. 

Neibungscoefficient des Waflers in 
Möhren, 830. 

Meibungsgefebe, 279. 

Reibungsfegel, 282. 

Reibungswage, 284. 

Reibungswiberftanhshöhe, 830. 

Meibungs⸗ oder Ruhewinkel, 281. 

Relativer Ort, relative Bewegung, 118. 

Nefultirende Kraft, Mittelfraft, 142. 
145. 161. 

Reverfionspendel, 631. 

Mheometer, 967. 

Fippen, 444. 446. 

Röhren: und Keflelftärken, 704. 

Röhrenleitungen, 840. 

Röſche, 921. 

Mollen, fette und lofe, Kraft: und Leit- 
rolle, 270. 271. 335. 567. 

Mollen der Körper, 571. 612, 

Motationsflähen und Notationsförper, 
205. 208. 209. 569. 592. 

Ruhe, abfolute, relative, 74. 

Ruhepunkt, Stüßpunft, 222. 


©. 
Saiten, Schwingungen gefpannter, 1036. 
Säulen, Tragfraft verfelben, 498. 
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des Waſſers in 
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Schallgeſchwindigkeit, 1082. 

Schaufeln oder Wiegen, 631. 

Scheer⸗ und Schubfeftigfeit, 339. 372. 

Schieber, Schubventile, 866. 869. 

Schiefe Ebene, 239. 290. 

Sciefwinfelige Boordinaten, 47. 

Schleuſen, 3%. 

Schmieren, 277. 

Schneiden und Spisen, 319. 

Schubfeſtigkeit, 372. 

Schubkraft, 378. 476. 

Schwerebene, Schwerlinie, 180. 

Schwerkraft, 81. 122. 131. 

Schwerpunft, 180. 

Schmwerpunftsbeimmungen, 181. 

Schwimmen, Schwimmtiefe, 711. 712. 
715. 720. 

Schwimmer, Schwimmfugel, 955. 

Schwimmflab, 966. 

Schwingung, ſchwingende Bewegung, 
614. 1008. 

Schwingungen elaftifcher Stäbe, 1088. 

Schwingungen der Magnetnabel, 1021. 

Schwingungen der Saiten, 1086. 

Schwingungen des Waflers, 1045. 

Schwingungsamplisude, 1009. 

Schwingungsbogen, Schwingungsweite, 
542. 615. 

Schwingungspunft, 627. 

Schwingungszeit, Schwingungsbauer, 
615. 1009. 1033. 

Schwungfraft, 574. 

Seilmaſchine, 247. 

Seilpolygon, 252. 

Ceilreibung, 323. 

Seitengefhwinnigfeiten, 97. 

Seitenfräfte, 145. | 

Sicherheitsmobul, 346. 

Sinusfuncion, 38. 

Sinufoide, 39. 

Sohle, 921. 

Sondirſtange, Sondirkette, 957. 

Spannkraft, 742. 

Spannung, 248. 731. 

Spannung, Horizontale und Vertical⸗, 
253. 

Specifiſches (eigenthümliches) Gewicht, 
129. 721. 

Sphäroid, 204. 554. 


Alphabetifches Sachregifter. 


Spitgapfen, 314. 
Springende Waſſerſtrahlen, 842. 
Spröbe, 388. 
tab, Schwingungen eines Stabes, 1083. 
Stabilität, Standfähigfeit, 216. 230.236. 
Stabilität ſchwimmender Körper, 716. 
Stahl, gehärtet und angelaflen, 368. 
Stahlfevern, 472. 
EStatik, 128. 1383. 
Steifigkeit ver Seile und Ketten, 328.330. 
Steifigfeitswivderftand der Hani- m) 
Drabtfeile, 381. 332. 
Eteighöhe, Fallhöhe, 84. 844. 
Stereometer, 754. 
Stift, Reibung beflelben, 314. 
Stoß, verſchiedene Arten des Stopes, 
633. 634. 

Etoß, elaftifher, 634. 
Stoß, gerader, 633. 
Stoß, unvollfommen elaftifcher, 634. 616. 
Stoß, ſchiefer, 634. 648. 
Stoß des Waflers, 972 977. 94. 
Stoß ber Luft, 996. 
Stoßfeftigfeit, 668. 671. 
Stoßlinie, 683. 
Stoßpunft, 658. 
Stoßreibung, 651. 
Stoßzeit, 634, 
Stromgefchwinbigfeitsfeala, 923. 
Stromquadrant, 966. 
Stromſtrich, Stromrinne, 922. 
Stüßpunft, 222. 
Subnormale, 55. 
Subtangente, 8. 34. 259. 
SEymmetrieebene, Symmetrieare, 183. 
Symmetrifche Körper, 182. 
Sympſon'ſche Regel, 50. 138, 

X. 
Tachometer, 967. 
Tangente, Tangentenwinfel, 7. 16.114. 
Tangentialaceeleration, 112. 
Tangentialebene, 8. 
Tangenefunction, Tangentoide, 39. 
Tangentialgefhwindigfeit, 114. 
Tangentialfraft, 156. 
Taucherglocke, 749. 
Zautodronismus, 625. 
Teihdämme, 698. 
Teichgerinne, 824. 888, 





Alphabetifches Sachregtiter. 


Temperatur, 759. 

Torflon, 338. 489. 

Torftongfeftigfeit, 494. 673. 

Torfionsmoment, 490. 

Torfionspendel, Torfionsihwingungen, 
1016. 

Torfionswinfel, 490. 

Tractorie, Buglinie, 317. 

Träger, 480. 

Trägheit, 125. 

Trägheitshalbmefler, 547. 

Trägheitsfraft, 125. 131. 540. 

Trägheitsmoment, 548. 

Tragkraft, Tragvermögen, 345. 417. 

Tragmodul, 346. 423. 495. 

Tragmoment, 417. 438, 

Triogonometrifche Bunctionen, 38. 

Trigonometrifche Linien, 40. 


u. 


Ueberfall, Wandeinfhnitt, 777. 799. 
810. 815. 880. 

Umbrehungsare, 172. 214. 539. 596. 

Umbrehungsebene, 215. 

Umbrehungsfräftepaar, 530. 

Umbrehungszeit, 575. 

Ungleihförmige Bewegung, 74. 86. 

Ungleihförmige Bewegung des fließen- 
den Waflers, 985. 

Umhüllungscurve, 107. 

Urvariable, 1. 


V. 


Bariable, veraͤnderliche Groͤßen, 1. 

Ventile, 742. 745. 870. 

Berfchiebungsminfel, 496. 

Verſuchsapparat, hybraulifcher, 892. 

Virtuelle Geſchwindigkeit, 155. 176. 
179. 242, 

Bollfommen flüffige Körper, 678. 

Bolumen, 125. 

Bolumenometer, 755. 


W. 


Wage, hydroſtatiſche, 722. 
Waͤlzendes Pendel, 681. 

Waͤlzende Reibung, 820. 

Wärme, 759. 
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MWärmelraft, 181. 

Wagenfedern, 478. 

Wandeinſchnitt, Ueberfall, 777. 880. 

MWafler, Ausflug vefielben, 766. 

Waſſer, Dichtigkeit deſſelben, 128. 

Waſſerdämpfe, 3. 761. 

Waſſerdruck, hydroſtatiſcher, 688. 

Waſſerdruck, hydrauliſcher, 774. 

Waſſermenge, Waſſerquantum, 766. 

Waſſermeßapparat, 942. 

Waſſermeſſer, Waſſeruhr, 986. 

Waſſerſpiegel, Oberflaͤche des Waſſers, 
684. 731. 733. 

Waſſerſtand in communicirenden Roͤh⸗ 
ren, 689. 727. 

Waſſerſtrahl, 767. 787. 

Waſſerſtrahlen, ſpringende, 106. 

Waſſerwellen, 1050. 

Waſſerzoll, 949. 

Weich, 338. 

Wellen, 1028. 

Wellenberg, Wellenthal, 1051. 

Wellenhoͤhe, Wellenlänge, 1061. 

Wendepunkt, 22. 390. 

Widerſtand des Waſſers, 994. 

Widerſtände, 123. 276. 

MWiderflandscoefflcient, 822. 850. 

Widerſtandshoͤhe, 822. 

MWinfelacceleration, 542. 

Winkelgeſchwindigkeit, 542, 

Winkelhebel, 223. 

Wirfung einer Kraft, 124. 126. 

Wirkung und Gegenwirkung, 132. 228. 
633, 

Moltmann’fcher Flügel, Slügelrad, 958. 

Wurfbewegung im Iuftleeren Raume, 104. 

MWurfbewegung in der Luft, 1004. 

Wurfhöhe, Wurfweite, 106. 

Wurflinie, 1004. 


X. 


Ximenes, Reibungseverſuche, 286. 
Ximenes, Waſſerfahne, 967. 


3. 


Zahlenreihe, natürliche, 27. 
Sapfen, 272. 278. 812. 
Zapfenreibung, 278. 283, 


1066 Alphabetifches Sachregifter. 


Zerdrückungsfeſtigkeit, 342. 358. Zug, 124. 338. 
gerfnidungsfeftigfeit, 501. Zuſammendrückung, elaftifhe und pers 
Berlegung und Zufammenfegung der manente, 342, 
Geſchwindigkeiten und Accelerationen, Zufammengefepte Ausflußgefäße, 873. 
99. 100. Zufammengefehte Bewegungen 94. 
Zerlegung und Zufammenfegung ter Zufammengefehte Claſticitaͤt und Feſtig⸗ 
Kräfte, 142. 146. 147. 162. 174. “feit, 339. 613. 


Berlegung und Zufammenfegung der Zuſammengeſetzte Kräfte, 142. 
Kräftepaare, 169. 


Berihtigungen. 
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This book should be returned to 
the Library on or before the last date 
stamped below. 

A fine of five centsa day is incurred 
by retaining it beyond the specified 
time. 

Please return promptiy. 
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3 2044 103 132 4 


